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Motivace

• Př́ıklady fyzikálńıch problémů:

Fyzikálńı jev Charakteristická proměnná

Statika Posuny (pr̊uhyby), pootočeńı
Smyková deplanace pr̊ǔrezu Deplanačńı funkce
Pr̊uhyb membrány Pr̊uhyb
Elektrostatika El. potenciál
Difúze Koncentrace
Ustálené prouděńı Hydraulická výška
Transport vlhkosti Relativńı vlhkost
Přenos Tepla Teplota

• Analýza transportńıch jev̊u
- Transport tepla a vlhkosti

Transport tepla
- hledaná funkce je rozložeńı teploty T (x) [K]
- postup řešeńı: Diferenciálńı rovnice + okrajové podḿınky

→ slabé řešeńı → diskretizace, MKP
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Základńı pojmy a veličiny:

• Teplo Q(x) (tepelná energie) je část vniťrńı energie, kterou těleso p̌rijme nebo
odevzdá p̌ri tepelné výměně druhému tělesu (vyjaďruje změnu stavu) [J].

• Teplota T (x) vyjaďruje stav tělesa [K].

• Výměna tepelné energie záviśı na teplotńım rozd́ılu, ne na vlastńı teplotě!

• Gradient teploty:

∇T (x) = gradT (x) = lim
∆x→0

T (x+∆x)− T (x)

∆x
=

dT

dx
(x) (1)

• Tepelný tok qn(x) je množstv́ı tepla, které projde jednotkovou plochou A [1m2]
s normálou n za jednotku času t [s]:

qn(x) =
Q(x)

A · t
n(x), [Wm−2] (2)

pozn.: p̌ri ustáleném stavu tepelný tok nezáviśı na čase
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Transportńı rovnice:

• Fourier̊uv zákon: tepelný tok v bodě tělesa x ∈ Ω

q(x) = −λ(x) gradT (x), (3)

kde λ(x) je součinitel tepelné vodivosti [Wm−1K−1].

Bilančńı rovnice:

• Bilance energie v objemovém elementu tělesa Ω

div (−λ(x) gradT (x)) = 0. (4)
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Odvozeńı bilance energie:

• Při p̌renosu tepla “protéká” tepelný tok objemovým elementem. Bilance energie
vyžaduje, aby změna tepelné energie, která je generována uvniťr kontrolńıho objemu
byla rovna tepelné energii odevzdané, protože teplota a tedy i energie muśı být
konstantńı v kontrolńım objemu pro ustálený stav.

q(x+∆x)
Q

bq(x)

∆x
A

• Uvniťr tělesa (x ∈ Ω) plat́ı:

qx(x)A(x) +Q(x)
(

x+
∆x

2

)

∆xA

(

x+
∆x

2

)

= qx(x+∆x)A(x+∆x), (5)

kde Q(x) označuje zdroj tepla [Jm−3s−1] (kladný, pokud je teplo generováno,
záporný, pokud je teplo odeb́ıráno).
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Odvozeńı rovnice vedeńı tepla:

• Úpravou a limitńım p̌rechodem pro ∆x → 0:

−
d

dx
(qx(x))A(x) +Q(x)A(x) = 0. (6)

• S uvážeńım konstatńı plochy A(x) se rovnice zjednoduš̌śı na

−
d

dx
(qx(x)) +Q(x) = 0 pro x ∈ Ω. (7)

• Dosazeńım Fourierova zákona z rovnice (3) dostáváme diferenciálńı rovnici pro
ustálené vedeńı tepla

d

dx

(

λ(x)
dT (x)

dx

)

+Q(x) = 0. (8)

Pozn.: součinitel tepelné vodivosti λ(x) je uvažován konstantńı, ale obecně může
být funkćı hledané neznámé (teploty T ), tedy λ(T, x).
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Okrajové podḿınky:

• Dirichletova okrajová podḿınka - p̌redepsaná teplota na hranici:

T (x) = T (x) pro x ∈ ΓT . (9)

• Neumannova okrajová podḿınka - p̌redepsaný tok na hranici:

qx(x) = qx(x) pro x ∈ Γqp. (10)

• Cauchyho (někdy též Newtonova nebo sḿı̌sená) okrajová podḿınka - p̌restup tepla
na hranici:

qx(x) = α(x) (T (x)− T∞(x)) pro x ∈ Γqc, (11)

α(x) je součinitel p̌restupu tepla [Wm−2K−1] a T∞(x) je teplota okolńıho prosťred́ı.

• Nelineárńı podḿınka (někdy také Newtonova) - radiace (zá̌reńı tepla) povrchem
tělesa:

qx(x) = ε(x)σ(x)
(

T 4(x)− T 4

∞
(x)
)

pro x ∈ Γqr, (12)

kde ε(x) je ḿıra povrchového zá̌reńı vtaženého k černému tělesu (0 < ε < 1) a
σ(x) = 5, 67·10−8 Wm−2K−4 je Stefan-Boltzmannova konstanta a T∞(x) je teplota
okolńıho prosťred́ı (zá̌riče).
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Řešeńı diferenciáńı rovnice vedeńı tepla

Galerkinova metoda:

• Hledáme řešeńı (dostatečně hladké) takové aby pro x ∈ Ω:

d

dx

(

λ(x)
dT (x)

dx

)

+Q(x) = 0, (13)

• pro x ∈ ΓT :
T (x) = T (x), (14)

• pro x ∈ Γq:

qx(x) = −λ(x)
dT (x)

dx
n(x) = qx(x), (15)

kde:

– pro x ∈ Γqp: q(x) je dáno

– pro x ∈ Γqc: q(x) = α(x) (T (x)− T∞(x))

– pro x ∈ Γqr: q(x) = ε(x)σ(x)
(

T 4(x)− T 4

∞(x)
)

(p̌ri odvozeńı zanedbáme)
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Řešeńı diferenciáńı rovnice vedeńı tepla

Galerkinova metoda:

• Pro libovolnou váhovou funkci δT takovou, aby δT (x) = 0 pro x ∈ ΓT :
∫

Ω

{

δT (x)

(

d

dx

(

λ(x)
dT (x)

dx

)

+Q(x)

)}

dΩ = 0, x ∈ Ω (16)

pozn.: pro 1D Ω = x.

• Integraćı per-partes (Gaussova nebo Greenova věta) dostaneme vztah
∫

Ω

{(

δT (x)
d

dx

(

λ(x)
dT (x)

dx

)

+Q(x)

)}

dΩ =

=
∫

Γ

δT (x)λ(x)
dT (x)

dx
n(x)dΓ−

∫

Ω

dδT (x)

dx
λ(x)

dT (x)

dx
dΩ +

∫

Ω

δT (x)Q(x)dΩ, (17)

kde integrál na hranici lze rozdělit na několik část́ı:

∫

Γ

δT (x)λ(x)
dT (x)

dx
n(x)dΓ =

∫

ΓT

=0
︷ ︸︸ ︷

δT (x)λ(x)
dT (x)

dx
n(x)dΓ +

∫

Γq

δT (x) λ(x)
dT (x)

dx
n(x)

︸ ︷︷ ︸

=−q
x

dΓ (18)
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Řešeńı diferenciáńı rovnice vedeńı tepla

dále: ∫

Γq

δT (x)qx(x)dΓ =
∫

Γqp

δT (x)qx(x)dΓ +
∫

Γqc

δT (x)α(x) (T (x)− T∞(x)) dΓ. (19)

Slabé řešeńı:

• Po drobných matematických úpravách dostáváme tzv. slabé řešeńı

∫

Ω

dδT (x)

dx
λ(x)

dT (x)

dx
dΩ +

∫

Γqc

δT (x)α(x)T (x)dΓ =
∫

Γqp

δT (x)qx(x)dΓ +

+
∫

Γqc

δT (x)α(x)T∞(x)dΓ +
∫

Ω

δT (x)Q(x)dΩ, (20)

u kterého hledáme T (x) (dostatečně integrovatelné).
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Diskretizace slabého řešeńı

Metoda konečných prvků:

• Uvažujeme děleńı oblasti Ω na n konečných prvk̊u Ωe

• Na každém prvku e zavedeme tzv. lokálńı aproximaci:

T e(x) ≈ N e(x)re, gradT e(x) ≈ Be(x)re, δT e(x) ≈ N e(x)we, gradδT e(x) ≈ Be(x)we. (21)

• dosazeńım do slabého řešeńı - pro všechna taková we, že we = 0 na ΓT źıskáme
vztah:

n∑

e=1

weT







K
e

Ω

︷ ︸︸ ︷∫

Ωe
BeT(x)λe(x)Be(x)dΩ re +

K
e

Γ

︷ ︸︸ ︷∫

Γe
N eT(x)αe(x)N e(x)dΓ re + (22)

−

f
e

Γc
︷ ︸︸ ︷∫

Γe
N eT(x)αe(x)N e(x)T e

0dΓ+

−f
e

Γp
︷ ︸︸ ︷∫

Γe
N eT(x)N e(x)qedΓ −

f
e

Ω

︷ ︸︸ ︷∫

Ωe
N eT(x)N e(x)Q

e
dΩ







= 0
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Diskretizace slabého řešeńı

Metoda konečných prvků:

• Globálńı veličiny = lokalizace

wT

(
n∑

e=1

K̂
e
r −

n∑

e=1

f̂
e

)

= 0. (23)

• Konečná podoba soustavy rovnic:

Kr = f . (24)

• Vyloučeńı p̌redepsaných stupň̊u volnosti, Dirichletových okr. podḿınek d:

[

KTT KTd

KdT Kdd

] [

r

d

]

=

[

fT

fd

]

, (25)

kde
KTTr = fT −KTdd (26)

a následný výpočet neznámého toku v ḿıstě p̌redepsané teploty

f d = KdTr +Kddd. (27)


