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Sdružené nestacionárńı vedeńı tepla a vlhkosti

Modely a p̌ŕıstupy

• Fenomenologické modely
- Künzel̊uv model

• Mikromechanické p̌ŕıstupy
- Lewis a Schrefler
- Tenchev

Ř́ıdićı mechanismy, počet neznámých

• Künzel̊uv model
2 neznámé - relativńı vlhkost (ϕ), teplota (T )

• Lewis a Schrefler
3 neznámé - kapilárńı tlak (pc), kapilárńı tlak plynu (pg), teplota (T )

• Tenchev
3 neznámé - kapilárńı obsah vody (ρl), kapilárńı tlak plynu (pg), teplota (T )



Künzel̊uv model
Prezentovaný nap̌r. v:

• Künzel, H. M. (1995) Simulation of heat and moisture transport in building com-
ponents, PhD thesis. Frauhofer IRB Verlag, Stuttgart 1995

• Künzel, H. M. Kiessl, K. (1997) Calculation of heat and moisture transfer in ex-
posed building components. Int. J. Heat Mass Transfer, 40, 159-167, 1997

Jedná se o jednoduchý model. Jeho výhodou je použit́ı p̌ri analýzách stavebńıch kon-
strukćı za běžných klimatických podḿınek a snadné a rychlé uplatněńı fyzikálńıch vlast-
nost́ı materiál̊u źıskaných z laboratorńıch mě̌reńı.

Ř́ıdićı mechanismy

• Přenos (tok) vodńı páry (plynná fáze), transport vody (kapalná fáze)

• Přenos tepla

Zavedené neznámé veličiny

• ϕ [-] relativńı vlhkost

• T [K] teplota



Künzel̊uv model

Přenos vlhkosti



Diferenciálńı rovnice sdruženého vedeńı tepla a
vlhkosti
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kde ρ [kg.m−3] je objemová hmotnost materiálu; C [J.kg−1.K−1] je specifická tepelná
kapacita; Hw [J.m−3] je entalpie materiálové vlhkosti; λ [W.m−1.K−1] je tepelná vodivost;
hv [J.kg−1] je specifické výparné teplo; δp [kg.m.s−1.Pa−1] je permeabilita vodńı páry v
porézńım materiálu; psat [Pa] je tlak nasycených vodńıch par; w [kg.m−3] je obsah vody;
Dϕ [kg.m.s−1] je vodivost kapalné fáze

Difuze vodńı páry

gv = −δp∇p = − δ
µ
∇p (3)

Transport vody

gw = −Dϕ∇ϕ, (4)

kde Dϕ = Dwdw/dϕ.



Künzel̊uv model

Akumulačńı funkce vlhkosti (Retenčńı ǩrivka)



Okrajové podḿınky

Dirichletova

T (x, t) = T (x, t), x ∈ ΓT (5)

ϕ(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ Γϕ (6)

Neumannova

q(x, t) = q(x, t), x ∈ ΓqpT , (7)

g(x, t) = g(x, t), x ∈ Γgpϕ, (8)

Cauchyho

q(x, t) = α(T (x, t)− T∞(x, t)), x ∈ ΓqcT , (9)

g(x, t) = β(p(x, t)− p∞(x, t)), x ∈ Γgcϕ, (10)

Pozn.: Sdružené okrajové podḿınky nejsou v tomto modelu uvedeny.



Diferenciálńı rovnice sdruženého vedeńı tepla a
vlhkosti

Galerkinova metoda je aplikována na obě rovnice

Na 1. rovnici (rovnice pro vlhkost) aplikujeme Galerkinovu metodu∫
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Na 2. rovnici (rovnice pro teplo) aplikujeme Galerkinovu metodu∫
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Řešeńı MKP - sdružené vedeńı tepla a vlhkosti

Galerkinova metoda - odvozeńı rovnice pro vlhkost (11)

Protože
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∇ϕ, (14)

a protože psat je funkćı pouze teploty T
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Řešeńı MKP - sdružené vedeńı tepla a vlhkosti

Galerkinova metoda - odvozeńı rovnice pro vlhkost (11)
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Pozn.: Integrály na hranici (vyjaďruj́ı okrajové podḿınky) jsou pouze na části hran-
ice, kde jsou p̌redepsané toky, viz rovnice (13). Tyto členy v konečné soustavě rovnic
p̌redstavuj́ı “zat́ıžeńı“ - pravou strany soustavy.



Řešeńı MKP - sdružené vedeńı tepla a vlhkosti
Galerkinova metoda - odvozeńı rovnice pro teplo (12)

Uplatněńım vztahu (15):
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Pozn.: Integrály na hranici jako v rovnici pro vlhkost (vyjaďruj́ı okrajové podḿınky) jsou
pouze na části hranice, kde jsou p̌redepsané toky, viz rovnice (13). Tyto členy v konečné
soustavě rovnic p̌redstavuj́ı “zat́ıžeńı“ - pravou strany soustavy.



Numerické řešeńı MKP

Prostorová diskretizace

Teplotu T i relativńı vlhkost ϕ na prvku aproximujeme stejným způsobem:

T e = Ner
e
T , gradT e = Ber

e
T

δT e = New
e, gradδT e = Bew

e

ϕe = Ner
e
ϕ, gradϕe = Ber

e
ϕ
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e, gradδϕe = Bew

e



Numerické řešeńı MKP
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kde
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Numerické řešeńı MKP
Vodivostńı a kapacitńı členy
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Výsledná nesymetrická soustava algebraických nelineárńıch
rovnic

Kr + Cṙ = f (21)



Numerické řešeńı MKP

Řešeńı lineárńıho problému - časová diskretizace (v-forma)

Numerická řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic (21) vycháźı ze vztahu pro známé
hodnoty vektoru r v čase n+ 1

rn+1 = rn + ∆tvn+α , (22)

ṙ = v, (23)

kde vektor vn+α:
vn+α = (1− α)vn + αvn+1 . (24)

Vektor v obsahuje časové derivace pro neznámé proměnné (časová derivace vektoru
r). Rovnici (21) v čase n+ 1 můžeme p̌repsat do následuj́ıćıho tvaru

(C + ∆tαK)vn+1 = F n+1 −K (rn + ∆t(1− α)vn) (25)



Numerické řešeńı MKP

Algoritmus řešeńı lineárńıho problému

Počátečńı vektory r0,v0

(definované počátečńımi podḿınkami)

dělej dokud i ≤ n
(n je počet časových krok̊u)

prediktor r̃i+1 = ri + (1− α)∆tvi

vektor pravé strany yi+1 = f i+1 −Kr̃i+1

matice systému rovnic A = C + α∆tK

řešeńı systému rovnic vi+1 = A−1yi+1

nová aproximace ri+1 = r̃i+1 + α∆tvi+1



Numerické řešeńı MKP
Řešeńı nelineárńıho problému

1. Rovnováha tok̊u (sil)

f int + f ext = 0, (26)

kde f int and f ext obsahuj́ı jak vypočtené (vniťrńı) hodnoty tak p̌redepsané.

uzlové toky:

f eint =

∫
Ωe

BT
g qdΩe (27)

gradient:
g = Bgr , (28)

tok:
q = Dqg , (29)

Residuum:
f int − f ext = R (30)

p̌ŕır̊ustek vektoru v je vypočten z rovnice:

(C + ∆tαK) ∆vn+1 = R . (31)



Numerické řešeńı MKP

Řešeńı nelineárńıho problému

2. Dosazeńı do výchoźı rovnice (25)
Residuum:

(C + ∆tαK)vn+1 + K (rn + ∆t(1− α)vn)− F n+1 = R , (32)

p̌ŕır̊ustek vektoru v je vypočten z rovnice:

(C + ∆tαK) ∆vn+1 = R .

Cyklus vniťrńı iterace v i-tém časovém kroku:

dělej dokud j ≤ m
(m je počet krok̊u vniťrńı iterace)

výpočet residua - rovnice (26) nebo (32) R
výpočet p̌ŕır̊usktu vektoru v rov. (31) ∆vi+1

výpočet vektoru v vi+1 = vi+1 + ∆vi+1



Numerické řešeńı MKP

Řešeńı nelineárńıho problému

• Newton-Raphsonova metoda

Matice vodivosti, kapacity a vektor pravé strany se sestavuj́ı a poč́ıtaj́ı v každém
časovém kroku i v každém kroku vniťŕı iterace

+ p̌resněǰśı řešeńı, numerická stabilita
− časově a výpočetně náročněǰśı

• Modifikovaná Newton-Raphsonova metoda

Matice vodivosti, kapacity a vektor pravé strany se sestavuj́ı a poč́ıtaj́ı pouze v
každém časovém kroku

+ rychleǰśı výpočet, časově a výpočetně méně náročné
− hořśı konvergence a numerická stabilita


