
ENumerická analýza transportńıch proces̊u - NTP2

Přednáška č. 9

Řešeńı 1D vedeńı tepla metodou śıt́ı a metodou
konečných objemů



Metoda śıt́ı (metoda konečných diferenćı - MKD)



Metoda śıt́ı

Základńı myšlenka

• V oblasti, ve které hledáme řešeńı diferenciálńı rovnice, zvoĺıme konečnou
množinu bodů, kterou nazveme śıt́ı a p̌ŕıslušné body jej́ımi uzly.

• Derivace hledané funkce, které se vyskytuj́ı v dané diferenciálńı rovnici
a v okrajových podḿınkách nahrad́ıme diferenčńımi pod́ıly (schematy) v
těchto uzlech.

• Diferenčńım pod́ılem rozuḿıme lineárńı kombinaci funkčńıch hodnot v
daném bodě a v několika okolńıch bodech, která p̌ŕıslušnou funkci aprox-
imuje a která vznikne tak, že hodnotami hledané funkce v několika uzlech
prolož́ıme interpolačńı polynom a vypočteme jeho derivaci.

• Provedeme-li záměnu derivaćı diferencemi, dostaneme ḿısto původńıho
problému soustavu algebraických rovnic o n neznámých k určeńı p̌ribližných
hodnot neznámé funkce v n r̊uzných uzlech śıtě.

• V praxi se nejčastěji použ́ıvá metody śıt́ı pro lineárńı diferenciálńı rovnice,
protože pak vzniklá soustava je lineárńı.



Metoda śıt́ı

Diferenčńı schemata





Metoda śıt́ı
1D Vedeńı tepla

λ
∂2T

∂x2
− ρC∂T

∂t
= 0

Prostorová diskretizace a časová diskretizace
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Metoda śıt́ı

1D Vedeńı tepla

• Explicitńı schema

λ
Ti−1,j−1 − 2Ti,j−1 + Ti+1,j−1

h2
− ρCTi,j − Ti,j−1

∆t
= 0

Ti,j = Ti,j−1 +
λ∆t

ρC
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h2



Metoda śıt́ı

1D Vedeńı tepla

• Implicitńı schema

λ
Ti−1,j − 2Ti,j + Ti+1,j

h2
− ρCTi,j − Ti,j−1

∆t
= 0

Ti,j = Ti,j−1 +
λ∆t

ρC

Ti−1,j − 2Ti,j + Ti+1,j

h2



Metoda śıt́ı

1D Vedeńı tepla

• Schema Crank-Nicholson

λ
Ti−1,j − 2Ti,j + Ti+1,j

h2
+ λ

Ti−1,j−1 − 2Ti,j−1 + Ti+1,j−1

h2

− 2 ρC
(Ti,j − Ti,j−1

∆t

)
= 0

Ti,j =
−λ∆t/ρC + h2

λ∆t/ρC + h2
Ti,j−1

+
λ∆t/ρC

2 (λ∆t/ρC + h2)
(Ti−1,j−1 + Ti−1,j + Ti+1,j−1 + Ti+1,j)



Metoda śıt́ı
Diferenčńı schemata pro parciálńı diferenciálńı rovnice vedeńı

tepla (2 neznámé)
∂2u

∂x2
= a

∂u

∂t



Metoda śıt́ı

Výhody a nevýhody

• Výhody: MS je velmi efektivńı a rychlá pro lineárńı problémy na jednoduchých
oblastech. (Jednoduché a malé úlohy).

• Nevýhody: Přesnost je omezena velikost́ı časového kroku. Pro složitěǰśı
tvary oblast́ı je skoro nepoužitelná.



Metoda konečných objemů (MKO)
- Finite Control Volume Method (FCVM)



Metoda konečných objemů

Základńı myšlenka

• Metoda konečných objemů vycháźı z metody śıt́ı. V MKO rozděĺıme
oblast na jednostlivé vrstvy (2D - plochy, 3D - objemy). V jedné vrstvě
p̌redpokládáme v daném časovém kroku konstantńı teplotu, která je
rovna teplotě ve vniťrńım uzlu vrstvy (grid-point). Pozice uzlu v i-té
vrstvě je popsána pomoćı parametru fi (fi ≈ τ )



Metoda konečných objemů
Diskretizace transportńı rovnice

Teplený tok (Fourierova rovnice):

qi = −λ∆Ti
∆xi

=
∆Ti
∆ri

,

kde

ri =
∆xi
λ

je teplotńı rezistence. Celková teplotńı rezistence mezi dvěma body:

r(i−1)→i = (1− fi−1)ri−1 + (rxi) + firi,

kde rxi je teplotńı rezistence mezi sousedńımi body.

Teplený tok můžeme zapsat ve tvaru:

qi =
1

r(i−1)→i
(Ti − Ti−1)



Metoda konečných objemů

Diskretizace bilančńı rovnice - Časová diskretizace

∂q

∂x
+ ρC

∂T

∂t
= 0.

Dosazeńım diferenčńıho vztahu pro časovou derivaci dostaneme teplotu v

i-tém bodě pro “nový” čas

Tinew = Tiold − (qi+1 − qi)old
∆t

ρC∆xi
.



Metoda konečných objemů

Výhody a nevýhody

• Výhody: MKO Řeš́ı zvlášt’ transportńı rovnici a rovnici bilančńı (rovnice
obsahuj́ı pouze prvńı derivace). MKO je velmi efektivńı a rychlá pro
lineárńı problémy na jednoduchých oblastech

• Nevýhody: V porovnáńı s MKP je méně rozvinutá. Pro složitěǰśı tvary
(oblasti) je méně vhodná.



Porovnáńı metod

λ = 1.5 W/(m.K)

C = 700 J/(kg.K)

ρ = 1 kg/m3

∆t = 18 s




