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Anotace: 
Cílem této práce je porovnání výsledků získaných analytickým výpočtem a 

numerickým výpočtem metodou konečných prvků. Zkoumán je vzorek, jehož materiál 
je popsán Druckerovou-Pragerovou podmínkou plasticity s nesdruženým zákonem 
plastického přetváření. Vzorek je podroben jednoosé tlakové zkoušce až do 
usmyknutí. Porovnáván je především sklon smykového pásu a pracovní diagram 
s ohledem na typ a jemnost sítě konečných prvků. 

 

Annotation: 
The main goal of this work is the comparison between the results obtained from 

analytical calculation and numerical computation using the Finite Element Method. The 
scope is set on a sample subject to uniaxial compression test, until its failure. The 
material of this sample is described by Drucker-Prager yield function with non-
associated plastic flow rule. Finite element meshes with different densities and 
characters are used, both resulting in the differences of the slope of the plastic band 
and the stress-strain diagram. These are then compared with the analytical results. 
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1 Úvod 
Mnoho fyzikálních jevů a inženýrských úloh může být popstáno formou 

parciálních diferenciálních rovnic. Řešeních těchto rovnic analytickými metodami pro 
libovorné tvary těles je téměř nemožné. Metoda konečných prvků (MKP nebo FEM) je 
numerický přístup vedoucí k přibližnému řešení těchto rovnic. 

Řešení metodou konečných prvků je možné rozdělit do následujících kroků: 
1) rozdělení zkomané oblasti na konečné prvky, 2) formulace rovnic pro jednotlivé 
elementy, 3) sestavení soustavy rovnic celého systému z dílčích rovnic pro jednotlivé 
elementy, 4) vyřešení soustavy rovnic, a konečně 5) vyhodnocení výsledků.  

Rok od roku stoupající výpočetní síla superpočítačů, ale i běžných počítačů, a 
klesající cena výpočetní práce, činí dnes tuto metodu tak populární; kdysi prakticky 
neproveditelné výpočty jsou dnes touto metodou řešeny ve zlomkovém čase, navíc 
s každým rokem je tu možnost za stejné finančí náklady pořízení výpočetních nástrojů 
umožňujících ještě podrobnější podrobnější a rychlejší řešení. Z toho se dá usuzovat, 
že zlatá éra MKP, kterou nyní zažíváme, bude se vší pravděpodobností i nadále 
pokračovat. 

Cílem této práce je prozkoumat vliv druhu a jemnosti sítě konečných prvků na 
výsledek výpočtu. Při nevhodně zvolené síti konečných prvků totiž může dojít ke zcela 
špatnému výpočtu a tím nesprávné interpretaci problému.  

Předmětem práce je porovnat výsledky výpočtů MKP provedené na 
geometricky jednoduchém tělesu, které je podrobeno jednoosé tlakové zkoušce. Pro 
daný materiál, ze kterého je těleso vyrobeno, byl analyticky vypočten teoretický úhel, 
ve kterém by se mělo nastat usmyknutí. Tento úhel bude porovnán s úhly vypočtenými 
MKP na sítích různého charakteru a jemnosti dělení. 

 

 
Obr. 1: Motivace – vliv sítě na správné interpretování výsledků výpočtu metodou konečných prvků.  
Řešení stability obsypu. Hlavní plastické deformace vynesené na zdeformované konstrukci. (Výstup 
z programu Atena 2D). 
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1.1 Druckerův-Pragerův model plasticity 
 
Druckerův-Pragerův model plasticity je jeden z nejpoužívanějších modelů 

plasticity, je s oblibou požívaný pro modelování betonu v tlaku (pro komplexní 
simulování chování betonu je častěji používán tzv. model „fracture-plastic“, který 
v tlakové oblasti počítá s plasticitou a v tahové oblasti s rozvojem trhlin) a pro 
simulování chování zemin. Tento model plasticity lze zařadit do třídy modelů s vnitřním 
třením, jeho pevnost se oproti Miesesovu modelu mění s hodnotou středního napětí. 
V této práci byl použit materiál, jehož chování je popsáno právě Druckerovou-
Pragerovou podmínkou plasticity s nesdruženým zákonem plastického přetváření.  

 

2 Analytický výpočet orientace smykového pásu pro Druckerovu – 
Pragerovu podmínku plasticity ve 2D 

 
Vzhledem k omezenému rozsahu této práce zde neuvádím podrobné odvození 

výpočtu orientace smykového pásu. Postup odvození, popř. výsledky je možné nalézt 
v [4], [5], [6].  

Při analýze se zavádí jednotkový vektor n, který je kolmý ke smykové rovině. 
Odklon vektoru n od svislice je dán úhlem θ (obr. 2). Lokalizační podmínka je dána 
vztahem det(Qep)=0, kde Qep je akustický tenzor definovaný:  Qep= n . Dep . n, a Dep je 
tenzor elastoplastické tuhosti. 

Řešením, pro hlavní deviatorické napětí sଵ ൒  sଶ  a  sଷ  směřující kolmo k rovině, 
obdržíme vztah pro kritický plastický modul a pro úhel θ. 

 
Řešení pro úhel θ vyjádřený pomocí hlavních deviatorických napětí:  

ሺtan ሻଶߠ ൌ െ
ଵݏ ൅ ଷݏ ߭ ൅ ඥܬଶ  ሺߙఝ ൅ టሻሺ1ߙ  ൅ ߭ሻ 
ଶݏ ൅ ଷݏ ߭ ൅  ඥܬଶ  ሺߙఝ ൅ టሻሺ1ߙ  ൅ ߭ሻ

 

Řešení pro úhel θ vyjádřený pomocí hlavních napětí: 

ሺtan ሻଶߠ ൌ
ଷߪ െ ଵߪ െ ሺ1 ൅ ߭ሻ ቆ2 ߪଷ െ ଶߪ െ ଵߪ

3  ඥܬଶ  ൫ߙఝ ൅ ߙట൯ቇ

ଶߪ െ ଷߪ ൅ ሺ1 ൅ ߭ሻ ቆ2 ߪଷ െ ଶߪ െ ଵߪ
3  ඥܬଶ  ൫ߙఝ ൅ ట൯ቇߙ 

 

 
Kritický plastický modul:  

௖௥௜௧ܪ

ܧ ൌ  
1

4 ݇ ሺ1 െ ߭ሻ ൭2 ሺߙఝ െ ߙటሻଶ െ ሺ1 െ ߭ሻ ቆ
ଷݏ 

ඥܬଶ 
൅ ఝߙ ൅ ߙటቇ

ଶ

൱ 

 
kde:  af  součinitel vnitřního tření 

ay  součinitel dilatace 
J2  druhý invariant deviátoru napětí 
ν Poissonovo číslo 
E Youngův modul pružnosti 
s hlavní deviatorické napětí 

 ݇ ൌ  ටଵ
ଷ

൅ టߙ 2
ଶ 
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3 Výpočet chování vzorku při jednoosém stlačování pomocí SW 
 
Zkoumaný problém byl řešen v programu OOFEM [2] v Linuxovém prostředí. 

Výpočet byl zadán do prostředí non-linear static, kde byl v závislosti na způsobu řízení 
zkoušky iteračně řešen. 

3.1 Materiálové parametry Druckerova-Pragerova modelu plasticity 
 
Jak jsem se již výše zmínil, vycházel jsem z Druckerova-Pragerova modelu 

plasticity s nesdruženým zákonem plastického přetváření. Byla snaha určit parametry 
tak, aby co nejvěrněji vystihovaly chování skutečného materiálu – betonu. Při 
výpočtech jsem používal tři sady materiálových hodnot, jsou uvedeny v tabulce 1. 
Modul pružnosti, a Poissonovo číslo jsem odečetl z normy pro příslušné hodnoty 
pevnosti betonu v jednoosém tlaku. 

Parametry Druckerova-Pragerova modelu plasticity– součinitel vnitřního tření 
af a mezní hodnotu napětí při namáhání čistým smykem t0  - jsem určil z podmínky 
plasticity   , kde  sm  je střední napětí a J2 druhý invariant 
deviátoru napětí. Pro určení parametrů funkce plasticity ale jedna podmínka porušení 
(pevnost v jednoosém tlaku) nestačí. Jako druhou podmínku jsem zvolil pevnost 
v dvouosém tlaku, přičemž pevnost betonu v dvouosém tlaku (při rovinné napjatosti) je 
pro většinu betonů rovna 1,2 násobku pevnosti v jednoosém tlaku. Tím dostáváme 
soustavu dvou lineárních rovnic, ze které snadno vypočteme dvě neznáme af a t0. 

Součinitel dilatace ay, který se u nesdruženého zákona plastického přetváření 
liší od součinitele vnitřního tření jsem u „středního“ a „pevného“ materiálu určil jako 
af/2, u měkkého materiálu hodnotou af/10. To proto, abych získal co nejrozmanitěší 
hodnoty teoretického úhlu sklonu smykového pásu, který závisí jen na stavu napjatosti 
a součinitelích a. 

Pokud není uvedeno jinak, je použita sada materiálových parametrů v tabulce 
označená jako „střední“. 

 
Tab. 1: Přehled hodnot parametrů Druckerova-Pragerova modelu plasticity. 

model  E [GPa]   ν fc [MPa]  fc biax [MPa]   αϕ  αψ τ [Pa]  Hcrit max [Pa]  Hcrit/E  α [°] 

střední  33  0,2  38  45  7,7720E‐02  3,8860E‐02  1,8986E+07 5,3700E+07  ‐0,1222  45,804 

pevný  37  0,2  50  65  1,0825E‐01  5,4127E‐02  2,3455E+07 1,1630E+08  ‐0,1038  47,473 

měkký  31  0,2  25  28,75  6,6617E‐02  6,6617E‐03  1,2768E+07 1,2060E+08  ‐0,0843  44,228 

 

3.2 Geometrie zkoumaných těles, sítě konečných prvků, okrajové 
podmínky 

 
Geometrie zkoumaných těles je velmi jednoduchá, ve většině případů se jedná 

o obdélník se základnou šířky B = 100 mm a výškou H = 300 mm. Zatěžovací 
destičky, ke kterým je vzorek upevněn a kterými je současně stlačován, se mohou vůči 
sobě libovolně posouvat, nemohou se však pootáčet. Zkouška má za účel simulovat 
chování materiálu v jednoosém tlaku, proto je zvoleno v praxi nerealistické nulové 
tření mezi vzorkem a destičkami. Tímto je při stlačování (v elastické oblasti) dosaženo 
zdeforormovaného tvaru, který je na Obr. 2 vyznačen čárkovanou čárou. 

3 αφ⋅ σm σ( )⋅ J2 σ( )+ τ0− 0
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Obr. 18: Pracovní diagram. Trojúhelníková síť prvků bez imperfekce, řízeno posunem. Střední pevnost. 

 

 
Obr. 19: Detail vrcholu pracovního diagramu. Trojúhelníková síť prvků s imperfekcí, řízeno posunem. 
Střední pevnost materiálu. „Medium band“ dosahuje stejné pevnosti jako „Fine band“ 

‐45,00

‐40,00

‐35,00

‐30,00

‐25,00

‐20,00

‐15,00

‐10,00

‐5,00

0,00

‐3,50E‐03 ‐3,00E‐03 ‐2,50E‐03 ‐2,00E‐03 ‐1,50E‐03 ‐1,00E‐03 ‐5,00E‐04 0,00E+00

Coarse

Coarse random

Coarse band

Medium

Medium random

Medium band

Fine

Fine random

Fine band
s[MPa]

e

‐45,00

‐44,00

‐43,00

‐42,00

‐41,00

‐40,00

‐39,00

‐38,00

‐37,00

‐36,00

‐35,00

‐1,45E‐03 ‐1,40E‐03 ‐1,35E‐03 ‐1,30E‐03 ‐1,25E‐03

Coarse

Coarse 
random
Coarse band

Medium

Medium 
random
Medium band

Fine

Fine random

Fine band s[MPa]

e



- 12 - 
 

 
Obr. 20: Pracovní diagram. Čtyřúhelníková síť prvků s imperfekcí, řízeno posunem. Střední pevnost 
materiálu.  

Komentáře a závěry: 
Obr. 13, 14, 15: 

• Pro skloněný pás KP o analyticky vypočtenou hodnotu lokalizuje deformace 
přesně do jednoho pásu konečných prvků. 

• Bez náhodně vložených bodů lokalizuje deformace 
o u jemné sítě do několika vrstev konečných prvků 
o u střední a hrubé sítě jen do jedné vrstvy 
o pro hrubé pravidelné sítě je tedy úhel smykového pásu minimální (30°) 

• U sítě s náhodně vloženými body je lokalizační úhel v intervalu od 30° do 
hodnoty analyticky vypočteného úhlu. Náhodně vložené body  a jemnost sítě 
mají tedy příznivý vliv na správnost výsledků. 

Obr. 17: 
• U jemných sítí převládá tendence lokalizovat do skloněného pásu, u sítí 

hrubých do pásu příčného. V případě hrubých sítí nedojde ke klasickému 
způsobu porušení – usmyknutí, ale k příčnému roztažení. 

• Síť ze svislých obdélníků podporuje lokalizování pod vyššími úhly, než síť z 
obdélníků vodorovných. 

Obr. 18: 
• Trojúhelníková síť bez imperfekce: nejdříve došlo k vytvoření plastického pásu 

u středně hrubé a hrubé sítě s orientovaným pásem (na grafu jsou v zákrytu), 
při dalším přitížení u jemné sítě s orientovaným pásem, pak u hrubé „náhodné“ 
sítě a střední sítě. Při dalším přitížení došlo ke zplastizování zbylých vzorků.  
 
 
 

‐50,00

‐45,00

‐40,00

‐35,00

‐30,00

‐25,00

‐20,00

‐15,00

‐10,00

‐5,00

0,00

‐2,00E‐03 ‐1,50E‐03 ‐1,00E‐03 ‐5,00E‐04 0,00E+00

Square_coarse

Square_medium

Square_fine

Rect_v_med

Rect_v_fine

Rect_h_med

Rect_h_fine

e

s[MPa]

e

s[MPa]



 

Obr. 19
• 

d

• S
v

Obr. 20
• 

d
z

 

3.4.2 Z
 

 

3.4.3 Z
p
 

 

9: 
Pracovní d
duktility. N
nejkřehčím
Srovnání O
v případě n
0: 
Pracovní d
duktility. Ř
způsoben 
plastického

Zkouška

Zkouška
prvků 

37° 

diagramy v
Nejkřehčí js
m a nejdukt
Obr 18 a 1
nezeslabe

diagramy v
Řešení opě

zcela od
o pásu. 

a řízená n

a řízená 

 

vzorků s im
sou sítě s j
tilněším je 
9: vzorek f
ní imperfe

vzorků s im
ět závisí n
dlišným zp

nepřímo

Jak
s m
kon
doš
pra
jem
kře
 
 
 
 

posune

41° 

O
sm
sí

- 13

mperfekcí 
jemnou a 
cca 20%.

fine_band
kcí o 100%

mperfekcí 
na velikost
působem 

– vliv typ

k je z obrá
metodou A
nstatovat, 
šlo zvláště
avidelných
mnější, pop
ehčí chová

em – vliv

 

Obr. 21: Plast
měru. Zkouš
ítě.

3 - 

pro trojúh
skloněnou

(jemná tro
% vyšší duk

pro čtyřúh
ti prvku. T
porušení

ypu sítě 

ázku 21 vi
Arc-Length 

že ke sp
ě u sítí se
. Podobně
př. síť se 
ní 

v směru

44°

tická deforma
ška řízená s

helníkové s
u sítí o teo

ojúhelníkov
ktilitu! 

helníkové s
Tentokrát j

vzorku –

dět, zkouš
měla stří

právnému 
e skloněný
ě jako v př
skloněným

u pásu s

 
4

ace ve svislé
silou, vliv ty

sítě – poro
or. úhel, roz

vá skloněn

sítě – poro
je rozdíl v

– příčné r

 
 
 

ška řízená 
ídavé úspě
způsobu 

ým pásem
ředchozí k

m pásem z

sítě kon

45,8° 

ém 
ypu 

ovnávání 
zdíl mezi 

á síť) má 

ovnávání 
větší a je 
roztažení 

 

nepřímo 
ěchy, lze 
porušení 

m a u sítí 
kapitolce, 
znamená 

ečných 

 



 

 

 

Obr. 22:
pevností

 

Obr. 23: 

K
Obr. 22

• 
s
s
s

Obr. 23
• 

c
s
 

‐3,00E‐

Čt
síť
37

41

44

45

48

51

55

e

48° 

 Lokální hod
í“ a imperfek

Pracovní dia

Komentář
2: 
Potvrzení 
smykovéh
sítě 45,8°
snaha plas
3:  
Pracovní d
chování je
skloněné s

‐03 ‐2,50

tvercová 
ť
7

1

4

5,8

8

1

5

 

dnoty plastick
kcí. Hodnotou

agram. Bez i

ře a závěry

shody v
o pásu. Ne
, což je te
stického pá

diagram be
e cca o 10
sítě ztrácí ú

0E‐03 ‐2

51° 

ké deformac
u ve stupních

imperfekce, ř

y: 

výsledků 
ejužší smy
eoreticky v
ásu přiblíži

ez imperfe
0% křehčí,
únosnost p

2,00E‐03

- 14

 

ce ve směru 
h je vyjádřen

řízeno posun

analytické
ykový pás 
vypočtená 
it se tomut

ekce má po
, než u čtv
při stejné d

‐1,50E‐03

4 - 

55°

osy y (svislý
n sklon pásu 

nem. Střední

ého a n
(přes nejm
hodnota. 

to směru. 

odobný ch
vercové sí

deformaci.

‐1,00E‐03

 
  

ý směr) pro D
sítě konečný

í pevnost. 

numerickéh
méně prvků

Na ostatn

harakter jak
ítě bez im

3 ‐5,00E‐

- 

DP materiál 
ých prvků. 

ho řešení
ů) vzniká p
ních sítích

ko v kapito
mperfekce. 

‐04 ‐1,00

s[MP

 

se „střední 

í sklonu 
při sklonu 
h je vidět 

ole 3.4.1, 
Všechny 

‐45,00

‐40,00

‐35,00

‐30,00

‐25,00

‐20,00

‐15,00

‐10,00

‐5,00

0,00

0E‐17

Pa]



- 15 - 
 

 
Obr. 24: Pracovní diagram. S imperfekcí, řízeno posunem. Střední pevnost. 

 

 
Obr. 25: Detail vrcholu pracovního diagramu. Vzorek s imperfekcí, řízeno posunem.  

 
Komentáře a závěry: 

Obr. 24 a 25:  
• Pracovní diagramy skloněných trojúhelníkových sítí (+ čtvercová síť pro 

strovnání). Nejkřehčí chování u sítě se sklonem 48° a 45,8° (teoretický úhel) a 
51°. Ostatní vzorky jsou o cca 5% duktilnější. Nejpozději ztratí únosnost síť 
s pravidelnými čtverci. 
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Obr. 28: Pracovní diagram. Porovnání vrcholu pracovního diagramu přímém a nepřímém řízení 
zkoušky. 

 
Komentáře a závěry: 

Obr. 26:  
• Při řízení zkoušky nepřímo lokalizují všechny skloněné sítě do přímého úzkého 

pruhu o šířce jednoho prvku. Pouze z  grafického výstupu není možné 
rozhodnout, jaký úhel se blíží teoretickému. 

Obr. 27:  
• Potvrzení shody analytického výpočtu s výpočtem MKP – úhel 45,8° a 48° 

lokalizují při nejmenší deformaci. Sestupná větev je u všech sítí přibližně 
rovnoběžná s větví vzestupnou. 

Obr. 28: 
• Při řízení zkoušky nepřímo lokalizují vzorky dříve, než při přímém řízení. 
• Graf 48_neprime se překrývá s grafem 51_neprime 

 

3.5 Porovnání analytického výpočtu orientace smykového pásu 
s výpočtem pomocí softwaru 
 
V této sekci jsou uvedeny výsledky přímého zatěžování dvou zbylých sad 

materiálových parametrů (model „měkký“ a „pevný“ z tab. 1).  
Mód: rovinná deformace; použity jsou trojúhelníkové sítě s různě skloněným 

pásem konečných prvků + jemná pravidelná čtvercová síť. 
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