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Abstrakt:

Zjednoduseni v podobé teorie linedrni pruznosti dava ve vétsiné pripadl pro inZzenyrskou praxi
dobré vysledky. Ale vzorce linearni pruznosti, které resi vzpér (stabilitu a vyboceni) tlaéenych
prutl neodpovidaji nasi praktické zkusenosti, ktera napriklad pripousti, aby se vetknuty tlaceny
prut ohnul pod Uroven vetknuti. Radi bychom tedy popsali zminénou situaci pomoci
nelinedrnich vztahl a presvédcili se, zda se shoduji s praktickou zkusenosti. Zaroven neni
nezajimavé podivat se, zda takovyto popis plati jen pro tlatené pruty anebo je mozné takto

v jistych pfipadech popsat i prut tazeny, je vibec mozné aby prut namahany tahovou silou
ztratil stabilitu a vybocil? Zjistujeme, Ze v jistych situacich to mozné je a k popisu lze pouzit
obdobné vztahy jako pro prut tlaceny. Zajimavé také je, Ze rovnici ve stejném tvaru lze popsat i
pohyb matematického kyvadla a fesSeni téchto dvou na prvnich pohled naprosto
nesouvisejicich fyzikalnich procest maji docela patrnou analogii.
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1. Tlaceny prut

V prvni ¢asti prace budeme analyzovat, chovani prizmatického, idedlné pfimého prutu, ktery je
kolmo vetknuty do vodorovného podkladu a na jehoZ volny konec pusobi svisle dol sila F. Na
rozdil od teorie linedrni pruznosti vyucované v predmétu ,Pruznost a pevnost” budeme
vyboceni prutu uvazovat libovolné velké.

Predpokladejme, Ze zname: materidlové a prarezové charakteristiky prutu (E, I), délku prutu L
a velikost pUsobici sily F.

Gravitacni pole uvazujme homogenni, vlastni hmotnost prutu zanedbejme.
2. Rovnice

Nejprve odvodime rovnici, kterd bude popisovat zatizeny prut, potom rovnici popisujici pohyb
matematického kyvadla a podivdme se na analogii obou rovnic.

2.1 Odvozeni rovnice pro vetknuty prut

Vychazeli jsme z definice derivace:

OM(s) M(s+ds)—M(s) F.(r—dy)—Fr Fay
s ds - ds B ds
Kde moment a silu Ize vyjadfit jako: M = Elk = EI Z—f, F =mg .
A z geometrie situace plyne Z—JS’ = sin(¢)
Dostavame rovnici:
62—(p+c sin(p) =0 (1)
Js2 1 $)=

kdec; = % = konst.

Podminky:

Ve vetknuti je nulové pootoceni tedy ¢(0) = 0

Na volném konci je nulovy moment tedy M(L) = 0 = Z—f o =
L

Ulohu budeme fesit jako po¢atecni, bude tedy potfebovat pocateéni
podminky, proto zavedeme novou podminku, tedy zvolime pocate¢ni hodnotu derivace
d¢

250y = @'y = Ko, kterd odpovidd k¥ivosti ve vetknuti.



2.2 Odvozeni rovnice pro matematické kyvadlo

V roviné méjme hmotny bod zavéseny na zavésu zanedbatelné hmotnosti. Veskera tfeni a
odpor vzduchu zanedbejme.

2.21 Odvozeni rovnice pomoci silové rovnovahy:

Na hmotny bod predstavujici matematické kyvadlo plsobi gravitacni sila G
atahovasilavldkna T
Vyslednou silu Ize vyjadfit: F = mg sin(¢g)

Dale plati: s=lp
_ds _ d_(p
V=a~ ! dt me
Tdt T dt?
Z 2. Newtonova zakona F = ma dostavame rovnici: G =mg

d?e

2 T C2 sin(p) =0

kde c, = % = konst.

Pocatecni podminky:
Zname pocatecni polohu kyvadla ¢ (0) = ¢, = 0
dp

A pocatecni rychlost v(0) = r o = v,
0

2.22 Odvozeni rovnice pomoci energetické bilance:

Predpokladejme, Ze nedochazi k disipacim energie, pak je vnitini energie AU systému
konstantni.

/

1
AU =Ey, 40 = Epmax tedy > MVmax = mgh

=>|l—=v=4+,/2gh, h = l(cosgpy — cose)

d 2 N
= d—(f = \/Tg (cos@y — cose) derivovanim obou stran dostaneme

29

qz? —==sing d , ,
- = L .= po vykraceni dostaneme
dt 29 dt
2 T(cos<p0—cos<p)
dz(p g . - - e
2z T sing =0 1= i({cos@—cos¥)

Pro popis pohybu kyvadla dostdvame rovnici, kterd je ve stejném tvaru, jako rovnice popisujici
ohybany prut.




2.4 Analogie rovnic:

Je zajimavym faktem, Ze dva na prvni pohled nesouvisejici fyzikalni procesy jsou popsany
stejnou matematickou rovnici. Podivejme se blize, v ¢em jsou obé situace analogické a jak se
analogie projevi na rfeseni.

Prut: Kyvadlo:
Rovnice: Rovnice:
¢ K
Fro) + ¢y sin(p) =0 e + ¢, sin(p) =0
Konstanta: Konstanta:
mg _ g _
Cl:ﬁ [m 2] Cz=7 [s 2]
Pocatecni podminky: Pocatecni podminky:
»(0)=0 »(0)=0
do _ do _
ds (0) = Ko ot (0) = Vo

3 Reseni:
3.1 Zjednoduseni rovnice — analytické feseni

Pokud bychom uvaZovali pouze malé uhly ¢, (coZ pro prut znamena mald
vyboceni a tedy i mala pootoceni a pro kyvadlo maly rozkmit) Ize v rovnici
pouZit zjednoduseni sin(¢p) = ¢. Tim dostavdme zndmou rovnici pro

funkce ve tvaru ¢ (x) = A cos(Vc x) + A,sin(Ve x).

U kyvadla toto Fe$eni predstavuje harmonické kmity s Ghlovou frekvenci +/c.
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Prut se prohne do tvaru funkce sinus.

Analytické feseni takto zjednodusSené rovnice vsak neni predmétem této prace.

3.2 Program pro numerické feSeni

Rovnice, kterou jsme odvodili, ale analyticky Fesit nelze. Jsme tedy nuceni k numerickému
feseni. Nasim cilem je tedy program, ktery po zdani znamych parametr zjisti tvar prutu.



Interval (0, L) rozdélime na mensi intervaly velikosti A na kterych funkci ¢ po ¢astech
nahradime kvadratickou funkci pomoci Taylorova rozvoje.

Funkéni hodnotu funkce ¢ a hodnotu jeji derivace na po¢atku zndme, hodnotu druhé derivace
urgime ze vztahu (1): ¢"'(0) = —csin(¢(0))

Hodnoty pro dalsi interval uréime ze vztah(:

! 1 n
P(s+8) =(s)+¢'(s).A+59"(s).A%
P'(s+4) =¢'(s)+¢"(s).4

—csin(p(s +4))

o' (s+A4)
Souradnice v jednotlivych intervalech Ize spocitat ze vzorcu:
Sp =Sp—1 +A

x(s 4+ A) = x(s) + Acos(p(s))

y(s +A) = y(s) + Asin(@(s))

Nyni Ize napsat program, ktery s pouzitim uvedenych vzorc( bude postupovat po prutu a

ukladat potfebna data, dokud neni splnéno Z—f - = 0. Potom plati s,, = L. Tim se program
Sn

dostal na konec prutu a ziskal dostatek dat pro vykresleni jeho tvaru.

Problémem je, Ze do takto sestaveného programu je potfeba zadat k a az poté urci jaka délka
L prodané charakteristiky (E, I) a silu F této pocatecni kfivosti odpovida. Pro nase potieby
musime do programu zabudovat néjaky iteracni algoritmus (v nasem ptipadé metodu puleni
intervalu), ktery pro danou délku prutu L zjisti odpovidajici k.

Nyni jsem schopni pro zadané charakteristiky prutu (E, I, L) a dané zatizeni (F) zjistit poc¢atec¢ni
kfivost a vykreslit tvar prutu.

Pfesnost programu:
Presnost druhé ¢asti programu (kdyZ zname k) lze vyjadFit nasledovné: pokud interval (0, L)

rozdélime na n dil( délky A= %, pak chyba dana Taylorovym rozvojem je O(A3). Ne

algoritmus projde interval (0, L) vyskytne se chyba n-krat. Celkova chyba je tedy O (%) apro
rostouci n vysledek rychle konverguje.

ohybaji, hrozi veliké nepresnosti. ProtoZze v takovém pfipadé je délka L velice citlivd na zménu
Ko. A pfi patficné nevhodné kombinaci vstupnich dat mUze nastat situace, Ze napft.: pfesnost
deseti desetinnych mist u L znamenad sotva jedno desetinné misto u k. Takové pfipady je
nutno fesit individualnim upravenim programu. Pro pruty v fadech metr dava program velice

rychle dobré vysledky.



3.3 Kategorie reSeni

Priklad: pro ocelovy prut (E = 210 GPa) o primérud =3 cmasilu F = 100 N dostdvame

c = mg = F 7 = 1,2 10_2m_2 = 0,01 m—Z
El  pmd®

64

Pak pro rlizné pocatecni kfivosti k, dostavame nasledujici kategorie reseni:

1. Kategorie
> = ,//
1 - - ol ///; /,,/
7 i
= ( [ ‘ .
Ko = 0,01 Ko =0,1 Ko = 0,14
2. Kategorie
v ot / - o
- // \\\ / \_\

Ko = 0,18 Ko = 0,19
3. Kategorie

PFi vétsich kg nikdy nebude
splnéno % =0.
S 9sl(sn)

‘ = / Pruty v feSeni 3. kategorie
———] | 1 nejsou konecné. Jde tedy jen
W e w w | aol _ | o teoreticka feSeni a nelze je

Ko = 0,201 :Ko _ 0’25 - otekévat v praxi.

,//

/

/XN

Pro zdporné pocatecni krivosti dostdvame feSeni symetricka podle osy y. To plyne z faktu, ze
znaménko kFivosti se méni s orientaci osy x. Totéz pro kyvadlo kde zaporna pocatecni rychlost

znamena opacnou orientaci osy x.

Pojdme se nyni podivat podrobnéji na jednotlivé kategorie, jejich analogicka reseni pro kyvadlo

a prozkoumat kritérium rozdéleni.

1. Kategorie:
Pro malé pocatecni kfivosti se prut ohne tak, ze @(L) < g

Pro kyvadlo plati @ € (—a, ), kde a € (0, g). Tedy kyvadlo se kyva v ¢asti spodni pllkruznice.



Porovnanim Ey = E, dostaneme %mvoz = mgh’ = mgl(1 — cos(a))

2
odkud vy? = 2gl (1 — cos(a)), a = arccos (1 — %).

Pokud je a = gresp. e(L) = g pak z pfedeslého vztahu dostdvdme podminku vy? = 2gl, pro
prut obdobné k2 = 2c. Pfi spInéni nastava hraniéni situace mezi 1. a 2. kategorii, tedy pfipad
kdy se kyvadlo kyve v celé dolni palkruzZnici resp. prut se ohne tak, Ze ma na konci vodorovnou
te¢nu.

2. Kategorie:
Pro vétsi pocatecdni kFivosti se prut ohne tak, ze @(L) € G, n).
Pro kyvadlo plati @ € (—a, ), kde o € (g,n). Tedy kyvadlo se kyva i nad spodni ¢asti

palkruznice. Situaci popisuji stejné vztahy jako prvni kategorii (pokud nepovaZzujeme za
zajimavy prechod od 1. k 2. Ize obé kategorie spojit v jednu).

3. Kategorie:

Pfi prekroceni kritické hodnoty K, resp. v, jiz nikdy nebude splnéno ¢’ = 0. To znameng, Ze
neexistuje prut konec¢né délky, ktery by situaci splioval. Pro kyvadlo to znamen3, Ze se
pfehoupne pfes polohu s max E,, a bude obihat pofad dokola.

Kritickd hodnota je dana podminkami plynoucimi ze vztah( popisujici 1. a zaroven 2. kategorii.
Tedy: ko2 = 4c resp. vo2 = 4gl. Zajimavé situace nastanou pFesné pfi kritickych hodnotéch.
Prut se bude nekonecné ohybat se svislou asymptotou. Kyvadlo bude mit pravé tolik energie,
aby dosahlo polohy s max Ep, ale v nekonecném case.



3.4 Prehled kategorii reseni:

1. Kategorie

Ko? < 2c

T
(L) < 5

s
2

(L) =

2. Kategorie
Ko? € (2¢,4c)

o) € (5.7)

Ko? = 4c

(L) =m

Regeni pro nekoneény prut

3. Kategorie
ko2 > 4c

Reseni pro nekonecny prut




Nasledujici grafy ukazuji L jako funkci c pti fixované pocatecni kfivosti. Hodnoty c rozdélujici
kategorie feseni jsou vyznaceny modfre.
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Na grafech, je vidét, jak s rostouci délkou klesa potteba sily k dosazeni stejné pocatecni
krivosti.

Kombinaci nékolika grafti Ize vytvofit schéma, ze kterého Ize pfiblizné odedist pocatecni krivost
na zakladé délky a konstanty c.
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4. Tazeny prut

Namétem ke zkoumdni tlacenych prutll bylo video, které mi zaslal profesor Milan lJirasek,
s ndzvem ,,Structures buckling under tensile dead load” na kterém profesor Davie Bigoni
(University of Trento, Italy) demonstruje nazorné ukazky ztraty stability tazenych prutd.

4.1 Ztrata stability v tahu:

Predstavme si dokonale tuhy prut, namahany tahovou silou F, ktery je na koncich kloubové
ulozen. V kloubu je umisténa pruZina tuhosti k, ktera brani samovolnému pootoceni prutu.
Prut je uprostted prerusen. Pferuseni je nahrazeno oboustranné posuvnym vetknutim, které
umoznuje posun ve sméru kolmém na osu prutu.



Nyni ukdZeme, Ze existuje kriticka sila Fg, pfi niZ dojde k bifurkaci a ztraté stability tazeného
prutu.

Posun pravého konce lze z geometrie situace vyjadfit jako: AL = 2L (ﬁ - 1)

Energie potfebna k pootoceni o Uhel ¢ pfedstavuje energii pruZiny Epp = %kgoz

Prace konana vnéjsi silou Ey = F.AL = 2LF (———1)

0s @
, . _ _ _ l 2 _ 1 _
Celkova energie E(¢) = Epgr — Ep = Sko® = 2LF (Cos(p 1)
Celkova energie je minimalni pokud dE(@) _ 0=F = K geosy rop #0
gle) P do 2L sing pro ¢

s, PR . oy . e . k @cos?e k
Maximalni moznd sila pfi ¢ = 0 je pravé sila kritickd Fop = lim (————) = —
@—-0 \2L sing 2L

Tedy kriticka sila pro vyboleni je Fop = %

4.2 Elastica v tahu:

Podobné se bude chovat i prut s kone¢nou tuhosti EI, dostaneme nasledujici situaci

0




Protoze vetknuti uprostied prenasi silu jen ve sméru osy prutu, vznikne v ném silova
reakce R = Fcos(¢). Rozklad sil na je nasledujici

'

/

Pokud zvolime soufadnou soustavu, jako je nazna¢eno na obrazku, kde je pocatek v bodé a
dostavame identickou situaci, kterou jsme popsali rovnici (1). S tim rozdilem, Ze sila R pUsobi

v opacném smeéru. Prut Ize tedy popsat obdobnou rovnici

9%¢ |R| . _ i i =
Frohe ESIH((p) =0 kde velikostsily |[R| = FCOS(<p(l))

Prvni pocateéni podminka zUstava stejnd ¢ (0) = 0
, ey y .0
Druhou podminku (pocatecni krivost) Ize opét zvolit 6—(5|( ) =@’y = Ko
0

Podminka pro ukonceni je pozménéna tim, Zze na konci neni nulovy moment, ale plati:
_ prrL] - — . E
M(0) + M(1) + Ry(l) = 0 odkud lze vyjadrit 6s|(1) =k(l) = —ky o cos(<p(l))

Pokud pro prut dané délky postupné zvétSujeme silu F a zaznamendvdme koncové pootoceni

Ly, v s Al x(l P -
@ (1) arelativni potazenie = — = O dostaneme nasledujici grafy
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Na grafech je vidét zmékéeni které nestane po dosazeni kritické sily. Tedy k dalSimu
protahovani staci mensi sila, na rozdil od tlaéeného ptipadu kdy je k vétSimu ohybani potreba
silu stale zvySovat.

5 Zavér:
Soucasti prace bylo vytvoreni zmifovaného programu v jazyce Pascal.

Pomoci vytvoreného programu jsme schopni jak pro tlaceny tak pro tazeny pfipad pro dané
E, I, L, F ziskat data, ktera popisuji deformovany prut s poZzadovanou presnosti.



Obrazky byly vytvoreny pomoci programu ,,Gnuplot” na zakladé dat ziskanych vytvofenym
programem.
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