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Abstrakt

Hlavnim cilem této diplomové prace je provést analyzu nosnikli s proménnym prufezem. Analyzovany
jsou statické a dynamické ucinky proménnych prifezd, k ¢emuz slouzi odvozeni matice hmotnosti,
tuhosti nosnika a jejich implementace do prototypového kodu Matlab.

V uvodu jsou stanoveny piistupy k sestavovani matic, vyuzité pii statické a dynamické analyze praktické
¢asti této diplomové prace. Teoreticka ¢ast prace je ¢lenéna do dvou hlavnich kapitol. V prvni kapitole
je popsano odvozeni matice tuhosti pro vyuziti v ptipadé konstantniho a proménného prifezu. Ve druhé
kapitole jsou odvozeny varianty matic hmotnosti vyuzivané k analyze ucinku.

V praktické ¢asti je realizovan hlavni cil této diplomové prace. Prakticka ¢ast je rozdélena do tii kapitol.
Prvni kapitola obsahuje popis implementace matice tuhosti do Matlabu pro stanovené piistupy a
implementaci variant matic hmotnosti pro uvazované ptistupy. Druha kapitola této diplomové prace se
vénuje porovnavani a ovétovani vypoétl provedenych v Matlabu a jejich analyze. Posledni kapitola
dopliyje informace o rozdilech mezi jednotlivymi metodami a ptistupy.

Kli¢ova slova: analyza, nosnik, konstantni, proménna, priifez, pfistup, metoda, charakteristika, statika,
dynamika, matice, diagonalni, hmotnost, tuhost, sila, posun, rovnovaha, funkce, integrace, piiklad,
vychylka, tvar, frekvence, chyba, porovnani



Abstract

The main objective of this thesis is to make an analysis of beams with variable cross- sections. Analyzed
are the static and dynamic effects of variable sections, to serve the derivation of the stiffness matrix,
mass matrix and their implementation into the prototype code Matlab.

In the introduction are determined approaches to assembling matrices, used in static and dynamic
analysis of the practical part of this thesis. The theoretical part is divided into two main chapters. The
first chapter describes the derivation of the stiffness matrix for use in case of constant and variable cross
section. In the second chapter are derived variants of the mass matrix used to analyze the static and
dynamic effects.

The practical part is mainly about realizing the main objective of this thesis. The practical part is divided
into three chapters. The first chapter contains a description of implementation stiffness matrix into the
Matlab for the approaches and implementation variants of the mass matrix for the considered
approaches. The second chapter is describing comparison and verification of calculations performed in
Matlab and their analysis. The last chapter provides informations about the differences between the
different methods and approaches.

Key words: analysis, beam, constant, variable, cross- section, approach, method, characteristic, statics,
dynamics, matrix, diagonal, weight, stiffness, strength, deflection, balance, function, integration,
example, displacement, shape, frequency, error, compared
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1 Uvod

V dne$ni dobé mizeme pozorovat zvySené ndroky na snizovani ndkladi ve vSech odvétvich.
S timto souvisi zvySovani efektivity vyuzivani materiald, préace, ale také tvorba odpovidajicich
numerickych modelti umoziujicich popsat chovani dané konstrukce ¢i materialu. Tato prace se zabyva
popisem nosnikli s proménnym prufezem, které umoziuji lep$i vyuziti materidlu. Ve stavebnim
inzenyrstvi maji své misto jiz delsi dobu, je tedy dobré zaméfit se na toto téma a popsat jejich chovani.

1.1 Cile prace

Ptedpokladana prace se déli na tfi Casti. Nejdiive se vénuje problému na teoretické urovni, posléze
implementaci téchto poznatkli do prototypového kdédu Matlab a nakonec analyze takto ziskanych
informaci. V préci se pracuje S konkrétnimi piiklady nosnikt, na kterych budou analyzovany statické a
dynamické u¢inky proménného prifezu prostfednictvim nékolika metod. Postup a cile prace mohou byt
shrnuty do téchto bod:

e (Odvozeni matice tuhosti a hmotnosti nosniku s proménnym prifezem
e Implementace postupu do prototypového kodu v Matlabu
e Porovnani a ovéteni vysledki na feSeni vybranych ptikladi

1.2 Pristupy k analyze

V dnesni dobé¢ existuje nekolik postupti jak ziskat pfibliznd, ale i pfesna feSeni matic tuhosti a hmotnosti
pro nosniky s proménnym prifezem. Diky nim lze znazornit vliv proménného prifezu na konecné
statické a dynamické tcinky. Mizeme zde pozorovat odchylky téchto ucinkl, zavislé praveé na vybéru
pouzitych metod modelovani nosnikll s proménnym prufezem.

1.2.1 Staticka analyza - Matice tuhosti

Sestavovani matice tuhosti bude zalozena na postupném zptesiiovani feSeni. VIiv promé€nného prufezu
se bude analyzovat pomoci pfistupi k sestaveni matice tuhosti. Nejdiive se budeme vénovat sestaveni
matice tuhosti nosniku s konstantnim prifezem dale znaceno C a poté se piiblizovat k pfesnému feSeni
rozdélenim nosnikt na vice prvkt s primérnou hodnotou vysky prifezu na daném prvku. Tato variantu
je dale v diplomové praci nazyvana S a bude se zpfesiiovat s poctem zvolenych prvku na nosniku.
Nejptesnéjsi metodou by méla byt varianta T, ktera umoziiuje zohlednit variaci prirezovych
charakteristik po délce nosniku.
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Obrazek 1: Schéma zpresiiovani FeSeni metodami C- konstantni prifez, S- rozdéleni na vice
prvkii o stejné vySce, T- vySka dosazena jako funkce po délce nosniku (AUTOR, 2014)

1.2.2 Dynamicka analyza - Matice hmotnosti

Obdobnym postupem bychom méli dojit také k sestaveni matice hmotnosti. Nejdiive se stanovi
postupem pro konstantni prut pomoci posunové deforma¢ni metody (dale znacené M1). Takto ziskana
konzistentni matice hmotnosti berouci v uvahu spojité rozlozeni hmoty se vyuzije i pfi rozdéleni nosniku
na vice prvki, kdy se bude hmotnost daného prvku urcovat z jiz zminéné primeérné hodnoty vysky na
daném prvku. Lze také predpokladat, ze se zvySujicim se poctem prvkd na nosniku bude dochazet
k presnéjSimu rozdéleni hmotnosti do jednotlivych uzld. Pro porovnani matic je zde zafazena i
jednoducha diskrétni matice hmotnosti M3, ziskana rozdélenim hmotnosti nosniku a jeji piifazeni
jednotlivym posunovym stupniiim volnosti. Pro nejptesnéjsi feSeni proménného nosniku T se vyuziva
varianta M1, kam proménnou hmotnost po délce nosniku zahrnujeme pomoci funkce plochy A, ktera
se pienasobi objemovou hmotnosti a k ziskani matice hmotnosti se bude integrovat ptes délku prvku.
Meénici hmotnost se zohledni v této varianté i v matici bazovych funkci N, diky koeficientu kappa. Dalsi
variantou bude aplikace jednoduché matice M3 na proménny priiez.



1.3 Vyuziti proménnych prirezi

Za zékladni princip vyuZzivani proménného priifezu by se dala povazovat moznost vytvaret efektivni a
architektonicky zajimavé konstrukce s optimalizovanym rozloZenim hmoty (a tuhosti), diky distribuci
hmoty podél nosniku.

Proménné prirezy se vyuzivaly pii stavbach mostl jiz v prvni poloving 20. stoleti. Postupné se
zvySovalo jejich vyuzivani a s tim také rostlo mnozstvi informaci a moznosti k jejich pouziti. Vyskyt
nosnikll s proménnym prifezem vsak muzeme pozorovat uz mnohem dfive, naptiklad na Lvi brané
v mésté Mykény jiz ve 14. stoleti pt. n. 1., a to na feckém poloostrové Peloponés.

Obrazek 2: Lvi brana, Mykény (Vonka, 2005)

Modelovani nosnikll s proménnym prifezem ma podstatnou roli i ve stavebnim inzenyrstvi. Proménné
prifezy nalézaji Siroké uplatnéni ve vSech typech stavebnich konstrukei, at’ uz jde o betonové, ocelové
nebo dievéné konstrukcee.

Obrazek 3: Bogenberg bridge, Bogen, Némecko (Krejsa, 2014)
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Obrazek 4: Télocvi¢na, Chomutov (Lekon TSK, 2011)

Obrazek 5: Donau-wald bridge, Winzer, Némecko (Krejsa, 2014)

1.4 Funkce proménného prirezu

Uzivani proménného prifezu je jednim z postuptl, jak ovlivnit tuhosti konstrukce. V této diplomové
praci se vénujeme vlivim proménného prufezu na nosnikovych konstrukcich, zptisobené napt. zménou
vysky po délce nosniku. V praxi se nejcastéji setkavame s linearni nebo parabolickou zménou vysky.

Tvarovani nosniku souvisi s jeho naméahanim, proto bychom mohli jeho uzivani zndzornit pomoci
pribéhu ohybového momentu piipadné dalSich vnitinich sil. V misté maximalniho momentu by tedy
nosnik mél mit nejvyssi prifez. Na nasledujicich obrazcich 6,7 jsou zobrazeny moznosti vyuZziti
proménného pritezu inspirované pribéhem ohybového momentu.
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Obrazek 6: Spojity nosnik, konzola a) Pribéh ohybového momentu b), ¢) moZné realizace
proménného priiezu (AUTOR, 2014)
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Obrazek 7: Ramova konstrukce a) Pribéh ohybového momentu b), ¢) mozZné realizace
proménného priiezu (AUTOR, 2014)

Z predchozich obrazki 1ze tedy poznamenat, ze vyuziti proménného priiezu je nejpravdépodobnéjsi na
nosnicich, kde jsou velké rozdily v hodnotach prib&éhu vnitinich sil a momentt. Na konstrukcich, kde
neni hospodarné ménit vysku celého prutu, proto zménime odpovidajici ¢ast prufezu v misté nejveétsiho
zatizeni. Provadéni nosnikll s proménnym prufezem je samoziejmeé doprovazeno vyssi technologickou
narocnosti, ale také usporou materialu, které se projevi na cené provadéni.
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2 Odvozeni matice tuhosti

Zde vyuzivame princip virtualnich sil, z kterého se odvozuje Castiglianiv varia¢ni princip, ktery je
souctem komplementarni energie vnitinich a vnéjsich sil, 1ze vyjadrit nasledovné (Bittnar, 1992):

[1" = E;” + E,” = min, je v&ta o minimu komplementarni energie, kde (1)
E =] o W (o) d, je komplementarni energie vnitfnich sil a (2)
ES=—] y pludr = - fFu o"nTu drI, je komplementarni energie vnéjich sil (3)
o = SB + o, je aproximace neznamych slozek vektoru napéti (4)

Hustota komplementarni energie je vyjadiena pro pfipad linearné pruzného materialu nasledovné:

W*=§0TC0+0T£0 (5)
Po dosazeni (4 ) lze zapsat hustotu komplementarni energie takto:

W*=2(SB+0)TC(SB+0) + (SB+0)E, (6)
Po uplatnéni tohoto zapisu v ( 1) dostavame

1" =5/, [(SB+DTC(SB+0) + (SB+ )5 d — [, p'udr (7)

IT* je funkci koeficientii linearni kombinace f,které hleddme. Podminka extrému ma tedy tvar

o _
=0 (8)
no —p = 0, jsou silové okrajové podminky na I'p (9)

u

Obrazek 8: Volba souiadnicového systému (Sejnoha)

Rozepsanim vztahu ( 8 ) a vyjadieni p pomoci (9) a (4 ), ziskame tuto rovnici zobecnélych podminek
kompatibility diskretizovaného systému.

[, [STC(@+SP) +STe; | d2— [ STn"wdl =0 (10)
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2.1 Princip virtualnich sil (Silova metoda)

V tomto piipadé vyhodnéjsi, protoze aproximaci napéti (vnitinich sil) 1ze z podminek rovnovahy najit
pfesné i pro proménny prufez, na rozdil od aproximace posunuti v deformacni varianté. Skutecna
pretvoreni vyjadiujeme v zavislosti na hodnotach vnitfnich sil, ktera jsou v rovnovaze s vnéj§im
zatizenim. ReSeni pak vede na soustavu algebraickych linearnich rovnic pro neznamé staticky neurdité
reakce definované na tzv. zakladni soustavé. V silové metod¢ (aplikace na prutové konstrukce) tyto
reakce vystupuji jako primarni neznamé. Pocet neznamych tedy urcuje stupen statické neurcitosti (pocet
rovnic).

A—wum( UL | “53& S

g

TB=—(,82+53)/|_+le_/2 YC=(B2+63)/L—T:L/2

l

Z

Obrazek 9: Prvek v lokalni soustavé souiadnic (Bittnar, 1992)

Nasleduje odvozeni matice tuhosti prutu. V diplomové praci je vyuzivan jako podklad tento zapis
(Bittnar, 1992):

Prvek na obrazku 9 prenasi osové sily, ohybové momenty a posouvajici sily (ohybany prvek). Za
predpokladu rovnomérného rozdéleni zatizeni fx a f, po délce prutu je soustava sil na obrazku
v rovnovaze. Na obrazku je vyznaceno Sest koncovych sil, z nichz jsou tfi veli¢iny (0sova sila 1 a
momenty S, 33) tvofici vektor B = {1, B2, Bs}' nezavislé. Zbyvajici koncové sily jsou svazany tfemi
podminkami rovnovahy na prvku — dvéma silovymi a jednou momentovou.

=Bt fixl+A=0=2A= (Bt fi*xD
2

l B, + B l

O Bs—Crl—frm=—fp = C=—F——f;5
+ l

IB+C+f,*1=0= B= —(3zlﬁ3+fzz)

Prubéh vnitinich sil pak miizeme vyjadfit nasledovng (x= & 1):

Normalova sila

Ne( &)= 1 + Bl(1- & (11)
Ohybovy moment
My (&)= Bol- & + o +h o &(1-0) (12)

Posouvajici sila

Q. (&)= £ 2 (129 (13)
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Prifezové sily jsou z definice svazany s napétimi

duS

= [, 0xdA= [, EeedA =], E<2dA=EAZ= - N,
=, 0pzdA =], EeezdA = |, Ed"’y 2dA = EIy £ — M,
f T dA = [, kGy dA = [, kG ((py =) a4 = kGA((py +24)

Fyzikalni vztah mezi primérnym zkosenim y a primérnym smykem t zapiSeme ve tvaru

= kGy kde k 1ze spocitat ze vztahu
2
fs% v pripad¢ obdelnikového prifezu se k = 5/6
A b2(2)

No=E[, &(x,2) dA, Mo= [, &(x,2)z dA
Je- li pocateéni deformace zpisobena zvySenim teploty ¢y = aT (x, z), dostaneme

No =NT: EafA T dA, Mo= MT:fA Tz dA

(14)

(15)

(16)

(17)

Deformace odpovidajici vnitinim silam vypoéteme ze vzorci 0. Pocate¢ni deformace &, budeme
povazovat za dusledek rovnomérného otepleni T a nerovnomérného otepleni ( Tq — Th) linearné
rozdéleného po vysce priiezu. Rozdéleni teploty po délce prifezu uvazujeme konstantni. Osova dilatace

zpisobena normalovou silou

dus_
dx

[ﬂ1+fxl(1 S+ al

Zmeéna kfivosti zptisobena ohybovym momentem je zapsana

Ta—Th Th

= g ALY B 20191+ a

dx

Zkoseni zplisobené posouvajici silou je zapsano

1

= [F2 By f 2-20)]

Maticovy zapis rovnic ( 11 ) — (13 ) je nasledujici
fxl(l - ‘f)

Ny ($) 1 0 01(P f 2
M, (£) =[o ~1-9 EHBZ}+ §1-9)
0,&)) lo 11 171lp, fi (- 26

neboli

6(&) = S(E)B +6 (£) coz odpovida vyse popsané aproximaci (4 )
Maticovy zépis rovnic ( 18 ) — ( 20 ) m4 pak tvar

e)=C[S(OB+a (O] +& ()

kde C je matici poddajnosti prifezu

13
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1/EA
C= 1/EL, (23)
1/kGA

Ozna¢me vektor pocate¢niho pietvoreni zptisobeného zménou teploty jako €y

. Ta—Tn )7

o= {aT, aT,O} (24)
Rovnice kompatibility deformace dle ( 10 ), miizeme zapsat v symbolickém tvaru

PB+dy,—Au=0= B=PAy- 4) =K(F - 4p) (25)

V ptedchozim vyrazu mizeme identifikovat nasledujici ¢leny:
1) Matice poddajnosti systému

P={ o sTcs dn

2) Vektor zobecnélych deformaci zptisobenych predepsanymi silami a poéateéni deformaci &
Ay, = [, ST(Co + %) dO

3) Vektor zobecnélych deformaci zptisobenych predepsanymi posuny U, A=f= {4, 94, 9,5}
A, = [, S"™nTudr

Matice poddajnosti prvku P je po dosazeni S a C uréena vzorcem, dle rovnice kompatibility deformace

[ 0 o

P=[ST@OCS@IdE =[O0 G @+K) (14K (26)
| 0 ﬁ(—1+1c) $(2+K)J

- k6GE,32 (27)

Kde vliv proménného prufezu se do matice poddajnosti prvku P zahrnuje pomoci matice poddajnosti
prvku C, kam jsou dosazeny charakteristiky prifezu jako funkce proménné po délce prvku.
Charakteristiky 1ze vyjadfit napt. nasledovné pro proménnou vysku prifezu:

Plocha prifezu A = bh(§)
Moment setrvacnosti prifezu I, = % bh(&)3

Vektor tii deformaci (A...protazeni prutu, 91, 9»...pootoceni koncovych prifezl prosté podepieného
nosniku) zptisobenych vnéj$im zatizenim a zvySenim teploty ma tvar
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L2
2EA aTl
1er — _- leS _M
A=, ST(O[CT(§) + gg(H]ld¢ = T aEn, (T 2h (28)
£13 al(Tqg—Tp)
ZE 2h
24El,,

Nasleduje prechod od silové varianty feSeni k posunové variante. Cilem této transformace je sestaveni
zakladni rovnice deformacni metody pro prvek. Protoze jej vyjimame z konstrukce, musime vektor
transformovaného zatiZzeni R, doplnit o vektor koncovych sil R, jimiz na prvek ptsobi okolni ¢ast. Sily
R a Rp maji povahu vnéjsich sil. Zakladni rovnici deformacnich sil zapiSeme nasledovné

Kr=R+R, (29)

K ptechodu k posunové variant¢ musime znat vztah mezi tfemi parametry ryzi deformace A a Sesti
zobecnélymi posuny I, které v sobé zahrnuji tfi stupné volnosti, které ma prvek jako tuhé téleso.

(1
Wy
A -1 0 01 0 0],
{191}=[o -1/ 1 0 1/l 0|37
9, 0 -1/l 0 0 1/ 1 Wi
kQDZyJ
Kompaktni tvar F=Tr (30)
r={r.yrsrsrars re 3T ={ U1, Wy, @y, Uz, Wa, @2y }' (31)

Musime také znat vztah mezi tfemi nezavislymi silovymi faktory £ a Sesti zobecnélymi koncovymi
silami R, které jsou svazany tfemi podminkami rovnovahy.

. (—f
1 -1 0 0
RN |

B1
Rz(_J o 0 1 0
R(=) o (Y] 1 0 o |}

Rs £l 0o 11 11 |
Rq - 0 0 1
0
Kompaktni tvar R=R+T'B (32)
R ={Ry, Rz R3, R4, Rs, Rg }' (33)
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Obrazek 10: Zavislost koncovych sil (Bittnar, 1992)

Kombinaci vzorcti ( 25), (30) a ( 32) obdrzime hledané vyjadieni

K=T'RT (34)
A(1 + 2x0) _Ad+209) '

_ 2EIL, 2+kK) 0 - (1-k
1A+ 21) A(L + 2K)

0
sym. 6 3
l
+

Prvky vektoru transformovaného zatizeni R, tvoifi zobecnélé koncové sily, kterymi prut ptisobi na
podpory.
R,= —R+ T" K4, (35)

Jednotlivé prvky vektoru Rp jsou vyjadieny takto

Kde prvky Ny a My jsou vyjadieny nasledovné

Ny = EAaT, My = ELa =" (36)
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3 Odvozeni matice hmotnosti

V piipadé nosniku s konstantnim prifezem tuto matici stanovujeme dvéma zplsoby. Nejdiive
sestavujeme konzistentni matici hmotnosti M1, ktera je spoétena uzitim deformacni posunové metody.
Spravnost této varianty bude ovéfena pomoci vztahu ( 37 ), kterym sestavime matici oznacenou M2 a
porovname s matici M 1. Dalsi bude matice hmotnosti, ktera je zalozena na rozdé€leni hmotnosti nosniku
do jednotlivych uzli nosniku. Tato matice je znacena M3. V piipad¢ feSeni nosnikli s proménnym
prufezem bylo pfi integraci uvazovano skute¢né rozlozeni hmoty, avsak vztah je i tak pfiblizny nebot’
bazové funkce posunil nejsou v tomto piipadé presnym fesenim.

Nyni bude popsano sestaveni matice M2, ktera slouzi pouze k ovéfeni spravnosti vypoctu matice M1
dle ( 39). V naSem piipadé¢ klasického prutu s uvazenim vlivu smyku lze vyuzit nasledujiciho vztahu
pro sestaveni matice hmotnosti prutu (Bittnar, 1992):

_

T (1+2K)2 Ka (37)
u znac¢i hmotnost prvku na jednotku délky
Ka predstavuje pomocnou matici, jejiz prvky jsou

6 60 T210

Koin =—++— = Tty

4% 7k 13 k2 11k 11 2k% 3k 9
3 S +£;Ka12:_l yKg13 =

X _lK2+3K+13 Ko = ]2 K2+K+1 P lzc2+3zc+13
alt = "\'6 20 420/ 727" \30 30 105/ 93" 6 20 420/

KZ

Y L _4x2+7x+13K _lic2+111c+11
az4 — 30 30 140/ 7437 3 "5 357747 "lg " 60 ' 210

Jak je zfejmé uz z poctu prvkd matice Ka, vysledna matice hmotnosti ma velikost 4x4. V této matici se
nevyskytuji prvky vodorovnych posunti u. Jak se ale zminuje déle, tyto posuny budou potieba
k ptevedeni ziskané konzistentni matice na matici diagonalni. Proto si posuny u v koncovych uzlech
prvku na diagonale doplnime. Presné se jednd o prvky Mii @ Mus, které se ziskaji pomoci prvni
interpolacni funkce h;. VSechny interpolacni funkce vyuzijeme a zminime v dalsi varianté sestaveni
matice hmotnosti M1.

My =My =[hyphydl=[[=]u[~]dl = su>=cp  h=(1-5.h= (38)
My =My = [hy phydl = [[=]u[=]dl = éu% = éli

Nyni mame konzistentni matici velikosti 6x6 a mizeme piejit k diagonalizaci. VSechny prvky mimo
diagonalu zanedbame, tim ale neni zachovana hmotnost nosniku. Proto musime vSechny prvky na
diagonale pienasobit koeficientem

a=196
2 m;;
M znaci celkovou hmotnost prvku
Mii jsou diagonalni prvky matice, které ptislusi pouze posuntim
0 ptredstavuje o kolika rozmérny prvek se jedna, v naSem pfipade se d = 2, dvourozmérny prvek

Ve variant¢ konstantniho prifezu bude tato matice hmotnosti slouzit k ovéteni spravnosti matice
hmotnosti M1.

17



3.1 M1 Konzistentni matice hmotnosti

Tuto variantu budeme vyuzivat pro sestaveni matice hmotnosti pro uvazované metody C, Sa T.

Matice hmotnosti systému se spocte takto (Bittnar, 1992):
M= [, N"pN df (39)

Vztah plyne z principu virtudlnich posunuti. Kde N zde zna¢i matici bazovych funkei, ktera je tvorena
interpola¢nimi funkcemi h;, ptislusejicimi jednotlivym uzlovym parametram.

hy 0 0 h, 0 O7u
N=10 h3 hy 0 hs he|o (40)
0 h;, hg 0 hg hylw

V nasledujici tabulce miizeme vidét vyjadieni vSech interpolacnich funket.

i hi

1 1-¢

2 3

3 _1 6¢ — 6&2
l(1+2;<)[ § =687

4 1+2K[(1J;2;c)—2(2+zc)€+3<§”2]

5 l(1+—2k)[_6f+6€2]

6 o [F2(1 - 08 +3¢7]

7 1+2K[(1+2K)—2Kf—3§2 + 283]

8 | 1o [FA+0E+ 2+ K18 &7

9 1+2K[2xf+3<’2 —28&3]

10 [ + (1 —1)&? — &3]

14 2k

Obrazek 11: Tabulka interpolacnich funkci (Bittnar, 1992)

Nyni odvodime prvek matice hmotnosti My, pfislusici svislému posunu. Zde je vyuzito téetiho fadku
svislych posuntt matice bazovych funkci, konkrétné prvku hy.

rhy 0 07

hy 0 0 h, 0O O 8 23 27

NNT = 0 h3 h4 0 h5 h6 * h 04 08
0 h, hgy 0 he h 2

7 8 9 10 0 hS h9

0 he hyo
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h/2

f prTN dx dz

—-h/2 0
l 1

1
=Apfh7h7 dx=Apf1+2k[(1+21c)—21c€—352+2€3]1

0 0
— 2K& — 382 + 2831 d¢
1

! 1+2
—[(1+20)

=4p [1+4 2K — 2K& — 382 + 283 + 2K + 4K* — 4K%& — 6KE% + 4K&3

1
of (1 + 2x)?
— 2K€ — 4K%E 4+ AK2E? + 6KE3 — 4KET — 382 — 6KE? + 6KE3 + 9E* — 685 + 283
+ 4Kf3 4KE* — 68° + 486)1d¢E

AR g &
4KE — 4Kk — 6= + 4= +4K%E —8Kk2 1 — 12k
f(1+2)2[5+ KA =63ty HAE -85~ 12Ky
e g e e ¢ i
20Kk~ +4K%2 —8k= +92 — 122 +42
T ey thty BG4 93 6 %7 |o
1
_Aj U 6+4+42 8x2 12x+20x+4;<2 8k
P+ 20002 A T L A T
0
9 12 4
5 6 7
_ lAp [140+140+252—2*140+80—2*140
T (14 2kK)2 140
240 — 120 — 240 +300 - 96  24—24+8
+ K+ K]
l 13607 4 °
7 ’)
:—_+_ _|__
(1+21)2\35 " 5" 3"

Vysledny prvek se shoduje s prvkem pomocné matice Kaii dosazeného do vzorce ( 37 ) pievzatého z
(Bittnar, 1992). Timto zpGsobem budou stanoveny i zbylé prvky matice hmotnosti pomoci
interpolacnich funkeci.

Pfi uziti této metody ve varianté feSeni T, zohlediiujeme proménnou vysku v hodnoté «, hmotnosti prvku
na jednotku délky, ktera ve vzorci ( 39 ) nahrazuje hodnotu objemové hmotnosti p, pfi integraci pies
délku prvku a je funkci polohy na nosniku. Proménny priifez se projevi i v koeficientu kappa, ktery je
spoéten z proménnych prifezovych charakteristik v misté integracnich bodu, jak se zminime dale
v implementaci matice hmotnosti M1.

Vypoctenim integralu ( 39 ) ziskame konzistentni matici hmotnosti prvku. V nasem piipadé vyuzijeme
jednodussi popis setrva¢nych vlastnosti prvku- hmota se bude soustiedit do jednotlivych uzlovych bodu.
Prevedeme tedy ziskanou matici hmotnosti na matici diagonalni, jako v pfedchozim pfipadé. Budeme
postupovat stejn€, prvky mimo diagonalu nahradime nulou a celou diagonalu pfenasobime koeficientem
a, ktery se spocte podle vyse uvedeného vzorce, v tomto ptipadé také pti¢itdime hmotnost vodorovnych
posunt. V kapitole 6.2 bude uveden rozdil spoctenych vlastnich kruhovych frekvenci, pfi vyuziti
diagonalni tak i konzistentni matice hmotnosti.
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3.2 Matice hmotnosti M3

Tato varianta sestaveni matice hmotnosti spociva v rozdéleni celkové hmotnosti do jednotlivych
uzlovych bodl. Hmotnosti se pfifadi svislym posuntim w podle poctu prvki, na které bude nosnik
rozdélen.

t— —p —P

o ———+—© s)

—+

Obrazek 12: Znazornéni rozdéleni hmotnosti v piipadé dvou prvka (AUTOR, 2014)

+— "

o % o

Obrazek 13: Znazornéni rozdéleni hmotnosti v pripadé jednoho prvku (AUTOR, 2014)

Jak je zfejmé z obrazki, tak do stfedovych uzli vzdy piidélime hmotnost rovnou celkové hmotnosti
vydélené poctem nosniku. Do koncovych uzll se tato hodnota bude muset jesté podélit dvéma, protoze
z druhé strany uz nejsou prvky napojené.

Pro piipad uvedeny na Obrazek 12 lze zapsat hmotnosti v uzlech 1, 2, 3 takto:

m, = % l...délka celého nosniku, 2 ...pocCet prvkl

m1:m3:_2

Matice hmotnosti nosniku pro tento ptipad bude tedy vypadat takto

‘0 0 0 0 0O 0 0 0 O
0Oom O 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 O
O 0 0 0 0 0 0 0 0

M3=[o0 0 0 O m, O O O O
O 0 0 0 0 0 0 0 O
O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 my O
Lo 0 0 0 0 0 0 0 O
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4 Tmplementace odvozenych postupu do
prototypového kédu v Matlabu

Tato kapitola se vénuje popisu a vysvétleni implementace odvozenych postupti do prototypového kodu
Matlab.

4.1 Implementace matice tuhosti

Popis implementace odpovida struktufe kodu. Nejdiive se budeme vénovat charakteristikam, kodovym
¢islim, které¢ se mohou lisit pro jednotlivé ptistupy k piesnosti feSeni a dale zptisobu ziskani matice
tuhosti.

4.1.1 Zadani charakteristik nosniku

Zde je popsano zadavani charakteristik pro jednotlivé metody C, SaT.

4.1.1.1 Konstantni priiez C

Na uvodu kodu se zadavaji konstanty, kviili moznosti jednoduché upravy v ptfipade zmén. Jedna se
pfevazné o charakteristiky nosniku (napf. Modul pruznosti v tahu E, Poissonovo ¢islo v, rozméry
prifezu, objemovou hmotnost p), ale také pocet integracnich bodd, ktery pouZivame K numerické
integraci. Poté 1ze zadavat pocet prvki na nosniku, ale v tomto ptipadée by se vysledek ptiddvanim prvka
nem¢&l ménit (mize slouzit jako kontrola pro metodu S). V matici tuhosti pro konstantni prifez lze na
zacatku zadat i pevnou hodnotu plochy, momentu setrva¢nosti a koeficientu k, pokud si stanovime tvar
prufezu, s kterym budeme dale poéitat. Ukazka zadani charakteristik ve skriptu Matlabu:

nelem=1; $pocet prvku

nip=6; $pocet integracnich bodu

E = 210000000; $Pa

b=0.1; sm

h=0.2; $m

A = b*h; $plocha prurezu

Iy = 1/12*b*h"3; $moment setrvacnosti prurezu

v = 0.3; $Poissonovo cislo

k = 5/6; $plati pro obdelnik

td=0; $teplota z dolni strany nosniku
th=0; $teplota z horni strany nosniku
t=0; $teplota ve strednici prvku
a=1; $teplotni soucinitel (koeficient) délkové roztazZnosti
fx=0; fz=10; $spojité zatizeni

4.1.1.2 Rozdé¢leni na vice prvki S

Nastaveni neménnych charakteristik je stejné jako u konstantniho nosniku, ale zde je praveé klicova
hodnota nelem tzn., na kolik prvki se rozhodneme nosnik rozdélit. Se zvétSujicim se poctem prvki na
nosniku bychom se méli blizit pfesnému feSeni proménného prifezu po délce nosniku. V nasem piipadé
bychom se méli blizit vysledkim ziskanym pomoci piesného feseni T. Velikost plochy a momentu
setrvacnosti poc¢itame pro jednotlivé prvky z primérné hodnoty vysky na daném prvku. V této metode
se tento vypocet piesouva az do funkce na sestaveni matice poddajnosti. Ukazka zadani charakteristik
ve skriptu Matlabu:

nelem=4; $pocet prvku

nip=6; $pocet integracnich bodu

E = 210000000; $Pa

v = 0.3; %$Poissonovo cislo

k = 5/6; $plati pro obdelnik

td=0; $teplota z dolni strany nosniku

th=0; $teplota z horni strany nosniku

t=0; Steplota ve strednici prvku

a=1; $teplotni soucinitel (koeficient) délkové roztaZnosti
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fx=0; £z=10; $spojité zatizZeni

4.1.1.3 PresnéfteSeni T

Jako v pfedchozim variantach nastavime neménné charakteristiky nosniku. Dale pocet prvkd, na ktery
nosnik rozdélime a pocet integracnich bodu nip. V této varianté se zacne projevovat jejich vliv na
presnosti feSeni. Implementace umozituje ménit mezi 1 az 6 integracnimi body na prvek, jejich vliv
zobrazime v kapitole 5.1.3. V této varianté neni také podstatny pocet prvki, na ktery nosnik bude
rozdélen, ale dale bude toto rozdéleni uzitecné pravé pro hodnoceni spravnosti jednotlivych variant.
Jelikoz vyska prifezu je v této varianté uvazovand promeénnd v kazdém bod¢ nosniku, tak uréujeme
plochu a moment setrva¢nosti prufezu v kazdém bodé numerické integrace. K tomu slouzi funkce na
vypocet plochy a momentu setrvacnosti podle toho jaky tvar prifezu je zvolen. Hlavni vstupni parametry
pro tento vypocet jsou potfadi prvku, na kterém se pravé vyskytujeme a také v jaké poloze se vyska
urcuje (tyto polohy urcuji prave integracni body). Takto stanovené funkce se pouZziji ve vypoctu matice
poddajnosti. Ukazka zadani charakteristik ve skriptu Matlabu:

nelem=4; %pocet prvku

nip=6; $pocet integracnich bodu

E = 210000000; $Pa

v = 0.3; $Poissonovo cislo

k = 5/6; $plati pro obdélnik

td=0; $teplota z dolni strany nosniku

th=0; $teplota z horni strany nosniku

t=0; $teplota ve strednici prvku

a=1; $teplotni soucinitel (koeficient) délkové roztazZnosti
fx=0; fz=10; $spojité zatizeni

Ukazka vypoctu prafezovych charakteristik pro obdélnikovy prifez v Matlabu:

function [ A ] = funcA obdelnik( b ,nelem,1i)

%b je souradnice Gaussovych bodt

dl=0.2; $vyska prutezu

d2=0.1; $vyska prurezu

B=0.1; $3irka prutrezu

x = 0.5+0.5%b; redlné prepodteni b na intervalu (0,1)
s = 1-1;

d=d1l+ ((d2-dl) * ((s/nelem)+ (x/nelem))) ;

A=B*d;

end

function [ Iy ] = funcly obdelnik( b,nelem, i)

dl=0.2; svyska prurezu

d2=0.1; $vyska prurezu

B=0.1; $Sitka prtrezu

x = 0.5+0.5%b; redlné prepodteni b na interwvalu (0,1)
s = 1-1;

d=d1l+ ((d2-dl) * ((s/nelem)+ (x/nelem))) ;
Iy=1/12*B*d"3;
end

Ukazka vypoctu prifezovych charakteristik pro I prufez v Matlabu:

function [ A ] = funcA Iprurez( b ,nelem,1i)
%b je souradnice Gaussovych bodt
dl=10; $vyska prurezu
d2=2; $vyska prltrezu
B=4; $Sitrka prurezu
tf=0.5; %$S8irka stojiny
tw=0.5; $3itka pasnice

x = 0.5+0.5%b;

s = 1-1;
d=dl+((d2-dl) * ((s/nelem)+(x/nelem))) ;
A=2*B*tf+d*tw;
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function [ Iy ] = funcly Iprurez( b,nelem,i)

dl=10; Svyska prurezu
d2=2; $vySka prurezu
B=4; %$Sirka prurezu
tf=0.5; $Sitrka stojiny
tw=0.5; %$8irka pésnice
x = 0.5+0.5%b;

s = i-1;

d=d1l+ ((d2-d1l) * ((s/nelem)+ (x/nelem))) ;
Iy=1/12*B* (d+2*tf)~3-2/12* ((B-tw) /2) *d"3;
end

4.1.2 Prirazeni kédovych ¢isel

Ptitazovani kodovych Cisel probiha ve vSech variantach stejn€. Kazdy uzel ma tii stupné volnosti, takze
kazdy by mél obsahovat tfi kodova &isla piislusici tfem posunum u, w, ¢. Cisla ptifazujeme od
predepsanych, kde je zabranéno posunu.

|0=-=-=nnn-- Q---=m=mmmnenn 0
(1,23) (456) (7,8)9)

Obrazek 14: Pole kodovych ¢isel (AUTOR, 2014)

Jak jde vidét na obrazku 14, jedna se nosnik rozdéleny na dva prvky. Na levém konci je vetknuti,
nejdiive tedy pfifadime tii kodova ¢isla vetknuti a pokracujeme dal$imi uzly. V kodu jsou nazvany tyto
predepsané posuny np a nepiedepsané nn. Déle celkovy pocet stupiiti neq = np+nn. V tomto piipadé: np
=3,nn =6 aneq = 9. Z toho vypliva, Ze matice tuhosti bude velikosti neq x neq s tim, ze se budou
urcovat nezndmé posuny 4-9. S pfitazenim kodovych Cisel souvisi i pole soutadnic, které se vytvoii ze
soufadnic jednotlivych uzli a slouzi ke stanoveni délek jednotlivych poli a sestaveni matice pro celou
soustavu, viz Tabulka 18

4.1.3 Matice tuhosti

Vypocet matice tuhosti je zalozen na inverzi matice poddajnosti, ktera se spo¢te pomoci funkce
beam2d_maticepoddajnosti. Ta se pro jednotlivé varianty trochu lisi, protoZe je zaloZena pravé na
prufezovych charakteristikach, které se na rozdil od konstantniho nosniku u varianty S a T méni, viz

Tabulka 19. Matice poddajnosti vznikne spoétenim integralu P = fol ST(6)CS(é)l d&. Zde vyuzijeme

numerickou integraci pies stanoveny pocet integra¢nich bodu (v tabulce oznaceni n). Nasleduje popis
principu této integrace.

n & a;

1 0,00000000000000 2,000000000000000

2 +0.577350269189626 1,000000000000000

+0.774596669241483 0,555555555555555

0,00000000000000 0,888888888888888
+0,861136311594053 0,347854845137454
+0,339981043584856 0,652145154862546
+0,906179845938664 0,236926885056189
5 +0,538469310105683 0,478628670499366

0,00000000000000 0,568888888888889
+0,932469514203152 0,171324492379170
6 +0,661209386466265 0,360761573048139
+0,238619186083197 0,467913934572691

Tabulka 1: Souiadnice bodii a jejich vahy (Bittnar, 1992)
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U integralu typu f; f(&)d¢ je postup nasledujici. Mame k dispozici soutadnice Gaussovych bodu & a
vahové konstanty a; pro interval (—1,1 ). Pii integraci na intervalu (—a, b ) budou mit Gaussovy body

soufadnice
a+b b—a

+
2 2

$i
A vahové koeficienty budou
b—a
2

a;

Numerické integrace pak spoc¢iva v aproximaci integralu sumaci hodnot integrované funkce spoctené
Vv integra¢nim bod¢ a pfenasobené prislusnymi vahami (Bittnar, 1992):

f_11 f(&)dé  vetvaru
1
f fdS = arf(§1) + axf (&) + -+ anf (§n)
-1

4.1.3.1 Konstantni priiez C

V této varianté pocet integracnich bodu nijak neovliviiuje feSeni. Matice poddajnosti prufezu C je
nezavisla na poloze kde ji ur€ujeme, proto miiZze byt stanovena z konstantnich charakteristik prifezu a
pouze dosazena do integralu. Nyni sta¢i vzniklou inverzni matici poddajnosti pfenasobit transformacni
matici k ziskani matice tuhosti, viz rovnice ( 34 ). Ukazka vypoétu matice poddajnosti P v Matlabu, kde
se vyskytuje ve vSech metodach funkce integration poskytujici hodnoty vah a soutadnic bodu, pies
které integrujeme, viz Tabulka 20

function P = beam2d maticepoddajnosti(E, v, k, A, Iy, xz,nip)
% xz = (x1, z1, x2, z2)

1 = sgrt((xz(3)-xz (1)) "2+ ((xz(4)-x2(2))"2));

G E/ (2% (1+v));

C=[1/(E*A) 0 0; O 1/(E*Iy) 0; O O 1/(k*G*A)];

b= integration (nip);
w= integration (nip);

jac = 1/2;

P=zeros (3) ;

1le=0.0;

for i=1:nip
x = 0.5+0.5*b (1) ;
S =10100; 0 -1*(1-x) x; 0 1/1 1/171;
P = P+S'*C*S*w (i) *jac;

end;

end

4.1.3.2 Rozdé¢leni na vice prvka S

Zde uz je matice poddajnosti prvku ovlivnéna polohou na nosniku. Proto je potieba znat vstupni
parametry: poradi nosniku, jejich celkovy pocet a samoziejmée tvar prifezu. Diky témto informacim se
stanovi matice C pro kazdy prvek a z nich také matice poddajnosti P kazdého prvku. Ty po pienasobeni
transformacni matici dle ( 34 ) pomoci funkce assembly slou¢im s pomoci koédovych ¢Cisel do matice
tuhosti celého nosniku. Ukazka vypoctu matice poddajnosti P v Matlabu:

function P = beam2d maticepoddajnosti steps(E, v, k, xz, nip, i, nelem, tvar)
% xz = (x1, z1, x2, z2)

dl1=0.2;

dz2=0.1;

B=0.1;

s = 1i-1;

hl=dl+((

h2=d1+ ((

d2-dl) * ((s/nelem)+ (0/nelem))) ;
d2-dl) * ((s/nelem)+ (1l/nelem))) ;
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h=(h1l+h2)/2;

$tvar==1 obdelnik
$tvar==2 I prurez

if tvar==1;
A=B*h;

Iy = 1/12*B*h"3;
end

if tvar==2;

A=2*B*tf+h*tw;

Iy=1/12*B* (h+2*tf)~3-2/12* ((B-tw) /2) *h"3;
end

1 = sgrt((xz(3)-xz (1)) "2+ ((xz(4)-x2(2))"2));
G = E/ (2% (14v)) ;

C=[1/(E*A) 0 0; O 1/(E*Iy) 0; O O 1/(k*G*A)];

b= integration (nip);
w= integration (nip):;
Jac = 1/2;
P=zeros (3);
1le=0.0;
for i=1l:nip
x = 0.5+0.5*b (i)
S [1 0 0; 0 -1*(1l-x) x; 0 1/1 1/171;
P = P+S'*C*S*w (i) *jac;

end;
end

4.1.3.3 PifesnéieSeni T

Presné feSeni je vlivem proménnosti prufezu ovlivnéno poc¢tem integracnich bodt.. Proménny prifez se
promita do charakteristik prufezu, které jsou funkci polohy funkce pro vypocet plochy a momentu
setrvacnosti v zavislosti na poloze. Proto jsou parametrem funkce vypoctu matice poddajnosti. V tomto
pfipad¢ pocet prvkl neovliviiuje vysledky, jelikoz se jednad o ptesné feSeni, ale poslouzi nam
k porovnavani piesnosti. Ukazka vypoétu matice poddajnosti P v Matlabu:

function P = beam2d maticepoddajnosti tapered(E, v, k, funcA Iprurez,
funcly Iprurez, Xz, nip,nelem,o0)

z = (x1, z1, x2, z2)
sqrt ((xz (3) -xz (1)) "2+ ((xz (4)-x2(2))"2));
E/(2* (1+v));

X

Qoo
I

b= integration(nip);

w= integration (nip);

jac = 1/2;

P=zeros (3) ;

1le=0.0;

for i=1:nip
A=funcA Iprurez(b(i),nelem,o0);
Iy=funcly Iprurez(b(i),nelem,o);
x = 0.5+0.5*b (1) ;
S =10100; 0 -1*(1-x) x; 0 1/1 1/171;
C=[1/(E*A) 0 0; 0 1/(E*Iy) 0; 0 O 1/(k*G*A)];
P = P+S'*C*S*w (i) *jac;

end;

end

Takto stanovené funkce pro vypocet matic poddajnosti P jednotlivych metod jsou vloZeny do skriptu,
viz Tabulka 19

4.1.4 Vektor zatizeni

Vektor zatizeni tvofi pravou stranu soustavy rovnic. Vlastni vypocet ma malé odlisnosti ve tfech
uvadénych metodach k, které jsou zpisobeny ménicimi se prirezovymi charakteristikami, jak tomu bylo
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jiz pfi sestavovani matic poddajnosti. Pfi sestavovani vektoru zatizeni vychazime z tohoto zapisu
, 1 — — . “r . L
vektoru deformaci 4,= fo ST(O[Ca(é) + £y(§)]ldE. K tomuto vypodtu vyuzivime zminéné

numerické integrace pies integra¢ni body. Pfi stanoveni zobecnélych deformaci, jez jsou zpisobeny
vnéjsim zatizenim a zvySenim teploty, je do integralu dosazena matice poddajnosti. Proto je nutné ji

T
“r , . e e e g — T —
spocist v této funkci znovu a doplnit ji o vypocet pocatecnich pretvoieni 9= {aT a dh i 0} ao=

{r1a -9, ~ 5(1 —o2a- 25)} Vliv proménného pritfezu na vypoéet matice poddajnosti je
jiZz popsan v kapltole 4.1.3, dale budou mit vliv jesté v pocatecnich pretvoreni od otepleni. Vyska h bude
stejna jako pfi sestavovani prufezovych charakteristik u metody S a u metody T, bude vySka h spoctena
v mist¢ integracniho bodu. Po pfenasobeni vektoru deformaci matici poddajnosti, transformacni matici
a odettenim R, které vychazi ze zavislosti koncovych sil a je vyjadieno rovniciR = R+ TT,
obdrzime vektor zatizeni R, , funkci assemblyf poté slouc¢ime vektory s pomoci kédovych ¢isel do
vektoru zatizeni celého nosniku, viz Tabulka 21, Tabulka 22, Tabulka 23

4.1.5 Vektor posuni

Pomoci ziskané matice tuhosti a vektoru zatizeni nosniku Ize ziskat vektor posunti nosniku r (r= K\ Rp),
ktery vyuzije jako srovnavaci prostfedek pro porovnavani presnosti, pfi zménach parametrti a vyuzivani
jednotlivych variant. Po ziskani vektoru posunti uz jen pro Uplnost zbyva stanovit reakce na nosniku
(R= K*r - Rp), viz Tabulka 24

4.1.6 Vykresleni vnitinich sil

Nyni uz lze vykreslit vnitini sily po délce nosniku. Ve funkci Vnitini vyuzivame piedpis ( 21 ), kde
hodnoty vnitinich sil stanovujeme v bodech na jednotlivych prvcich. Pocet bodi si lze nastavit hodnotou
q, ktera urcuje, na kolik ¢asti se nosnik rozdéli. V tomto ptipadé volime q= 1/5 tzn., na kazdém prvku
vykreslujeme hodnoty vnitinich sil v péti bodech. Zde je podstatné stanovit vektor B, nezavislych
zobecnénych koncovych sil. = PY(#- 4,)= p= P(Tr- 4,). Toto vyjadieni uz jen zbyva pienasobit
statickou matici S a pfiéist pocateéni pietvoieni @ k ziskani vnitinich sil Ny, My a Q,, viz Tabulka 25

4.2 Implementace matice hmotnosti

V této kapitole bude popsana implementace matic hmotnosti M1 a M3 na uvaZzované varianty
konstantniho prufezu C, rozd€leni nosniku na vice prvku o konstantni vySce S a piesnéjsiho feseni, kdy
je vyska prifezu popsana funkci po délce nosniku T.

4.2.1 Varianta M1- Numericka integrace

Matice tuhosti M1 bude spoctena funkci nazvanou mass_matrix_int. Jelikoz je pocitana pomoci
prifezovych charakteristik, tak se pii pouziti u variant C, S a T trochu li§i. Funkce slouzi ke spocteni
integralu ( 39 ) pomoci numerické integrace.

Ve varianté¢ konstantniho prifezu C pocet prvki nijak neovliviiuje feseni vysledné matice, musime ale
dodrzovat poéty prvki stanovené pii tvofeni matice tuhosti, k ziskani stejného poétu stupfiti volnosti.
Prifezové hodnoty a hmotnost nosniku na délku jsou brany konstantné¢. Mtzeme tedy urcit matici
bazovych funkci a spocist integral k ziskani matice hmotnosti, viz rovnice ( 39 ). Ukazka vypoctu matice
hmotnosti M1 v Matlabu:

function Me = mass matrix int(E, v, k, A, Iy, Xz, nip, ro)

1 sqr ((XZ(3)—XZ(1))A2+((XZ(4)—XZ(2))A2));
G E/ (2% (1+v));

kappa = 6*E*Iy/ (k*G*A*1"72);

b= integration(nip);

w= integration (nip);

jac = 1/2;
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Me=zeros (6, 6) ;
for i=1:nip
x = 0.54+40.5*b (1) ;

hl=1-x;
h2:X;

7(1/( *(1l+2*kappa) ) ) * (6*x-6*x"2) ;
(l/(l+2*kappa))*((1+2*kappa)—2*(2+kappa)*x+3*xA2);
=(1/(1*(1+2*kappa) ) ) * (-6*x+6*x"2) ;
=(1/(1+2*kappa)) * (-2* (1-kappa) *x+3*x"2) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * ((1+2*kappa) -2*kappa*x-3*x"2+2*x"3) ;

h8:(l/(1+2*kappa))*( 1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x"2-x"3) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * (2*kappa*x+3*x"2-2*x"3) ;
th (1/ (1+2*kappa) ) * (kappa*x+ (1-kappa) *x"2-x"3) ;
N(1,1)=0;
N(1,2)=h7;
N(1l,3)=h8;
N(1,4)=0;
N(1,5)=h9;
N(1,6)=h10;
Me=Me+N'*ro*N*w (i) *jac;
end;
end
end

Pti rozdé€leni nosniku na vice prvka S, jak zde jiz bylo zminéno, je vypocet ovlivnén polohou, funkce
tedy uz piijima hodnoty spoétené na jednotlivych prvcich podle zvoleného tvaru a poradi nosniku. Pro
sestaveni matice hmotnosti M1 funkce mass matrix_int vyhovuje pro metodu C i S, ale v piipadé
metody S musi byt doplnén vypocet primérnych vysek na prvcich, které vstupuji jiz do funkce.

V metod¢ T jiz hraje roli zvoleny pocet integracnich bodu. Do funkce na vypocet matice hmotnosti jsou
dosazeny prufezové charakteristiky jako funkce zavislé na potadi, poloze a tvaru nosniku podobné jako
tomu bylo u sestrojeni matice tuhosti, viz rovnice ( 39 ). Ukazka vypoétu matice hmotnosti M1
v Matlabu:

function Me = mass matrix int(E, v, k, funcA Iprurez, funcly Iprurez,
funcU Iprurez,xz,nip,nelem, o, ro)

1= Sqrt(( z(3)-xz (1)) "2+ ((x2 (4)-xz(2))"2));
G = E/ (2% (1+v));

b= integration(nip);

w= integration (nip);

jac = 1/2;

Me=zeros (6, 6) ;

for i=l:nip;
A=funcA Iprurez(b(i),nelem,o);
Iy=funcly Iprurez(b(i),nelem,o);

U=ro*A;
kappa = (6*E*Iy)/ (k*G*A*1"2);
x = 0.5+0.5*b (1) ;
hl=1-x;
h2=x;
—(1/( *(1+2*kappa) ) ) * (6*x-6*x"2) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * ((L+2*kappa) -2* (2+kappa) *x+3*x"2) ;
=(1/(1*( 1+2*kappa))) (-6*x+6*x"2) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * (-2* (1-kappa) *x+3*x"2) ;
(1/(1+2*kappa))*((1+2*kappa) -2*kappa*x-3*x"2+2*x"3);
=(1/(1+2*kappa) ) * (-1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x"2-x"3) ;
=(1/(1+2*kappa)) * (2*kappa*x+3*x"2-2*x"3) ;
th—(l/(l+2*kappa))*(kappa x+ (1l-kappa) *x"2-x"3) ;
(1,1)=0
(1,2)=h7
(1,3)=h8
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N(1,4)=0;
N(1,5)=h9;
N(1,6)=hl1l0;

Me=Me+N'*u*N*w (1) *jac;

end;
end

Nyni ndm uz nic nebrani sestavit matici celé soustavy pomoci funkce assemblyM a kodovych &isel pro
vsechny varianty.

4.2.2 Varianta M3

Jednoducha funkce zalozena na celkové hmotnosti nosniku a jejim rozdéleni svislym posuntim do
jednotlivych uzli. Této varianty je vyuzito pro sestaveni matice hmotnosti pro metodu C, S a T. Tato
funkce obsahuje pouhé prenasobeni ploch s objemovou hmotnosti materialu a pfidéleni hmotnosti do
ptislusicich uzli. Ukazka vypoétu matice hmotnosti M3 v Matlabu:

m=0;
M3= zeros (neq,neq) ;
for i=l:nelem

m=mass (u, [0; O ;1.5 ;0],m);
end
% mass Jje fce na vypocCet hmotnosti, vstupuje hmotnosti nosniku na jednotku délky
for i=1: (nelem-1)
M3 ((i)*3+2, (1) *3+2)=m/nelem;
M3(2,2)=(m/nelem)/2;
M3 (neg-1,neg-1)=(m/nelem) /2;
end

4.3 Vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

Nyni bychom méli mit dle ptedchoziho postupu k dispozici matici tuhosti K i matici hmotnosti M pro
cely nosnik, pokud jsme dodrzeli stejny pocet prvkd u obou vypoctd, maji tyto matice stejnou velikost
neq x neg. Ty lze dosadit do funkce eig, kterou Matlab nabizi a fesi problém vlastnich ¢isel. V nasem
pfipadé do funkce dosazujeme pouze ty prvky matic, které slouzi k ureni neznamych posund, toho
docilime pomoci hodnoty np (pfedepsanych posuni). Vystupem této funkce je matice velikosti (neq-
np) x (neg-np), na jejiz diagonale jsou jednotliva vlastni ¢isla pfedstavujici druhou mocninu vlastni
frekvence wn” a matice druh4 obsahujici vlastni vektory predstavujici tvary vlastniho kmitani ¢n, kdy
potadi sloupce vlastniho cisla a pfislusného vlastniho vektoru se shoduje. Vlastni Cisla a jejich ptislusné
vektory sefadime pomoci funkce sort a mizeme piejit k vykreslovani vlastnich tvard. Vlastni tvary
budou slouzit spole¢né s vlastnimi frekvencemi jako pomucka k ur€ovani odchylek mezi jednotlivymi
variantami feSeni, viz Tabulka 26

Vykresleni vlastnich tvari

Nejdiive budou ziskané vlastni tvary znormovany dle (Maca, 2013) :

~ Pn
Pn = o Taign (41)

Ve funkci na vykreslovani vlastnich tvard jde o stejny problém proménného prifezu jako u matice
tuhosti, opakuje se zde stejny princip konstantnich hodnot prifezovych charakteristik u konstantniho
prifezu, informaci o poloze na nosniku u metody S a zafazeni funkce na prifezové charakteristiky
nasem piipad¢ volime Ctyfi vlastni tvary a hodnota q, ktera urcuje, v kolika mistech na prvku se vlastni
tvar vykresli. Pro vykresleni svislych vychylek jsou zde vyuzity prvky z matice bazovych funkci N
prislusejicim fadku svislého posunu a hodnot w, ¢ z vlastniho tvaru.
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W(X)= h7(x)w1+hg(X)p1+hg(X)w2+h10(X)p2

Takto Ize stanovit vychylky v jednotlivych uzlech a nasledné vykreslit do grafu. Vodorovna osa
predstavuje délku nosniku a svisla osa normované hodnoty svislych vychylek, viz Tabulka 27
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5 Porovnani a ovéreni vysledku

Tato kapitola bude vénovana ovéfeni spravnosti vlastni implementace na feseni vybranych ptikladt. Pro
kontrolu matice tuhosti konstantniho priifezu vyuziji ru¢niho vypoctu. V piipadé proménného prirezu
vyuzijeme vysledky publikované v praci (Yaw, 2009). Zde ovétim spravnost sestaveni matice tuhosti i
vektoru vyslednych posunti.

5.1 Ovéreni spravnosti matice tuhosti

K ovéfeni matice tuhosti je vyuzito vlastniho zadani ptikladu, které je pak ovéfeno ruénim vypoctem.

5.1.1 Konstantni prifrez

Zadani prikladu:
=10 kN/m
WV VPP
1=6m !, ! 0,1m

Obrazek 15: Konstantni nosnik (AUTOR, 2014)

Konzola vetknuta na levém konci. Jeji délka je 1= 6 m, Sitka b= 0,1 m a vyska h= 0,2 m. Modul pruznosti
E= 30 000 000 Pa. Konzola je zatizena spojitym zatizenim f= 10 kN/m.

Vysledky Matlab:

V tabulce je spoctena matice tuhosti K, vektor posunt r, vektor zatizeni f, reakce R

K= r= f= R=

1.0e+005 *

1.0000 0 0 -1.0000 0 0 0 0
0 0.0011 -0.0033 0 -0.0011 -0.0033 30.0000 -60.0000
0 -0.0033 0.0133 0 0.0033 0.0066 -30.0000 180.0000

-1.0000 0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 -0.0011 0.0033 0 0.0011 0.0033 0.8109 30.0000 -0.0000
0 -0.0033 0.0066 0 0.0033 0.0133 -0.1800 30.0000 -0.0000

o O o

Z vektoru posunt r miizeme odecist, ze posun na volném konci je w= 0,8109 m a pootoceni ¢= -0,18
rad. Spravnosti feSeni odpovida i prubeh vnitinich sil na nosniku.
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Obrazek 16: Pribéh vnitinich sil. N-normalova sila, Q- posouvaci sila, M- ohybovy moment
(AUTOR, 2014)

Rucéni ovéfeni vypoctu
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Obrazek 17: Vykresleni vnitinich sil pro jednotkové stavy hledaného pretvoreni (AUTOR, 2014)

Svisly posun w

_ MM NN K 1 /1 Kk /1
1*w=f F ’ds+f Flds+fﬂds —(—*180*6*6)+E<§60*1*6)

El EA a6 T EI\4
- 0,81m
6EI 13
K=——— = ——
%GAIZ 7500
E 30000000

G = d Ty - 2(1+03)

Pootoceni ¢

— MpMy,; NNy, KQrQ;; 1 (1 )
1 = + + =—(=x1 1 =0,1
* @ J- I ds f EA ds G ds ] 3* 80x1x6 0,18 rad

Posun a pootoéeni na volném konci, spoétené v Matlabu, se s ru¢nim vypoétem shoduji.
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5.1.2 Proménny priifez

K ovéfeni matice tuhosti vyuzivame vysledky publikované v praci (Yaw, 2009).

Zadani prikladu:

— ———
=~

SN 2 EL S t
N ©
N

LS

L /!/ bf

x

Obrazek 18: Linearné proménny I- nosnik (Yam, 2009)

Jedna se o konzolu vetknutou na levém konci nosniku. Nosnik ma nasledujici vlastnosti: di=10 palct,
dy,= 2 palce, ti= 0,5 palct, tw= 0,5 palcd, b= 4 palce, L= 120 palcti. Modul pruznosti E= 29 000 000 Pa.

Na volném konci je umisténa sila F= 10 kN.
Vyska d(x) = dy + (dz —dy)7

Plocha A(X) = thbf + twd(X)

3 2 3
d(x) + thbf (d(x;+tf) n 2bgty

Moment setrvaénosti  I(x) = tw—5~ v

Vysledky Matlab:

Matice poddajnosti p

0.6081 0 0
p=1=x103 0 0.0175 -0.0184
0 —0.0184 0.0838

V tabulce je spo¢tena matice tuhosti K, vektor posunu r, vektor zatizeni f, reakce R

K= r= f= R=
1.0e+004 *
0.1645 0 0 -0.1645 0 0 0 0 0

0 0.0008 -0.0753 0 -0.0008 -0.0265 0 0 -10
0 -0.0753 7.4128 0 0.0753 1.6256 0 0 1200

-0.1645 0 0 0.1645 0 0 0 0 0
0 -0.0008 0.0753 0 0.0008 0.0265 2.5228 10 0
0 -0.0265 1.6256 0 0.0265 1.5500 -0.0431 0 0

Z vektoru posunt I vyplyva, Zze posun na volném konci je w= 2,5228 palcti a pootoc¢eni ¢=-0,0431 rad.

Spravnosti feseni odpovida i pribéh vnitinich sil na nosniku.
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Obrazek 19: Pribéh vnitinich sil. N-normalova sila, Q- posouvaci sila, M- ohybovy moment
(AUTOR, 2014)

Vysledky ¢lanek (Yaw, 2009):

Matice poddajnosti Dy

+6.05055¢ —4  +0.00000000  +0.00000000
D, =| +0.00000000 +1.75211e —5 —1.836506—5]
+0.00000000 —1.83650e —5 8.37943e —5
Matice tuhosti k
[ 1644.6 0 0 —1644.6 0 0
| 0 8.4769 752.79 0 —8.4769 264.44 |
k= 0 752.79 74096 0 —752.79 16239
|—1644.6 0 0 1644.6 0 0 |
l 0 —8.4769 —752.79 0 8.4769 —264.44J
0 26444 16239 0 —264.44 15493

Reakce ve vetknuti jsou: Vodorovna = 0.0, Svisla = 10 kN smérem nahoru, Moment = 1200 kNm.
Nyni mlizeme oveéfit, Ze nase matice tuhosti, matice poddajnosti a premisténi volného konce odpovida

hodnotdm z ¢lanku, a hodnoty svislého posunu &= 2,523 palct a pootoéeni je ¢= -0,043063 rad na
volném konci jsou shodné.
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5.1.3 Vlivmetod C, S a T na statické u¢inky

V této kapitole bude zobrazen rozdil mezi piistupy k sestavovani matic tuhosti pro jednotlivé metody
C, S a T. Uginky metod zobrazime v tabulkich pomoci posuni na volném konci nosniku dle zadani
ptikladu v kapitole 5.3. Metoda T je pfesnym feSenim matice tuhosti, proto budou ostatni piistupy
porovnavany s vysledky ziskané touto metodou (v tabulce vyznaceno $edou barvou).

_ SP
%Chyba = ( 5P )100%
) Metoda C Metoda S-4 | Metoda S-12 Metoda T
w (m) 0,2745 0,1743 0,1695 0,1689
o (rad) -0,061 -0,0432 -0,0422 -0,0421

Tabulka 2: Posuny na volném konci (AUTOR, 2014)

V tabulce je zobrazena chyba pro metodu C a S pfi rozdéleni nosniku na 4 a 12 prvki.

Chyba % & Metoda C Metoda S-4 | Metoda S-12
w (%) 62,52 3,20 0,36
o (%) 44,89 2,61 0,24

Tabulka 3: Chyba mezi posuny pro pristupy C, S, T (AUTOR, 2014)

Z tabulky je zfejmé, ze pfi rozdéleni nosniku u metody S na 12 prvki se chyba snizi pfiblizn€ 10x oproti
varianté rozdéleni na 4 prvky, coz lze povazovat za dobrou shodu vzhledem k jednoduchosti vypoctu
metody S oproti pifesnému feSeni ziskaného metodou T, kde je komplikované popsat ménici se
praiezové charakteristiky, ov§em za cenu toho, Ze mame mnohem vice stupii volnosti.

Nasledujici tabulka popisuje vliv volby poétu integracnich bodi nip na posuny a pooto¢eni na volném
konci nosniku, tato volba se projevuje v metodach S a T. Jednotlivé hodnoty porovnavame s vypoétenym
posunem a pooto¢enim metodou T, pii volné integrace pies Sest boda (v tabulce vyznaceno Sedou
barvou).

Pocet prvki Pocet int. Metoda C Metoda S Metoda T

(nelem) bodd mip) | w(m) | p(rad) | w(m) | p(rad) | w(m) | ¢ (rad)
1 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,1373 | -0,0457

2 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,1687 | -0,0413

1 3 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,0837 | -0,0313

4 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,1689 | -0,0421

5 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,1689 | -0,0421

6 0,2745 -0,061 0,2745 -0,061 0,1689 | -0,0421

1 0,2745 -0,061 0,167 -0,042 0,167 -0,042

2 0,2745 -0,061 0,1743 | -0,0432 | 0,1689 -0,042

4 3 0,2745 -0,061 0,144 -0,0371 | 0,1517 | -0,0393

4 0,2745 -0,061 0,1743 | -0,0432 | 0,1689 | -0,0421

5 0,2745 -0,061 0,1743 | -0,0432 | 0,1689 | -0,0421

6 0,2745 -0,061 0,1743 | -0,0432 | 0,1689 | -0,0421

Tabulka 4: Posuny na volném konci ovlivnéné volbou poctu integra¢nich bodi (AUTOR, 2014)
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Pocet prvki Pocet int. Metoda C Metoda S Metoda T

(nelem) bodi (nip) | w (%) | ¢ (%) | W(%) | 9(%) | W(%) | ¢ (%)
1 31,44 38,95 62,52 44,89 18,71 8,55

2 31,44 38,95 62,52 44,89 0,12 1,90

1 3 31,44 38,95 62,52 44,89 50,44 25,65

4 31,44 38,95 62,52 44,89 0,00 0,00

5 31,44 38,95 62,52 44,89 0,00 0,00

6 31,44 38,95 62,52 44,89 0,00 0,00

1 31,44 38,95 1,12 0,24 1,12 0,24

2 31,44 38,95 3,20 2,61 0,00 0,24

4 3 31,44 38,95 14,74 11,88 10,18 6,65

4 31,44 38,95 3,20 2,61 0,00 0,00

5 31,44 38,95 3,20 2,61 0,00 0,00

6 31,44 38,95 3,20 2,61 0,00 0,00

Tabulka 5: Chyba mezi posuny a pootocenim pii volbé integra¢nich bodi (AUTOR, 2014)

5.2 Ovéreni spravnosti vypoctu matice hmotnosti

5.2.1 Konstantni priifez

Zde je vyuzito stejného piikladu jako v kapitole 5.1.1 pro ovétreni spravnosti matice tuhosti.

Konzola vetknuté na levém konci. Jeji délka je 1= 6 m, Sitka b= 0,1 m a vyska h= 0,2 m. Modul pruznosti
E= 30 000 000 Pa.

Pokud je implementace varianty matice hmotnosti pro konstantni prifez M1 spravna, tak by se jeji

=10 kN/m

PV VIV b

I=6m

|

g
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=

0,

Im

A

Obrazek 20: Konstantni nosnik (AUTOR, 2014)

vysledek mél shodovat s vysledkem implementace matice hmotnosti M2.

Aa

/

V

Obrazek 21: Zobrazeni posuni (AUTOR, 2014)
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Implementace matice hmotnosti dle vzorce (37)
M2 =

0.1114 -0.0942 0.0386 0.0558
0 0.1028 -0.0558 -0.0772

0 0 0.1114 0.0942
0 0 0 0.1028
mii = 0.4228
alfa= delta*m/3. mii
alfa= 1.4192

Matice M2 po diagonalizaci
M2 =

0.1581 0 0 0
0 0.1459 0 0
0 0 0.1581 0
0 0 0 0.1459

Implementace matice hmotnosti M1 dle (39)
M1 =

0.1114 -0.0942 0.0386 0.0558
-0.0942 0.1028 -0.0558 -0.0772
0.0386 -0.0558 0.1114 0.0942
0.0558 -0.0772 0.0942 0.1028

M1 =

0.1581 0 0 0
0 0.1459 0 0
0 0 0.1581 0
0 0 0 0.1459

Jak 1ze vidét, matice hmotnosti M1 a M2 se po diagonalizaci shoduji, mizeme tedy variantu M1-
numerickou integraci pouzit pro feSeni zbylych metod S a T. K ziskani koeficientu a, kterym
prendsobujeme hodnoty na diagonale slouzi pouze hmotnosti pfislusejici posunim. Vodorovny posun
ziskame dle postupu stanoveném v kapitole 3.1.
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5.3 Vlastni kmitani nosniku s proménnym priifezem

Zde se budeme vénovat porovnavani vysledkil vlastniho kmitani jednotlivych metod C, S, T a variant
stanovovani matic hmotnosti na zvoleném ptikladu.

Zadani prikladu

Jedna se o konzolu vetknutou na levém konci nosniku. Nosnik ma nasledujici vlastnosti: L= 6 metri,
modul pruznosti E= 210 000 000 Pa, Poissonovo ¢islo v= 0,3, k= 5/6, objemova hmotnost p= 7850
kg/m?3, siika nosniku b= 0,1 m. Metoda C: nosnik ma po délce konstantni vysku h= 0,15 m. Metoda S:
h:=0,2 m, h,= 0,1 m. Metoda T: h;=0,2 m, h,= 0,1 m.

T
0
e —‘d
_ —— " |L=6m
metoda S >—
€ €
o ~
o
b gl
s L=6m |
metoda T >4 7
€ €
N —
o
L=6m /.I’

Obrazek 22: Schéma zvoleného prikladu (AUTOR, 2014)

Ve vSech pfistupech budeme uvazovat rozdéleni nosniku na ¢tyfi prvky o délce 1,5 m, z divodu ziskani
matic tuhosti a hmotnosti o stejné velikosti, tedy jednotliva feSeni budou mit shodny pocet stupiii

volnosti.
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Metoda C
Matice tuhosti

K=1.0e+006 *
2.1000 0 0 -2.1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0204 -0.0153 0 -0.0204 -0.0153 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0153 0.0154 0 0.0153 0.0075 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2.1000 0 0 4.2000 0 0 -2.1000 0 0 0 0 0 0 0 0

0 -0.0204 0.0153 0 0.0407 0 0 -0.0204 -0.0153 0 0 0 0 0 0
0 -0.0153 0.0075 0 0 0.0308 0 0.0153 0.0075 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -2.1000 0 0 4.2000 0 0 -2.1000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -0.0204 0.0153 0 0.0407 0 0 -0.0204 -0.0153 0 0 0
0 0 0 0 -0.0153 0.0075 0 0 0.0308 0 0.0153 0.0075 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -2.1000 0 0 4.2000 0 0 -2.1000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -0.0204 0.0153 0 0.0407 0 0 -0.0204 -0.0153
0 0 0 0 0 0 0 -0.0153 0.0075 0 0 0.0308 0 0.0153 0.0075
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2.1000 0 0 2.1000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0204 0.0153 0 0.0204 0.0153
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0153 0.0075 0 0.0153 0.0154

Matice hmotnosti

M1=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0929 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0053 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.1859 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0107 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.1859 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.0107 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1859 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0107 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0929 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0053
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Matice hmotnosti
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Metoda S
Matice tuhosti

K=1.0e+006*
2.6250 0 0 -2.6250 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0391 -0.0293 0 -0.0391 -0.0293 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0293 0.0297 0 0.0293 0.0143 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2.6250 0 0 4.9000 0 0 -2.2750 0 0 0 0 0 0 0 0

0 -0.0391 0.0293 0 0.0649 0.0100 0 -0.0258 -0.0193 0 0 0 0 0 0
0 -0.0293 0.0143 0 0.0100 0.0492 0 0.0193 0.0095 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -2.2750 0 0 4.2000 0 0 -1.9250 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -0.0258 0.0193 0 0.0415 0.0075 0 -0.0158 -0.0118 0 0 0
0 0 0 0 -0.0193 0.0095 0 0.0075 0.0314 0 0.0118 0.0058 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1.9250 0 0 1.9250 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -0.0158 0.0118 0 0.0158 0.0118 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -0.0118 0.0058 0 0.0118 0.0119 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Matice hmotnosti

M1=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1160 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0067 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.2166 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0124 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.1859 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.0107 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1551 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0089 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0698 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0040
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Matice hmotnosti
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Metoda T

Matice tuhosti

K=1.0e+006*
2.6211 0 0 -2.6211 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0390 -0.0312 0 -0.0390 -0.0273 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0312 0.0326 0 0.0312 0.0142 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2.6211 0 0 4.8916 0 0 -2.2705 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0390 0.0312 0 0.0647 0.0066 0 -0.0257 -0.0178 0 0 0 0 0 0
0 -0.0273 0.0142 0 0.0066 0.0484 0 0.0207 0.0094 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -2.2705 0 0 4.1902 0 0 -1.9197 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -0.0257 0.0207 0 0.0414 0.0049 0 -0.0157 -0.0107 0 0 0
0 0 0 0 -0.0178 0.0094 0 0.0049 0.0307 0 0.0128 0.0058 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1.9197 0 0 34882 0 0 -1.5685 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -0.0157 0.0128 0 0.0243 0.0035 0 -0.0086 -0.0058
0 0 0 0 0 0 0 -0.0107 0.0058 0 0.0035 0.0179 0 0.0072 0.0032
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1.5685 0 0 15685 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0086 0.0072 0 0.0086 0.0058
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0058 0.0032 0 0.0058 0.0055
Matice hmotnosti
M1=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.1201 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0067 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.2166 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0124 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.1859 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.0107 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1551 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0089 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0657 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0039
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5.3.1 Porovnani vlastnich frekvenci
Nyni miizeme pfistoupit k porovnavani vlastnich kruhovych frekvenci jednotlivych metod a ptistup.
Jejich hodnoty budou zobrazeny v tabulkach a doplnény o vypocet chyby mezi jednotlivymi variantami.

V ptipadé vlastnich kruhovych frekvenci je chyba stanovovana nésledovné

P

W
>100%

%Chyba = (—
0 a=

y P
Pfi porovnavani spoctenych frekvenci mezi piistupy, pro sestaveni matice hmotnosti M1 a M3, znaci
o presné feseni. Za to budeme v nasem piipadé povazovat frekvence ziskané matici M1 v metodé T
rozdéleného nosniku na dvacet prvki.
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Obrazek 23: Priklad vykresleni vlastnich tvart pro matici M1 v metodé C

Chybu uréujeme pro prvni ¢tyii vlastni frekvence. Hodnoty @ n pro zadani nosniku rozdéIného na ¢tyfti
prvky jsou pro metody C, S a T zobrazeny v tabulce. Nami uvazované piesné feSeni rozdéleni metody
T na 20 prvkd, s kterym budeme hodnoty porovnavat, je v tabulce popsané T- 20 (v tabulce vyzna¢eno
Sedou barvou).
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fr\é:(avs(:rl:(l:e Metoda C Metoda S Metoda T T-20
®n M1 M3 M1 M3 M1 M3 M1
o1 20,74 21,21 28,81 29,66 29,66 30,17 20,74
[OP) 119,08 124,66 124,58 130,65 128,41 133,38 119,08
o3 309,55 328,77 295,79 315,28 304,78 324,11 309,55
4 543,13 569,39 544,38 580,25 565,74 599,59 543,13

Tabulka 6: Vlastni frekvence (AUTOR, 2014)

Ze zobrazenych hodnot je zfejmé, Ze hodnota vlastnich frekvenci klesa se snizujici se hmotnosti nosniku.
V nasledujici tabulce je zobrazena chyba pro jednotlivé metody C, S a T mezi variantami sestaveni
matice hmotnosti M1, M3 a pfesnym feSenim.

Chyba % o Metoda C Metoda S Metoda T
on (%) M1 M3 M1 M3 M1 M3
01(%) 33,07 31,53 7,02 4,26 4,26 2,64
02 (%) 19,53 15,76 15,82 11,71 13,23 9,87
03 (%) 18,28 13,21 21,92 16,77 19,54 14,44
®4(%) 24,26 20,60 24,08 19,08 21,11 16,38

Tabulka 7: Chyba frekvenci varianty matic M1 a M3 (AUTOR, 2014)

V pfipadé metody S a vyuziti matice M1 je chyba u prvniho vlastniho tvaru 7,02 %, v pfipad€¢ metody
T je chyba 4,26 %, coz nepovazujeme za velkou odchylku, vzhledem k tomu, Ze nosniky jsou zde
rozdé€leny na Ctyfi prvky.

Pro doplnéni je v dalsi tabulce spoétena chyba frekvenci mezi metodami C, S a T pro jednotlivé varianty
matic hmotnosti M1 a M3, pfi rozdéleni nosniku na ¢tyfi prvky. Vlastni frekvence jsou ve vzorcich
znaceny C, S a T podle toho, které metod¢ prislusi.

yoe M1 M3

wa@) | (55)100% | (55)100% | (55)1000% | (S5)100% | (55)100% | (=) 100%
o1 (%) 30,10 28,02 2,88 29,68 28,49 1,66
©2 (%) 7,27 4,41 2,99 6,54 4,59 2,04
®3(%) 1,56 4,65 2,95 1,44 4,28 2,73

® 4 (%) 4,00 0,23 3,78 5,04 1,87 3,23

Tabulka 8: Chyba frekvenci mezi pristupy C, S a T, pro ¢tyii prvky (AUTOR, 2014)

Ve ttetim sloupci je spoc¢tena chyba mezi metodami S a T, ktera je zde stéZejni. Lze pozorovat zvySujici

.....

na ¢tyfi prvky. Diky jednoduchosti zvySovani po¢tu prvkd na nosniku je mozné ptibliZit se k feSeni
metodou T, ktera je v tomto piipadé nejpiesnéjsi s pomérné malou chybou. V ptikladech vlozenych do
kapitoly 6.1 bude uvedeno zptesnéni metod S a T, rozdélenim nosniku na vice prvkd, K ziskani
piesnéjsiho feseni. Budou zde spoéteny vlastni frekvence a z nich stanovené chyby, z nichZ bude mozné
pozorovat snizujici se odchylky mezi metodami se zvySujicim se poétem nosnikli. Kvili rozsahlosti
matic tuhosti a hmotnosti je zde jiZ nebudeme zobrazovat.

5.3.2 Porovnani vlastnich tvara

Pfi porovnavani vlastnich tvar je chyba stanovovana takto
[ @ gry < 100%
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Je zde vyuzito numerické integrace v Matlabu, kdy se vypocet porovnavanych variant matic hmotnosti
vyskytuje v jednom skriptu. Poté je mozné spocist chybu mezi jednotlivymi variantami pro naSe tii
metody. Pfed spoctenim chyby se stanovuje pofadi vlastniho tvaru, u kterého chceme chybu urcit. Do
funkce na vypocet chyb vstupuji normované vlastni tvary dvou porovnavanych variant, potadi nosnikii
a také prifezové charakteristiky. Z toho plyne, Ze tato funkce bude mit maté odliSnosti pro porovnavani
jednotlivych piistupt C, S, T, viz Tabulka 28. V nasledujicich obrazcich budou zobrazeny rozdily ve
vykresleni Ctyt vlastnich tvarti pfi uziti variant M1 a M3. Varianta M1 je v obrazcich zobrazena ¢ervenou
barvou a varianta M3 modrou. Toto zobrazeni slouZi jen pro piedstaveni odchylek mezi jednotlivymi
variantami. Konkrétni chyby budou spocteny Vv tabulkach.

V tomto piipadé budeme povazovat za nejpiesnéjsi feSeni ¢ ziskané metodou T, pii rozdéleni nosniku
na Ctyfi prvky, protoZe je obtizné v Matlabu porovnavat vlastni tvary s rozdilnym poctem stuptid
volnosti, jak tomu bylo v pfipad¢é vlastnich frekvenci, kdy jsme vyuzili rozdéleni na 20 prvki.
Porovnavat budeme toto feseni s vlastnimi tvary metod C, S a T spoc¢itané maticemi M1 a M3. Vlastni
tvary jsou normovany na hodnotu 1 v misté nejvétsiho vykmitu daného vlastniho tvaru a nasledné
porovnavany.
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Obrazek 24: Vykresleni 1. vlastniho tvaru p¥i uZiti matic M1 a M3 pro metodu C (AUTOR,
2014)
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Obrazek 25: Vykresleni 2. vlastniho tvaru p¥i uziti matic M1 a M3 pro metodu C (AUTOR,
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Obrazek 27: Vykresleni 4. vlastniho tvaru p¥i uziti matic M1 a M3 pro metodu C (AUTOR,

2014)

V predchozich ¢tyfech obrazcich je uveden piiklad prvnich Ctyft vlastnich tvard pro metodu konstantniho
prafezu C uzitim matic hmotnosti M1 a M3.

Pro kazdou metodu C, S a T tedy mame &tyfi vlastni tvary spoéitané pomoci matice M1 a M3. Budeme
tedy stanovovat chybu mezi pfesnym (v tabulce vyznaCeno Sedou barvou) a zbylymi feSenimi.
V nasledujici tabulce je znazornéno porovnavani.

Metoda C Metoda S Metoda T
M1 M3 M1 M3 M3 M1
Q1 Q1 Q1 Q1 Q1 Q1
Q2 Q2 P2 P2 P2 (03
Q3 Q3 Q3 Ps3 O] (OF]
P4 Q4 Q4 P4 Q4 Q4

Tabulka 9: Postup stanovovani chyb mezi vlastnimi tvary (AUTOR, 2014)

Chyba Metoda C Metoda S Metoda T
9(%)

¢ n (%) M1 M3 M1 M3 M3 M1

¢ 1(%) 0,810 0,750 0,002 0,003 0,00014 0,00

¢2(%) 10,530 9,830 0,190 0,060 0,079 0,00

¢3(%) 17,290 20,450 0,480 0,630 0,270 0,00

¢4(%) 15,000 23,010 0,580 2,200 3,370 0,00

Tabulka 10: Chyba mezi jednotlivymi metodami C, S a T (AUTOR, 2014)
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V tabulce muZeme vidét, Ze mezi jednotlivymi vlastnimi tvary ziskanymi vyuzitim matice M1 pro
metody S a T chyba nepiesahuje 1%, ovSem s uvazenim toho, Ze se jedna o nosnik rozdéleny na Ctyti
prvky. Jak Ize sledovat z tabulky, chyba se s potfadim vlastniho tvaru zvySuje coz lze ocekavat i od
nasledujicich vlastnich tvard, které zde jiz neporovnavame.

Pro doplnéni bude v tabulkach stanovena chyba vlastnich tvard jednotlivych metod pro varianty matic
hmotnosti M1 a M3. Vlastni tvary jsou ve vzorcich znaceny s indexem C, S a T podle toho, které metodé

prislusi.

Chyba ¢ (%) M1
@n (%) [(@€ = 9™)?*100% | [(p€ —¢*)*100% | [(p° —¢")?100%
¢1(%) 0,8100 0,7000 0,0020
02(%) 10,5300 8,8900 0,1900
03(%) 17,2900 18,6900 0,4800
¢ 4(%) 15,0000 18,1600 0,5800

Tabulka 11: Chyba tvari pro M1 mezi pfistupy C, S a T (AUTOR, 2014)

Chyba ¢ (%) M3
@n (%) [(@¢ = 9™)?*100% | [(p¢ —¢*)?100% | [(p° —¢")?100%
0 1(%) 0,8400 0,7400 0,0038
02(%) 8,7300 8,6800 0,0206
¢3(%) 17,4800 18,1600 0,3300
¢4 (%) 11,5100 14,7700 0,6800

Tabulka 12: Chyba tvari pro M3 mezi piistupy C,Sa T (AUTOR, 2014)

V tabulce 11 a 12 povazujeme za nejzajimavejsi pravé treti sloupec, kde je zobrazena chyba mezi
metodou S a T, pii rozd€leni na ¢tyfi prvky ve varianté matice hmotnosti M1 chyba dosahuje 0,58 % a
variant¢ jednodussi matice hmotnosti M3 je chyba 0,68 %. Se zpfesiovanim metody S, zvySujicim se
poétem prvkd, na ktery nosnik rozdélime, se ptedpoklada dalsi sniZeni této chyby, umoziuje nam tedy
priblizit se nami uvazovanému piesnému feseni, nevyhodou je opét zvysujici se hodnota stupiiti
volnosti. Zpfesiovani vlastnich kruhovych frekvenci metody S rozdélenim na 12 prvka je zobrazeno
v kapitole 6.1.
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6 Ukézky prikladi

Tato kapitola je doplnéna piiklady slouZzici k doplnéni popsani zptesiiovani metodou S a rozdilu mezi
vyuzitim konzistentnich a diagonalnich matic.

6.1 Priklad metody C, S, T rozdélené na 12 prvki

Zde bude spoétena varianta ptikladu z kapitoly 5.3, s rozd€lenim nosniku na 12 prvka a vyuzitim matice
hmotnosti M1. Vlastni frekvence jsou porovnavany s nami uvazovanym piesnym feSenim metody T,
rozdelené na dvacet prvka T- 20 (v tabulce vyznaceno Sedou barvou).

metoda S-4

0,2m
Q,1m‘

metoda S-12 3—

0,2m
0,1m

~ L=6m |,

Obrazek 28: Schéma porovnavanych metod S-4aS - 12 (AUTOR, 2014)

fr‘ef"gfg;“(‘: . Metoda C | Metoda S-12 | Metoda T-12 |  T- 20
@, M1 M1 M1 M1
o1 20,74 30,66 30,82 20,74
o2 119,08 145,12 146,05 119,08
o3 309,55 367,98 369,49 309,55
®4 543,13 689,78 692,45 543,13

Tabulka 13: Vlastni frekvence pii rozdéleni nosniku na 12 prvkia (AUTOR, 2014)

Chyba % o Metoda C Metoda S-12 Metoda T-12
®n (%) M1 M1 M1
o1 (%) 33,07 1,05 0,52
2 (%) 19,53 1,94 1,31
®3(%) 18,28 2,86 2,46
4 (%) 24,26 3,81 3,44

Tabulka 14: Chyba mezi pfesnym feSenim a rozdéleni metod na 12 prvki (AUTOR, 2014)
Chyba se v metodé S pomoci zvySeni poétu prvkia ze étyt na dvanact snizila u ¢tvrtého tvaru z 24,08%
na 3,81%, coz je presné snizeni 6,3x. Rozdil v feSeni nosniku dvanacti a ¢tyfmi prvky je v pripadé
metody T snizeni z 21,11% na 3,44%, coz je 6,2x. Timto zplisobem se nam podatilo ziskat pomérné
shodné feseni s metodou T, ov§em za cenu vice stupiitl volnosti.
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6.2 Rozdil ve vypo¢tu s konzistentni matici a diagonalni matici

Po ziskani konzistentni matice hmotnosti se V pfedeslych ptikladech hmota soustfed’uje do uzla nosnikd,
prevadi se na diagonalni pomoci koeficientu o, kterym se pfenasobuji prvky na diagonale konzistentni
matice. Setrva¢né vlastnosti té&chto matic se lisi, nasleduje vyc€isleni odchylek vlastnich kruhovych
frekvenci pii vyuzitim konzistentni K a diagonalni D matice pro jednotlivé varianty C, S a T. Tyto chyby
jsou pocitany pro variantu sestaveni matice hmotnosti M1, pro totozny ptiklad jako pii porovnavani
vlastnich frekvenci v kapitole 5.3. Pro variantu diagonalni matice jsme jiz vlastni frekvence uvedli
v tabulce 6 a jejich chyby v tabulce 7. Pro porovnani budou uvedeny v tabulce 15 a 16 také. Vlastni
frekvence jsou ve varianté konzistentni matice porovnavany s nami uvazovanym piesnym fesenim
metody T, rozdéleného nosniku na dvacet prvki spoctenym konzistentni matici hmotnosti (v tabulce
vyznaceno Sedou barvou).

f?’]elif/tennlce Metoda C Metoda S Metoda T Metoda T-20
®n M1- D M1- K M1-D M1- K M1-D M1-K M1-D M1-K
o1 20,74 21,91 28,81 30,82 29,66 31,62 30,98 31,62
P 119,08 136,89 124,58 147,31 128,41 | 151,49 147,99 151,49
™3 309,55 384,84 295,79 380,67 304,78 | 390,87 378,81 389,45
[oP! 543,13 756,37 544,38 728,18 565,74 | 759,37 717,08 741,48

Tabulka 15: Vlastni frekvence pro diagonalni a konzistentni matici (AUTOR, 2014)

Jak bylo popsano vyse, hodnoty chyb ve sloupci M1- D jsou tedy shodné s chybami uvedenymi v tabulce
7. Hodnoty chyb ve sloupci M1- K jsou spoétené mezi metodami C, S, T a pfesnym feSenim T- 20.

Cz)l/lyga Metoda C Metoda S Metoda T Metoda T-20
on(%) | M1-D M1- K M1-D M1- K M1-D M1-K M1-D M1-K
01 (%) 33,07 30,72 7,02 2,53 4,26 0,00 0,00 0,00
02 (%) 19,53 9,64 15,82 2,76 13,23 0,00 0,00 0,00
®3(%) 18,28 1,18 21,92 2,25 19,54 0,37 0,00 0,00
® 4(%0) 24,26 2,01 24,08 1,79 21,11 2,41 0,00 0,00

Tabulka 16: Chyba frekvenci diagonalni a konzistentni matice porovnavané s nami uvaZovanym
presnym feSenim (AUTOR, 2014)

Jak vypliva ze spoctenych chyb, rozdil pti vypoctu vlastnich frekvenci diagonalni a konzistentni matici
je znacny. Chyba pro prvni dvé frekvence je v pfipadé¢ metody T dokonce nulova, kdy pfi vypoctu
diagonalni matici byly tyto chyby 4,26% a 13,23%. ZvySujici se chybu s pofadim vlastniho tvaru
mizeme pozorovat pouze v pripadé metody T.

Dale jsou uvedeny konzistentni matice hmotnosti pro metody C, S a T, jim pfisluSejici diagonalni matice
jsou uvedeny v kapitole 5.3.
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Metoda C
Konzistentni matice hmotnosti M1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0654 -0.0138 0 0.0229 0.0083 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0138 0.0038 0 -0.0083 -0.0029 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0229 -0.0083 0 0.1308 0.0000 0 0.0229 0.0083 0 0 0 0 0 0
0 0.0083 -0.0029 0 0.0000 0.0075 0 -0.0083 -0.0029 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.0229 -0.0083 0 0.1308 0.0000 0 0.0229 0.0083 0 0 0
0 0 0 0 0.0083 -0.0029 0 0.0000 0.0075 0 -0.0083 -0.0029 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.0229 -0.0083 0 0.1308 0.0000 0 0.0229 0.0083
0 0 0 0 0 0 0 0.0083 -0.0029 0 0.0000 0.0075 0 -0.0083 -0.0029
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0229 -0.0083 0 0.0654 0.0138
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0083 -0.0029 0 0.0138 0.0038
Metoda S
Konzistentni matice hmotnosti M 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0816 -0.0171 0 0.0288 0.0105 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -0.0171 0.0047 0 -0.0105 -0.0036 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0288 -0.0105 0 0.1523 0.0022 0 0.0249 0.0090 0 0 0 0 0 0
0 0.0105 -0.0036 0 0.0022 0.0087 0 -0.0090 -0.0031 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.0249 -0.0090 0 0.1307 0.0023 0 0.0210 0.0076 0 0 0
0 0 0 0 0.0090 -0.0031 0 0.0023 0.0075 0 -0.0076 -0.0026 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.0210 -0.0076 0 0.1091 0.0023 0 0.0171 0.0062
0 0 0 0 0 0 0 0.0076 -0.0026 0 0.0023 0.0063 0 -0.0062 -0.0021
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0171 -0.0062 0 0.0491 0.0104
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0062 -0.0021 0 0.0104 0.0028
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Metoda T

Konzistentni matice hmotnosti M1

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0.0844
-0.0175
0
0.0288
0.0105

O OO O OO oo o

0
-0.0175
0.0047
0
-0.0104
-0.0036

O OO O OO oo o

O OO OO OO O0OO0ODO0OOO0OOOoO oo

0
0.0288
-0.0104
0
0.1524
0.0015
0
0.0249
0.0091

O OO O oo

0
0.0105
-0.0036
0
0.0015
0.0087
0
-0.0090
-0.0031
0

O O O oo

O OO OO0 O0OO0OO0O 00O o oo

o O O o

0.0249
-0.0090
0
0.1308
0.0015
0
0.0210
0.0077
0

0

0

o O o

0

0.0091
-0.0031

0

0.0015
0.0075

0

-0.0075
-0.0026

0
0
0

O OO OO OO0 O0O OO0 oo o

O OO oo oo

0.0210
-0.0075
0
0.1091
0.0015
0
0.0171
0.0063

O OO oo oo

0.0077
-0.0026
0
0.0015
0.0063
0
-0.0061
-0.0021

O OO OO0 OO oo

0.0171
-0.0061
0
0.0462
0.0100

O OO OO0 OoOoO oo

0.0063
-0.0021

0.0100
0.0028
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r 4
[ Zavér
V této kapitole je zhodnoceno dosazeni cilli a piinost této diplomové prace. Hlavnim cilem bylo provést
analyzu nosnikd proménného pruiezu, a zohlednit jeho efekt na statické a dynamické ucinky.

7.1 Zhodnoceni dosazeni cilii a pFinosu prace

V uvodu byly nastinény tii dil¢i cile, které vedou ke splnéni hlavniho cile, vénujici se odvozeni matic
tuhosti a hmotnosti, implementace do prototypového kodu Matlab a porovnani vysledkli na feSeni
vybranych piiklada.

Prvniho dil¢iho cile bylo dosazeno v kapitolach 2 a 3, kdy prvni z téchto kapitol je vénovana odvozeni
matice tuhosti na teoretické Grovni pro mozné vyuziti na konstantni a proménny prifez, druhd odvozeni
matice hmotnosti pro ptistupy, jimiz je matice sestavovana. Nejdiive je popsana konzistentni matice
hmotnosti M1 ziskana pomoci matice bazovych funkci N, kde je doplnén vypocet kontrolni matice. Dale
matice M3, ktera rozdé€luje celkovou hmotnosti do uzlt nosniku.

Druhému dil¢imu cili je vénovana kapitola 4, ktera se sklada ze téi podkapitol, oddélujici implementaci
matice tuhosti, matice hmotnosti a vypo¢ty vlastnich ¢isel a vlastnich tvarti. Prvni podkapitola se vénuje
zadavani charakteristik nosniku, pfifazeni kodovych Cisel a vlastnimu sestaveni matice tuhosti pro
jednotlivé metody C, S a T. V druhé podkapitole je popsana implementace matic hmotnosti pro varianty
M1, M3, které maji pti vyuziti metod C, S a T, také odliSnosti.

Ovétovani a porovnavani vysledki na feSeni vybranych ptikladu, je tfetim dil¢i cilem a dosazeno ho
bylo v kapitole 5. V prvni podkapitole je ovéfena spravnost sestaveni matice hmotnosti pro konstantni
a proménny prifez pomoci ruéniho vypoctu a existujicich piikladt. Tuto podkapitolu dopliuje
porovnani dopadd metod C, S a T na statické G¢inky. Druha podkapitola ovéfuje spravnost sestaveni
matice M1, ktera je vyuZivana pro vypocet veskerych ptikladi. Slouzi zde k tomu matice sestavena dle
( 37 ), s kterou je srovnavana. Tieti podkapitola je vénovana vlastnimu kmitani. Nejdiive jsou
zobrazovany chyby pro matice hmotnosti M1 a M3 porovnavané s uvazovanym piesnym feSenim
prostiednictvim prvnich ¢tyf vlastnich kruhovych frekvenci a vlastnich tvart pro jednotlivé metody C,
S a T. Dale je zobrazena chyba pravé mezi témito metodami. S tietim dil¢im cilem je spjata i kapitola
6, kde dochazi ke zpresnovani metody S, pro jasnéjsi zobrazeni chyb, ale také k pozorovani odchylek
pii pouziti konzistentnich a diagonalnich matic.

Dil¢ich cilt bylo dosazeno pievazné diky zpracovani problematiky v teoretické Casti a nasledné
implementaci do Matlabu. Pfi plnéni cili jsem vyuzivala znalosti ziskanych v pfedmétech stavebni
mechaniky a matematiky pti studiu na vysoke skole, ale také novych zkuSenosti s prototypovym kédem
Matlab, které jsem béhem prace na diplomové praci ziskala.

Piinosy této diplomové prace vyplyvaji z jejich cilu. Hlavnim pfinosem je analyza nosnikd s proménnym
prafezem, ovétfeni a porovnani vysledku (viz kapitoly 5 a 6), implementace vypocétu do prototypového
kodu Matlab, vyuzitelného pro vice variant nosniktt modelovanych ve 2D v praktické ¢asti (viz kapitola
4). Tato implementace tedy umoziuje sledovat vliv proménného prifezu pro nosniky rdznych
charakteristik, prifezi a ulozeni, dle volby uzivatele. Pro usnadnéni chapani problému jsou vyuzity
V praci tfi varianty nosnikl, na kterych pozorujeme vlivy proménného prifezu, které jsou spole¢né
porovnavany. Zde je nejpiinosnéj§i moznost zvySovani poltu prvka, se kterym problém proménného
praiezu fesime.
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8 Terminologicky slovnik

Nasledujici tabulka obsahuje popis termint vyuzitych v této diplomoveé praci.

Modul pruznosti

E Modul pruznosti v tahu
Poissonovo ¢islo v Pomér mezi podélnou a pric¢nou délkovou zménou
Objemova hmotnost p Hmotnost v poméru k objemu
Tuhost K Odolnost pruzného télesa vici deformaci pfi ptisobeni sily
Deformace 3 Zména tvaru v dusledku pusobeni sily
Napéti Predstavuje rozlozeni vnitinich sil na jednotku plochy

Vlastni frekvence

Pocet kmitu za sekundu

Vlastni tvar

Tvar kmitani konstrukce, pfislusici vlastni frekvenci

Palec Jednotka délky (1 palec= 2,54 cm)
PVP Princip virtualnich praci
Matlab Interaktivni programové prostredi a skriptovaci programovaci

jazyk

Implementace

Uskutecnéni teoretickych myslenek

Dilatace

Délkova zména materialu

Diagonalni matice

Matice, ktera ma nenulové prvky pouze na hlavni diagonale

Tabulka 17: Terminologicky slovnik (AUTOR, 2014)
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11 P¥ilohy

V této kapitole jsou uvedeny zdrojové kody z prototypového kodu Matlab, na které se v textu
odkazujeme.

% pole kodovych cisel (predepsane cislujeme nejdrive)

Im=[12 345 6;
45678 9;
78 9 10 11 12;
10 11 12 13 14 151;

% pocet predepsanych a neznamych stupnu volnosti
np = 3;

nn = 12;

$celkem rovnic

neq = np+nn;

% pole souradnic
xz =[0 0 1.5 0;

1.5 0 3 0;
304.5 0;
4.5 0 6 0];
Prifazeni kédovych &isel Tabulka 18
Ke = zeros(6,6);
K = zeros (neq,neq);
f = zeros(neq,l);
pe = zeros(3);

dp=zeros (3,1);

for i = l:nelem
pe = beam2d maticepoddajnosti (E, v, k, A, Iy, [0; O ;1.5 ;0],nip);
1 = sgrt((xz(1,3)-xz(1,1)) "2+ ((xz(1,4)-xz(1,2))"2));
T = Transformacnimatice( 1 );
Ke = Maticetuhosti( T,pe ):
K=assembly (K,Ke, 1lm, 1)

end

Vypocet matice tuhosti Tabulka 19
function [ b,w ] = integration (nip)

if nip==6;

b=[0.932469514203152; 0.661209386466265; 0.238619186083197; -0.932469514203152; -
0.661209386466265; -0.238619186083197];

w=[0.171324492379170; 0.360761573048139; 0.467913934572691; 0.171324492379170;
0.360761573048139; 0.4679139345726911];

end

if nip==5;

b=[0.906179845938664; 0.538469310105683; 0; -0.906179845938664; -
0.53846931010568317;
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w=[0.236926885056189; 0.478628670499366; 0.568888888888889; 0.236926885056189;
0.4786286704993661] ;

end

if nip==4;

b=[0.861136311594053; 0.339981043584856; -0.861136311594053; -0.33998104358485¢6];
w=[0.347854845137454; 0.652145154862546; 0.347854845137454; 0.652145154862546];
end

if nip==3;

b=[0.774596669241483; 0; 0.238619186083197; -0.774596669241483];
w=[0.555555555555555; 0.888888888888888; 0.555555555555555];

end

if nip==2;

b=[0.577350269189626; -0.577350269189626];

w=[1; 1];

end

if nip==1;

b=[0];

w=[2];

end

end

Funkce vah a soufadnic numerické integrace Tabulka 20

Pro jednotlivé varianty C, S, T se obdobn¢ jako u matice poddajnosti méni pouze zménou funkce na
sestaveni vektoru zobecnénych deformaci Zobecnenedeformace.
% sestaveni vektoru zatizeni
for i=l:nelem

dp = Zobecnenedeformace(E, v, k, A, Iy, fx, fz, t, td, th, a, h, [0; 0 ;1.5
;0],nip);
end

fe=vVektortranszat( 1, fx, fz, T, pe, dp );% Rp

f=assemblyf (f, fe,1m, 1)
f=assemblyf (f, fe, 1m, 2);
f=assemblyf (f, fe, 1m, 3) ;
f=assemblyf (f, fe, 1m, 4)

’

4

function dp = Zobecnenedeformace(E, v, k, A, 1y, fx, fz, t, td, th, a, h, xz,nip)

oe

oe

xz = (x1, zl1, x2, z2)

=
Il

sqrt ((xz (3) -xz (1)) "2+ ((xz (4)-x2(2))"2));
G E/ (2% (1+v));
kappa = 6*E*Iy/ (K*G*A*1"2);

C=[1/(E*A) 0 0; O 1/(E*Iy) 0; O O 1/(k*G*A)];

b= integration(nip);
w= integration (nip);
Jac = 1/2;

dp=zeros (3,1);
1e=0.0;
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for i=1l:nip

x = 0.5+0.5*b (1) ;
S =1[0100; 0 -1*(1-x) x; 0 1/1 1/11;
N = [fx*1*(1-x); (fz*1"2)/2*x*(1-x);fz*1/2*(1-2*x)];
Eo = [a*t; a* (td-th)/h;0];%poc.deformace
dp = dp+ (S'*C*N*w (1) *jac+S'*Eo*w (1) *jac);
end;
end
Metoda C- funkce Zobecnenedeformace Tabulka 21
function dp = Zobecnenedeformace steps(E, v, k, fx, fz, t, td, th, a,
xz,nip,1i,nelem, tvar)
$ xz = (x1, zl, x2, z2)
dl=0.2;
d2=0.1;
B=0.1;
s = 1-1;
hl=dl+((d2-dl)* ((s/nelem)+ (0/nelem)));
h2=d1l+ ((d2-dl) * ((s/nelem)+(1/nelem)));
h=(hl+h2)/2;
$tvar==1 obdelnik
$tvar==2 I prurez
if tvar==1;
A=B*h;
Iy = 1/12*B*h"3;
end
if tvar==2;
A=2*B*tf+h*tw;
Iy=1/12*B* (h+2*tf)"3-2/12* ((B-tw) /2) *h"3;
end
1 = sqgrt((xz(3)-xz (1)) "2+ ((xz(4)-xz(2))"2));
G = E/(2*%(1+v));
kappa = 6*E*Iy/ (k*G*A*1"2);
C=[1/(E*A) 0 0; 0 1/(E*Iy) 0; 0 O 1/(k*G*A)];
b= integration (nip);
w= integration (nip);
jac = 1/2;
dp=zeros (3,1);
1le=0.0;
for i=1l:nip
x = 0.5+0.5*b (1) ;
S =1[100; 0 -1*(1-x) x; 0 1/1 1/11;
N = [fx*1*(1-x); (fz*172)/2*x*(1-x);fz*1/2*(1-2*x)];
Eo = [a*t; a* (td-th)/h;0];%poc.deformace
dp = dp+ (S'*C*N*w (1) *jac+S'*Eo*w (1) *jac);
end;
end
Metoda S - funkce Zobecnenedeformace_steps Tabulka 22
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function dp = Zobecnenedeformace tapered(E, v, k, fx, fz, t, td, th, a,
funcA Iprurez, funcly Iprurez,xz,nip, nelem,o0)
$ xz = (x1, zl, x2, z2)
1 = sgrt((xz(3)-xz (1)) "2+ ((xz(4)-x2(2))"2));
G = E/ (2% (14v));
b= integration (nip);
w= integration (nip);
Jac = 1/2;
dp=zeros (3,1);
le=0.0;
for i=1:nip
A=funcA Iprurez(b(i),nelem,0);
Iy=funcly Iprurez(b(i),nelem,o);
x = 0.5+0.5*b (i)
dl=10;
dz2=2;
d=dl+ ((d2-dl) *(x));
S =1[100; 0 -1*(1-x) x; 0 1/1 1/11;
C=[1/(E*A) 0 0; O 1/(E*Iy) 0; 0 O 1/(k*G*A)];
N = [fx*1*(1-x); (fz*1"2)/2*x*(1-x);fz*1/2*(1-2*x)];
Eo = [a*t; a* (td-th)/d;0];%poc.deformace
dp = dp+(S'*C*N*w (1) *jac+S'*Eo*w (1) *jac) ;
end;
end
Metoda T - funkce Zobecnenedeformace_tapered Tabulka 23
ru = K(np+l:neq, np+l:neq)\f (np+l:neq);
%doplneni do vektoru posunuti cele konstrukce
r = zeros(neq,1l);
r (nptl:neq) = ru;
r
%Reakce
R=K*r-f;
Vektor posunii Tabulka 24
function [ VS ] = Vnitrni( pe,T,r,fx,fz,q9,1,1m,pn,dp)
B=inv (pe) * (T*r (lm(pn, :)) -dp) ;
S =1100; 0 -1*(1-g) g; 0 1/1 1/11;
N = [fx*1*(1l-g); (fz*172)/2*g*(1l-qg);fz*1/2*(1-2*g)];
VS=S*B+N; %Vnitrni sily
end
VyKkresleni vnitinich sil Tabulka 25
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[tvary, eigvall=eig(K(np+l:neq, np+l:neq),-MM(np+l:neq, np+l:neq));

$vlastni cisla,vektory

eigval=diag(eigval)

[eigval, tvaryl=sorteigval (abs(eigval),tvary); %$serazeni vl. cisel,vektoru

Vypocet vlastnich ¢isel a vektoria Tabulka 26

function [ w ] = vychylky( E,Iy,v,k,A,xz,bb,tvary, x)

w=0;
1 = sgrt((xz(1,3)-xz(1,1)) "2+ ((xz(1,4)-xz(1,2))"2));

G = E/(2*(1+Vv));

kappa = (6*E*Iy)/(k*G*A*1"2);
=(1/(1+2*kappa)) * ( (1+2*kappa) —2*kappa*x-3*x"2+2*x"3) ;
=(1/(1+2*kappa)) * (-1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x*2-x"3) ;
=(1/(1+2*kappa)) * (2*kappa*x+3*x"2-2*x"3) ;

h10=(1/ (1+2*kappa)) * (kappa*x+ (1-kappa) *x"2-x"3) ;

w=w+ (h7*tvary (3*bb+2) +h8*tvary (3*bb+3) +h9*tvary (3*bb+5) +hl0*tvary (3*bb+6)) ;

end

function [ w ] = vychylky tapered( E,v,k,xz,bb,tvary, x,nelem, i, tvar)
w=0;
1= Sqrt(( Xz (3)-xz (1)) "2+ ((xz(4)-xz(2))"2));
= E/(2*%(1+Vv));
dl=0.2;
d2=0.1;
B=0.1;
tf=0.5;
tw=0.5;
s = 1-1;
d=dl+ ((d2-dl) * ((s/nelem)+ (x/nelem))) ;
if tvar==1;
A=B*d;
Iy=1/12*B*d"3;
end
if tvar==2;
A=2*B*tf+d*tw;
Iy=1/12*B* (d+2*tf)~3-2/12* ((B-tw) /2) *d"3;
end
kappa = (6*E*Iy)/ (k*G*A*1"2);
=(1/ (1+2*kappa) ) * (l+2*kappa) -2*kappa*x-3*x"2+2*x"3) ;
8=(1/ (1+2*kappa)) * (-1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x"2-x"3) ;
=(1/(1+2*kappa)) * 2*kappa X+3*x"2-2*x"3) ;
h10=(1/ (1+2*kappa)) * (kappa*x+ (1-kappa) *x*2-x"3) ;
w=w+ (h7*tvary (3*bb+2) +h8*tvary (3*bb+3) +h9*tvary (3*bb+5) +thl0*tvary (3*bb+6)) ;

end

Vlastni tvary Tabulka 27

function [ chyba ] = Odchylky const( E,Iy,v,k,A,xz,bb,tvaryl, tvary2,nip )
chyba=0;
1 = sgrt((xz(1,3)-xz(1,1)) "2+ ((xz(1,4)-xz(1,2))"2));
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G = E/ (2% (1+v));

b= integration(nip);

w= integration (nip);

Jac=1/2;

for i=1:nip

x = 0.5+0.5*b (1)

kappa = (6*E*Iy)/ (k*G*A*1"2);

h7=(1/ (1+2*kappa) ) * ( (1+2*kappa) —2*kappa*x-3*x"2+2*x"3) ;

h8=(1/ (1+2*kappa)) * (-1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x"2-x"3) ;

h9=(1/ (1+2*kappa) ) * (2*kappa*x+3*x"2-2*x"3) ;

h10=(1/ (1+2*kappa)) * (kappa*x+ (1l-kappa) *x"2-x"3) ;

wl=(h7*tvaryl (3*bb+2) +h8*tvaryl (3*bb+3) +h9*tvaryl (3*bb+5) +hl0*tvaryl (3*bb+6) ) ;
w2=(h7*tvary2 (3*bb+2) +h8*tvary2 (3*bb+3) +h9*tvary2 (3*bb+5) +hl0*tvary2 (3*bb+6) ) ;
chyba=chyba+ (wl-w2) "2*w (i) *jac;

*

end;

end

function [ chyba ] = Odchylky steps( E,IyC, IyS,v,k,AC,AS,xz,bb,tvaryl,
tvary2,nip )

Stvaryl....metoda C
$tvary2....metoda S
chyba=0;

1 = sqgrt((xz(1,3)-xz(1,1))" "2+ ((xz(1,4)-xz(1,2))"2));

G = E/(2*(1+v));

b= integration(nip);

w= integration (nip):;

Jac=1/2;

for i=l:nip

x = 0.5+0.5*b (1) ;

kappaC = (6*E*IyC)/ (k*G*AC*1"2);

h7C=(1/ (1+2*kappaC) ) * ( (1+2*kappaC) -2*kappaC*x-3*x"24+2*x"3) ;
h8C=(1/ (1+2*kappaC) ) * (-1* (1+kappaC) *x+ (2+kappaC) *x"2-x"3) ;
hoC=(1/ (1+2*kappaC) ) * (2*kappaC*x+3*x"2-2*x"3) ;

h10C=(1/ (1+2*kappaC) ) * (kappaC*x+ (1-kappaC) *x*2-x"3) ;

kappaS = (6*E*IyS)/ (k*G*AS*1"2);

h7S=(1/ (1+2*kappasS) ) * ( (1+2*kappaS) -2*kappaS*x-3*x"2+2*x"3) ;

h8S=(1/ (1+2*kappasS) ) * (-1* (1+kappasS) *x+ (2+kappal) *x"2-x"3) ;

h9S=(1/ (1+2*kappasS) ) * (2*kappaS*x+3*x"2-2*x"3) ;

h10S=(1/ (1+2*kappasS) ) * (kappaS*x+ (1-kappaS) *x*2-x"3) ;

wl=(h7C*tvaryl (3*bb+2) +h8C*tvaryl (3*bb+3) +h9C*tvaryl (3*bb+5) +h10C*tvaryl (3*bb+6))
w2=(h7S*tvary2 (3*bb+2) +h8S*tvary2 (3*bb+3) +h9S*tvary2 (3*bb+5) +h10S*tvary2 (3*bb+6) )
chyba=chyba+ (wl-w2) "2*w (i) *jac;

end;

end

function [ chyba ] = Odchylky tapered( E,v,k,funcA obdelnik,AC,
funcly obdelnik, IyC,xz,bb,tvaryl, tvary2,nip,o,nelem)

chyba=0;
1 = sgrt((xz(1,3)-xz(1,1)) "2+ ((xz(1,4)-xz(1,2))"2));
G = E/ (2% (14v));
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b= integration(nip);

w= integration (nip);

Jac=1/2;

for i=1:nip

AT=funcA obdelnik(b(i),nelem, o) ;
IyT=funcly obdelnik (b (i), nelem,o0);
x = 0.5+0.5*b (1)

kappaC = (6*E*IyC)/ (k*G*AC*1"2);
h7C=(1/ (1+2*kappaC) ) * ( (1+2*kappaC) -2*kappaC*x-3*x"2+2*x"3) ;
h8C=(1/ (1+2*kappaC) ) * (-1* (1+kappaC) *x+ (2+kappaC) *x"2-x"3) ;
hoC=(1/ (1+2*kappaC) ) * (2*kappaC*x+3*x"2-2*x"3) ;

))*(

h10C=(1/ (1+2*kappaC) ) * (kappaC*x+ (1-kappaC) *x*2-x"3) ;

kappaT = (6*E*IyT)/ (k*G*AT*1"2);

h7T=(1/ 1+2*kappaT))*((1+2*kappaT) 2*kappaT*x-3*x"2+2*x"3) ;

h8T=(1/ (1+2*kappaT) ) * (-1* (1+kappaT) *x+ (2+kappaT) *x"2-x"3) ;
h9T=(1/(1+2*kappaT))*(2*kappaT*x+3*xA2—2*xA3);

h10T=(1/ (1+2*kappaT)) * (kappaT*x+ (1-kappaT) *x*2-x"3) ;

wl=(h7C*tvaryl (3*bb+2) +h8C*tvaryl (3*bb+3) +h9C*tvaryl (3*bb+5) +h10C*tvaryl (3*bb+6))
w2=(h7T*tvary2 (3*bb+2) +h8T*tvary2 (3*bb+3) +h9T*tvary2 (3*bb+5) +h10T*tvary2 (3*bb+6) )

chyba=chyba+ (wl-w2) "2*w (i) *jac;

(
(

end;

end

function [ chyba ] = Odchylky tapered tapered( E,v,k,funcA obdelnik,
funcly obdelnik,xz,bb, tvaryl, tvary2,nip,o,nelem)

chyba=0;
1 = sqrt(( xz(1,3)-xz(1,1)) "2+ ((xz(1,4)-x2(1,2))"2));
= E/(2* (1+v));

b= integration (nip);

w= integration (nip);

Jac=1/2;

for i=1:nip

A=funcA obdelnik(b(i),nelem,o0);

Iy=funcly obdelnik(b(i),nelem,o0);

x = 0.5+0.5*b (1)

kappa = (6*E*Iy)/ (k*G*A*1"2);
=(1/(1+2*kappa)) * ( (1+2*kappa) —2*kappa*x-3*x"2+2*x"3) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * (-1* (1+kappa) *x+ (2+kappa) *x*2-x"3) ;
=(1/(1+2*kappa) ) * (2*kappa*x+3*x"2-2*x"3) ;

h10=(1/ (1+2*kappa)) * (kappa*x+ (1-kappa) *x"2-x"3) ;

wl=(h7*tvaryl (3*bb+2)+h8*tvaryl (3*bb+3) +h9*tvaryl (3*bb+5) +hl10*tvaryl (3*bb+6)) ;
w2=(h7*tvary2 (3*bb+2) +h8*tvary2 (3*bb+3) +h9*tvary2 (3*bb+5) +h10*tvary2 (3*bb+6) ) ;
chyba=chyba+ (wl-w2) "2*w (i) *jac;

end;

end
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