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Auxetický metamateriál



Zjednodušenie



Zjednodušenie



Úvahy



Úvahy



Matica tuhosti prutu

𝑁𝑎𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑁𝑏𝑎

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘11 𝑘12 𝑘13

𝑘21 𝑘22 𝑘23

𝑘31 𝑘32 𝑘33

𝑘14 𝑘15 𝑘16

𝑘24 𝑘25 𝑘26

𝑘34 𝑘35 𝑘36

𝑘41 𝑘42 𝑘43

𝑘51 𝑘52 𝑘53

𝑘61 𝑘62 𝑘63

𝑘44 𝑘45 𝑘46

𝑘54 𝑘55 𝑘56

𝑘64 𝑘65 𝑘66

𝑢𝑎

𝑤𝑎
𝜑𝑎

𝑢𝑏

𝑤𝑏
𝜑𝑏



Vyjadrenie posunu u

𝑁 =
𝐸𝐴Δ𝑢

𝐿

Normálová tuhosť prutu

𝑛𝑎𝑏 =
𝐸𝐴

𝐿

𝑁𝑎𝑏 = 𝑛𝑎𝑏 𝑢𝑎 − 𝑢𝑏

𝑁𝑏𝑎 = 𝑛𝑎𝑏 𝑢𝑏 − 𝑢𝑎

𝑑

𝑑𝑥
𝐸𝐴

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 + ҧ𝑓𝑥 𝑥 = 0

𝜀 𝑥 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥



Matica tuhosti prutu

𝑁𝑎𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑁𝑏𝑎

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘11 0 0
0 𝑘22 𝑘23

0 𝑘32 𝑘33

𝑘14 0 0
0 𝑘25 𝑘26

0 𝑘35 𝑘36

𝑘41 0 0
0 𝑘52 𝑘53

0 𝑘62 𝑘63

𝑘44 0 0
0 𝑘55 𝑘56

0 𝑘65 𝑘66

𝑢𝑎

𝑤𝑎
𝜑𝑎

𝑢𝑏

𝑤𝑏
𝜑𝑏

𝑁𝑎𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑁𝑏𝑎

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑛 0 0
0 𝑘22 𝑘23

0 𝑘32 𝑘33

−𝑛 0 0
0 𝑘25 𝑘26

0 𝑘35 𝑘36

−𝑛 0 0
0 𝑘52 𝑘53

0 𝑘62 𝑘63

𝑛 0 0
0 𝑘55 𝑘56

0 𝑘65 𝑘66

𝑢𝑎

𝑤𝑎
𝜑𝑎

𝑢𝑏

𝑤𝑏
𝜑𝑏



Matica tuhosti 4x4

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

𝑤𝑎

𝜑𝑎
𝑤𝑏

𝜑𝑏



Diferenciálna rovnica ohybovej čiary prutu

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐸𝐼𝑦

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑥 = ҧ𝑓𝑧 𝑥

𝑉 = −𝐸𝐼𝑦

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
𝑥 = − ҧ𝑓𝑧 𝑥 𝑥 − 𝑐1

𝑀 = −𝐸𝐼𝑦

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
𝑥 = − ҧ𝑓𝑧 𝑥

𝑥2

2
− 𝑐1𝑥 − 𝑐2



Matica tuhosti 4x4

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

1
0
0
0

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

𝑤𝑎

𝜑𝑎
𝑤𝑏

𝜑𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

0
1
0
0

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

0
0
1
0

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑘22 𝑘23

𝑘32 𝑘33

𝑘25 𝑘26

𝑘35 𝑘36

𝑘52 𝑘53

𝑘62 𝑘63

𝑘55 𝑘56

𝑘65 𝑘66

0
0
0
1



Matica tuhosti prutu

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

6𝑘𝑎𝑏

𝐿2
−

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

−
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
2𝑘𝑎𝑏

−
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2
−

3𝑘𝑎𝑏

𝐿
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
𝑘𝑎𝑏

−
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

−
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
𝑘𝑎𝑏

6𝑘𝑎𝑏

𝐿2

3𝑘𝑎𝑏

𝐿
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
2𝑘𝑎𝑏

𝑤𝑎

𝜑𝑎
𝑤𝑏

𝜑𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

= 𝑘𝑎𝑏

6

𝐿2
−

3

𝐿

−
3

𝐿
2

−
6

𝐿2
−

3

𝐿
3

𝐿
1

−
6

𝐿2

3

𝐿

−
3

𝐿
1

6

𝐿2

3

𝐿
3

𝐿
2

𝑤𝑎

𝜑𝑎
𝑤𝑏

𝜑𝑏

𝑘𝑎𝑏 =
2𝐸𝐼𝑦

𝐿
Ohybová tuhosť prutu



Vyjadrená matica tuhosti prutu

𝑁𝑎𝑏

𝑉𝑎𝑏

𝑀𝑎𝑏

𝑁𝑏𝑎

𝑉𝑏𝑎

𝑀𝑏𝑎

=

𝑛𝑎𝑏 0 0

0
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2
−

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

0 −
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
2𝑘𝑎𝑏

−𝑛𝑎𝑏 0 0

0 −
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2
−

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

0
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
𝑘𝑎𝑏

−𝑛𝑎𝑏 0 0

0 −
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

0 −
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
𝑘𝑎𝑏

𝑛𝑎𝑏 0 0

0
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2

3𝑘𝑎𝑏

𝐿

0
3𝑘𝑎𝑏

𝐿
2𝑘𝑎𝑏

𝑢𝑎

𝑤𝑎
𝜑𝑎

𝑢𝑏

𝑤𝑏
𝜑𝑏



Transformácia súradníc

𝑢∗

𝑤∗

𝜑∗
=

cos 𝛼 sin 𝛼 0
− sin 𝛼 cos 𝛼 0

0 0 1

𝑢
𝑤
𝜑

= 𝜋

𝑢
𝑤
𝜑

𝑇 =
𝜋 0
0 𝜋

𝑢𝑎
∗ = 𝑢𝑎 cos 𝛼 + 𝑤𝑎 sin 𝛼

𝑤𝑎
∗ = −𝑢𝑎 sin 𝛼 + 𝑤𝑎 cos 𝛼

𝜑𝑎
∗ = 𝜑𝑎

𝑢𝑏
∗ = 𝑢𝑏 cos 𝛼 + 𝑤𝑏 sin 𝛼

𝑤𝑏
∗ = −𝑢𝑏 sin 𝛼 + 𝑤𝑏 cos 𝛼

𝜑𝑏
∗ = 𝜑𝑏



Transformácia súradníc

𝑇 =

cos 𝛼 sin 𝛼 0 0 0 0
− sin 𝛼 cos 𝛼 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos 𝛼 sin 𝛼 0
0 0 0 − sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 0 0 0 1

𝑇𝑇 =

cos 𝛼 − sin 𝛼 0 0 0 0
sin 𝛼 cos 𝛼 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos 𝛼 − sin 𝛼 0
0 0 0 sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 0 0 0 1

𝐾𝑔 = 𝑇𝑇𝐾𝑙𝑇



Matica tuhosti v globálnom SS



Matica tuhosti pre sústavu 2 prutov



Matica tuhosti pre sústavu 2 prutov



Model auxetického metamateriálu s jedným 
prutom



Matica tuhosti modelu s jedným prutom

0
𝑅𝑐

=

𝑛𝑎𝑏𝑐𝑜𝑠2𝛼 +
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2 𝑠𝑖𝑛2𝛼
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2 − 𝑛𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

6𝑘𝑎𝑏

𝐿2 − 𝑛𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑛𝑎𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 +
6𝑘𝑎𝑏

𝐿2 𝑐𝑜𝑠2𝛼

𝑢𝑏

𝑤𝑐



Vzťah medzi posunmi 𝑢𝑎 a 𝑤𝑏

0 =
𝐿2𝐸𝐴𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 12𝐸𝐼𝑦𝑠𝑖𝑛2𝛼

𝐿3
𝑢𝑏 +

12𝐸𝐼𝑦 − 𝐿2𝐸𝐴

𝐿3
𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑤𝑐

𝑢𝑏 = −
12𝐼𝑦 − 𝐿2𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝐿2𝐴𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 12𝐼𝑦𝑠𝑖𝑛2𝛼
𝑤𝑐



polomer zotrvačnosti

𝑖2 =
𝐼𝑦

𝐴

𝑢𝑏 = −
12𝑖2 −

𝐻2

𝑐𝑜𝑠2𝛼
𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝐻2 + 12𝑖2𝑠𝑖𝑛2𝛼
𝑤𝑐

Vzťah medzi posunmi 𝑢𝑎 a 𝑤𝑏

𝐿 =
𝐻

𝑐𝑜𝑠 𝛼



parameter 𝜆

𝜆 =
𝑖

𝐻

𝑢𝑏 = −
12𝜆2 −

1
𝑐𝑜𝑠2𝛼

𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

1 + 12𝜆2𝑠𝑖𝑛2𝛼
𝑤𝑐

Vzťah medzi posunmi 𝑢𝑎 a 𝑤𝑏



Poissonovo číslo 𝜈

Pomerná deformácia

𝜀𝑧 ≈
𝑤𝑐

𝐿

𝜀𝑥 ≈
𝑢𝑏

𝐿𝜈 = −
𝜀𝑥

𝜀𝑧

𝜈 = −

𝑢𝑏
𝐿

𝑤𝑐
𝐿

𝜈 =
12𝜆2 −

1
𝑐𝑜𝑠2𝛼

𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

1 + 12𝜆2𝑠𝑖𝑛2𝛼

𝜈 = −
𝑢𝑏

𝑤𝑐



Poissonovo číslo 𝜈

𝜈 =− tan 𝛼

𝜆 << 1

𝜈 =−
1

𝑐𝑜𝑠2𝛼
𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝜈 =−
𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠 𝛼



Vplyv geometrie auxetického metamateriálu

G = ∞

w = 1 m

H = 10 m

Iy = 0.001 m4

A = 1 m2



α = 8.1818°



α = 22.5°



α = 41.6811°



Zanedbanie 𝜆





Ďakujem za pozornosť
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