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Uvod

Kolaps konstrukce muze byt zapficinén mnohymi jevy. Muze dojit k vycerpani
unosnosti materidlu nebo pro stihlé tlacené prvky muze byt kriticka ztrata
stability, kterd je ovlivnéna geometrii prutu. V mnohych piipadech muze byt
fatalni pravé kombinace obou zminénych piicin. Obecné lze tici, ze pro velmi
stihly prut vyrobeny z materialu s vysokou mezi kluzu nebude mit vliv plas-
ticity prilis velky vyznam, stabilitni vypocet podle pruznosti bude dostatecné
presny. Na druhou stranu o néco méné stihly prut vyrobeny z horstho ma-
terialu muze vykazovat vyrazné odlisné chovani.

V dnesni dobé by se pro praktické ucely provedl vypocet metodou koneénych
prvku se zahrnutim geometrické nelinearity a pouzitim vhodného materidlového
modelu. Je to vsak pomérné naroc¢ny vypocet. Aby byly vysledky presné,
je potieba hustd sit prvki. Pro nékteré typy tloh je moZné pouzit alterna-
tivni piistup, a to metodu konecnych diferenci. V praci se zabyvam predevsim
touto metodou, hlavni naplni bylo vytvoreni algoritmu pro stabilitni analyzu
pruznoplastického prutu. VSsechny vypocty jsou soucasné kontrolovany koneéné-
prvkovym softwarem OOFEM.

Prace je strukturovana do tii kapitol. V prvni jsou zminény zakladni poznatky
k tématu a ocekavané zmény v chovani prvku oproti linearné pruznému ma-
terialu. Druhé kapitola je vénovana popisu vytvoreného algoritmu. Treti kapi-
tola je zaméfena na porovnani vysledku nékolika pripadu s fesenim metodou
koneénych prvku a na parametrickou studii, tedy vyhodnoceni vlivu ruznych
geometrickych parametru na odezvu prutu.
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Kapitola 1

Uvod do stability
pruznoplastického prutu

1.1 Stabilitni a zatézovaci krivka

Pro ptedstavu, jak zména materidlovych vlastnosti ovlivni chovani prvku pii
stabilitni analyze, bude ndzorné sestrojit odhad zavislosti pusobiciho zatizeni
na pri¢ném posunu nejnamahanéjstho pratezu (zatézovaci kiivka) a odhad sta-
bilitni kivky, neboli zdvislosti maximalniho napéti v prurezu na stihlosti prutu.

Je dan prosté podepreny prut délky L, s pocateéni sinusovou excentricitou
o maximalni vychylce dy. Na konci prutu puisobi osové zatizeni P, které se rov-
nomeérné zvétsuje. Prut je vyroben z homogenniho, idealné pruznoplastického
materidlu s Youngovym modulem pruznosti £ a mezi kluzu oy.

Pro jednoduchost budou potfebné vztahy odvozeny pro tzv. idedlni prirez.
Schéma prutu a prufezu je zndzornéno na Obr. 2.1} Jde vlastné o prutez tvaru
I, pro ktery zanedbavame prispévek k vnitinim silam pochéazejici od napéti
ve stojiné. Navic predpokladame, Zze jakmile dosahne napéti v jedné z pasnic
meze kluzu oy, tato pasnice okamzité celd zplastizuje.

Diferencidlni rovnice pro vzpér prosté podepteného prutu s pocatecni excent-
ricitou vypada nasledovneé:

Pw(z) = —EI (d ;C(Qw) 4 /ﬁ)(x))
dw(z) P B
12 + Ew(m) = —ko(x), (1.1)
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d%wy () | mx
lfde Ko = — FpcE 60ﬁ smf
Reseni homogenni diferencidlni rovnice
d*w(zx ) P
i =0 1.2
w2 T = (1.2)
bude mit tvar
P P
wy (z C1SIH\/E + Cy cos 4/ T (1.3)
Uplatnénim okrajovych podminek wy,(0) = wy,(L) = 0 se ukaze, ze konstanta

Cy =0.7Z OP wy(L) = 0 plati:

P
Csin 4/ EL (1.4)

Aby existovalo netrivialni feSeni, musi platit, ze

P

i —L=0 1.5
sin 7 (1.5)
P
EL = nm, (16)
kden =1,2,3....
e e , . S nE] 2
Vyjadrenim sily P z posledni rovnice se ziskd vzorec P = ———, ktery urcuje

hodnoty tlakové sily, pro které dojde k vyboceni prutu. Vlastnl tvary vyboceni
nmx
maji pak predpis wy(z) = Cy sin <

Eulerovo kritické bfemeno bude nejmensi sila, pro kterou prut vyboci, plati

Elr?
tedy,zen=1a P, = L—;T Prvni vlastni tvar vyboceni bude dan rovnici
wy(z) = Cy sin W—g (1.7)

C1 je libovolna konstanta, je tedy uréen pouze tvar vyboceni, ale maximalni
vychylka muze byt jakakoli. Toto Teseni je platné pro dokonale rovny prut bez
imperfekce.

Pro prut s pocatecni imperfekei je tieba vyftesit i partikuldrni feseni rovnice
(1.1). To bude hledédno ve tvaru

wy(z) = Asmf (1.8)

Dosazenim w,(x) do rovnice (1.1)) se ziskd nasledujici rovnost:

P\ | mx 2 . 7T
A(E LQ)Smf_ 5oﬁsmf (1.9)
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, L P 2 2 ,
Musi platit, ze A | — — — | = —(5()?. Konstanta A ma hodnotu dg

ElI L2 1_ P
PC?"
Partikularni feseni se prepiSe na
1 . T
wy(z) = do posin T (1.10)
' F,

Pruhyb uprostied prutu bude dan vzorcem:

L 1
w, (5) :501—p’ (1.11)

P L
. Priuhyb w, (5) bude déle znacen jako w.

cr

kde p =

Vyjadrenim napéti v tlacenych vlaknech stejného prutezu se dostane vztah

P M P Pw P w
aneg——z—w——z—%—é——z@ <) (112)
2

V pripadé nejvétsiho namahani dosahne toto napéti meze kluzu v tlaku, plati
tedy

P w
Oneg = =00 = = <1 n E> (1.13)
Ze vztahu (|1.13)) lze bezrozmérnou silu s = — vyjadrit jako
00
1
s = (1.14)

Veli¢ina s vyjadiuje miru namahani ve srovnani s prufezem tplné zplastizo-
vanym v osovém tlaku. Nyni je nazorné sestrojit graf ilustrujici vztahy
a . Na Obr. je zobrazena zatézovaci kiivka pro pruzny materidl a
krivky vyjadiujici vyCerpani tinosnosti materidlu v zavislosti na velikosti po-
sunu, a to pro tii ruzné materialy. Pro idealni prutez by zatézovaci zkouska
probihala nasledovné: Pti zvétsujici se sile by pruhyb narustal podle kiivky a),
dané predpisem . Jakmile by sila dosédhla hodnoty, kde se kiivka protina
s materidlovou kiivkou, pruhyb by narustal i za zmensujici se sily a byl by
fizen rovnici . V bodeé, kde se kiivky protinaji, prufez okamzité prejde
do mezniho plastického stavu a dojde ke vzniku plastického kloubu. Ten bude
lokalizovany pouze do jednoho nejnamahanéjsiho prurezu a zbytek prutu bude
v pruzném stavu. Toto chovani by nastalo pouze pro idedlni prutez, pro ktery
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¢

Obr. 1.1: Schéma problému a idealni prutez

2 . .
18 ——a) zatézovaci krivka - pruzné|
' ——b) oy/op <1
16+ c) og/op =1 -
S )00/0E>1
14 **6)521 b,
P 7T
PC’!”
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0.4

0.2

0 0.05 0.1 0.15
Wmax [m]

Obr. 1.2: Zatézovaci a materialové kiivky
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je mezni pruzny stav shodny s meznim plastickym stavem. Pro realné prutezy
bude plasticka zona rozsitena i do okoli nejnamahanéjstho prirezu.

Tti ruzné krivky vycerpani materialu se lisi hodnotou meze kluzu oq. Pomér
0o/0g urcuje vliv materidlu na stabilitu prvku. op znaci kritické napéti, tedy
napéti v prurezu pii centrickém pusobeni kritické sily P... Z grafu je patrné,
ze pro material typu b) bude mit plasticita velky dopad. Na druhou stranu pro
prvek d) je prunik kiivek v bodé, kde se zatizeni blizi kritické sile, proto lze
vliv chovani materialu oproti pruznému stavu zanedbat.

K rozliseni, zda bude mit materidlové chovani velky vliv na kolaps prvku,
dobte poslouzi stabilitni kfivka. Ta vyjadiuje zavislost mezi napétim v nej-
namahanéjsim prurezu a stihlosti prvku. Z teorie pruznosti je stabilitni kiivka
pro prosté podepreny prvek popsana vztahem

P.. EIn* Ex?
O’E = = = —

A AL? A2

(1.15)

kde
A== " (1.16)

je stihlost prutu, tedy pomeér mezi vzpérnou délkou L a polomérem setrvacnosti
prufezu (minimalnim). Na Obr. jsou vyobrazeny stabilitni kiivky pro
nékolik ruznych prvku. Pro piipad linedarné pruzného chovani by zavislost
napéti na stihlosti byla podle kiivky e). Kdyby se materidl zménil na idealné
pruznoplasticky, avsak prvek by byl dokonalé pifimy bez excentricity, v nizkych
Stihlostech by napéti bylo omezeno mezi kluzu a od hodnoty A = 0 az do hod-
noty, kde se protinaji kiivky e) a f), by byl vztah fizen kiivkou f). Pro vétsi
stihlosti by se pak fidil predpisem funkce e). Hodnota stihlosti, kde se protinaji
kiivky e) a f), se nazyvd mezni $tihlost A\. Dopocitd se z rovnosti kritického
napéti a meze kluzu, tedy na zakladé vztahu

En?
v

- E T
\ = == 1.18
M/UO = (1.18)

kde g9 = 0¢/E je mezni pruzna deformace.
Nyni je cilem ziskat popis stabilitni krivky pro prut s poc¢atecni excentrici-
tou. Budou uplatnény nasledujici vzorce, aby vysledny vztah obsahoval pokud

= 0y (1.17)

z néhoz plyne mezni Stihlost
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1.5 T T T T T
——a) 50/L= 0.0001
——b) 6,/L=0.00073333
¢) 6,/L=0.0013667
1 ——d) 6O/L= 0.002 |-
o ———e) pruzné
0o —f)o_lo =1

E 0

05

Obr. 1.3: Stabilitn{ kiivka
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mozno pouze bezrozmérné veliciny:

A2
A
g g O O
S=—= —— = JR—
2] OF 09 0o
Er? o
o8 _ N A
oo En? A
5\2

I 2
_ op A\"_p
3—pg—0—p(x) T A

kde A je pomérna stihlost. Vztahy (1.11)) a (1.14) se pak ptepisi na

1
§ =
(1+2)

Cc

1
e

Dosazenim rovnice (1.24]) do rovnice ([1.23)) se dostane vztah

1
o 1
c1—sA?

1+

. ) L "
Pro pripad idedlniho prutrezu plati A = — a uzitim vzorce
c

b 0oL do _—
_— = —— = —:A _—
c c L )\L )\L

lze napsat vysledny vztah jako

1

S AN\
(1+ L1 —SAQ)

S =

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

Na Obr. jsou pak videét grafy pro ruzné pocatecni excentricity. Jednd se o
kiivky a), b), ¢) a d). Je vidét, ze bude-li se pocatecni excentricita dy blizit
nule, prubéh stabilitni kiivky se bude ptiblizovat prubéhu pro dokonale piimy
prut. Z grafu je také patrné, ze pro velmi stihlé prvky se chovani plastického

prutu oproti pruznému piiliS nezmeéni.
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1.2 Odhady chovani pro obdélnikovy prurez

Prozatim byly pro predstavu uvedeny vysledky pro idedlni prufez. Nasledujici
sekce bude uz zaméfena na prut obdélnikového prufezu o vysce h a sitce b.

V pripadé pruznoplastické stabilitni analyzy prutu bude materidl namahan
kombinaci ohybu a normalové sily. Vyuzitim interak¢nich diagramu s uvazenim
pruzného a pruznoplastického chovani je mozné ziskat dolni a horni odhad
stavu, v jakém se materidl bude nachdzet. Tento odhad muze slouzit jako
jedna z kontrol pozdéji zminéné metody.

Jako dolni odhad lze vyuzit feSeni z teorie pruznosti. Chova-li se material
idedlné pruznoplasticky, zarucené povede vypocet podle pruznosti k dolnimu
odhadu. Na druhou stranu pouzitim jakési kombinace pruzného a plastického
chovani 1ze ziskat i horni odhad feseni. Skutec¢né chovani materidlu bude nékde
mezi témito odhady.

Pruzna oblast

7 teorie pruznosti je zndmy nasledujici vzorec, vyjadiujici zavislost ohybového
a normalového namahani v meznim pruzném stavu, kdy je pravé vycerpana
pruzna kapacita materidlu.

| M [N

+
Mel Npl

=1 (1.28)

Na Obr. [1.4] je zndzornén geometricky vyznam. Bude uzitetné vzorec upravit a
vyuzit bezrozmérné veli¢iny, aby vysledny vztah nezavisel na jednotkach. Pro
upravu se vyuziji nasledujici vzorce:

0 oohb?

1—
Pcr

M= Ps, § =

Nésledné lze podminku (1.28)) pfepsat do tvaru

Ps  |-P|

1 1.
0'0hb2 + AO’O ( 30)
6
do 6 P
P =1. 1.31
1— P Uohb2 + AO'() ( 3 )

PCT’
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P, _EIx* .
P, P2t PO Bl

P EIx* & 6 P EI=x* 1

bude oznacen

Oba zlomky se nyni rozsiti vyrazem
.

— . 1.32
P, 12| P oohl? P L2 Aoy (1.32)
PCT'
50 L 16 , I 1
Erf——r—=1 1.33
Pz 12A o b+p L2A oy ( )
S vyuzitim vzorcu
1 \/ _ Viznb 12h b
22 — 1.34
i) )\ L / 2L ( )
A
je mozné rovnici upravit na
So . ,1 6 ,11
Erl— —_ Erl—_—— =1 1.
P P i )\200b+p i A2 ag (1.35)
So . ,1 6 ,11
Ene— Erf——=1 1.36
T 7T)\\/_ooLﬂD ers (1.36)
E .19 ’Fp
\/_p——w A (1.37)

1—p 0 )\L )\20'0

Plasticka oblast

V pripadé, kdy je material v meznim plastickém stavu, je vztah mezi normalovou
silou a ohybovym momentem vyjadien rovnici

|J\Aj 4 <Nﬂ)2 —1 (1.38)

pl pl

Na Obr. je zobrazen interakéni diagram. Nyni budou provedeny obdobné
upravy jako pro pruzny ptipad. Je nutné zminit, ze vztah

do

5= (1.39)

P

1—
Pcr

plati pouze pro linearné pruzné chovani. Nicméné pii jeho pouziti i v pripadé
plastického chovéani vysledny vztah nebude ptfesny, ale bude hornim odhadem

presného feseni.
P —P\°
=1 1.40

0'0hb2 + <AO’0) ( )

4
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. S (1.41)
1_ P oghb?  A%of N ’
PC’I"
P & ,1 4 P ,11\
= - —— ] =1. 1.42
Pcrl— P )\2O'Ob+<Pcr )\20'0 ( )
PCT'
S vyuzitim vzorce
I hb?
1 Va_ Viow b
i = = 1.43
A L L V121 (1.43)
je mozné rovnici upravit na
23 1 E ,14 2 B\’
e ) =1 1.44
3p1—pao7TAL+<pA2ao (1.44)

Mize byt uzitecné ze vztaht (1.37) a (1.44) vyj

a sestrojit ptislusny graf. Pro parametry F =

adFit zavislost p na A = A/
210 GPa, o9 = 235 MPa a

%0 = 0.001 je tento graf vykreslen na Obr. . Pro kazdou hodnotu stihlosti je
dén dolni a horni odhad maximalniho zatizeni, které je prut schopen pfenést.
Skuteénd hodnota bude nékde mezi témito limity.
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Obr. 1.5: Interakéni diagram plasticky
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Obr. 1.6: Graf zavislosti p =
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Kapitola 2

Reseni problému metodou
strelby

V této kapitole bude popsano feseni pomoci metody stielby a vysvétlen algo-
ritmus vytvoreného programu.

2.1 Definice problému

Je dan prosté podepteny prut délky L, s pocatecni sinusovou excentricitou o
maximalni vychylce dy. Na konci prutu pusobi osové zatizeni P, které se rov-
nomeérné zvétsuje. Prut je vyroben z homogenniho, idedlné pruznoplastického
materidlu s Youngovym modulem pruznosti F a mezi kluzu oy. Pracovni dia-
gram je vyobrazen na Obr. [2.2]

Pro jednoduchost je uvazovan obdélnikovy prurez Sitky b a vysky h.
Zakladni nezndmou veli¢inou dané lohy je funkce pruhybu w(x).

2.2 Princip reSeni

Jeden z moznych ptistupu k feseni stabilitnich problému vychéazi z rovnovahy.
V kazdém bodé x na ose prutu je mozné napsat podminky rovnovahy, tedy
rovnost mezi vnitfnimi a vnéjsimi silami. Takové rovnice jsou pro dany pripad
dveé: silova podminka rovnovahy ve sméru osy prutu a momentova podminka
rovnovahy. Momentova podminka rovnovahy se zapise jako

Me;rt - Mint (2]—>

Pw(x) = f(P,kK), (2.2)

kde f je funkce udavajici ohybovy moment v zavislosti na normalové sile
N = —P a kftivosti k.

15
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Obr. 2.1: Schéma problému

[ 7 EE—— r

€y €

Obr. 2.2: Pracovni diagram pro idedlné pruznoplasticky model
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S predpokladem malych deformaci a posunt a Navierovy-Bernoulliovy hy-
potézy o zachovani rovinnosti a kolmosti prufezu lze ktivost vyjadrit jako
druhou derivaci pruhybu, plati tedy vztah

d*w(x)
dz?

Kfivost k, kterd souvisi s ohybovym momentem, je pak dana rozdilem kiivosti
od deformace a pocatecni kiivosti od imperfekce. Rovnici ([2.2) 1ze prepsat jako

(2.3)

Rdef = —

d?w(x
Pw(z) = f <P, - (2 ) _ ,%0(3:)) : (2.4)
dz

Piedepsand pocatecni excentricita ma tvar wo(x) = dg sin 7. Pocatecni kiivost

bude zaporné vzatou druhou derivaci pocateéni excentricity:

d%wo(x) ™ 7

———~ = 0p— sin —. 2.5
da? 27 L (2:5)

Rovnice (2.4]) je obycejna diferencialni rovnice druhého fadu, k jejimu fesent

jsou potieba dvé okrajové podminky. Pro prosté podepteny prut se pouziji

podminky w(0) = w(L) = 0. Konkrétni tvar funkce f v rovnici (2.4)) zavisi na

prufezu a na chovani materialu a bude odvozen pozdéji.

V piipadé linedrné pruzného materidlu by mohla byt rovnice (2.4) prepséna

w d?w(x)
= + /io(l’)) : (2.6)

Jde tedy o linearni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty, kterou
je mozné pro danou funkci k¢ analyticky vytesit. Avsak jiz pro nejjednodussi
plasticky model je rovnice nelinearni a lze ji vytesit pouze pomoci nume-
rickych metod.

Pw(z) = —FEI (

2.3 Metoda strelby a Diskretizace

Metoda sttelby je numericka metoda pro feseni obycejnych diferencialnich rov-
nic, ktera prevadi okrajovou tlohu na tlohu s poc¢atecnimi podminkami. Ta-
kovou tlohu pak muzeme efektivné resit metodou koneénych diferenci, nejlépe
explicitniho typu. Prvnim krokem je diskretizace dané oblasti. Jelikoz se jedna
o prutovou tilohu, tedy 1-D, bude osa prutu pokryta dostatecnym mnozstvim
bodu. Rozdéleni na jednotlivé dilky je zndzornéno na Obr. 2.3] Vzdélenost
mezi uzly je oznacena Ax, N oznacuje pocet dilku a k znaci ¢islo uzlu.

V nasem pripadeé se fesi obycCejnd diferencidlni rovnice druhého fadu a pro
druhou derivaci lze pouzit diferenc¢ni nahradu

() (Jesr =20k + (k-1

dz? Az? ' (2.7)
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V kazdém bodé se zapise momentova podminka rovnovahy, tedy
Pwk = f (P, lik) y (28)

kde wy je pruhyb v bodé z a k. je kiivost v bodé . Ukaze se, ze v kazdém
bodé bude wy, zndmou veli¢inou. Rovnice bude mit pouze jednu neznamou,
a to kiivost kj. Jakmile se vyjadii hodnota kfivosti, vyuzije se aproximace
druhé derivace diferen¢ni ndhradou. Plati

d2wy Wey1 — 2Wg + Wh—_1 w2 T
Coda? fio(Tk) = = Ax?

Z této rovnice se vyjadri pruhyb wy. 1 v nasledujicim bodé déleni, zj 1. Vypocet
pro prvni bod bude trochu odlisny. Zapise-li se diferen¢ni nahrada pro bod
k = 0, objevi se ve vzorci kromé predpokladané neznamé w; i veli¢iny w_;
a wg. Pruhyb wy je dan okrajovou podminkou a pro prosté podepteny prut
plati wy = 0. Pruhyb w_; vSak neni predepsan, coz by znamenalo, Ze rov-
nice v prvnim bodé by obsahovala dvé neznamé. Tento problém tesi metoda
sttelby predepsanim fiktivni okrajové podminky, kterou je potieba zvolit tak,
aby numericky spocitané teseni splnilo skuteé¢nou okrajovou podminku na
opa¢ném konci prutu, tedy w(L) = 0. Fiktivni okrajové podminka piedepise v
bodé 0 prvni derivaci neznamé funkce, tedy v nasem pripadé pootoceni levého
konce prutu, ¢o. V podmince w'(0) = ¢y se derivace se nahradi diferen¢nim
schématem, coz bude druhd rovnice obsahujici nezndmé w_; a w;. Diky tomu
je pak mozné rovnici pro bod k = 0 vyftesit.

Na zacdtku vypoctu vyjdeme ze vhodného odhadu pootoceni ¢y, napriklad
na zakladé analytického feseni pro pruzny prut. Az se vypocet dostane k rov-
nici pro bod £ = N — 1, ze které dopoc¢ita pruhyb na konci intervalu, tedy
wy, porovna se tato hodnota s okrajovou podminkou, ktera ma pro dany typ
ulozeni tvar wy = 0. Na zdkladé rozdilu téchto hodnot bude opraven odhad
pocatecniho uhlu ¢y a vypocet se bude opakovat tak dlouho, dokud rozdil
mezi vypoctenym pruhybem wy a predepsanou hodnotou 0 nebude spliovat
pozadovanou toleranci.

R =

2.4 Vypocet neutralnich os a momenti inosnosti

Doposud byl naznacen pouze princip metody, avsak nebylo zminéno, jak se do-
stane presny tvar funkce f, udavajici ohybovy moment v zavislosti na normalové
sile a kfivosti. V nasledujici ¢asti budou ukazany vypocty ohybovych momentu
pro tfi mozné pripady rozlozeni napéti, které mohou nastat. Pro jednoduchost
se pritom omezime na obdélnikovy tvar prufezu.

Jelikoz se pti pouziti metody stielby bude aproximovat kiivost x, je vhodné
vyjadrovat prubéhy napéti v zavislosti pravé na kiivosti, ktera spolu s polo-
hou neutralni osy urcuje rozlozeni pomérného protazeni, z néjz pak lze podle
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konstitutivniho vztahu urcit i rozlozeni napéti. Na Obr. je naznacen defor-
movany prut se souradnicovymi osami z a z.

Ohybovy moment zavisi na poloze neutralni osy, tudiz nejdfive je potieba ze
silové podminky rovnovahy ve sméru osy prutu ziskat polohu neutralni osy, a
nasledné se vyjadii vztah pro ohybovy moment.

P#ipad pruzného chovani (Moznost 1)
Nejprve bude uvazovano pouze linedrné pruzné chovani. Na Obr. [2.5]je znazor-
néno rozlozeni napéti po prurezu. Normélova sila v prufezu muze byt vyjadiena
jako
1 42 1 +\2 1 2 +
(2.10)
kde E je modul pruznosti, x kiivost, h vyska prufezu, b sitka prurezu, h™ je

vzdélenost neutralni osy od hornich vlaken a P je vnéjsi tlakova osova sila.
Z rovnosti ([2.10]) 1ze vyjadiit vztah pro vzdélenost neutralni osy od hornich

vldken op . P ;
ht = < + h2> + —. (2.11)

" bER oh ~  hbEr 2

Néasledné pak lze vyjadrit ohybovy moment zavisejici na poloze neutralni osy.
Zde je ohybovy moment pocitan okolo neutralni osy, nesmi se vSak opomenout

h
M :N161 +N262 - P <§ —h+> =
1 +3 +1\3 h +
:—Eb/{(h +(h—h))—P 2 h (2.12)

3 2

Dosazenim vzdalenosti neutralni osy od hornich vladken se vyraz upravi na

1 P 2P
M :gEbli <h+3 + 13 — 3R2Rt 4+ 3hRTE — h+3> _Z (h + _ h) _

2 hbEk
1 3hP 3K 3P 3h%  3hP\ P’
By B I I L - —
5o ( TvEs T 2 T T d bEn) TbEr
1 W 3p? P o
——F = - = —FEk. 2.1
5 bn ( i hb2E2/<;2) hEx 12" (2.13)

Podle ocekavani se vysledny vztah zjednodusil na znamy vzorec
M = Elk. (2.14)

Jak je vidét, v pripadé pruzného chovéani neni vztah mezi momentem a kiivosti
nijak ovlivnén normalovou silou. Tento vztah Ize snadno invertovat a vyjadrit

krivost jako kK = —.
fivost jako k 7
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Obr. 2.4: Deformovany prut
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Obr. 2.5: Rozlozeni napéti po prurezu
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Metoda strelby
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Pi#ipad plastického pietvareni tlacenych vliken (Moznost
2)
Na Obr.[2.6]je zndzornéno rozlozeni napéti pro pripad idedlné pruznoplastického

chovéani. Predpokladad se, ze prufrez plastizuje v tlaku, avSsak v tahu se material
chova stale pruzné. Normalova sila v daném prufezu se vyjadii jako

1 42 1 0'(2) 4 0o
N =Ny =Ny =Ny = SErbh —§bm—o—0(h—h —ﬁ)b:—P (2.15)

Resenfm rovnice ([2.15) pro k't 1ze dostat dva kofeny

bO'o + \/—QEbI{(P — bhO'()) _ (o) + 2(P0 — P)

Pia == =\ 2.1
H Ebr Fr e (216)
kde Py = bhoy. Ohybovy moment je pak mozné vyjadiit vztahem
h 1 1 o3
M :N1€1 + N2€2 + N3€3 — P (5 _ hiQ) — gEb’ihigg 4 §E2(l;2 b
]_ g o h
(it (@) -p(on).

Dosazenim jednoho ze dvou vyrazu pro vzdéalenost neutralni osy od hornich
vldken h{ do rovnice pro moment dostaneme

3
1 2Py — P 1 o?
M = Ebr (—ﬂ + M) 70 _pt

Er Ebk 3 22

1 00 \2 h o 2(Py — P)
- —RER () ) p (D )
* 2006 ((h hi2) (E/i) ) P <2 * Ex Ebk )

o <ﬂ>3+3<‘70>2 A =P) o (H=P),

3 K Ex Ebk E2bk?
Ebk Ebk 3 E2k?

_p <ﬁ Lo JHR=P) P)> (2.18)

Pro druhy kofen budou upravy obdobné, jedind zména se tyka znaménka.
Algebraickymi upravami se odvozeny vyraz pro moment zjednodusi na
h

M = (Py— P) (5:&% 2(]3];—1;]3)). (2.19)
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Pro lepsi predstavu o nazorném vyznamu vzorce bude uzitecné zavést
dvé limitni kiivosti. Kfivost ke bude kiivost pro takové rozlozeni napéti, pii
kterém je material stdle v pruzném stavu, avSsak napéti v tlacenych vldknech
je na mezi kluzu. Odpovidajici rozloZen{ napéti je zndzornéno na Obr. 2.7
Kftivost v meznim pruzném stavu se vyjadii jako

go P

E_EA 2 P 20'0 P 20’0
=L EA_ = (5 ) =00 (- ) =201 py), (22
feel 3 Eh (00 A) Eh( doy) = Bn L), (220)

2

kde po = P/P, je bezrozmérnd veli¢ina vyjadiujici velikost pusobici sily ve
vztahu k maximalni mozné sile, kterou muze pruiez prenést.

Druhé mezni kiivost bude oznacena k.. Bude dosazena v piipadé, kdy tlacena
vldkna jiz plastizuji a napéti v tazenych vlaknech bude pravé rovno oqy. Vyjadii
se jako

0o 209 200 1

Rep = = = -

1 P P Eh1— py

—(h——)E FEh{1-—
2 ( bO’[)) ( tho)

(2.21)

Upravenim vyrazu pro ohybovy moment (2.19) s vyuzitim vzorce (2.20) do-

staneme

1 1 Rel
M=(FP—Ph|=t=4/—]. 2.22
=P (5= 5y (2.22)
Nyni bude uzitetné zobrazit zminéné limitni stavy v roviné osové sily P a
ohybového momentu M. Bude praktické vyuzit bezrozmérné veliciny py =
P/Py am = M/M, kde M, = bh?cy/6 je mezni pruzny moment. Nejprve
bude provéren mezni pruzny stav, tedy pripad, kdy x = k.

1 1 Rel
M= (Py—Ph[=—= |5
(0 ) <2 3 Iiel>
11
(1= - -
Pyl ( pO)(z 3)
M 1
= (1—po)=

m = (1—po) (2.23)



2.4. VYPOCET NEUTRALNICH OS A MOMENTU UNOSNOSTI 23

Neutralni osa

Vvt

Tézistova osa

~ ) b

A il d d

Obr. 2.6: Rozlozeni napéti po prufezu pro pripad, kdy plastizuji pouze spodni
vlakna

Y=

Obr. 2.7: Rozlozeni napéti pro k = Ky
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Rovnice (2.23) odpovidd zndmému vzorci pro vztah normélové sily a ohy-
bového momentu pro mezni pruzny stav z teorie pruznosti. Nyni se vyjadii
obdobny vztah pro druhy limit, tedy piipad, kdy x = K¢p.

1 1 Rel
M=(P—Ph|=-=
(Fo )(2 3 nep)

% = (1 —po) (%—% (1—po)2>

M
hE = (1 =po) (3—2(1 — po))

6
m =1+ py — 2p;. (2.24)
Tento vzorec vyjadiuje zavislost ohybového momentu a tlakové sily pro piipad,
kdy tlacena vldkna plastizuji a napéti v tazenych vldknech pravé dosdhlo meze

kluzu.

Z rovnice (2.22) Ize vyjadiit kiivost x pomoci nasledujicich uprav:

M:(PO—P)h<1i1 ﬂ)

2 3V k
P 1 1 Rel
M = oobh*(1 — =) [ = & =/ —=
70bh’( P0)<2 3 /s)
O'()bh2 P Rel
M= 1— 2y (342,/%
6 ( PO)( /i)
M
-3 =2 fel
M1 — — :
1 Po)
2
. M
gl = -3
K
My(1 — —
i Po)
4k,
K= el . (2.25)
M
-3
My(1 — =
i Po)

Ve vysledném vzorci pro kfivost se nakonec umocnénim vyftesil problém s
dvojim vyrazem pro vzdalenost neutrdlni osy od hornich vldken.
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Pripad plastického pretvareni tlacenych i tazenych vlaken
(Moznost 3)
Posledn{ piipad, ktery muze nastat, je ukdzén na Obr.[2.9] Dochdz{ k plastizaci

jak v tahu, tak i v tlaku. Obdobné jako pro ptredeslé ptripady, normalova sila
v prurezu se vyjadii jako

N = Ni+No = Ny = Ny = Ny = Ny = (bt = 22 ) oobt
K

- <h —ht - g‘;) oo = aob (2h" — h) = —P. (2.26)

V tomto pripadé ma rovnice (2.26) pouze jeden kofen

1 P P—-P
ht==-(—-——+h]| = ) 2.27
2 ( Uob + ) 20’0b ( )
Ohybovy moment bude nésledné vyjadien obdobné predchozim piipadum jako

h
M :N1€1 + N2€2 + N3€3 + N4€4 — P (5 — h+) = (228)
200 o) 0o

_ b (h+ ) b (h* ) 2.29
3622 2 Er) " Ex) " (2.29)

(=g (ron e ) —r (G) e

Dosazenim ht do vyrazu pro moment dostaneme
203 1 > (00?2 1 2_ (00>
M =P bt —ob (W4 = (25) ) + soub ( (h = 1*)* = ()
3E2K2 * 270 ( Ek * 270 ( ) Ek *
h P h
_plZ — ) =
(2 + 2006 2>
203 1 P h\? [op\2
_3E252b+§aob<(_200b+§) ~(z) |+
N 1 ; P N R\ > < o0 )2 P2
277\ \ 200 " 2 Erx 2000

203 bt ob P? +h2 ((70)2 P2

“3E22 P\ T4 \Es 200b
_ op oobh? B P? _ oo P} — P? _

3E2K? 4 4oob 3E2K? 4o0b

P?\ obh? 402 oobh? P? 402
=(1-= - S (- I e pp— -, )
( Pg) 4 3n2E?R? 4 P2) P 3nzEree

p? 1 K2 P\?
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Obr. 2.8: RozlozZeni napéti pro k = ke,

¥ S %
o F h+ Nl—) " i )V Ex
N/ N
el e Tv Nz > &
Neutralni osa 2 Ex
——— — —. s - Ih_h_i_sv (50
h T %~ - TTreNT = «— %2 E_
Tezistova osaf ¢, 3 N; N1
- - o
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N, Ex
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d d

Obr. 2.9: Rozlozeni napéti po prutfezu pro piipad, kdy plastizuji jak horni tak
spodni vlakna
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Opét bude nézorné prozkoumat limitni varianty vztahu (2.31)). V pripadé iplné
zplastizovaného prurezu se bude kiivost s blizit nekonec¢nu. S pouzitim bez-

M 2
rozmérnych velicin m = —, My = =My, po = — se vztah (2.31]) pfepiSe
My 3 Py
na 3
m = (1—pp) 3 (2.32)

To je zndmy vzorec pro vztah normalové sily a ohybového momentu s uvazenim
plné zplastizovaného prufezu. Druhym limitem je pfipad, kdy je kiivost rovna
mezni kfivosti k,, a z rovnice (2.31)) pak plyne

3 1
m = 5(1—173) —5(1—]90)2

m =1+ py — 2p;. (2.33)

Vysledny vyraz je podle ocekavéani shodny se vzorcem ([2.24]). Sestrojeny graf
pro vzorce (2.23)), (2.24) a (2.32)) je na Obr. 2.10

Ze vztahu pro ohybovy moment (2.31)) lze piimo vyjadiit hodnotu kfivosti
k pomoci nasledujicich uprav:

M

2
1 kg,

=12 (1—py)?
i, Po— 55 (1—ro)
HQ_lﬁep(l_pO)
31—p2—£
My,
Re 1—]70
k=+-2 (2.34)
V3 , M
1_p°_M_l
p

Jelikoz plati, Zze 1 — py > 0, K¢, > 0 a kiivost x musi byt po celé délce prutu
kladnd, dvoji znaménko neni tfeba uvazovat. Vysledny vyraz je tedy

Rep 1-— Do
K= . (2.35)
V3 M
LV

2.5 Algoritmus

Jiz v sekci [2.3| byl hrubé naznacen algoritmus, ktery je v kédu naprogramovan.
V této ¢asti bude detailné popsan. Cilem vypoctu je zjistit body zatézovaci
krivky a kritickou hodnotu zatizeni. Vypocet je fizen zatizenim, osova sila P
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Obr. 2.10: Vztah ohybového momentu a tlakové sily




2.5. ALGORITMUS 29

se tedy postupné zvétsuje a v kazdém zatézovacim kroku algoritmus spocita
funkci pruhybu w.
Zakladni rovnici je momentova rovnovaha vnéjsich a vnitinich sil

Pwy, = My (K, P), (2.36)

kde M;,; bude jeden ze tii vyrazu pro moment odvozenych v predchozi ¢asti
prace. Nakonec se ukéazalo, ze pro vSechny tfi moznosti se vyrazy pro moment
vyrazné zjednodusily. Pro vSechny moznosti lze explicitné vyjadrit krivost s
zavisejici na velikosti tlakové sily P a hodnoté ohybového momentu M. Pro
prehlednost jsou pripomenuty jednotlivé moznosti:

Moznost 1: M
S 2.37
=7 (2.37)
Moznost 2: A
Kel
Mel(l - pO)
MozZnost 3: )
Rep — Do
K= —= , (2.39)
V3 , M
1—pf— —
My,

V predchozi ¢asti kapitoly byly odvozeny vztahy ohybového momentu a tla-
kové sily pro ruzné limitni piipady. Diky znalosti téchto hranic lze pro kazdy
zatézovaci krok stanovit hodnotu meznich ohybovych moment.

a) K = Ke:

me = (1 — po) (2.40)

b) kK = k.

) » - L,

Mep = 14 po — 2pg (2.41)

C) K =00

3

my = (1 —pj) 3 (2.42)

kde me;, mep a my; jsou poméry ohybového momentu a momentu v meznim
pruzném stavu —.

el
Graf je zobrazen na Obr. 2.10] Pro kazdy dilek na ose = se pak tyto vyrazy

. o ;. , ext Pwk
porovnaji s hodnotou pusobiciho ohybového momentu m,,; = —— =

. o s . . Me M,
Pokud je meyy < me, zustava material v pruzném stavu a hodnota kiivosti se
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urci podle rovnice (2.37). Bude-li externi moment v rozmezi me; < Megr < Mep,
vypocet kiivosti se provede podle rovnice (2.38). V piipade, ze me, < Meyt <
myp, vyuzije se rovnice (2.39). Hodnota m,,; je horni limit, materidl nemuze
prenést vyssi namahani.

Timto se vypocet vyrazné zjednodusil. Algoritmus obsahuje dva hlavni cykly.
Cyklus pres zvétsujici se silu a do néj vnoreny cyklus pres body na podélné
ose x. Cislo bodu déleni osy bude oznaceno k.

V kazdém zatézovacim kroku se postupuje nésledovné: Z okrajové podminky
je dana hodnota pruhybu v pocdtku w(k = 0) = 0. Tim jsou uréeny vnitini
sily v bodé k = 0 a plati My (k = 0) = Pwy = 0. Ovéreni podminky pro
rozlozeni napéti po prufezu pro bod k = 0 je zbytecné, vzdy bude uvazovano
linearné pruzné chovani, jelikoz prutez neni ohybové namahén. Ze vzorce
je patrné, ze k = 0. Jakmile je znama krivost, lze dopocitat odhad pruhybu
v nasledujicim bodé k£ = 1. Vysledna kfivost je déna rozdilem kiivosti od
deformace a pocatecni kiivosti dané pocateéni imperfekei. Plati

Wiyl — 2Wg + W1 7 km

N — 5Oﬁ sin — (2.43)

K:Kdef—ﬁoz—

Ptepsanim této rovnice pro bod k£ = 0 a s vyuzitim okrajové podminky wy = 0
dostaneme

w1 — 21[)0 +w_q 7T2 0 wy + Ww_1

K= — 0= sin— = ——5— 2.44

Az? L L Az? ( )
Metoda stielby odhaduje pocatecni thel priuhybu ¢q, ktery v piipadé malych
deformaci 1ze zaménit s derivaci pruhybové funkce v pocatku, plati tedy w( =
®o. Mozné diferenéni schéma pro ndhradu prvni derivace v bodé 0 je

w1, — W1

2.4
2Ax (2.45)

Z rovnice ([2.45) lze vyjadrit
W_1 = W1 — 2A£L’¢0 (246)

Dobrou volbou tihlu ¢, je derivace v pocatku z analytického pruzného teseni.
Dosazenim predeslého vyrazu do rovnice ([2.44]) dostaneme
w1 +wy — 2Ax 2wy — 2Ax
o W 1 ! Cbo:_ 1 : Po (2.47)
Ax Ax
Jedinou nezndmou v rovnici (2.47)) je wy, jelikoz pocateéni ihel ¢y byl odhad-
nut. Nezndamou w; lze snadno explicitné vyjadiit jako

1
w; = —éliAiL‘Q + Axgy. (2.48)
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Tim je vypocet pro bod k = 1 hotov a kéd muze postoupit k dalsimu bodu.

Princip bude obdobny, spocita se m.,; = ——, tato hodnota se porovna s
7/ . . ~ 7/ . ~ MEZ ~ 7 ~ 7 . 7
meznimi hodnotami a urc¢i se, o jakou moznost rozlozeni napéti se jedna. Pak

se z prislusného vzorce vypocitd hodnota kiivosti. Nésledné je z rovnice ([2.43))
vyjadiena jedind neznamé

Wit = 2wy — Wp—1 — (K + ko) Ax?. (2.49)

Takto se dopocitaji hodnoty az k bodu & = N — 1, hodnota wy by méla
byt podle okrajovych podminek rovna 0. Pokud v zatézovacim kroku nedoslo
k zadné plastizaci, jako pocatecni tihel ¢y byla pouzita derivace v pocatku z
analytického pruzného feseni a bylo pouzito dostatecné jemné déleni, hodnota
wy by méla byt témeér 0. Pokud k plastizaci v daném kroku doslo, hodnota na
konci intervalu se od 0 bude lisit. Pomoci vhodné iterativni metody se najde
lepsi odhad pocatecniho 1hlu ¢g.

Jednou z moznych variant je metoda puleni intervalu. Predpokladejme, ze
v zatézovacim kroku doslo k plastizaci a dopoc¢itana hodnota na konci inter-
valu se od nuly lisila. V pripadé, ze wy > 0, bude pocatecni tihel nazvan
¢0,4. Pokud wy < 0, dhel se pojmenuje ¢y p. Ve stejném zatézovacim kroku
se zopakuje vypocet s pouzitim jiného pocatecniho ihlu. Pokud je hodnota
pruhybu na konci intervalu opaéného znaménka nez pro prvni piipad, hodnoté
se prifadi nazev ¢y 4 pokud je priuhyb kladny, nebo ¢ g pokud je zdporny. Po-
kud hodnota priuhybu mé stejné znaménko jako z prvniho odhadu, je potieba
krok opakovat, dokud nebude hodnota pruhybu na konci opacného znaménka.
Jakmile je toho docileno, kéd muze zacit algoritmus metody. Dopocita se
thel ¢o npw ktery bude v poloviné intervalu mezi dhly ¢o 4 a ¢op, plati

1
Go.NEW = ¢o,4 + 3 (o, — ¢0,4). Nésledné se s pouzitim tohoto pocéatecniho

uhlu vypocita novy pruhyb wy yew. Pokud bude kladny, pfepiSe se na ¢ 4.
Pokud bude priuhyb wy ygw zaporny, prepiSe se na ¢ p. Timto zpusobem se
bude zkracovat interval mezi ihly ¢ 4 a ¢o g dokud hodnota wy yEpw nebude
dostatecné blizko nule. V tom piipadé je aktualni zatézovaci krok dopoéitan a
kéd muze prejit k dalsimu.

Shrnuti algoritmu:
1. cyklus pres zvétsujici se zatizeni: for P = Pgart @ Pronee
2. vypocet Kep & Kep

3. urceni pocatecniho thlu ¢

pokud se jednd o prvni iteraci
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¢o z analytického pruzného reseni
pokud se nejednd o prvni iteraci

¢o dopocteno pomoci metody puleni intervalu
4. cyklus pres rozdéleni prutu po délce: for k=0: (N —1)

5. urceni Mmey¢ a porovnani s me; a My
ze vzorce pro piislusnou moznost se dopocte x
pokud k£ =0
1 2
W1 = —§/~$A33 + Axgg
pokud k=1: N -1

Wiyt = 2w — Wi_1 — (K + ko) Ax?

6. kontrola wy = 0,
pokud wy # 0
vratit se k bodu [3]
pokud wy =0

zatézovaci krok dopocitan, prejit k bodu



Kapitola 3

Priklad

V nésledujici kapitole budou ukéazany vysledky pro konkrétni priklad. Bude
se jednat o prosté podepteny prut vyrobeny z oceli. Pracovni diagram bude
uvazovan jako idealné pruznoplasticky s mezi kluzu oy a modulem pruznosti
E. Prut bude obdélnikového prufezu o vysce h a Sitce b, délka prutu je L s
pocatecni excentricitou ve tvaru sinusoidy s maximalni amplitudou dy. Konkrétni
hodnoty jsou zobrazeny v Tab. 3.1}

3.1 Metoda kone¢nych prvku

Ovéreni spravnosti bylo provedeno pomoci konec¢néprvkového softwaru OO-
FEM. Ulohu je mozné zjednodusit s vyuzitim symetrie pruhybové funkce,
Ize tedy vymodelovat pouze polovinu prutu a tim zpresnit a zrychlit feseni.
Uprostied prutu je derivace pruhybové funkce rovna nule, tuto podminku je za-
potiebi vynutit vhodnou podporou. Ta musi spliovat nulové natoceni prutezu a
musi umoznovat pri¢ny posun w. Takova podpora se nazyva posuvné vetknuti.
Na Obr. je znazornéno statické schéma zjednoduseného problému.

Prut byl vymodelovan jako rovinné tloha. Pro vypocet byly pouzity ¢tyruzlové
kone¢né prvky. VSechny prvky maji stejnou sitku. V kazdém uzlu jsou dva
neznamé stupné volnosti, tedy posuny u a w. Uvazuje se bilinearni aproximace
pole posunuti. Hodnoty napéti se integruji ve ¢tyfech Gaussovych integrac¢nich

bodech.

Okrajové podminky byly modelovany néasledovné. Pro kloubové podepieni
je vynuceno, aby pricny posun prostiedniho uzlu v krajnim prufezu byl nu-
lovy. Zbylé krajni uzly se mohou pohybovat libovolné, tak bude umoznéna
pricna roztaznost materialu. U posuvného vetknuti je uzlum v krajnim prufezu
umoznén pouze pohyb v kolmém sméru na osu prutu, tedy ve sméru posunu
w. Zamezenim posunu u ve vSech krajnich uzlech se docili nulového natoceni

33
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prufezu.

Osové zatizeni je modelovano jako bodové zatizeni v krajnich uzlech. V ptipadé,
ze je na §itku prutu pouzito M uzlu, celkové zatizeni F' bude rozdéleno nasledovné.

F
Sila pusobici na rohové uzly bude velikosti BYYi a sila predepsana v ostatnich

F
uzlech bude hodnoty e Timto bude docileno rovnomérného rozmisténi zatizeni

po §ifce prutu.

Sit a konvergence

Nejprve byl proveden stabilitni vypocet pro prut s linearné pruznym ma-
teridlem. Takto je mozné odhadnout, jak hustd sit prvka je potieba k do-
statecné presnému reseni. Byly Zity tii ruzné husté sité. V Tab. jsou

vypsané parametry siti. Na Obr.|3.2|je vykreslen graf zavislosti 5 ha pruhybu

uprostied prutu pro analytické teseni a feseni metodou koneénygh prvku pro
tti zminéné sité. Na Obr. je zobrazen detail grafu v oblasti, kde se pomeér sil

'P(ZTL .
iz blizi jedné. V Tab. |3.3| jsou zaznamenany hodnoty RN (Pyan je hod-

nota sily z analytického reseni) a odchylka numerického feseni od analytického
feseni v bodech, ve kterych je hodnota pruhybu w nejblize hodnoté 0.05 m.
Tyto body jsou na Obr. zndzornény krouzkem. Odchylka od ptresného
feSeni pro bod sité 3 je mensi nez 0.1 %. Takova presnost je pro ucely prace
dostacujici a sit 3 lze povazovat za dostateéné hustou.

Plasticky vypocet

Ukéazalo se, ze vypocet pruzného feseni je vérohodny az pii pouziti alespon
8 konecnych prvku na §fiku prutu (sit 3). Je jasné, Ze zkoumat plasticky
vypocet s hrubsi siti je nesmyslné, nicméné pro informaci jsou vysledky i
pro tyto sité uvedeny v grafu na Obr. [3.4] Na Obr. je zobrazena jen ¢ést
zatézovaci kiivky, kompletn{ kiivka s pouzitim sité 3 je zobrazena na Obr. 3.5

7 grafu je videét, jak se méni prubch zatézovaci kiivky oproti pruznému feSeni.
Ze zacatku je TeSeni shodné s pruznym, to je zatizeni jesté dostatecné nizké
a napéti v zadném prufezu nepresahne mez kluzu oy. Pak se zacne kiivka
oddalovat od pruzného feseni (bod A). V tomto bodé bylo préavé dosazeno
meze kluzu v tlacené ¢asti v nejnamahanéjsim prufezu, tedy prurezu uprostred.
Nasledné se bude v prubéhu zatézovani plastickd zéna zvétsovat a tim klesat tu-
host celého systému. V bodé, kdy klesne na nulu, bude dosazeno maximalniho
zatizeni, které dokdze prut prenést (bod B). Poté bude tuhost systému zaporn4,
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h [m] | b [m]

do [m]

L [m] | E [Pa]

oo [Pal

0.1 | 0.15

0.004 4

210 - 10°

235 - 106

Tab. 3.1: Hodnoty parametru pro konkrétni ptiklad

ISSY z
##9

Obr. 3.1: Schéma s vyuzitim symetrie

velikost hrany [m] | pocet prvku na sitku | pocet prvku celkem
Sit 1 0.05 2 80
Sit 2 0.025 4 320
Sit 3 0.0125 8 1280
Tab. 3.2: Sité kone¢nych prvku
P Pan P - Pan
-1
Po | Py | By M
Sit 1| 0.9339 | 0.9197 1.5431
Sit 2 || 0.9228 | 0.9197 0.3344
Sit 3 || 0.9188 | 0.9197 —0.0980

Tab. 3.3: Konvergence k presnému feseni
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-1 —
09r
0.8
0.7 F
P 0 6 I~
P(:’I" 05 .
0.4
0.3F :
— — analyticky
0.2+ — OOFEM sit' 1
— OOFEM sit' 2
017 —— OOFEM sit 3
O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Winae (]

Obr. 3.2: Porovnani analytického feSeni s feSenim metodou koneénych prvku
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091F _
—*— analyticky
09r X OOFEM sit' 1
X OOFEM sit 2
0-89 X OOFEM sit 3
088 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.045 0.046 0.047 0.048 0.049 0.05 0.051 0.052 0.053 0.054 0.055

Wmax [m]

Obr. 3.3: Detail grafu na Obr.

09r o
— — analyticky pruzné -
X plasticky OOFEM sit 1 e
X plasticky OOFEM sit 2|~
P0.88 1| x plasticky OOFEM sit 3K

Pcr % x /// * %
X >§>@2><>< x
—— analyticky pruzné 0.867 X2 OOXX K % X
—plasticky OOFEM sit' 1 « e KRE % y X
0.2 — plasticky OOFEM sit 2 - XXX
—plasticky OOFEM sit 3 % Txgx X
0 ‘ : ‘ 0.84 —* ‘ : X
0 0.05 0.1 0.15 0.025 0.03 0.T35 0.04
Wmaz m] Wmax [m
(a) Plastické reseni MKP (b) Detail

Obr. 3.4: Porovnani pruznoplastického feseni MKP pro ruzné sité
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1 0.9; e
1 — = pruzné chovani <
0A8 %\B — plasticky OOFEM sit 3 A/<>< B
' ><\C o8 /N C
L ogl | P / >\
For Foozl | \

0.4 |
061 // \

: |
0-2 / -~ pruzné chovani \2

0 ‘ ‘ ‘ ‘ 05+ — plasticky QOFEM sit’ 3| N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.05 0.1
Wmazx [m] Wmax [m]
(a) Plastické reseni MKP sit 3 (b) Detail

Obr. 3.5: Pruznoplastické feseni MKP pro sit 3 s vyznacnymi body

neboli pruhyb bude narustat i za snizujici se tlakové sily. To vsak jesté ne-
znamena kolaps konstrukce. Ten nastane az v momenté, kdy nejnaméhané;jsi
prufez dosdhne mezniho plastického stavu (bod D). Nékde mezi timto stavem
a bodem, kdy bylo poprvé dosazeno meze kluzu v tlacenych krajnich vlaknech
(bod A), nastane situace, kdy i napéti v tazenych vldknech bude pravé rovno
mezi kluzu. Zda se bude tento bod nachézet pred dosazenim maximalniho
zatizeni, nebo po dosazeni maximaélniho zatizeni, zélezi na kombinaci geome-
trickych a materidlovych parametri. Pro tento konkrétni piipad je dosazeno
meze kluzu v tahu az v klesajici ¢ésti kiivky (bod C).

Bylo zminéno, ze kolaps konstrukce nastane v bodé D, kdy dojde ke vzniku
plastického kloubu. V tomto bodé je v prostfednim prufezu poprvé dosazeno
mezniho plastického stavu, ve kterém bude prutez setrvavat i pro vétsi pruhyby.

Na Obr. je vykresleno napéti o, [Pa] a deformovany tvar pro zminéné
vyznacné body. Na Obr. je zatizeni na takové urovni, ze praveé dochazi k
plastizaci tlacenych vlaken. Zbytek prutu je v pruzném stavu. Ve stavu zobra-
zeném na Obr. je dosazeno maximalniho zatizeni. Na Obr. je praveée
dosazeno meze kluzu v tazenych vlaknech. Na Obr. dochézi ke kolapsu.

Na Obr. 3.7 je vykreslena norma vektoru plastické deformace pro ¢tyfi zminéné
zatézovaci kroky. Je vidét, jak se v prubéhu zatézovani plasticka zéna rozsituje.

3.2 Vysledky vypocitané metodou strelby

Nyni bude proveden vypocet metodou stielby. Na Obr. [3.8|je zobrazena zavislost
zatizeni na maximalnim pruhybu uprostied prutu s uvazenim pruznoplastického
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= 2.350e+08 = 2.350e+08
-~ 1.00e+8 ~— 1.00e+8
0.000 0.000
— -1.00e+8 — -1.00e+8
-2.350e+08 -2.350e+08

(a) Krok 39, k = k¢, bod A (b) Krok 42, P = Py,4z, bod B

= 2.350e+08 = 2.350e+08
— 1.00e+8 — 1.00e+8
0.000 0.000
-1.00e+8 -1.00e+8
-2.350e+08 -2.350e+08
(c) Krok 83, k = Kep, bod C (d) Krok 235, bod D

Obr. 3.6: Prubéh napéti o, a naznaceni deformovaného tvaru v riznych ¢asech
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1.176e-38
1.00e-38
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(a) krok 39, k = K¢, bod A

1.176e-38
1.00e-38

8.00e-39
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(c) krok 83, k = K¢p, bod C
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1.176e-38
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(b) krok 42, P = P4z, bod B
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8.00e-39
6.00e-39
4.00e-39
2.00e-39
0.000e+00

(d) krok 235, bod D

Obr. 3.7: Vykresleni plastické deformace v ruznych ¢asech
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chovani prutu. Maximalni sila, kterou je prut schopen pienést, je rovna

Pma:(: . o
1.3923 MN, pomér maximalni sily a kritické sily P Jeroven 0.8599. Priuhyb

w, pri maximélni sile je roven 0.0302 m a maximaln{ prihyb v bodé, kdy se
prufez uprostied dostane do mezniho plastického stavu, je roven 0.1215 m.

Na Obr. jsou porovnany vysledky metody konecnych prvku a vysledky
podle metody strelby pro pruznoplasticky vypocet. Na grafu je opét znazornén
bod D, ve kterém se prostiedni prurez nachazi v meznim plastickém stavu.
Body krivky, které se nachazeji napravo od tohoto bodu, jsou dopoc¢itané ana-
lyticky. Predpoklada-li se, ze pro vétsi pruhyby bude nejnamahanéjsi prutez
stale v meznim plastickém stavu, ohybovy moment je pro danou normalovou
silu jednoznacné urcen. Ze znalosti ohybového momentu a velikosti pusobiciho

zatizeni je pak zndm i prihyb v prostfednim prutezu. Ten se vypocita jako
L M

Na Obr. je vykreslen interakéni diagram zminéného prufezu. V prubéhu
zatézovani se nejdrive zvétsovala tlakova sila, dokud jeji hodnota nedosdhla
maxima, které je prut schopen prenést. Poté zatizeni klesalo. Kazdé hodnoté
sily 1ze priradit ohybovy moment, ktery v daném prufezu pusobil. Tyto body
jsou zobrazeny v interakénim diagramu. Dale jsou do grafu vykresleny zminéné
body A, B, C a D. Je patrné, ze body lezici za bodem D kopiruji krivku mezniho
plastického stavu.

Z Obr. je vidét, ze vysledky metody stielby a podle MKP se vyraznéji lisi
az v oblasti, kde pruhyby dosahuji vysokych hodnot. Vypocet metodou strelby
je platny pouze za predpokladu malych deformaci, zatimco program OOFEM
toto omezeni nema.

Na Obr. je zobrazen detail Obr. [3.9pro oblast, kdy je dosazeno maximéln{
sily. V Tab.[3.4]jsou zobrazeny hodnoty maximalni dosazené sily podle metody
koneénych prvku a podle metody strelby a jejich odchylka. Z grafu i ¢iselnych
hodnot je vidét, ze vysledky jsou velmi podobné.

3.3 Vliv parametru

V této sekci budou provedeny vypocty metodou stielby pro pruty s ruznymi
geometrickymi charakteristikami a rozméry. Z vysledku bude patrny vliv jed-
notlivych parametru na prubéh odezvy prutu na dané zatizeni.

Na Obr. jsou zobrazeny zatézovaci kiivky pro tii ruzné velké prufezy.
Sitka prurezu b = 0.15m je stdle stejna, méni se pouze vyska prufezu h. Po-
stupné bude nabyvat hodnot 0.05m, 0.1m a 0.15m.



42 PRIKLAD
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o — pruznoplastické chovani

O Il Il Il Il Il Il
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Wmax [m]

P
Obr. 3.8: Zavislost 5 na pruhybu uprostied prutu

cr

09t e — — pruzné chovani
4 —— plasticky OOFEM sit 3
0.8 — plasticky metoda strelby

0 Il Il Il Il Il Il Il I
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Wmax [m]

Obr. 3.9: Porovnani pruznoplastického vypoctu podle MKP a metody strelby
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Obr. 3.10: Interakéni diagram
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Obr. 3.11: Detail Obr.
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Pma:v,OOFEM Pmaac,matlab Pmax,OOFEM - Pma:v,matlab 100 [(7]
. 0
Pcr Pcr Pmax,matlab

Sit 3 0.8598 0.8599 —5.7459 - 10~

Tab. 3.4: Porovnani vysledku podle programu OOFEM a podle metody stielby

i — T
09 r i
0.8 1
0.7 F ,
P % 1
Per 0.5 !
04 r 4
03 . . L . ]
— — pruzné chovani
0.2 — pruznoplastické chovani - h=0.05m |
—— pruznoplastické chovani - h=0.1 m
0.1 pruZnoplastické chovani - h=0.15m
0 Il Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Wmazx [m]

Obr. 3.12: Porovnani pro ruzné prufezy
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Na Obr. je vyobrazen interakéni diagram prufezu uprostied prutu. Jsou
na ném zobrazeny kiivky odpovidajici meznimu pruznému stavu (k = ke),
meznimu plastickému stavu (k = 00) a kfivka odpovidajici prechodnému stavu
mezi moznostmi 2 a 3 (kK = Kep), viz sekce . Dale jsou do grafu zakresleny
kombinace ohybového momentu a normalové sily pro kazdy zatézovaci krok. V
grafu jsou celkem tfi sady téchto bodu, kazda odpovidajici dané vysce prutu.
Modré kiizky jsou body odpovidajici rostouci ¢asti zatézovaci kiivky a cervené
krizky odpovidaji céasti klesajici.

7 grafu je patrné, ze ¢im je vyska prurezu vétsi, tim je prut méné stihly a
plastické chovani materialu ma vétsi vliv na maximalni iinosnost prvku.

Na Obr. jsou zobrazeny zatézovaci kiivky pro ménici se délky prufezu.
Rozmeéry prutezu jsou tentokrat stejné pro vSechny krivky, tedy b = 0.15 m a
h = 0.1 m. Délka prutu L bude mit hodnoty 2 m, 3 m a 4 m.

Na Obr. jsou pak opét vyobrazeny interakéni diagramy prufezu uprostied
prutu pro ruzné dlouhé prvky.

Opét je videt, ze zkracujici se délka prutu a tedy zmensujici se stihlost vyrazné
ovliviiuje maximalni hodnotu zatizeni, které je prut schopen prenést s uvazenim
pruznoplastického chovani materialu.

Vliv pocatecéni excentricity na chovani prutu v prubéhu zatézovani je ukazan
na Obr. [3.18] Konkrétn{ hodnoty poméru pocatecni excentricity a délky prutu
do/ L jsou 0.001, 0.0055 a 0.01.

Je vidét, ze zvétSeni pocCatecni excentricity snizuje maximalni inosnost. Na
Obr. je pak opét zobrazen interakéni diagram prostredniho prufezu a zane-
sené kombinace ohybového momentu a normélové sily pro zvétsujici se zatizeni
a pro ruzné excentricity. Prozatim bylo ze vSech zminénych interakénich di-
agramu vidét, ze k prekroceni kiivky, pro kterou plati K = kp,, doslo az
po dosazeni maximalni sily, tedy v sestupné ¢asti zatézovaci kiivky. Az pro
vetsi pocatecni excentricity dochdzi k plastizaci v tazené oblasti jesté pred
dosazenim maximadln{ sily, jak je vidét na Obr. pro pocatecni excentricitu
8o/ L = 0.01.

Zatim bylo na nékolika ptipadech ukézano, ze zvétsujici se excentricita a
stihlost prutu snizuji maximélni inosnost prvku. Bude nazorné vykreslit si
tyto zavislosti do grafu. Na Obr. je vykreslen vztah mezi maximalnim
zatizenim a pocatecni excentricitou. Blizi-li se pocatecni excentricita k 0, ma-
ximalni tlakové sila se bude priblizovat k hodnoté kritické sily P... To vSak neni
obecnym pravidlem, zalezi na poméru kritické sily a plastické sily Py = bhoy.

max cr

Bude-li —~ < 1 a po¢éatecni excentricita blizka 0, bude platit = .
PO PO Po

max

PCT’ ’ ’ ~i~7 e 7’ ~
Pro pripad B > 1 plati = 1 pro dp — 0. Napriklad zvétsi-li se vyska

0 0
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* body vzestupné vétve
* body sestupné vétve

— K=K
ep

R=00

—— K=K
* el

M
M,

0.8 0.9 1

Obr. 3.13: Interakéni diagram pro ruzné vysky prufezu

1
0.9+ PP .
0.8 ,
0.7 | ,

P %°r 1

For 05 1
0.4 1
03 . - iy

— — pruzné chovani
02r — pruznoplastické chovani - L=4 m|
— pruznoplastické chovani - L=3 m
01 pruznoplastické chovani - L=2 m
0 Il Il
0 0.05 0.1 0.15

Wmax [m]

Obr. 3.14: Porovnani pro ruzné délky prutu
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* body vzestupné vétve
* body sestupné vétve

— K=K
ep

KR=00

—— K=K
el

M
M,

Obr. 3.15: Interakéni diagram pro ruzné délky prutu

09 r - =

0.7

05r

— — pruzné chovani
— pruZnoplastické chovani - 60/L:0.001

0.3r

——— pruznoplastické chovani - 50/L=0.0055
0.1

pruznoplastické chovani - 60/L:O.O1 1

0 0.02 0.04 0.06 008 0.1 012 0.14 0.16 0.18 0.2
Wmazx [m]

Obr. 3.16: Porovnani pro ruzné pocateéni excentricity
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* body vzestupné vétve
* body sestupné vétve

— K=Kk
ep

R=00

——— K=K 7
el

M
A[(il

0 0.1 02 03 04

d
3

06 07 08 09 1
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0.4
PHI,(I.’I,‘
P 0.35
0.3
0.25
0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
d
L

P, P
Obr. 3.18: Zavislost gax na pocatecéni excentricité pro % <1
0 0
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max

PC?" ’ s 7 ’ . .
prufezu h na 0.15 m, pak plati, ze B > 1. Odpovidajici graf zavislosti
0 0

na pocatecni excentricité je zobrazen na Obr. [3.19

Dalsim nazornym grafem je vykresleni zavislosti maximalni sily na stihlosti,
tedy stabilitni krivky. V sekci byl odvozen tento vztah pro idedlni prufez.
Na Obr. jsou vykresleny stabilitni kiivky pro ¢tyfi ruzné pocdtecni ex-
centricity. Pro malé 9y je v oblastech A > 1 chovani prutu velice podobné
pruznému prvku. Az pro tihlosti A blizici se A, tedy A — 1, se néhle zaéne
projevovat vliv plasticity. U prutu s vétsi pocdtecni excentricitou ovlivni plas-
tické chovani materialu zatézovaci proces i pti vétsich stihlostech a ve vétsi
mite. Vysledky numerického feseni tedy potvrzuji odhad prubéhu, ktery byl
odvozeo idedlni prufrez.

V sekci[1.2|byly sestrojeny odhady zavislosti poméru

2% na stihlosti. Konkrétné

crit
byl sestrojen dolni odhad, ve kterém se uvazovalo, ze prufez je v meznim

pruzném stavu. Horni odhad uvazoval s meznim plastickym stavem, nicméné
vztah mezi pruhybem w a zatizenim P, ktery byl pii odvozeni vyuzit, neplati
pro piipad pruznoplastického materidlu. Na Obr. jsou znazornény vyse
zminéné odhady a skutecny prubéh podle numerického vypoétu pro pruty
se tfemi ruznymi pocatecnimi excentricitami, konkrétné EO = 0.001, 2 =

L
0,
0.0055 a — = 0.01. Podle ocekévéni se kiivka skuteéného prubéhu nachdazi
mezi dolnim a hornim odhadem. Z grafu je vidét, ze pro malé stihlosti se
kiivka pfimyka k hornimu plastickému odhadu. Déle je mozné usoudit, ze
pro pocateéni excentricity blizici se nule bude kiivka témeér shodna s dolnim
pruznym odhadem.
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Obr. 3.19: Zavislost ;ax na pocéateéni excentricité pro
0 0
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02F ]
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Obr. 3.20: Zavislost ]n;ax na stihlosti
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Obr. 3.21: Zavislost na Stihlosti
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Z.aver

V prvni ¢asti prace je popsana problematika vlivu plastického chovani na sta-
bilitu tlaceného prvku. Pro jednoduchost jsou nejdiive odvozeny vztahy pro
idealni prufez. Pro ten je mozné urc¢it prubéh stabilitni kiivky prutu s imper-
fekel analyticky. Dale je prvni kapitola zamérend na sestrojeni odhadu chovani
tlaceného prvku obdélnikového prurezu. Pro dolni odhad se predpoklada, ze
pii maximalnim zatizeni bude prostfedni nejnamahanéjsi prufez v meznim
pruzném stavu. Naopak pro horni odhad se predpoklada, ze prufez je v meznim
plastickém stavu. S vyuzitim vztaht ohybového momentu a normalové sily ve
zminénych meznich stavech lze sestrojit prubéh zavislosti maximalni prenesené
sily na stihlosti lambda.

Ve druhé kapitole je detailné popsan vypocet metodou stielby a algoritmus,
podle kterého vytvoreny program funguje. Ten je zaloZen na principu rov-
novahy vnéjsich a vnitinich sil. V kazdém bodé prutu musi musi byt splnéna
momentova a silovd podminka rovnovahy. S vyuzitim obou podminek lze v
kazdém prutezu vyjadiit hodnotu neznamé kiivosti k. Diskretizuje-li se osa
prutu na konecné dilky a aproximuje-li se kiivost diferenc¢ni nédhradou pro
druhou derivaci pruhybu, je mozné urcit hodnotu pruhybu v kazdém diskreti-
zovaném bodé. Zopakovanim vypoctu pro zvysujici se zatizeni se ziskaji body
zatézovaci kiivky a hodnota maximalniho zatizeni.

Treti kapitola je vénovana ukazkam vypoctu na konkrétnim ptikladu a po-
rovnani vysledku s metodou konecnych prvku. Ukaze se, ze vysledky vychézi
velice podobné. Déle je v této sekci proveden rozbor vysledku pro ménici se ge-
ometrické parametry, presnéji pro ruzné sirky prurezu, délky prutu a pocateéni
excentricity. Na zavér jsou porovnany vypocitané hodnoty s odhady, které byly
sestrojeny v prvni kapitole. Podle o¢ekavani se skute¢nd hodnota nachézi mezi
hornim a dolnim odhadem.

Oproti MKP je snizena dimenze problému. Je potieba diskretizovat pouze osu
prutu a diky tomu je i vypocetni naroc¢nost mnohem nizsi. Mozné pouziti v
praxi se nabizi naptiklad pro posouzeni stability tlacenych prvku prihradovych
konstrukei, kde jsou vyuzity spoje pomoci styénikovych plechu. V budoucnu
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se nabizi zobecnéni programu napiiklad pro pruty s proménnymi prutezy, pro
material se zpevnénim nebo pro jiné tvary prurezu.
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