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Abstrakt

Predmétem této bakalaiské prace je im-
plementace, porovnani a kritické zhod-
noceni vhodnosti vyuziti dudlnich metod
doménové dekompozice na tilohy modu-
larni topologické optimalizace. Naimple-
mentovany byly metody zalozené na prin-
cipu Lagrangeovych multiplikatort Total
FETI a FETI Dual-Primal véetné néko-
lika z literatury znamych variant zvysujici
robustnost a rychlost konvergence. Srov-
nany byly kromé raznych pristupt k re-
Seni hrubé ulohy také mozné skalovani a
rizné podoby projekci. V ramci préace bylo
déale navrzeno heuristické kritérium pro
adaptivni zvyseni robustnosti FETI-DP.
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FETI, iterativni resice
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Abstract

The aim of this bachelor thesis is to im-
plement, compare and critically asses the
performance and overal suitability of sev-
eral variants of dual domain decomposi-
tion methods for modular topology opti-
mization problems. Two methods based
on Lagrange multipliers principle — To-
tal FETT and Dual-Primal — with sev-
eral enhancements known from literature
are considered. Apart from various ap-
proaches to solving the coarse problem,
different scaling possibilities and projec-
tion options are also compared. Within
this thesis, a new simple heuristic criterion
that improves convergence properties of
the aforementioned primal-dual method
by adaptively adding nodes to the primal
set is presented and tested.

Keywords: domain decomposition,
modular topology optimization, FETI,
iterative solvers

Title translation: Comparison and
adaptation of dual domain
decomposition methods for modular
topology optimization problems
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Kapitola 1
Uvod

Topologicka optimalizace (TO) se stala nepostradatelnym nastrojem pro nalezeni co nej-
vhodnéjsiho rozlozeni materidlu na geometricky predem ohrani¢eném télese s ohledem na
nebo maximalizace odolnosti konstrukce proti kolapsu) a omezujici podminky (typicky omezeni
objemového zastoupeni materialu). Jako intenzivné zkoumany a vyvijeny pristup je soucasné
TO soucésti nékolika komercénich softwart pristupnych siroké vefejnosti a vyuzivd se pro
rizné prumyslové problémy, které neziidka vedou na rozsahlé soustavy rovnic, pricemz se jiz
vyskytly prvni pripady tloh dosahujicich jednotek miliard nezndmych [AALS17]. V dusledku
takto rozmérnych problémii neni ¢asto mozné fesit takovéto tlohy primo, a na pomoc musi
byt povolany iterac¢ni Tesice, které jsou vhodné uzpusobené pro paralelni vypocty. Hlavni ne-
vyhodou, kterd brani jejich castéjsimu vyuziti pro TO, je zpravidla velmi Spatna podminénost
reseného systému, ktera prameni z parametrizace rozdéleni materidlu v tlohach topologické
optimalizace, kdy jsou do modelu zahrnuta mista se skute¢nou tuhosti materidlu i s fiktivni
tuhosti prazdnych mist a mezilehlé tuhosti jsou v priibéhu vypoctu penalizovany.

Pro mnoho praktickych aplikaci je ale ¢asto kromé vysoké vypocetni naroc¢nosti limitujici
také samotnd vyroba optimalizovanych prvku, kdy Gspory dosazené mensi spotiebou materidlu
pievazi ndklady na vyrobu (unikatni formy, nezkusenost personalu, atp.). Reseni by mohla,
nabizet modularni topologicka optimalizace (MTO) nedévno predstavend v [TZD™ 21,
TDZK22], ve které se vypocetni oblast sestdva z omezeného poc¢tu unikdtnich ¢tvercovych
modula. Vicendsobny vyskyt jednotlivych modultt mutze byt tcelné vyuzit pro recyklaci
vypoctu a zkraceni vypocetniho casu.

Metody doménové dekompozice (DD), nebo také metody déleni oblasti, slouzi k Feseni velmi
rozsahlych soustav rovnic a jejich struktura umoznuje resit ¢asti vypocta nezavisle na sobé
paralelné na jednotlivych procesorech. U metody Finite Element Tearing and Interconnecting,
oznacované FETI, poprvé predstavené Farhatem a Rouxem v [FR91], byla pro homogenni
ulohy prokéazana jeji paralelni skalovatelnost. Charakterem se tedy jevi jako vhodny kandidat
pro feseni MTO.

Obsahem a zaroven hlavnim cilem predlozené bakalaiské préce je testovani a posouzeni vhod-
nosti zejména dualnich a primarné-dualnich pristuptt DD na tlohach modularni topologické
optimalizace zejména z pohledu robustnosti a rychlosti konvergence. Vlastni implementace
byla provedena v prostiedi MATLAB® [MAT21].



1. Uvod

Préce se sklad4a z osmi kapitol a je koncipovana nasledovné. Po tivodu jsou v sekci [2| uvedeny
zakladni myslenky topologické optimalizace a je predstaven reseny problém se svymi charak-
teristikami plynoucimi ze zavedené modularity. Ve [3. kapitole je predstaven princip metod
déleni oblasti bez prekryvu, zminéno rozdéleni metod a je formulovana metoda Schurovych
doplnki jakozto zastupce priméarnich metod. Po zavedeni Lagrangeovych multiplikatorta je
nasledné v kapitole 4| zminéna plné dudlni metoda Total-FETI a provedena diskuze nad
moznymi zpusoby zavedeni projekce, skalovani a vazeb. Sekce |5 obsahuje druhou uvazovanou,
tentokrat hybridni variantu metody FETI. Po predstaveni FETI Dual-Primal jsou v kapitole |6
popsany uvazované ruzné zlepsujici varianty pro obé metody a predstaveno nové kritérium pro
zlepseni vlastnosti primarné-dudlni metody FETI. Numerické porovnani je soucasti kapitoly |7
a vysledky préace uzavira kap. 8l Soucasti prace je priloha s ndzornym odvozenim projekénich
matic véetné rekapitulace jejich dulezitych identit.



Kapitola 2

Motivace

B 21 Zaklady topologické optimalizace

Jak jiz bylo zminéno v Gvodu, topologicka optimalizace se stala nepostradatelnym nastrojem
pro nalezeni optimalizovaného rozvrzeni materidlu na zadané vypocetni oblasti.

V metodé Solid Isotropic material with Penalization (SIMP) [BS04] — jedné z nejbéznéji
pouzivanych metod v TO — je materidlové zastoupeni parametrizovano skalarnim polem
relativni hustoty p(x), s 0 < p < 1, na kterém zavisi i rozlozeni tenzoru tuhosti E(x) ve
vypocetni oblasti tak, ze

E(z) = Enin + ¢’ (z) (Eo — Emin) , (2.1)

kde p je penaliza¢ni koeficient (zpravidla p > 3), ktery pomdhd v prubéhu optimaliza¢niho
procesu k docileni kyzeného tzv. ,,0-1“ rozlozeni materidlu, kdy jsou potlaceny mezilehlé
hodnoty relativni hustoty, a Eg a Enj, jsou tenzory tuhosti tuhého, respektive , prazdného“
materidlu. Poznamenejme, ze zatimco tenzor tuhosti pouzitého materialu Eg méa fyzikalni
podstatu, E;, popisujici chovani prazdné, materidlem nezaplnéné oblasti je zaveden, aby bylo
zabranéno indefinitni matici tuhosti celého problému. S ohledem na skuteéné fyzikalni chovani
je tedy zadouci, aby byla tato tuhost co nejmensi, na druhou stranu ptili§ malé hodnoty vedou
na Spatné podminény problém. Optimalni rozlozeni materidlu je obvykle hledano iteracné
pomoci oprav pole hustot v zavislosti na citlivostni analyze odezvy fyzikalniho modelu s pevné
zafixovanymi hustotami.

. 2.2 Testovaci uloha

Nasi testovaci tlohu predstavuje bézny benchmark formulaci topologické optimalizace —
Messerschmittuv-Bolkowav-Blohmtv (MBB) nosnik, tedy prosté podepreny nosnik
zatizeny soustifedénou vertikalni silou uprostied horni hrany. V nasem pripadé je oblast
nosniku o velikosti 0,375 x 1 jednotek rozdélena na 96 shodné rozmérnych c¢tvercovych
subdomén v Sesti horizontalnich a Sestnacti vertikalnich fadach. Tyto subdomény nejsou
obecné libovolné, ale jsou sestaveny z omezeného poctu unikatnich modult, u kterych je navic
definovana vzdjemna pripustna konektivita. Ta vychézi z aplikovaného principu Wangova
dlazdéni [Wan61]. V predstavené tloze je uvazovano celkem 16 téchto modult, viz Obr. 2.1
Pro numerické porovnani volime tii reprezentativni stavy z prubéhu iteraci moduldrné-
topologické optimalizace MBB nosniku s omezenym objemovym zastoupenim tuhého materidlu

3



2. Motivace

Q69

Obrazek 2.1: Priklad modulérni topologické optimalizace MBB nosniku s 96 podoblastmi. Jed-
notlivé barvy predstavuji 16 riznych typt moduld, symetrické moduly jsou zobrazeny stejnou
barvou.

rovinym 20 % oblasti, viz Obr. 2.2, Prvni uvazovany a celkové paty iteraén{ stav zachycuje
oblast na poc¢atku optimaliza¢niho procesu, tj. s nizkym rozptylem relativni hustoty a bez
ostrych prechodd v tuhostech. Priblizné prostiedni, v TO desaty iteracni krok zobrazuje
doménu se zfretelnymi rysy optimalizované konstrukce avsak s vyraznymi prechody v rozlozeni
materidlu mezi sousedicimi moduly. V posledni testované, celkové 50. iteraci se jiz konstrukce
skladéd prevazné ze dvou diskrétnich hodnot tuhosti, tj. dvou fazi — prazdnymi a materidlem
plné zastoupenymi elementy — s ostrymi vzajemnymi prechody. V rdmci vypoc¢tu modularné
topologické optimalizace byly vygenerovany stavy pro nékolik hodnot jemnosti koneénéprvkové
diskretizace zac¢inajicich na 10 x 10 a koncicich na 50 x 50 bilinedrnich obdélnikovych prvka
na kazdém modulu. Pocet nezndmych pro celou tlohu MBB pro jednotlivé jemnosti je shrnut
v tabulce 2.1l

Diskretizace modulu | 10 x 10 | 20 x 20 | 30 x 30 | 40 x 40 | 50 x 50
Pocet nezndmych | 19642 | 77682 | 174122 | 308962 | 482202

Tabulka 2.1: Pocet nezndmych v testovaci tloze pro zvolenou jemnost koneénéprvkové diskretizace
kazdého modulu

Ulohy modulérn{ topologické optimalizace vykazuji nékolik vlastnosti, které motivuji vyuziti
metod déleni oblasti:

1. Déleni oblasti na mensi celky je automaticky poskytnuto pritomnosti modult.
2. Moduly jsou c¢tvercové a subdomény tak maji vhodny pomér stran.

3. Moduly se v konstrukci nékolikrat opakuji, ¢imz se otevira prostor pro recyklaci a s ni
souvisejici urychleni vypoc¢ttu (napf. pii faktorizaci matic tuhosti jednotlivych domén).

4. Vsechny moduly maji jednotnou diskretizaci, coz nahrava aplikaci tuhostniho skalovandi,
kdy je za danych podminek odhad nové iterace nejpresnéjsi.

4



2.2. Testovaci tloha

Obrazek 2.2: Topologie MBB nosniku ziskand metodou SIMP s objemovym zastoupeni mate-
ridlu = 0,2 a pomérem tuhosti plnjch a prézdnych element@i 10 : 1 ve tfech krocich MTO
a) 5. iterace, b) 10. iterace a c) 50. iterace.

Nevyhodou tloh modularni topologické optimalizace z pohledu iterac¢nich metod, a metod
déleni oblasti predevsim, je vyskyt velkého kontrastu v materidlovych parametrech v ramci
celé domény. Pokud navic budeme brat déleni oblasti za dané modularitou ulohy, je tato
nevyhoda jesté zesilena tim, ze se tuhosti méni podél hranic subdomén, na coz jsou metody

déleni oblasti velmi citlivé [SRI3, KRR15].






Kapitola 3

Doménova dekompozice

K fesSeni rozsahlych soustav linedrnich rovnic se nabizi dva pristupy: primé a iterativni
resice. PFimé Tesice jsou robustni, rychlé a pro libovolnou tlohu dosdhnou feseni v predem
stanovitelném (vzdy koneéném) poctu operaci, ktery zavisi pouze na velikosti a charakteru
problému'|a nikoli jeho obtiZnosti. S velikosti problému ale dramaticky rostou pamétové naroky,
coz od jisté chvile za¢ne byt limitaci i pro vykonné pocitace. Navic pro Spatné podminéné tlohy
mohou byt vysledky ziskané vypoctem v konecné aritmetice zatizené vyznamnou chybou.
Iterativni Tesice jsou ze své podstaty vhodnéjsi pro moznou paralelizaci vypoctu, nebot
prevazné vyuzivanou operaci je nasobeni vektoru matici. Jejich nevyhodou je ale nedostatek
robustnosti: pokud je iloha Spatné podminénd, vypocetni ¢as se prodluzuje netimérné velikosti
problému a feseni mize byt navic postupné znehodnocovano vlivem kumulace numerickych
chyb. Vyuziti vhodného predpodminéni je pak mnohdy naprosto stézejni.

Metody doménové dekompozice zpravidla vyuzivaji ticelny kompromis mezi témito dvéma
pristupy. Tyto metody spocivaji v rozlozeni problému do dvou trovni: (i) na trovni jednotli-
vych domén probihd oddélené nejvétsi objem vypoctu nezavisle na ostatnich (jednotlivym
procesorum nebo vldknim jsou pfifazeny mensi subproblémy, které lze fesit primo), (ii) na
globalni irovni pak probiha vyména informaci. Iterativné se pak koriguji vysledky mezi témito
dvéma procesy az do dosazeni aproximace Teseni s uspokojivou velikosti rezidua.

Metody doménové dekompozice se dale déli podle charakteru neznamych hrani¢ni tlohy na
priméarni, dualni a primarné-dualni, nékdy oznacované jako hybridni. Primarni ptistupy, jako
napt. metoda Schurovych dopliku [Kru0O6] nebo Balancing Domain Decomposition [Man93]
zachovavaji fyzikalni podstatu neznamych pii feseni, v tilohdch stavebni mechaniky tedy
hledanych pfemisténi. U dudlnich metod jsou témito neznamymi ekvivalentni protéjsky, ¢ili
sily. Primarné-dualni formulace predstavuji jisty prechod mezi prvnimi dvéma zminénymi.

V celé praci se omezime na feseni soustavy linearnich rovnic ve tvaru
K = 2 (3.1)

ktera vychazi napr. z numericky diskretizovanych parcidlnich diferencidlnich rovnic dru-
hého (rovinnd napjatost) nebo ¢tvrtého fadu (napf. rovnice desek) platnych na oblasti
Q c RY d e {2,3).

Priznacné pro metody doménové dekompozice bez prekryvu podoblasti predpokladame, ze

!Standardné pouzivané faktorizace mohou byt efektivné uzpiisobeny zejména pokud je matice koeficientti
Fidka



3. Doménova dekompozice

pivodni doména 2 je rozloZzena na Ny vzajemné disjunktnich subdomén Q,, s =1... Ng,
Ns
Q=J9, unQ;=0, Vije{l...Ny};, i#j.
s=1

Hranice puvodni oblasti 02 se sklada z 0,2 s predepsanymi Dirichletovymi okrajovymi
podminkami a komplementdrni ¢dsti 07{) s Neumannovymi okrajovymi podminkami. Pro
hranice jednotlivych subdomén plati

N,
Iy =09\ 090, r=|Jr,, Dufds = 00 N 0,0
s=1

Reseni soustavy linedrnich rovnic (3.1)) je pak hleddno pomoci fady lokéalné zavedenych
subproblému
KOu®) = £ pro s=1...N,, (3.2)

kdy je navic vyzadovana spojitost na rozhrani subdomén (vynuceni této spojitosti se lisi v
zévislosti na zvolené metodé, jak bude popséno dile). Pro zjednoduseni zapisu predpoklddame,
ze v lokalnich prispévcich rovnice (3.2) jsou predné fazeny vnitini uzly oznacené dolnim
indexem 7, nasledovany uzly na hranici 025 znacené p

(s) (s) (s) (s)
o = [ K| o] e [ 3
KBI KBB

Hornimi indexy v celé préaci oznac¢ujeme doménu prislusné veliciny.

B 3.1 Primami metody

Pro svou jednoduchost zde zminime i metodu Schurovych dopliki, kterd velmi nazorné
popisuje podstatu metod DD bez prekryvu podoblasti (substructuring metod).

B 3.1.1 Metoda Schurovych dopliikii

Puvodni systém v podobé rovnice (3.1)) 1ze pomoci vhodného precislovani nezndmych ekviva-
lentné zapsat ve formé

<G KipU)T ] (u ) (e
2 2 2 2 2
) < |||

: 2 S S SR C A
S s S Ns Ns
L Ko KT e
LK) LOKE LKD) Kep | \ us fp

.
kde vektor ug uklddd viechny hraniénf uzly a LS je lokalizaénf operdtor s ortonormalnfmi

radky, ktery realizuje mapovani z lokalnich hranic 0Q° do globalnich, tedy

o) = (L) Tup, (LEHTLY =1, (3.5)



3.2. Dualni a primarné-dualni metody

a proto
Ns . . . N . .
K =Y LPKEL(LE)T, fp=> LYY (3.6)
J=1 j=1

()

Jsou-li submatice K} reguldrni, lze z vySe uvedené rovnice vyjadiit lokdlni vnitini nezndmé
v zévislosti na hrani¢nich ug jako

u® = (K= 1 (1D — KDWY Tup) proj=1,...,N,. (3.7)

Postupnym dosazenim vztahu pro vSechny subdomény do posledniho bloku rovnic v (3.4)
miizeme celou tlohu preformulovat v zdvislosti na hrani¢nich neznamych

Nsoo 0o L N .
<KBB =Y LPKGKE)TKB )T ) up = fp— Y LIKD K1 . (38)
Jj=1 j=1

K f
Odkondenzovany systém Kup = f mé oproti formulaci (3.4) pouze tolik neznamych, kolik
nezndmych stupiitt volnosti se nachdz{ na hranicich subdomén, matice K je ale kviili inverznim
subbloktum husté. Problém (3.8) predstavuje nejjednodussi zpusob kondenzace nezndmych a
oznacuje se jako hrubéa dloha. Vektor hrani¢nich neznamych lze hledat mnoha zpiisoby. V
pripadé, Ze submatice vznikla eliminaci fadku a sloupci matice K v (3.1) nélezejici hledanym
nezndmym je symetrickd a pozitivné definitni, lze vyuzit LDLT nebo Choleského faktorizaci,
pripadné vyuzit sdruzené gradienty. Blokova struktura navic umoznuje distribuci vypoctu,
tedy rozlozeni ,lokalnich“ vypocti jedné nebo nékolika subdomén mezi dostupné procesory.
Poté, co je stanoven vektor ug, jsou z rovnice (3.7)) jednoduse stanovitelné interni neznamé.
Zduraznéme, ze je zadouci, aby pocet nezndmych up byl co nejmensi. Proto by stacilo,
aby tento vektor obsahoval pouze stupné volnosti nalezejici alespon dvéma subdoméniam
a podeprené stupné volnosti. V nasem pripadé je, s ohledem na zminénou modularitu,
vyhodné ponechat na doménach stejny rozklad, jelikoz produkt Kg}( ngl))*leE); muze byt pti
opakovaném vyskytu subdomény ulozen a ve vypoctu recyklovan.

B 3.2 Duaélni a primarné-duélni metody

V metoddch DD s dudlnimi veli¢inami vstupuji do pravé strany rovnice (3.2)) také ucinky sil
vynucujici spojitost feseni {u®},_, n, ha rozhranich jednotlivych subdomén I'.

Na rozdil od podsekce 3.1.1], ve které jme pouzili indexy ; a g, nyni pro zjednoduseni zapisu
predpokldadédme, ze v lokélnich prispévcich rovnice (3.2) jsou vnitini a nepodeprené uzly, které
nelezi na I', oznacené indexem ; fazeny predné, nasledoviny uzly na hranici 0Qg N (I's U 0,,25)
znacené dolnim indexem

(s) (s) (s) (s)
K(s) — Kii Ki .U = Y . ) = f ) (3.9)
< o) A

Finite Element Tearing and Interconnecting (FETI), predstavena poprvé v [FR91], je dudlni
metoda bez prekryvu podoblasti s Lagrangeovymi multiplikdtory vyvinuta k efektivnimu
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3. Doménova dekompozice

feSeni rozsahlych linedrnich (nebo linearizovanych) systému rovnic vychazejicich napf. z
konec¢néprvkové diskretizace vypocetni oblasti 2. Tato doména je rozdélena na vétsi pocet
jednotlivych podoblasti (¢i subdomén), na kterych jsou jednotlivé uzly definovany lokalné,
coz umoznuje efektivni rozlozeni vypocetni sily pri vysokém stupni paralelizace vypoctu.

Vyborné vysledky FETI metody na predevsim pri masivnich paralelnich vypoctech postupné
motivovaly vyvoj modifikaci puvodni podoby metody, bud s cilem zvysSeni robustnosti nebo
efektivity pri paralelizaci. V nasi studii jsme se zamérili na dvé takové varianty — Total-FETI
a FETI Dual-Primal — zalozené na puvodni FETI. Ackoliv se tyto dvé metody vzajemné
principialné lisi, jejich spole¢nou vyhodou je, kromé jiného, znalost hodnosti lokalnich matic
tuhosti. Odpada tak problém se stanovovanim prahu pro nulové médy pri jejich faktorizaci. Se
znalosti fesené ulohy toto sice nepredstavuje prakticky problém, pro jednou implementovanou
metodu ale skyta obecné vyhodu.

B 3.2.1 Lagrangeovy multiplikatory

Princip Lagrangeovych multiplikdtoru predstavuje jadro dudlnich metod doménové dekom-
pozice, jeho pouziti ale nemusi byt zcela intuitivni. Proto je zde uvedeno odvozeni metody
Lagrangeovych multiplikatori véetné pripadu s vyskytem potencialné redundantnich podmi-
nek, které se v téchto metodach nezridka zamérné vyskytuji.

Uvazujme nyni tlohu, kdy hledame lokalni vazany extrém funkce F': Dp — R, Dp C R™,
na mnoziné M C Dp

M = {z e R"; G(x) = 0},

kde G(z) : R* — R™ G(z) = (Gl(:r),...Gl(x))T. Bez djmy na obecnosti uvazujme, ze
G(z) = (Gi(=),.. .Gm(x))T tvori linedrné nezavisly set omezujicich podminek pro vhodné
fazené G;(x). Zjevné plati, ze | = m v pripadé zavedeni neredundantnich podminek. Déle
predpokladame, ze ' a G maji spojité své parcidlni derivace v okoli mnoziny M.

Véta 3.1. Necht F m4 lokdlni vazany extrém na M v bodé & € M a necht Jacobiho matice
subbloku G(x)

0G1 0G1
OTp_my1  Oxp

B = : Ry :
oG, oG,
OTp_my1  Oxzp

je reguldrni. Potom existuje vektor A = ALy Ay -, N T takovy, Ze [Bub06]
VF(%) = VG(&) X. (3.10)
Duikaz. Body x = (1, ...x,) € M splnuji
Gi(x1,...,2,) =0, pro i=1,2,...,m.

Plati-li, Ze matice derivaci B je v bodé & = (&1,...,4&,) reguldrni, existuji podle véty o
implicitni funkei [dO12] funkce ¢1, ..., g takové, ze v okoli bodu 2 = (44, ..., %,—m) plati
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3.2. Dualni a primarné-dualni metody

pro body x € M

Tn—m+1 = 91(301, cee ,J,‘n,m)

T = Gm(T1, . Tnem)-

Potom lze pro x € M psat

F(z)=F(z1,...,Zn-m, G1(Z1, -« s Tnem), -« s Gm(T1s o, Tnem) )

F(x)=:H(x1,..., -Tn—m)

aprot=1,2,...,m také
Gi(-rla <oy Tn—m, gl(xla e 7xn7m)a cee 7gm(x17 ceey xnfm) =0.
Derivovanim téchto slozenych funkei podle z;, j =1,...,n—m, ziskdme
)+ —m z)+ ... + z)=0, +=1,...,m,
awj ( ) 8a:n_m+1 E)a:j ) al’n 8a:j( )
kde jsme oznadili z = (21, ... , Zn—m). Zapsanim predchoziho vztahu pro bod extrému z = &
ziskdme
891 2 8G1 f
81‘]’ 8:75]-
: — _RB! :
Ogm G
—Z z
8xj a.%'j
kde z = (Z1,...,Zn—m) je bodem lokélniho extrému funkce (n — m) proménnych H. Dle

predpokladu hladkosti F je také H diferencovatelna. Potom lze pro j =1,...,n—m psat

OH . OF _.  [0g1 . Ogm - oF or 17
neboli
OF . [0Gy 0Gm , 1 o_r[ OF oF 17
Oznacenim
OF oF 1T
BT 5 O &
A=B [ () axn(z)] (3.11)
dostavame pro j=1,...,n—m
or 0G1 , . 0Gm, .
— = —(2)A\ m - 12
5, (0= HDA L+ @A (3.12)



3. Doménova dekompozice

Z rov. (3.11)) 1ze vyjadrit

oF oGy . 0Gm 1 [\
axnfm+1 (-T) afxnferl ($) o axnferl (fE)
: =B = : 3 : (3.13)
oF 0G1 ,_ OGm, .
Z rovnosti (3.12,13.13) dostavame tvrzeni véty
VF(#)=VG(#)A, A€R™ (3.14)
pro neredundantni set podminek G.
Potom musi také existovat fesenf ve tvaru A = (Ai,..., Am, ..., N7, X €R
oF ~ aGl ~ aGl ~ )\1
al'n—m-l-l x) 85Un—m—|—1 (‘T) o 8l'n—m—i-l (x)
: =B\ = z : !
oF oGy, . oGy, .
nebot napt. volbou A\p,_p,+1 = 0,..., A\ = 0 je rovnost splnéna. Tim ziskdme znéni véty (3.10)).
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Kapitola 4
Total-FETI

Metoda Total-FETT (T-FETTI), pfedstavens v je dudlni metodou doménové
dekompozice, kterd je tzce spjatéd s puvodni metodou FETT [FR91]. Hlavni rozdil je v zavedeni
Dirichletovych okrajovych podminek (OP), které jsou vynucoviny podobné jako kontinuita v
poli posunti mezi jednotlivymi subdoménami pomoci Lagrangeovych multiplikatori.

. 4.1 Formulace T-FETI

Uvazujme tlohu linedrni pruznosti na doméné Q v podobé rovnice (3.1)). Primarni forma
problému vede na tlohu kvadratického programovani (QP) ve formé

muin %UTKU —fTu  za podminky Bu=c, (4.1)
kde
K@ u@ fQ
K u® £
K — : = , f—
K(N:) u(N:) f(N)

znaci postupné blokové diagonalni symetrickou pozitivné semidefinitni matici tuhosti fadu n,
vektor posunuti a vektor zatizeni odpovidajici prislusnému ¢islovani uzli v provedené dekom-
pozici a

_ BU)
B=[B® B® ... BN BU) = | eont V1<j<N,
' BgU |’ =J ="
pres
= [T @7 CouN O VI<j<N
C—[c c ...CS}, c EONE >J = s
pres
tak, aby platilo
Ns
Z BGul®) = Bu =c. (4.2)
s=1

B znaci matici vazeb rozméru (meont + Mpres) X n, ktera definuje spojitost napri¢ jednotlivymi
subdoménami, kde symbol m..,+ 0znacuje pocet vazeb definovanych pro uzly svazujici sousedni
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4. Total-FETI

subdomény a my,es pocet vazeb vynucujicich Dirichletovy okrajové podminky, jejichz hodnoty
jsou uréeny piislusnou hodnotou vektoru c. Radky matice B obsahuji nuly na vsech pozicich
vyjma téch, které odpovidaji stupnim volnosti dot¢enych prislusnou vazbou. Bézné je vazba
definovana mezi dvéma subdoménami a urc¢ena hodnotami {1, —1}, ale mize byt pouzit i jiny
pristup splnujici rovnici (4.2). Napf. mohou byt vazby predem definovany tak, aby B méla
ortonormalni radky, coz mtze byt vyhodné. Diskuze nad moznymi podobami B je provedena
v sekci 4.3l

Zduraznéme, ze na rozdil od standardni metody FETI je prava strana rovnice (4.2)), tj. vektor
¢, obecné netrivialni. V disledku takto definovanych Dirichletovych OP jsou matice tuhosti
vSech subdomén pozitivné semidefinitni a pocet energeticky nulovych moédu je zavisly pouze
na charakteru tlohy, napt. pro dvourozmérné tlohy mechaniky jsou nulové médy tfi, ve trech
dimenzich pak Sest. V ptipadé linedrni elasticity navic tyto médy predstavuji pohyby subdomén
jako tuhych celkii. To nese vypocetni tisporu pii regularizaci matic tuhosti [KVM™13, ¢4st 5]
jednotlivych subdomén, a zejména pak pii opakovaném vyskytu jednoho typu modulu v
konstrukci, nebot regularizace a nasledna faktorizace mize byt pro jeden modul provedena
pouze jednou a néasledné recyklovana na vsechny subdomény stejného typu bez ohledu na
skute¢ny zptsob podepreni.

Lagrangian spojeny s problémem (4.1) ma podobu

-1 -
L(T,\) = §‘TKG —fTa+ AT(Bi —¢) (4.3)
s feSenim (u, \) sedlobodové ilohy

L(u, ) = maxmin £(T, \) = minmax £(T, \).

A u u A
7 podminky stacionarity vyplyva
OL(T, ) _0 — KOy 1 BOTAE) — £6) (4.4)
au(s) d=u, A=)\
AL (T, N) s
hidnh Vet B2 =0 — S BOUE =, (4.5)
a>\ u=u, 5\:>\ s=1

coz je v kompaktnim zapisu
K BT| |u f
Podminka fesitelnosti prvni rovnice systému (4.6) zni
f — BT\ € Im(K) — f — BT L Ker(K).

Zavedenim matice R, jejiz sloupce tvori bazi Ker(K), 1ze predchozi podminku preformulovat
na vztah

RT(f-BTA) =0. (4.7)

Fyzikédlné lze rovnici vyse interpretovat jako podminku rovnovahy jednotlivych subdomén.
Hlavni vyhodou Total-FETI je, Ze lze matici R sestavit pfimo pouze se znalosti geometrie
fesené ulohy. V tlohach mechaniky (linearni elasticity) je jeji podoba dédna vektory premisténi

14



4.1. Formulace T-FETI

subdomén jako tuhych celkt, tedy prislusnymi energeticky nulovymi posuvy a pootocenimi
jako

10 10 1 o]
R? 0 1 ... 0 1 0 1
I R g
T
R(S) _ 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 . 0 1 0
RS - 0 0 1 0 0 1 0 0 1
’ —yis) l'gs) 0 .. —yﬁfs) xg-s) 0 —yT(fS) a:ﬁfs) 0
0 _ng) y%s) A 0 —zj(-s) y§s) . 0 —z,(fs) yr(fs)
i ng) 0 —a:gs) e z](s) 0 —:zg-s) e zﬁ[i) 0 —:cq(fs)_
(4.8)

S v N . . , 3 P4
kde *S ) zna¢i hodnotu soufadnice * j-tého uzlu na s-té subdoméné.

Neznamé hodnoty vyslednych posunil 1ze unikatné stanovit v zavislosti na dualnich veli¢inach
u=K(f=BTA) + Ra (4.9)

kde symbol T oznacuje libovolnou zobecnénou inverzi matice ! a zavedeny vektor o pfedstavuje
amplitudy energeticky nulovych maédu.

Dosazenim vztahu (4.9) do druhé rovnice (4.6) a zavedenim podminek rovnovahy subdomén
v podobé rovnice (4.7) ziskdme plné dudlni formulaci

BKIBT —BR| [\ BKIf — ¢
s I (10
S pomocnym pfeznacenim [?
F=BK'BT, d=BKf—c,
G = -BR, e=—R'f

ziskdvame Karushiv-Kuhntv-Tuckertv (KKT) problém [NW06, Kapitola 16]

[GFT ﬂ lil B W | (4.11)

ktery mé opét sedlobodovy charakter. Takto odkondenzovany problém mé zpravidla vyrazné
mensi pocet neznamych nez puvodni tloha. Tento systém by Slo samoziejmé fesit primo,
ale v takovém pripadé by bylo vyuziti ponékud umélé. PiimocafrejSim a na implementaci

1Zobecnénou inverzi se oznacuje kazds matice K' splitujic vatah KKK = K.
2Matice G je zde zadefinovana jinak nez v ptivodnim &lanku [DHKOG], kde plati G = —R"BT. Uprava je
motivovana snahou docilit v praci jednotného znaceni.
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4. Total-FETI

jednodussim fesenim by predstavovalo odkondenzovani puvodné rozsahlého problému pomoci
Schurovych doplikt a nasledné lokalni stanoveni hledanych posunti.

Aby byla zajisténa platnost systému (4.11), vyuziva FETT strategie v literatufe oznacované
jako initialization - projection, neboli hledanim reseni ve specidlnim tvaru

A =X+ P}, (4.12)

kde Ag je vhodné vybrany vektor spliujici druhou rovnici v (4.11), obecné hledany v podobé
~1
o =QG[GTQG| e, (4.13)

tedy Ao € Im(QG), kde Q je vhodné zvolena symetrickd pozitivné definitni matice. Pro homo-
genni tlohy je mozné volit Q = |, pro vnitiné heterogenni se doporucuje volba predpodminovace
Q = M~! nebo vhodn4 diagonalni matice[RF99]. Zbylou ¢ast feSeni zamérné hleddme Fesenim
prvni rovnice (4.11) na komplementarnim prostoru Ker(G"), éimz se eliminuje piispévek a,
jelikoz PTG = 0 (vice v pifloze |A.8).

Zbyva tedy vyfesit hraniéni dlohu (Interface problem)

Nalezni A € Im(P) = Ker(G"):  PTFPA =PT(d — F)o), (4.14)

kde P v rovnicich (4.12) a (4.14) predstavuje projekci
~1
P(Q)=1-QG|GTQG| GT, (4.15)

pro kterou plati GTP = 0.

Za predpokladu Ker(BT) = () je i matice PTF pozitivné definitni na Im(P) [PecI4]. Pokud
nejsou vazebné podminky v B zavedeny tak, aby (Ker BT) = (), postaci, aby matice PTF byla,
pozitivné definitin{ na Im(P) \ Ker(BT), nicméné feseni A pak nenf uréeno jednoznaéné. Ne-
zndm4 ¢dst Fedeni \ se v obou piipadech mize hledat iterativné pomoci metody projektovanych
predpodminénych sdruzenych gradientu (PPCG).

Testovani jednotlivych inkrementt reseni pomoci projekce P zajistuje zachovani platnosti
podminky G'\ = e v kazdém itera¢nim kroku k, nebot pro 2. rovnici v (4.11)) plati

G (Mo +PX) = GT (QG [6TQg] e+ (1-Qa[cTag] GUX) —e

Poté, co zname presné A, lze stanovit koeficienty translacnich a rotacnich premisténi
subdomén jako tuhych celkt z prvni rovnice (4.11)

a=[GTQG] " GTQ ~ FA). (4.16)

a nasledné stanovit hledané posuny z rovnice (4.9), coz je opét snadno paralelizovatelna
operace.
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4.2. Predpominéni

Algoritmus 1: Standardni PPCG [KVM™13]
Vyies PM7IPTFA=PM~!PT(d — F)\)

1 rg= d— F)\O
21+ 0
3 while Convergence criterion not satisfied do
4 w; = PTI’i
5 z; = M~ w;
6 yi = Pz;
YTWi
7| Bi=—"—— (=0
Yi—1Wi—1
8 | pi= yz’;F Bipi-1,  (Po = Yo)
9 oy = y-f_ Wi
B PZ‘NFPi
10 Air1 = Aj + aip;
11 fiv1 = ri — a;Fp;
12 14—1+1
13 5\ = 5\1

B 2.2 Piedpominéni

S ohledem na aditivni strukturu matice F je v metodé FETI inverze souc¢tu prispévku
T

BOK® RO aproximovana vazenym souc¢tem (aproximovanych) lokalnich inverzi, tedy pred-

podminova¢ mé podobu

e 0 0
-1 R R(s\T
Mt= 56 lo g(s)] (BOYT
kde ¢len S©) piedstavuje bud

® Schuritv doplnék S = K& — K& (K ~1K) pokud je vyuzit optimalni Dirichlettiy?
predpodminovac MBI, nebo

s 56 = Kl(:b) nebo 5¢) = diag(Késg% levnéjsi varianty S piezdivané lumped (M"), respek-
tive super-lumped (Mgi)v

kde diag(e) oznacuje pouze diagonélni prvky e a B() oznacuji preskalované verze definované
v sekci 4.4

B 4.3 Zavedeni vazeb v operatoru B

V kapitole 4.1| jsme zminili fakt, ze matice B neni jednoznac¢né urcéend, a mize tedy mit riiznou
podobu. Pokud uzel j lezi na hranici m; subdomén, stacilo by predepsat celkem (m; — 1)
podminek pro kazdy stupen volnosti na tomto uzlu. Zavedeni vazeb z {-1,0,1} vyhradné mezi
dvéma stupni volnosti, které je implementacné jednoduché a primocaré, ovSem nemusi byt

3Dirichlettv, nebot slouzf k vyfeseni N, Dirichletovych problémi v kazdé iteraci [TWOH)
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4. Total-FETI

nejvyhodnéjsi z pohledu fyzikalniho chovani predstaveného problému. Moznosti je zavedeni
vSech moznych podminek, kdy je stupnim volnosti na rohovému uzlu j prirazeno celkem
(") tadku v B, coz vede ke vzniku linedrné zavislych fadku (redundantnich vazeb) v B.
Touto volbou sice védomé zvétSujeme rozmér hranic¢ni tlohy (4.14), ale umoznuje primocate
sestavit mechanicky konzistentni rozlozeni Lagrangeovych multiplikatori v kazdém itera¢nim
kroku. Prestoze v pripadé redundantnich podminek neni vektor A unikatné urceny, vysledna
premisténi u ale zistdvaji jednoznacné stanovitelné. V pifpadé znalosti multiplicity m; kazdého
uzlu na hranici I' je moznosti také pfimé sestaveni B s ortonormélnimi radky. Pti takové volbé
neni treba sestavovat skalované verze této matice.

(a) (b) (c)

[1|—1| 0] 0O 1 1 0 0
(1)(1) (1)—(1] 1_(1)_(1)8 f f_i 0
HEE IR I VARG
0| 1]-1| o V2| V12| V12| V12

Obrazek 4.1: Rohovy uzel na styku ¢tyi subdomén a podoba p¥islusnych iadki [B™)|B(2)|B()|BW]:
a) Plné redundantni set vazeb, b) Jedna z moznost{ s minimédlnim po¢tem vazeb, ¢) Ortonormalni
vazby

~

B 1.4 Skalované verze B

Vhodnym skalovianim matic B lze docilit levného a velmi efektivniho zlepseni konvergence.
Pro snazsi pochopeni u¢inme kratkou odbocku k mechanické interpretaci metod zalozenych
na FETI ptistupu.

B 4.4.1 Interpretace algoritmu

Kostra algoritmického postupu vsech fesict z rodiny FETI je z mechanického pohledu velmi
intuitivné uchopitelna. Jiz jsme zminili, ze vektor A ma fyzikalni vyznam diskrétné ptisobicich
sil mezi jednotlivymi subdoménami, které je navzajem zpétné vazi k sobé tak, aby jednotlivé
¢asti hranice byly kompatibilni. Dtlezitym poznatkem je také fakt, ze reziduum projektované
na podprostor Ker(GT), viz Tadek 4] algoritmu (1, ma vyznam nespojitosti v poli posunu v
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4.4. Skilované verze B

aktudlnim kroku iterace k [RF99], nebot plati
Wy = PTrk
=PT(d—FX — FAy)
=1(d — FAg — FA) — (1= PT)(d — FAg — FXy)
—d—Flo— Fi ~ G[GTQG] " 6TQ(d ~ Fag — FAy)
=d — F(X\o + M) — Gaye

S

3 BOu®. (4.17)
=1

s=

(1) - Dekompozice domény. Uzly jsou definovany a ¢islovany pouze lokélné. Uzly na
hranici I" jsou u dudlnich metod tedy zavedeny vicekrat nez jednou.

(2) Stanoveni vektoru )\, neboli nalezeni takovych vzajemné vyvazenych sil na hranicich
jednotlivych subdomén, které zachovavaji vsechny domény v rovnovaze s ptusobicim zatiZenim.
Nésledné jsou pro lokdlné vyvazené ale nekompatibilni domény iterativné stanovovany korekce
téchto sil tak, aby byla zajisténa spojitost na hranéch.

Opakuj, dokud neni feSeni dostatec¢né presné
(3.1) - Rozdéleni a prifazeni nespojitosti jednotlivym doménam podle zvoleného
skalovani.

V prvnim kroku spociva aplikace predpodminovace ve stanoveni ocekavanych oprav v posunech

Au](:) = —(é(s))ka,
_ G](:) . ”1(4;8)

)

(3.2) - VyresSeni N; lokalnich Dirichletovych problémi, tedy nalezeni lokalni
silové odezvy na zatizeni odhadovanymi deformac¢nimi korekcemi,

AF) = 86) Aul).

V pripadé skute¢nych Schurovych doplikt se jedna o presné sily, lumped predpodminovac
odpovida sildm na doméné se zafixovanymi vnitinimi (vazbami nedotéenymi) uzly.

(3.3) - Lokéalni Neumannovy problémy, tedy stanoveni opravného vektoru z roz-
délenim piispévku (v pfipadé vhodného skédlovani) kompatibilnich ale nevyvazenych (pokud
neni dosazeno konvergence) zddanych silovych korekei Af,gs) pomoci stejného skalovani jako
v (4.18)

N .

z=Y BOAFY (4.18)
s=1
N . . .

=Y " BEISE(BENTw, (4.19)
s=1
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(3.4) - Aktualizace A minimalizaci energie kvadratické formy spojené s PPCG problé-
mem.

(4) - Lokalni dopocteni hodnoty posunt po stanoveni amplitud pootoceni a posuvi
domén.

V nejjednodussim piipadé lze predpodminovac¢ v rovnici (4.2)) sestavit pomoci matic B, s
uzitim vztahu o reziduu (4.17)) ale zjistime, ze takova volba nemuze byt v ptipadé vazeb typu
boolean v souladu s predpoklddanym zajisténim kompatibility nového odhadu . jinymi slovy
Ize tedy Tici, ze hodnoty vymahanych novych premisténi na hranici I'"? sousedicich subdomén
p a q jsou rozdilné a tedy nova oprava jiz z podstaty nesméruje ke splnéni podminek spojitosti.

Proto se vyuziva skalovani, které tyto vlastnosti zajistuje a je tedy v jistém smyslu konzis-
tentni.

e D

Mechanicky konzistentni prfedpodminovac spociva v (volné prevzato z [RF99])

1. Stanoveni mechanicky konzistentnich inkrementi Au(® tak, aby platilo

N Ns
Y B@E =S BOWY + Aul) =0 (4.20)
s=1 s=1

2. a mechanicky konzistentnich korekci z v Alg1r. |5

B®) 'z — Af)
kud
M (4.21)
STAf® =0
s=1

Piipustné podoby mechanicky konzistentnich skalovani jsou uvedeny nize.

B 4.4.2 Pro redundantni vazby

Na zakladé avah o predpokladaném fyzikalnim chovani konstrukce lze v k-tém itera¢nim kroku
stanovit {i jako vhodné vazeny prameér aktualnich ug. V pfipadé vnitiné homogenni konstrukce
lze ocekavat, ze prosty prumeér aktualné stanovenych hodnot posunt bude predstavovat vérny
odhad {i;. Takové skdlovani, oznacované jako multiplicitni, Ize stanovit pouze se znalosti
poctu subdomén, které maji na své hranici vybrany uzel. V [REF99] byla predstavena podoba
skalovani vedouci k mechanicky konzistentnimu rozdéleni sil pro plné redundantni zavedeni
vazeb jako

B() = BBl (4.22)

9

s diagonaln{ matici D) stanovenou nize.
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4.4. Skilované verze B

B 4.4.2.1 Multiplicitni $kalovani

Ozna¢me N, j mnozinu indext vSech subdomén, které maji na své hranici uzel dotéeny j-tou
vazbou v B, a #MN,; kardinalitu této mnoziny. Potom lze diagondlni prvky matice D®)
stanovit jako

1 (p)
—~7— Dbokud B #0
Bw _ ) #Nz; ’ (4.23)

0 jinak.

B 4.4.2.2 Tuhostni $kalovani (k — scaling)

V pripadé, ze ruzné tuhé ¢asti konstrukce sleduji hranici I'P4, je mozné také levné stanovit
efektivnéjsi variantu skalovani. Lze ocekavat, ze presnéjsi odhad {ip bude takovy, ktery se
bude vice blizit doméné s vyssi tuhosti.

Analogicky jako v pfedchozim pfipadé ozna¢me N, ; mnozinu indext vSech subdomén na
kterych se nachazi uzel stanoveny prislusnym nenulovym prvkem v j-tém radku B. Bez Gjmy
na obecnosti navic pro zjednoduseni zapisu predpokladejme, zZe stupné volnosti dotéené j-tou
vazbou mezi Q® a Q@ (a tedy viech subdomén r € N.j) jsou Fazeny totozné. Potom lze
diagonalni prvky matice D® stanovit jako

K2
—% ——  pokud B(»pi #0
o) _ ) ¥ K g
BP =4 &, (4.24)
0 jinak.

Tuhosti na jednotlivych stupnich volnosti na I" jsou tedy reprezentovany prislusnymi diago-
nalnimi prvky matic tuhosti.

B 4.4.3 Libovolné vazby

Zobecnénim lze vyse predstaveného skalovani docilit pro libovolnou podobu vazeb nasle-
dovné [Spi]

N t
B — (Z B(j)(D<j>)1B(j>T> BO&(DE), (4.25)

kde

D — {diag(K(p)) ... v pripadé tuhostniho skdlovani

| ... v pripadé multiplicitniho skdlovani.

Clen (Z;V:él B(j)(D(j))*lB(j)T) na pravé strané rov. (4.25) ma blokové diagonaln{ strukturu,
pricemz velikost blokt, které stac¢i (pseudo)invertovat, odpovida poc¢tu vazeb zavedenych na
stupni volnosti kazdého uzlu. V pripadeé, ze B ma plnou radkovou hodnost, je tento ¢len dobre
definovany a jeho skute¢nd inverze nepredstavuje vypocetné drahou operaci.
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Volné teéeno, v pripadé skalovani zachovavajiciho skoky v posunech, tedy takového, pro

které plati vztah
N,

> (BU(B)T)B =8, (4.26)

s=1

jiz nema zpusob zavedeni vazeb (podkapitola 4.3)) vliv na rychlost konvergence metody a je
tak spiSe otdzkou chuti pti implementaci.

Ptipomenme, Ze ortonormalni vazby predstavuji specidlni piipad konzistentniho zavedeni,
kde se spokojime s a priori danou opravou. Muze tedy byt variantou pro vypocetné jednoduché
homogenni tlohy.

B 45 Volba projekce

Necht m<n a G je pro tuto chvili R™*™ matice s plnou sloupcovou hodnosti, F je symetricka
pozitivné definitni matice. Resme systém

BRToRE)

Presné reSeni oznacme A, &.

Reseni na Ker(G") I

Resme pro tuto chvili prvni rovnici (4.27) ve tvaru

FA=d— Ga (4.28)

na Ker(GT"). S vyuzitim principu Lagrangeovych multiplikdtort hleddme Feseni

,\ 1
A =argmin =ATFA — (d — Ga) T\, (4.29)
AR 2

GTA=0

feseny opét v podobé KKT systému

SR -

Odkondenzovanim problému na dudlni neznamé v ve smyslu Schurovych doplinkt dostavame

G'F Gy =G"F!(d - Ga). (4.31)
Potom
7= [GTFg| “'GTFL(d - Ga) (4.32)
a 7z (4.30, [4.32)
Pe LG

M =F1d-Ga)-F'Gy=(I-F'G [GTFflGrl GT)F'(d—Ga).  (4.33)
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4.5. Voolba projekce

Jelikoz Pg | g FF1G=0 (viz priloha |A.1} vztah |A.8), vySe hledané FeSeni neni zavislé na a.
Lze tedy také psat
M=PpigF 1 (d-G&) =PricA, (4.34)

¢im7 ziskdvame podle oéekdvani A; jako F-kolmou projekci feSeni rovnice (4.27) na Ker(GT).

Reseni na range(G)

Resme nyni (4.28) na prostoru Im(G). Piedpoklidejme, Ze zndme &. Ziskdme
G'FGv = G'(d — Ga&) (4.35)

s TeSenim
Pr.c

fo=Gv=G[GTFG] ' GT(d - Ga) = G[GTFG] ' GTFA. (4.36)

Jinymi slovy lze A2 stanovit op¢t jako F-ortogondlni projekci oznacenou Pg ¢ pfesného fe-
seni (4.27) na Im(G).

Jak vidno, pri feSeni (4.27) na zadanych podprostorech se prirozené vyskytuje F-kolmé
projekce. Tu ale v praxi nejsme ochotni pro iterac¢ni fesi¢ uvazovat, nebot by bylo tfeba
stanovit inverzi F a v takovém pripadé by bylo mozné feseni snadno stanovit vyfesenim
ulohy (4.27) odkondenzované na « a primym dopocitanim .

ReSeni na Ker(G") II
Resme znovu (4.27) na jadru GT, tentokrat ve tvaru jako v metodé FETI

-1
Phic FPuic A=Ph cd, Puic=1-MG[6TM 16| 6T (4.37)
—_————
H

s matici M~! vhodné aproximujici F~'. V limitnim piipadé mizeme uvazovat M—! = F~1
potom plati
PE 1 GFPriGgv=Pf ¢b. (4.38)

Systémovou matici (4.38) pak lze zjednodusit
“1e[eTe-1c]l ey 1 [eTe1e] et
H=(-F"'G[6TF 16| GNTF(I-F'G[cTF 6| &)
=F-G(G'F!G)1GT.
Predpodminénim H limitni volbou F~! bychom ziskali
F'H=Pric= | — F'G(GF'G)'GT,

coz je matice projekce se spektrem obsahujicim pravé m nulovych a n—m vlastnich c¢isel
rovnych 1.
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Volba projekce mé urcujici vliv na efektivitu dudlnich metod FETI. Dle porovnani nize
je ale zjevné, ze pro tlohy s vétsim rozptylem v koeficientech miize i diagondalni skalovani
vyrazné zlepsit podminénost.

Cislo podminénosti n(PM;lPTF | range(P))

MTO: Iterace 05
M-t =1 Mg, M7 M5! M- =F-1
P(1) 5.802x10° 1.390x10% 6.817x103 2.001x10? 7.657x10?
) 7.755%10° 1.634x10? 7.479x101  2.018x10'01  2.068x10°
P(Mh) 8.405x10°  2.082x102  6.867x10'  1.551x10'  1.687x10°
)
)

4.945%10° 7.835%102 4.435%102 1.155%x 10101 6.001x10°
1.505%106 5.353x102 1.340x10? 6.211x10" 1.000x10°
MTO: Iterace 10

M~ =] Mg, M M5! M- =F!

P(I) 1.822x101°  6.672x108 3.518x10% 1.103x108 2.374x107
P(Mg) | 3.704x10'  8.497x10*  3.820x10*  8.801x10®>  1.993x10!
P(M{1) | 3.240x10'"  1.005x10°  3.098x10*  5.674x10°  1.938x10"
P(Mp') | 6.898x10'"  8.478x10°  4.658x10°  2.068x10%2  3.307x10'
P(F1) 2.836x101°  5.587x10°  1.447x10°  5.343x107  1.000x10°

MTO: Iterace 50
M~ =1 Mg, M M5! ML =F-T
P(l) 2.310x101°  1.254x10°  6.848x10°  1.913x10°  4.607x107

) 3.154x10° 1.356x10% 6.025x103 2.665x103 5.793x10!
P(M[l) 3.307x101° 1.656x10% 5.099x10? 1.931x10? 4.634x10*
P(Mgh) 1.157x101  3.635x10*  1.474x10*  6.931x102  3.956x10*

) 3.197x101° 1.573x10° 4.194x108 1.605x10% 1.000x10°

Tabulka 4.1: Cisla podminénosti iterativné feseného problému pro riizné volby projekce a pied-
podminéni s tuhostnim skdlovanim, ziskané na tlohach se siti 10 x 10

Jak lze sledovat z tab. 4.1, s drazsim predpodminénim ¢islo podminénosti obecné klesa,
coz je v souladu s ocekdvanim. V pripadé volby F-kolmé projekce spojené se skutec¢nou
inverzi F v predpodminéni bylo numericky ovéreno, ze systém ma v takovém pripadé vlastni
¢isla pouze {0,1} a Feseni je ziskatelné na jednu iteraci. Zajimavym poznatkem je vzdjemna
neslucitelnost F-kolmé projekce s jinymi (realné aplikovatelnymi) volbami M7 . Obecné Ize z
tabulky pfedpovidat, ze pro jeden typ M~! v pfedpodmitiovacim kroku nenf vyhodné aplikovat
drazsi volbu M1 pro definovani projekce. Toto pozorovani miize byt zévislé na charakteru
problému a predchozi poznatek nemusi platit dogmaticky, nebot konvergence bude zaviset
na celém rozlozeni spektra. Nicméné dle obr. 4.2, ve kterém je zndzornéna zavislost poctu
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iteraci a pribéhu mérené chyby invariantni na hodnoté poc¢ateéniho odhadu, se toto sledovani
potvrzuje.

Zde, pro zajisténi porovnatelnosti, mérime chybu v realitvni euklidovské normé

|\ udirect — ur-FETI||
H Udirect ||

Ereal = )

s feSenim ugjrect ziskaném piimo z (3.1), které je timto prohlasené za referen¢ni, a ur pgrr
je sestavené z lokélnich prispévku stanovenych podle kapitoly 4. Zastavovaci kritérium je
stanoveno na eyeq < 1x1076.

P(I)
—— P(Mg)
P(MY)
P(MpY
—e— Mg}
—— M !
e M !

B Tolerance €
,

Ereal

—P(I)
P(Mg;)
~ i
0 Vﬂ*ﬁ»ﬂ.‘: e | D
A 190 0. b ML
uﬂ'g OHO“.O“O.‘O” - ———— %I)Ll)erance €

Ereal

Iterace

(b)

Ereal

——— Tolerance e

8 . P(Mgy

- O R ; A -1

100 s Gm ‘g"3"'5""§'::E-liﬂ-718ffﬁ-'"‘é:-.%;-’f@‘%;:8}.’5?@?‘1@:: éégg " g‘;ﬁ%"'@f}jfﬂ:’;@:ﬂiﬁﬂ?‘g P(MY)
0

50 100 150 200 250 300 350
Iterace

()

Obrazek 4.2: Prubéh méfené chyby €,.¢q; v prubéhu iteraci metody T-FETI s tuhostnim skalovanim
a) 5. iterace v MTO, b) 10. iterace, c¢) 50. iterace MBB nosniku.

Optikou rychlosti konvergence mérenou poctem iteraci se jako nejucinéjsi podle ocekavani
jevi kombinace Dirichletova predpodminéni pouzitého taktéz k zavedeni projekce (fialovou
barvou). Ve srovnani s ostatnimi poskytuje solidni vysledky také diagonalni skalovani (oran-
zove). Jelikoz je aplikace projektoru jednou z kritickych ¢asti metody, nebot neni ptirozené
paralelizovatelné, diagonalni skalovani je vitané, nebot nijak neovliviiuje fidkost hrubé tlohy
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a s tim spojenou komunikaci napri¢ doménami. Konzistentni volby pro definovani projekce
a nasledného predpodminéni vykazuji obecné dobré vysledky ve srovnani s nejblizsimi vari-
antami, coz je praktické. Pouziti ortogonalniho projektoru (oznacen modrou barvou) se jevi
jako nevhodné. Jiz v patém itera¢nim kroku pro relativné homogenni rozlozeni materidlu
neposkytuje pozadovanou presnost a ustaluje se. Navic je s nim spojend radoveé vyssi hodnota
pocatecni chyby.

Pocéatecni odhad vstupujici do algoritmu (uréeny rovnici (4.13)) velmi nédzorné ilustruje
miru informace o rfesené tloze nesenou zvolenou ortogonalitou projekce, coz potvrzuji také
schémata v Obr. |4.4. Je zfetelné, ze v pripadé nejlepsiho dosazitelného, t.j. (MBI)*l—kolmého
projektoru predstavuje primo ziskand pocatecni ¢ast reseni velmi vérny odhad toho skutec¢ného.
Naopak v ptipadé pouhého euklidovsky kolmého projektoru nemé pocatecni odhad zadné
informace o rozlozeni tuhosti v konstrukci a relativni rozlozeni sil tak odpovida spise pusobeni
na prostém, materidlové homogennim nosniku. Je treba zdtraznit, ze ve vSech schématech se
jedna o totoznou ulohu. Ptsobici sily jsou pro ucely schémat riizné skalované, coz je patrné
pri pohledu na reakce v krajnich uzlech na dolni hranici domény. S védomim toho vyzni
nepresnost pripadu |4.4(c) o to zietelnéji.

7 porovnani |4.2] a 4.3| je patrny stézejni vliv pouzitého skdlovani. S vyskytem rozdila
tuhosti napri¢ hranicemi sousedicich subdomén je Spatny odhad rozdéleni nespojitosti u
multiplicitniho skalovani zasadné omezujici, spolecné s vysokym pocatecnim odhadem se pro
nehomogenni problémy jevi jako prakticky nepouzitelné.

P(I)
P(Mgy)
P(M;Y)
— P(Mp")
—e— Mg}
—— M !
—e— M}

— Tolerance €

Reziduum &,y

Iterace

Obrazek 4.3: Pribéh métrené chyby e,.q; v pribéhu iteraci metody T-FETIT s multiplicitnim
skalovanim v 5. iteraci MTO

S prihlédnutim na obtiznost tloh vychéazejicich z MTO se pro dalsi vypocty spokojime
se dvéma zdanlivé nejvhodnéjiimi variantami: (i) s projektorem P(Mg') a (i) Gisporn&jsim
P( Mgl_l); pro obé moznosti byl vyuzit Dirichletiv pfedpodminovaé Mz_)l a k—scaling.

Vysledky jsou v souladu se zavéry v [GRRO3].
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(b)

Obrazek 4.4: Tlustrativni vykresleni ,lepicich® sil (B(*)TX (rov ve 30. kroku TO. Zelena
barva postihuje tlakové ptisobeni, ¢ervend tlakové. a) Skutecné rozlozeni v dokonvergovaném stavu
b) Cast feseni ziskand na prostoru range(M,,'G) c) Cést feseni ziskans na range(G)
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Kapitola 5
FETI Dual-Primal

FETI Dual Primal (FETI-DP), piedstavena poprvé v [FLLT01], je upravenou verzi ptivodn{
FETI. Podstatou se velmi 1isi od Total-FETI, ktera zavedenim Dirichletovych okrajovych
podminek pomoci Lagrangeovych multiplikdtora zachovava ,levitujici“ charakter vsech subdo-
mén, které pak maji znama jadra semidefinitnich matic tuhosti, coz umoznuje jejich snadnou
regularizaci. Pristup FETI-DP je naprosto opacny. Po vzoru FETI-2 je v celém prabéhu ite-
ra¢niho Feseni problému vynucovana spojitost nékterych ¢asti pole posunt. Ta je ale zavedena
na globalni drovni v primarnich neznamych, tedy je vhodné je zavést tak, aby byly veskeré
domény dostatecné podeprené na to, aby bylo zabranéno vyskytu energeticky nulovych modu.
Tim je zabranéno nutnosti sestavovani pseudoinverzi.

B 5.1 Formulace FETI-DP

Uvazujme problém (3.1) a jeho dekompozici provedenou v kapitole |3l Na jednotlivych subdo-
ménach rozlisSujeme

1. Vnitfni uzly odpovidaji u; v dekompozici predstavené v |3.3
2. Uzly na hranici

8 Primarni II jsou definovany unikatné na globalni trovni tak, aby predchazely
nutnosti pseudoinvertovat lokalni matice tuhosti. Zpravidla jsou do II voleny koncové
uzly jednotlivych hran na I' (nebo rohové uzly).

#® Dudlni A na hranici I', mezi kterymi je iterativné vynucovana spojitost.
® Zbylé B, uzly na (Y, 90()) \ T.

Pro zpiehlednéni zépisu predpokladejme, Ze stupné volnosti na hranici subdomény 9Q(%)
jsou tazeny tak, ze plati

s ] s s s s
up, KBTBT KBTA KBTH fBT
S __ S _ S S S S J—
up = |u} |, Kgp= | Kip, Kin Kin |, afpp=|f} [ (5.1)
S S S S S
Uty Kiis, Kia  Kim fi1

a sloucenim ,nehrani¢nich® stupni volnosti

L . K$, K3 .| f
uz = ! 1 ) KII = [ sII KSIBT 1 y a fZ = [ sI 1 . (52)
By B,
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ziskdme pro nase tcely vhodné ptreznacené veliciny

uz Kiz Kiyn Kin fz
u' = |uj |, K= [Kis Kix Kipgl, a "= [fi]. (5.3)
uy Kiiz Kia Kimn il

FETI-DP obchézi problém se semidefinitnimi maticemi zajisténim kontinuity v poli posunt
primarnich neznamych II pfimo pti sestaveni rovnic na globalni tirovni. Ozna¢me mnozinu
stupnu volnosti vSech priméarnich uzla jako

T AT T
um = [u(Hl) u(rf) U%NH) } (5.4)
kde ug) predstavuje vSechny stupné volnosti j-tého z celkem Ny primérnich uzli. Potom
podobné jako v rov. (4.2)) zavedeme pro kazdou subdoménu matice tak, aby platilo

NS . .
B = ) S804 — o, 65
j=1
B(I-Is)un = “I(‘T)' (5.6)
S vyuzitim vztahu (5.3) az (5.6)) ziskdme, opét v souladu s principem Lagrangeovych multipli-

katort, findlni tvar soustavy linearnich rovnic v podobé

[ Ky K KB 0 Ty
1 1 1) (1 nT z
<K s s | |

Ny Ny Ns. Ny . \
K(II) K(IA) K(IH)B(H : 0 T u(INS)
N, N, Ns) (N N, N,
- ) ke e [
B k) B KW BN T U) gN) T N 0 "
L0 B .. 0 B 0 0 |
(5.7)

kde jsme oznacili

N
Ko = Z (Bg))TKgl)'[Bl('f)
s=1

Ns
f=Y BIf
s=1

predstavuje sestavenou pravou stranu.

Rovnice (5.7) je strukturou velmi podobna (3.4) s tim rozdilem, Ze zde je zavedena dudlni
veli¢ina A. Proto se FETT také oznacuje jako metoda dualniho Schurova doplitku. Pomocnym
sjednocenim vnitinich a dudlné definovanych uzli

- 5] G-l w-[r)]
up Kaz Kia f

A
S S S S T
B, = o 8], Kitk = [kl K& Kish = K&, (5.8)
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5.1. Formulace FETI-DP

lze po vzoru|3.1.1 z rov. (5.7) vyjadrit zbylé stupné volnosti jako

S S T
o = (<) B A KB 39

nebot mnozina primérnich uzli II je zdmérné volena tak, aby submatice KSL byly regularni.
Zbylé stupné volnosti 1ze nasledné odkondenzovat dosazenim rov. (5.9) do rov. (5.7)), ¢imz

dostaneme sedlobodovou tlohu v primérné-dudlni formulaci

Fre Frn | [A)_ [ dr
f St =) 610

kde jsme zavedli

Ns
FrRr= BS)(K(S) )_I(BS))T

s=1

Frr' = Frin = Z B RR 1K§%%I B(rf) J

N
Y, s SI\T S) \— s s
Kimn = K — Y (KgBi) T (Kip) ™ (KinBi)
s=1

N,
dr = BR (Kip) ',
s=1

N,
= 3 (KB K5
s=1

Opétovnou eliminaci, tentokrat primarnich premisténi ury, dostdvame pro numerické itera¢ni
feseni vyhodnéjsi formulaci

(Frr + Fro (Kom) ™ Fig)A = dr — Fro(Knm) ™ fir, (5.11)

nebot leva strana je tentokrat symetrickd a pozitivné definitni a opét muze byt reSena
metodami vyuzivajici Krylovovy prostory, napr. predpodminénymi sdruzenymi gradienty jako
v Alg. |1 se zanedbénim projekei (formélnim stanovenim P = |, zastavovaci podminka je pak
stanovena shodné s T-FETT jako vw'z). Pfedpodminéni je sestaveno ve obdobném duchu
jako v v podsekci 4.2, pouze (aproximovany) Schurtv doplnék je tvofen z mnoziny Z a A,
nebot prispévky II jsou reseny primo.

Poté, co je stanoven vektor A, lze sestavit uyy z druhé rovnice v (5.10) a zbyld premisténi
jednoduse z (5.9).

31



32



Kapitola 0

Zlepsujici varianty

Jelikoz jsou z literatury znamé problémy s konvergenci metod zalozenych na FETT ptistupu,
zejména v pripadé (i) vysokého rozptylu v koeficientech, (ii) zazubenych hran, (iii) domén s
nevhodnym pomérem stran (oboji problém zejména u algoritmu déleni oblasti) a (iv) vyskytu
heterogenit napfi¢ jednotliviymi doménami, byla snaha mnoha autorti tuto metodu vylepsit.
Nékteré pristupy se soustfedi na efektivnéjsi feseni jinak nepozménénych vstupnich vztaha
napr. za pomoci vyuziti blokovych variant sdruzenych gradienti: bud samostatnym uvazenim
prispévku jednotlivych subdomén do pravé strany (Block FETT) nebo vyuzitim lokélnich
prispévki v predpodminovadi separatné k urychleni konvergence (S-FETI) [GRRS15]. Jiné
se soustiedi na postihnuti problematické ¢asti hrani¢ni tilohy pomoci deflacnich strategii
nebo projector preconditioning. Tyto pristupy adaptivné reaguji na Spatné podminény systém
tim, ze ¢ast Teseni zodpovédnou za pomalou konvergenci predfesi pifimo a pouze zbylou
fesi sdruzenymi gradienty. Takova pomoc je ale vypocetné drahd, nebot potfebujeme mit
k dispozici bazi vhodné zvoleného podprostoru (Ker(GT) u ryze dudlni FETI), kterého lze
docilit napt. fesenim lokalnich zobecnénych problémi vlastnich ¢isel. Jelikoz potiebujeme
pouze vektory prislusejici nékolika nejmensim vlastnim ¢islim, mutze byt takovy problém
teSen iteracné. Takova operace je ale v kazdém pripadé vypocetné velmi draha.

Pro nase porovnani jsme vybrali z literatury znamé a efektivni vylepsSeni pro rozsiahlé a spatné
podminéné soustavy rovnic. Nejdiive jsme vyuzili metodu predpodminénych (projektovanych)
gradientd s plnou reortogonalizaci smérovych vektori, dale simultdnni FETI s vice vyuzitymi
sméry v jednom itera¢nim kroku. Pro testovaci uicely byla naimplementovana dvoudroviova
metoda FETI-2, kterd je ve srovnani obohacena o GenEO hruby prostor. Z pozorovani
efektivity téchto vylepsSeni je nasledné ozkousen vliv ptridani novych primérné definovanych
uzlt v pravidelnych intervalech u metody FETI-DP, jehoz slibné vysledky motivovaly nase
snahy o vhodnéjsi adaptivni vybér. V zavéru kapitoly je navrzeno vlastni jednoduché kritérium
pro tuto moznost, které samo o sobé predstavuje miniméalni navyseni vypocetniho casu.

B 6.1 P reortogonalizace

V algoritmu (1| predpokladame, ze smérové vektory zistavaji konjugované, tedy v itera¢nim
kroku ¢ plati

ijkaO Vj;ﬁk, j,k<i.
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6. Zlepsujici varianty

-
LW
Za tohoto predpokladu vyuzivime zndmého vztahu [Kru06] 5; = Tyzil pro stanoveni
Yi—1Wi—1

nového sméru ve tvaru p; =vy; + Bipi—1 -

To plati v presné aritmetice, nicméné s rostoucim poctem krok se vyraznéji proje-
vuji numerické chyby. Proto se pro redlné inzenyrské problémy vyuziva plné reortogona-
lizace [FPLO0, [GROG].

Novy smér se vyhledava ve tvaru
i—1
pi =wi — > dupi,
=0
pricemz ¢; se stanovi pro vsechna [ < i z podminky F-ortogonality smérovych vektoru
i—1
T T T
p; Fpi = p/ Fyi — > _ dirpy Fps
k=0
0 = p/ Fy; — ¢ap| Fpi

. p; Fy;
g =
p Fp

Namisto vyse nastinéného klasického Gramova-Schmidtova procesu se k reortogonalizaci

vvvvv

(vizte fadky (14| az (16| v Alg. 3)

. 6.2 Simultaneous-FETI

Standardné je metoda FETI zavisla na kvalité predpodminéni. V jeho standardni podobé
jsou ovsem i pres lokalné optimalni prispévky a uzivana skalovani vytraceny informace na
globalni drovni dlohy a reSeni tak nekonverguje dostatecné rychle, piipadné vibec. Pro pripad
heterogenit bylo vyvinuto Simultaneous-FETI [GRRS15], které poodkryva aditivni charakter
predpodminéni.

Namisto uvazovani pouze jednoho smérového vektoru p je v kazdé iteraci u Simultaneous
FETI (S-FETI) vyuzito k minimalizaci energie viech N lokalnich pispévka B($)S()(B())T
jakozto novych ,smeéra“, kazdy nalezici jedné ze subdomén. Nové sméry jsou dany prislusnymi
sloupci v P, pficemz pro puvodni konjugovany smérovy vektor plati p = P1, kde 1 =
PJV”qTERM.

Disledkem toho je tentokrat nutné v kazdé iteraci i resit systém Ny x Ng rovnic spojenych
s minimalizaci funkcionalu a konjugaci vektort. Pro feseni modularnich konstrukei se nejvice
osvédc¢ila adaptace s procedurou kontrolujici hodnost A; taktéz popsand v [GRRS15], ktera
pomoci Choleského faktorizace s pivotaci [HHLO7| extrahuje linedrné zavislé sméry v piipadé,
ze je A; pouze semidefinitni. Namisto nutnosti pseudoinvertovat tuto matici pak lze nésledné
F-ortonormalizovat zbylé, linedrné nezavislé sméry.
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6.3. FETI-2

Algoritmus 2: Rank-Revealing Simultaneous FETI [GRRS15]

1 rg= d— F)\()
2 wWg = PTFO
8 Zo=[..,BO SO B Twy, .|, ¥s € {1,..., Ny}
4 Po = PZ()
5 5\0 =0
6 1+ 0
7 while \/w;rZil > e do
A =QlP;
. T T L o
10 Faktorizuj NA; N'" = LL" tak, aby L = < 0
[T
11 IP)Z — Pl NT 0
[-T
12 Qi+ Q;NT 0
13 A+ |
14 | u=Plw
15 | Aip1 =X+ Py
16 | wirg=w; —PT Qi
17 Zi+1 = { . BS gs(BS)TWH_l, .. ]
18 | Pip1=PZipy
19 for 0<j<ido
20 Wj = Q;r Pi+1
21 Piy1 ¢ Pipr — PV
22 | 140+ 1
B 63 FETI2

V predchozich kapitoladch jsme se presvédcili, ze vybér hrubého prostoru a zajisténi spojitosti
¢asti feseni (FETI-DP) m4 stézejni dopad na zajisténi a rychlost konvergence. Pokud bychom
byli schopni urcit ¢ast prostoru feseni zodpovédnou za problémy s konvergenci, mohli bychom
obohatit primo stanovované reSeni o ¢ast ziskanou na tomto podprostoru a néasledné iterativné
vyhledavat na zbylém, jiz méné problémovém podprostoru. Toto je myslenka dvoutroviové

metody FETI, také nazyvané FETI-2, predstavené v [FM98] [FCMROIS].

Zavedenim druhé trovné feseni lze, podobné jako v (4.12) pomoci stanoveni ¢dste¢ného
feseni a testovanim inkrementt pomoci projekce, v kazdém itera¢nim kroku vynutit volitelnou
podminku v podobé CTw = 0, kde w je projektované reziduum (Alg. |1, 31). Matice C tvoif
bézi vhodné vybraného podprostoru Im(P) a jeji podoba muze byt volena ruzné. Napriklad
stanovenim sloupce v C s nulovymi prvky a n-tym prvkem rovnym 1 (pfipadné jakékoli

17Znadeni neznamych se oproti literatute lisi z diivodu snazstho srovnani s alg. |1
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6. Zlepsujici varianty

nenulové konstanté) lze po vzoru FETI-DP docilit platnost podminky predstavené n-tym
radkem matice B.

Algoritmus 3: FETI-2 s plnou reortogonalizaci [GRRS15]
Vyies PM7'PTFA = PM~I1PT(d — F)\g)

1 XA =C(CTFC)~'CT(d—FX)
2 Pc=1-C(CTFC)"!CTF

3 r():d—F)\o

4 WQZPTPEFO

5 Zon_1W0

6 po =Pz

7 1+ 0, 3\0<—0

8 while p;r z; > e do
PiTZi
p; FPcpi
10 A1 = A+ aip;
11 Wit+1 = Wj — O[Z'PT PZ F Pi

9 o =

12 zZ; = M-1 W;
13 pi+1 = Pz;11
14 for 0<j<ido
15 ¢ij = p; FPcpiy
bij
16 Pi+1 < Pitl = Frp  Pj
' " pJFPcp;

17 11+ 1

18 /\:>\0+5\0+PC:\i

Symbolem ¢ je oznacena dostatecné nizka tolerance energetické chyby.

B 6.3.1 FETI GenEO

Sofistikovanéjsi zpisob, ktery pomoci feseni zobecnénych tloh vlastnich ¢isel adaptivné vybira
primarn{ neznamé v metodé FETI-DP, navrhl Mandel a Sousedik v [MS07]. V ¢lanku [SDH™13]
byla predstavena dvoutdroviniové varianta FETI se spektrem systémové matice a priori ohrani-
¢enym v zavislosti na zadaném prahu.

Tato varianta spoc¢iva v nalezeni (aproximovanych) vlastnich vektora odpovidajicich nejmen-
$im nenulovym vlastnim ¢isltim N zobecnénych problému vlastnich ¢isel na trovni subdo-
mén [SDH"13]

g(s) V’(:) _ M;(:)B(S)T ( 3 g(p)g(p)g(p)T) B(S)Vl(:) =0, (6.1)
peENS

kde N¢ = {p c€{l...Ns},p #5006 NQk +£ (Z)}, a naslednym stanovenim sloupcii C jako

{PgB(S)Tv,(:) 10 < ,u,(f) < 7} pro kazdou doménu s a zvoleny préh 7.
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6.3. FETI-2

Ackoli lze tyto problémy resit paralelné a zavedend modularita umoznuje recyklovat pri-
spévky v , ve kterych se opakuje vyskyt stejnych blok subdomény a jejich sousedu
tvorenych stejnymi moduly nehledé na umisténi v konstrukci, takové teseni predstavuje
enormni vypocetni zatéz.

S pomoci této metody bylo mozné alespon neprimo validovat spravnost implementace.
V grafech je v semilogaritmickém méritku znazornéno rozlozeni ¢asti nejmensich vlastnich
¢isel (svisla osa) na jednotlivych subdoménéch (vodorovna osa), barvou jsou odliseny jednotlivé
moduly (viz 2.1). V zdvéreném porovnani (kapitola [7) se potvrzuje, Ze obohacenim hrubého
prostoru o relativné nizky pocet vlastnich vektort odpovidajicich odlehlym malym vlastnim
¢islim postaci k velmi znatelnému snizeni potrebnych iterac¢nich kroki.

E 3
E z
% E k|
£ z
E z
1 E | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | E
POOFORPPR LR RNERPPELELRNV ORI TS PP
(a)

1 NP _

388 F O L T O

- »' . . ! I . . . . :: . . 3
% :431 :; i:oooooc:. 1 ‘ ‘ ‘ -t ::
107°F "0 0 gy g B

20OLORPPRRDPPLD I ORSFE PR RAVORYPE PP
(b)

1. _ . .
ol TOLTTTAARN IR VLA LT ACECCR LY IO LTI
%EE%:. . ! . ‘s s 3 :; It :;E: . : :
107 E | | [ T S T I B Rl °1° L T T Y Nt N R B

L1 I I [ I [
?OOLORPPRRPLD X ORSFE PR RNV ORYPE PP
(c)

Obrazek 6.1: Nejmensi vlastni ¢isla odpovidajici ,,$8patnym® médiam na jednotlivych subdoménéch.
Typ modulu je predstaven jednou z 8 barev. Ziskané na siti 50 x 50 a) 5. iterace, b) 10. iterace a
¢) 50. iterace v MTO
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6. Zlepsujici varianty

Modul 15 15 15 8 8 8 2 2
035 )\4 7.90e-05 ﬂ’sg /\4 7.46e-05 ﬂsz ).4 7.46e-05 n“: )\4 =3.97e-05 054: )‘4: 3.97e-05 ﬂ - /\ =3.97e-05 ﬂ o )\ =5.56e-03 ﬂ 2 )\ =2.66e-03
MTO: 'y "
Modul 11 11 11 11
ﬂ‘ /\7 =9.15e-04 QA: )\e =6.00e-04 04: )\5 =4.18e-04 ﬂa: AA =3.92e-04 sz: )\‘ =6.32e-03 ﬂ. A =6.09e-03 ﬂ /\ =6.09e-03
MTO:
Krok 10

Modul 2

0y A, =6.37e-04 Q0 Ao =2.73e-04 Q0 A = 1.82e-04 A, =1.32e-04 2, A, =6.80e-03 Qg A, =3.60e-03 Qg A, =3.60e-03

MTO:
Krok 10

Obrazek 6.2: Vybrané vlastni vektory zodpovédné za Spatnou podminénost

B 64 FETIDPs adaptivné obohacenym setem II

V sekci byla zminéna robustni verze metody FETI. Kromé enormni vypocetni naroc-
nosti se ale velké mnozstvi naro¢né ziskanych bazovych modia vyskytuje predvidatelné na
hranach s mistni nespojitosti v tuhostech, viz priklady nékterych vlastnich méda zobrazené s
vyznadenymi typy moduli na Obr. Pfi letmém srovndni 2.1 a [6.1 je patrné, Ze nejvice
kritické nizkoenergetické médy se zduvodnitelné koncentruji u domén, které maji lokalni nizsi
tuhosti nez odpovidajici ¢ast na sousedni doméné.

Lze ocekavat, ze rozsifovani mnoziny primarnich neznamych o nové uzly bude u hybridni
FETI-DP predstavovat postupny odklon dudlniho charakteru metody k primarnimu, a bude
tim posilena robustnost. Pro ovéreni jsme pridali prostiedni bod kazdé hrany na I' do
mnoziny II. Z porovnani v tabulce vyplyva, ze transformaci prostiedniho uzlu na kazdé
hrané, tj. postupem, ktery budeme znacit (FETI-DP*!), je obnovena konvergence a podet
iteraci je nizky i ve srovnani s nejlepsi verzi T-FETI. Ve stejném duchu lze pridavat dalsi uzly
do tietin (znadeno FETI-DP*?), étvrtin, atp. jednotlivych hran. Dalsi pfidavani se ale jiz
neprojevuje vyznamnou usporou v dosazeném poctu iteraci.

MTO: Porovnani na siti 50 x 50

it. 5 it. 10 it. 50
FETI-DP 45 900 —
FETI-DP*! 32 516 120
FETI-DP*2 28 166 74
T-FETI — P(Mp!), Mp! 55 1624 2000+

Tabulka 6.1: Pocet iteraci do splnéni €,, < 1076 FETI-DP, k — scaling
Ac¢ je pridani p pravidelné rozmisténych novych primarnich uzli na vsechny hrany na

38



6.4. FETI-DP s adaptivné obohacenym setem 11

I' ndpomocné, vede ovSsem na priblizné p-nasobné zvétSeni rozméru primarniho problému.
Motivovani témito uspokojivymi vysledky se mtzeme snazit nalézt vhodnéjsi postup pro
stanoveni dodatec¢nych primarnich uzld. Tfeba by bylo mozné nalézt heuristické kritérium pro
selekci transformovanych uzld a jejich umisténi. V idedlnim ptipadé by heuristické kritérium
(i) mélo reflektovat tuhost v okoli uzlu, nebot , mékké“ oblasti nemaji stabilizujici t¢inek
v globalnim méritku tlohy, (ii) mélo prihlédnout k poloze jiz existujicich primarnich uzld,
tj. nemélo by definovat nové body v blizkosti jinych primarnich uzld, a (iii) nemélo generovat
nové uzly tam, kde je konstrukce napri¢ dvéma doménami lokalné homogenni.

Jako kriticky prvek pro iteracni fesice se v modularni topologické optimalizaci jevi casty
vyskyt riizné tuhych ¢asti konstrukce, které navic vlivem modularity sleduji hranici jednotlivych
domén. Proto se osvédcilo jednoduché vzajemné testovani rozdilu diagondlnich prvka matice
tuhosti viéi zadanému prahu 6, ktery urcuje miru tolerance pro vznik novych uzli. V ramci
této prace bylo vytvoreno nasledujici heuristické kritérium. Prvné definujme restrikci tuhosti
na hranici dvou domén p a q

ps,(pq) — djag(K‘(Spq)) pro s € {p,q} )

kde Kfp 9 je submatice K* odpovidajici vSem nyp, stupiiim volnosti, které piislusi IV, uzlim

na Q®) N Q@ . Predpokladejme bez ztraty na obecnosti, ze kazdému uzlu pifslusi d stupnt

volnosti, tedy npy = dN,g, a tyto jsou na obou doméndach razeny totozné po uzlech. Pro

zjednoduseni zapisu lze pomocné oznacit pZ’gp 9 prvek vektoru ps’(pq) na pozici (a — 1)d + b

odpovidajici hodnoté na b-tého stupné volnosti a-tého uzlu.

Rozhodnuti, zda se dany stupen volnosti b bodu a na rozhrani zahrne do mnoziny stupnu
volnosti Q urcenych k potencidlnimu ptridani do primarnich neznamych u FETI-DP, je zaloZen
na porovnani hodnot pgiép ) 4 pZ”ép ) g predem stanoveném prahu 6. Navrzeny algoritmus
postupné prochézi vSechna rozhrani domén. V pripadé, ze je rozdil tuhosti na daném uzlu
i hranice vétsi v absolutni hodnoté nez zvoleny prah 6 pro libovolny ze stupni volnosti j
prislusnych danému uzlu je tento uzel priddn mezi potencialni kandidaty. Po té, co algoritmus
zkontroluje vSechny uzly na jednom rozhrani (vyjma koncovych), vybere z potencidlnich
kandidati ulozenych v Q prostiredni uzel a vSechny stupné volnosti prislusné tomuto uzlu
prida mezi primarni neznamé. Postup je shrnuty v Algoritmu 4l Body pridané mezi primarni
uzly pro nasi testovaci tilohu a zvoleny prah 6 = 1 x 10? jsou vykresleny na obréazku 6.3

Algoritmus 4: Adaptivni transformace neznamych

1 for Vp,q:{p,qe{1,2,....N,}, Q®») N Q@ £ ¢} do
2 p*P9) = diag(K{,,)) for s € {p,q}

3 Q10

4 for i =2,3,..., Ny, —1do

5 Lif 3j c {1...d} : [p5") — p%#?| > g then
6 LQ<—QU@'

7 | N=#Q

8 | Add Q([N/2]) to 1T

Je vhodné zduraznit, ze stejné jako tuhostni skalovani je i toto kritérium zcela zavislé
na uzlovych tuhostech na hranici aproximovanymi prislusnym diagonalnim prvkem matice
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6. Zlepsujici varianty

tuhosti. Dalo by se ocekavat, ze sofistikovanéjsi kritéria, napr. s presahem alespon jedné
vrstvy, by byla 0c¢innéjsi. Nicméné vyhoda nasho pristupu je, ze vybér priméarnich uzla
muze probihat adaptivné ,za chodu“ béhem stanovovani tuhostné skdlovanych koeficientt s
minimem dodate¢ného tsili.

()

Obrazek 6.3: Piiklad ptivodnich (Cerné) a adaptivné vybranych (¢ervené) primérnich uzla pro
6 = 1 x 102 pro testovaci tilohu: a) 5. iterace, b) 10. iterace a c) 50. iterace v moduldrni topologické
optimalizaci
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Kapitola 7

Numerické porovnani

Jak jiz bylo zminéno v kapitole [2, vyse predstavené algoritmy byly testovany na tfech
vystupech z iteraci modularné topologické optimalizace, které jsou vykresleny na obrazku 2.2
Pro porovnani byla zvolena diskretizace jednotlivych moduld takova, ze vysledna tloha
obsahovala 300x800 bilinearnich ¢tvercovych prvki.

Tabulky 7.1 az [7.3| shrnuji porovnani metod a moznych pristupii k jejich reseni. Zastavovaci
kritérium bylo nastaveno jako ¢ = VwTz < 1x1076. V pripadé ustileni mérené energetické
chyby je iterace, ve které doslo k pozastaveni jejiho poklesu, doplnéna o symbol * a odpovidajici
hodnotu e. Obdobné symbol = oznacuje piipad, ve kterém nebylo dosazeno testovaciho kritéria
pred maximélnim poctem iteraci. 6 oznacuje stanoveny prah u adaptivnich pristupt, Ny rozmeér
hrubého problému, analogicky N pocet stupnu volnosti na uzlech definovanych na primarni
urovni, u N nové pridanych.

Pro vzajemné srovnani je uvedena také relativni Lo norma chyby feseni

€L, = Hudirect - umethod”
’ ||Udirect||

vici referenénimu feseni ziskanému primym resicem.

Potvrdilo se, ze zdkladni metody jsou nachylné na vyskyt heterogenity. V prvnim sledovaném
kroku dosahnou feseni i neupravené metody s ohledem na jemné nepravidelné rozlozeni tuhosti
v uspokojivé nizkém poctu iteraci. Plati, ze Dirichletovo predpodminéni s méné vypocetné
naroénym diagonalnim skalovanim muze byt vyhodnéjsi variantou z pohledu casového trvani
vypoctu. Samotnd plna reortogonalizace pii nizkém poctu iteraci nema na feseni vyznamny vliv.
FETI-DP oproti Total-FETI dosahlo feseni v niz$im poctu iteraci a dosdhlo mensi relativni
chyby vudi referenénimu primému reseni. Vyrazné snizeni poctu iteraci poskytlo u obou metod
simultanni FETI, naopak adaptivni metody nepfinesly vyznamnou tsporu. FETI GenEO
neidentifikuje v patém itera¢nim kroku prakticky zadné vyrazné odlehlé nizkoenergetické
mody a tak z jeho vyuziti neplyne zasadni vyhoda. Pridané uzly ve FETI-DP maji pozitivni
ucinek, ale heuristika je citliva na velikosti zadaného prahu.

V druhé testované iteraci dosahovaly standardni podoby metod vysokého poctu iteraci.
Velmi vyrazny vliv opétovného vynucovani konjugace smérovych vektorti se na poctu iteraci
projevil u FETI-DP. Na druhou stranu u T-FETT vyraznéji nepomohlo. FETI GenEO pro
zvoleny préh eliminovalo priblizné 0,5 az 1 % rozméru hrubého prostoru a s 32, respektive 17
iteracemi reprezentuje moznosti adaptivnich zptisobt feseni. Slepé pridavani novych vrchola
bylo opét pomocné, ale heuristika s vyrazné mensim primarnim rozmeérem a nizsimi dosazenymi
iteracemi reflektuje dilezitost vybéru pozice nové pridanych uzlt. Sviij tcel velmi dobte plni
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7. Numerické porovnani

S-FETI ve spojeni s FETI-DP, jez samo konverguje rychle a jeho spojeni s heuristikou prineslo
v nepatrné mensim poctu iteraci vysledek s mensi chybou vuci referenénimu reseni.

V poslednim sledovaném kroku na konci optimaliza¢niho procesu jiz kompletné selhava
FETI-DP. Ve varianté se samostatnou reortogonalizaci zfejmé vlivem nahromadéni numeric-
kych chyb ztraci stabilitu, ve zbyvajicich dvou piipadech PPCG a RR-SFETI nedokonverguje.
Tento optimalizacni krok je obecné problematicky a jediné Total-FETI s GenEO a FETI-DP
s obohacenym setem dokonverguji v prijatelném poctu iteraci. V této iteraci se jiz naplno
projevi sila adaptivné obohaceného setu primarnich veli¢in II, predevsim pak v kombinaci s
S-FETI. Heuristika se osvédcila, kdyz pfi témér tfetinovém poctu transformovanych uzli a ve
stejném poctu iteraci dosdhla o fad mensi normy chyby vici primému feseni. Za zminku stoji
také fakt, Ze se jiz tak nizky pocet iteraci ddle nesnizuje se zvysenim prahu, tj. s pridanim
dodateénych uzli do primarniho setu. Rozsifeni ¢asti primo stanovovaného feseni se ve velmi
naroc¢nych tlohéach jevi jako klicové.
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7. Numerické porovnani

Numerické porovnani - MTO: Krok 05

Pristup Pocet iteraci €Ly
Total-FETI

Proj. Ny
PCPG 83 5,15x10-10
PCPG-FO P(Msp) 17193 80 5,21x10-19
RR S-FETI 18 5,11x10-10
PCPG 55 5,08 x10-10
PCPG-FO P(Mp") 17193 54 5,15x10-10
RR S-FETI 16 5,15x10-10

FETI-DP

Nn Ny
PCGM 238 16660 45 8,14x10-11
PCGM-FO 238 16660 44 6,84 %1011
RR S-FETI 238 16660 17 6,51x10-11

Total-FETI s GenEO hrubym prostorem

- Nodes Ny
PCPG-FO 0,1 75 17193 31 5,08x10~10
PCPG-FO 0,5 475 17193 13 5,18 x10-10

FETI-DP s (adaptivné) obohacenym setem II

0 Nfe® Ny
PCGMH! — 340 16320 32 3,58x10~11
PCGM*2 — 680 15980 28 4,23%10-11
PCGM 10* 52 16608 39 3,08x10~11
RR S-FETI 10* 52 16608 17 3,91 x10-11
PCGM 102 214 16446 34 2,21x10-11
RR S-FETI 102 214 16446 16 1,12x10-11

Tabulka 7.1: Porovnani zkoumanych itera¢nich metod pro testovaci tlohu z 5. iterace modularni
topologické optimalizace. Ve vSech metodach byl pouzit Dirichlettiv predpodminovac¢ a tuhostni

skalovani.
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7. Numerické porovnani

Numerické porovnani - MTO: Krok 10

Pristup Pocet iteraci €Ly
Total-FETI
Proj. Ny
PCPG 691 1,02x10-7
PCPG-FO P(Mgr) 17193 500 3,97x10-7
RR S-FETI 1507 (1.61 x10-4) 3,71x10-7
PCPG ~~ 520*(1.1 x10-9) 6,36x10-8
PCPG-FO P(Mp') 17193 401 6,39x10-5
RR S-FETI 1505(5,5x10-3) 2,10x10-7
FETI-DP
Nn Ny
PCGM 238 16660 900 1,54x10-6
PCGM-FO 238 16660 101 1,55x10-6
RR S-FETI 238 16660 22 3,08x10-7

Total-FETI s GenEO hrubym prostorem

T NXLOdeS NA
PCPG-FO 0,1 107 17193 32 2,49%10-7
PCPG-FO 0,3 299 17193 17 3,08x10-7

FETI-DP s (adaptivné) obohacenym setem II

6 Npew Ny
PCGMT! — 340 16320 516 1,04x10-8
PCGM+2 == 680 15980 166 8,02x10~°
PCGM 10! 114 16546 227 1,52x10-8
RR S-FETI 10! 114 16546 21 1,49x10-8
PCGM 102 156 16504 212 1,70x10-8
RR S-FETI 102 156 16504 21 1,85x10-8

Tabulka 7.2: Porovnani zkoumanych iteracnich metod pro testovaci ilohu z 10. iterace modularni
topologické optimalizace. Ve vsech metodach byl pouzit Dirichlettv predpodminova¢ a tuhostni
skalovani.
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Numerické porovnani - MTO: Krok 50

Pristup Pocet iteraci €Ly
Total-FETI
Proj. Ny
PCPG 753 4,35x10~7
PCPG-FO P(Mgz) 17193 5007 1,31 x10-6
RR S-FETI 146*(3.651 x 10—4) 6,57x10-7
PCPG 1000%(1,295 x 10-4) 1,60x10-2
PCPG-FO P(Mp") e 486 4,91x10-7
RR S-FETI 1507 (2.906 x 10-4) 6,66x10~7
FETI-DP
Nn Ny
PCGM 238 16660 Nekonverguje —
PCGM-FO 238 16660 Diverguje —
RR S-FETI 238 16660 Nekonverguje —
Total-FETI s GenEO hrubym prostorem
- Nodes Ny
PCPG-FO 0,1 98 17193 28 9,08x10~7
PCPG-FO 0,4 16 17193 385 5,34x10~7
FETI-DP s (adaptivné) obohacenym setem II
0 Nfe® Ny
PCGM*! — 340 16320 120 2,85x10~8
PCGM*2 — 680 15980 74 2,96%10~°
PCGM 10! 124 16536 120 1.31x10-8
RR S-FETI 10! 124 16536 21 1,10x10-8
PCGM 102 140 16520 102 7,07x10-2
RR S-FETIT 102 140 16520 21 8,07x10~°

Tabulka 7.3: Porovnéni zkoumanych iterac¢nich metod pro testovaci tilohu z 50. iterace modularni
topologické optimalizace. Ve vSech metodach byl pouzit Dirichlettiv predpodminovac¢ a tuhostni

skalovani.
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Kapitola 8
Zaveér

Tato préace se zabyvala vhodnosti iteracnich dudlnich metod déleni oblasti/doménové de-
kompozice pro feseni soustav rovnic v dlohach moduldrni topologické optimalizace. Byly
implementovany dvé z uzivanych odnozi dudlnich metod DD, jmenovité Total-FETI a FETI
Dual-Primal. V ramci prace bylo implementovano a kriticky zhodnoceno nékolik moznosti pro
zlepseni konvergence téchto metod. V prvni radé byl fesen vliv zavedeni podminek spojitosti
a jejich skalovani. Dale byla fesena otédzka volby predpodminovace pro samotnou tlohu i
pro projekci, kterd se standardné pouzivda v metodach FETI. Nésledné bylo predstaveno
nékolik variant ptvodnich formulaci, které umoznuji zlepsit robustnost a urychlit konvergenci.
Nakonec byl predstaven novy heuristicky postup jak vybirat body fesené jako primarni v
metodé FETI-DP, ktery byl navrzen pro tlohy modularni topologické optimalizace.

Z vysledku lze vyvodit nasledujici zavéry pro vyuziti téchto metod v tlohach modularni
topologické optimalizace:

® Volba pfirozeného hrubého prostoru v ¢isté dualnich variantach FETTI je urcujici nejen
pro rychlost konvergence, ale i pro dosazitelnou presnost. Varianta eukleidovsky kolmé
projekce je v pripadé vyskytu materidlovych heterogenit prakticky nepouzitelna.

® Standardni podoby Tresi¢i nejsou dostatecné robustni pro takto narocné lohy.

® U ¢isté dudlnich metod je nezbytné nutné zavedeni skalovani spliujici rovnice (4.26). V
pripadé vazeb vyhradné mezi dvéma doménami predstavuje tato podminka v pripadé
multiplicitniho skdlovani pouze normovani uzite¢né k relevantnéjsimu odhadu mérené
energetické chyby.

® Tuhostni skdlovani by meélo predstavovat jedinou volbu, pokud neni uzito lepsi (napf.
deluze-scaling [KRR14]. Nepatrné vyssi vypocetni narocnost je vice nez kompenzovéna
usetfenymi iteracemi.

® Obé metody vykazovaly vesmés podobnou robustnost. Ani nejlepsi volba pfedpodminéni
a projekce nedocilila dostatecné presného feseni. V pokrocilejsich fazich optimalizace
poskytovala T-FETI v tomto pripadé ale obecné lepsi feseni nez jeji hybridni protéjsek.

® Volba uzld priméarniho charakteru ve FETI-DP mtze mit vyznamny vliv na t¢innost
metody a levné, heuristicky stanovené svazani nékolika uzli na primarni irovni muze
zajistit urcujici vyhodu.
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8. Zavér

® Lze potvrdit, Ze se rychlost konvergence u FETI vyrazné zhorsuje za pritomnosti hete-
rogenity vyskytujici se pfes jednotlivé hranice. Jelikoz provedené rozdéleni domény na
moduly pfedstavuje pouze nejhrubsi mozné déleni, moznosti by bylo dale moduly rozlozit
tak, aby hranice sledovaly rozlozeni materidlu. S ohledem na charakter TO by vsak toto
opatreni bylo relativné komplikované a vyzadovalo by adaptivni zménu déleni v ramci
jednotlivych iteraci topologické optimalizace. Navic by pravdépodobné prineslo problémy
spojené s nevhodnym tvarem takto vzniklych oblasti.
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Ptiloha A
Appendix

B a1 Ortogonalni projekcéni matice

Uvazujme matici G € R ™ n>m, plné sloupcové hodnosti, jejiz sloupce tvori m-dimenzio-
nalni bazi prostoru G C R™. Déle uvazujme symetrickou pozitivné definitni matici A fadu n a
libovolny sloupcovy vektor v € R™. Nasim cilem je rozlozit vektor v do dvou slozek — vg € G
avge € Gt — tak, aby tyto vektory byly zarovern vzajemné A-ortogonalni.

Musi tedy platit

Vg Lavgr, v=vg-+vgL, (Al)
Gngtr={0}, Gog=R", (A.2)

neboli
<VG7 VGL>A - 07 (AS)

kde (vg,vgi)a := (Avg,vgL) oznacuje vazeny skaldrni soucin.
Prvni vztah v (A.2) implikuje

gl Avgr =0, V1<i<m, (A.4)

kde g; oznacuje i-ty sloupec G.

Jelikoz vg hleddame na G, zjevné existuje QA' e R™ :vg = GCA , tedy vg lze stanovit jako
linedrni kombinaci sloupcu G.

Vyjadienim vgi = v — vg a vyuzitim vztahu lze zapsat podminku A-ortogonality téz
jako

GTAvgr =GTA(v—vg) =0 (A.5)
GTAv = GTAG( (A.6)
&= [GTAG}_1 GTAv (A.7)

Projektor Qg

N —1
a tedy vg = G = G [GTAG] GTAv = Qqv.

Je-li Qg A-ortogondlni projekéni matice na prostor G, plati, ze Pg = | — Qg je také matici
projekce, a sice do komplementarniho dopliku GA.
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A. Appendix

Analogicky lze ovéfit, 7e Pg' a Qg' jsou A~1-ortogonalnimi maticemi projekce na Ker(GT)
a jeho komplementarni doplnék.

Pro snadnéjsi orientaci jsou vyse zminéné poznatky shrnuty v nasledujici tabulce

Projektor Podoba Obraz Prostor | Kolmost
Qe G[cTaG] ¢TA | c(g) G A
P |1-G[GTAG] 'GTA | N(GTA)| g'» A
QcT AG[GTAG] GT | c(aG) | (gh)tar | A
PT | 1-AG [GTAG} 6T | A(GT) Gt A1
a plati tyto rovnosti
G'PT =0, PTAG =0,
PG=0, GTAP =0.
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