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Abstrakt

Za ú£elem d·kladného prozkoumání odezvy modelu je nutné provést simulace pro sady návr-

hových bod·, neboli návrhových experiment·. V p°ípad¥ sloºitých nelineárních model· jsou tyto

simulace obvykle velmi £asov¥ náro£né, proto je po£et provád¥ných simulací v omezeném £ase

pom¥rn¥ malý. Náhodn¥ vybrané návrhové body nezajistí, aby zkoumané vlastnosti byly °ádn¥ za-

chyceny. Z tohoto d·vodu musí být návrhové body vybírány opatrn¥. Motivací této práce je zkoumat

metody, které lze vyuºít pro generování návrh· v diskrétním prostoru, kde kaºdý parametr m·ºe

dosáhnout odli²ného po£tu hodnot. V tomto p°ípad¥ totiº selhávají b¥ºn¥ uºívané softwary zalo-

ºené na metod¥ LHS (Latin Hypercube Sampling). Cílem této práce je porovnat n¥kolik známých

metrik pro hodnocení optimálních návrh· jako je nap°íklad euklidovská maximin vzdálenost, kore-

lace £i D-optimalita. Výsledné optimální návrhy jsou pouºity pro stochastickou citlivostní analýzu

za ú£elem prov¥°ení jejich schopnosti zachytit korelaci mezi parametry a odezvou zkoumaného

modelu.

Abstract

In order to properly explore response of a model, one needs to perform simulations for a set

of design points. In the case of complex non-linear models, the simulations are often very time-

consuming. Randomly chosen design points do not ensure that the properties of interest will be

captured properly. Therefore, the design points must be chosen very carefully. The motivation of

the presented contribution is to investigate methods, which are suitable for generating designs in

discrete parameter space, where each parameter can attain di�erent number of levels, because com-

monly used software based on Latin Hypercube Sampling fails in solving such a situation. Hence,

we compare here several well-known metrics for assessing optimal designs, e.g. the Euclidean

maximin distance, the maximum pairwise correlation or the D-optimal criterion. The resulting

optimal designs are then employed for the evaluation of the stochastic sensitivity analysis so as

to verify their ability in the prediction of the 'parameter-response' correlations for a given model.
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1 Úvod

Z d·vodu vzr·stající komplexnosti numerických model· se pr·zkum odezvy modelu stává d·leºitou oblastí
zkoumání. Jsou sestavovány spolehlivé meta-modely [11] , aby se sníºil po£et £asov¥ náro£ných simulací. Meta-
modely reprezentují aproximaci odezvy modelu v de�ni£ním oboru parametr·, který se nazývá návrhový
prostor. Obvykle jsou získány minimalizací jejich odchylky v návrhových bodech. Schopnost výsledného
meta-modelu zachytit korelaci mezi parametry a odezvou závisí na volb¥ návrhových bod·. Metody pro
získávání t¥chto bod· se souhrnn¥ nazývají návrhové £i plánované experimenty (design of experiments -
DOE).

Tato práce se zam¥°uje na n¥kolik b¥ºných metrik pro hodnocení optimálních návrh· a zkoumá jejich
vlastnosti p°i aplikaci v diskrétním návrhovém prostoru. Kaºdá metrika de�nuje odli²ný optimální návrh,
proto je její volba velmi d·leºitá. Porovnáním získaných optimálních návrh· a chování metrik v jednoduchých
situacích získáváme p°ehled o výhodách a úskalích jednotlivých metrik.

2 Metriky

V této £ásti jsou p°edstaveny jednotlivé studované metriky. Pro p°ehlednost lze metriky rozd¥lit do dvou
hlavních skupin podle charakteristiky návrh·, které jsou danou metrikou up°ednost¬ovány. To jsou:

i rovnom¥rné pokrytí (space-�lling) návrhového prostoru, které je nezbytné pro zachycení významu pa-
rametr· modelu v celém jeho de�ni£ním oboru,

ii ortogonalita návrhu, která je d·leºitá pro nezávislé posouzení vlivu jednotlivých parametr·.

Optimální návrh by m¥l spl¬ovat základní kritéria: m¥l by být snadno dostupný, jako nap°íklad LHS návrhy,
co nejvíce ortogonální a m¥l by rovnom¥rn¥ pokrývat celý de�ni£ní obor. Mezi metriky zaji²´ující ortogonalitu
návrhu pat°í nap°íklad korelace a £íslo podmín¥nosti. Na vlastnosti týkající se rovnom¥rného rozprost°ení
návrhu se zam¥°ují metriky Audze-Eglais, maximin £i ML2 diskrepance.

2.1 Metrika Audze-Eglais

Metrika Audze-Eglais (AE) [1, 12] je zaloºena na následující fyzikální analogii: body tvo°ící systém o jednot-
kové hmotnosti na sebe navzájem p·sobí silami tak, ºe systém má ur£itou potenciální energii U . Pokud se
body uvolní ze své p·vodní pozice, tak se hýbou. Rovnováhy je dosaºeno tehdy, kdyº je potenciální energie
systému minimální. Pokud je velikost sil nep°ímo úm¥rná druhé mocnin¥ vzdálenosti jednotlivých bod·, pak
je minimalizováním potenciální energie

U =

n∑
p=1

n∑
q=p+1

1

L2
pq

(1)

dosaºeno rovnom¥rného rozloºení bod·. Lpq je euklidovská vzdálenost mezi body p a q (p ̸= q) a n je po£et
navrºených bod·.

2.2 Maximin

Dal²í metrikou up°ednost¬ující rovnom¥rné rozprost°ení návrhu je Maximin (Euclidean maximin distance -
EMM) [6], jejíº hodnota je pro daný návrh de�nována jako minimální vzdálenost ze vzájemných vzdáleností
v²ech návrhových bod·. Jelikoº platí, ºe £ím v¥t²í vzdálenost je mezi jednotlivými body, tím lépe, minima-
lizujeme její zápornou hodnotu. To znamená, ºe kaºdé dva návrhové body jsou od sebe vzdáleny minimáln¥
Lmin (2). Hodnoty Lpq jsou op¥t euklidovské vzdálenosti mezi n návrhovými body.
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Lmin = min{..., Lpq, ...}, p = 1...n, q = (p+ 1) ... n (2)

2.3 ML2 diskrepance

Modi�kovaná L2 diskrepance (ML2) je metrika pouºívaná místo £asov¥ náro£n¥j²í p·vodní L∞ diskrepance
[2]. Její hodnotu získáváme ze vzorce

ML2 =

(
4

3

)k

− 2(1−k)

n

n∑
d=1

k∏
i=1

(3− x2di) +
1

n2

n∑
d=1

n∑
j=1

k∏
i=1

[2−max(xdi, xji)] , (3)

kde k je dimenze návrhového prostoru a n je op¥t po£et bod· v návrhu. Sou°adnice bod· x jsou normalizovány
tak, aby leºely na intervalu ⟨0; 1⟩. Men²í hodnoty ML2 vyjad°ují rovnom¥rn¥j²í rozloºení bod·.

2.4 Korelace

Pomocí korelace [4] lze vyjád°it závislost vztahu mezi náhodnými prom¥nnými. Lineární vztah je moºné
vyjád°it pomocí Pearsonova korela£ního koe�cientu, zatímco nelineární závislost je do jisté míry moºné
zachytit výpo£tem Spearmanova £i Kendallova koe�cientu po°adové korelace. V následujících odstavcích
jsou tyto korela£ní koe�cienty popsány podrobn¥ji.

2.4.1 Pearson·v korela£ní koe�cient

Pearson·v korela£ní koe�cient (Pearson product-moment correlation coe�cient - PMCC) prom¥nných x a y
je de�nován jako podíl kovariance daných prom¥nných a sou£inu jejich sm¥rodatných odchylek, tj.

rxy =
covxy
σxσy

=

∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
∑n

i=1(yi − y)2
. (4)

Korela£ní koe�cient nabývá hodnot < −1; 1 > a pro p°edstavu vztahu mezi jeho hodnotou a rovinným uspo-
°ádáním bod· jsou na obrázku 1 zobrazeny mnoºiny bod· a odpovídající hodnoty korela£ního koe�cientu.
Pro hledání optimálního rozloºení bod· je rozhodující absolutní hodnota korela£ního koe�cientu, p°i jejíº
minimalizaci se soubor bod· stává stále více ortogonálním.

Obrázek 1: P°íklady soubor· bod· o sou°adnicích [x; y] vyjád°eny gra�cky a pomocí korela£ního koe�cientu.

2.4.2 Spearman·v koe�cient po°adové korelace

Spearman·v koe�cient po°adové korelace (Spearman's rank correlation coe�cient - SRCC) se po£ítá velmi
podobn¥ jako Pearson·v korela£ní sou£initel s tím rozdílem, ºe p·vodní hodnoty jsou se°azeny a koe�cient
se v tomto p°ípad¥ po£ítá ze získaných po°adí podle vzorce (5), kde di = r(xi)−r(yi); r(xi) vyjad°uje po°adí
hodnoty xi a obdobn¥ pro yi.

rs = 1−
6
∑n

i=1 d
2
i

n(n2 − 1)
. (5)
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Obrázek 2: Rozmíst¥ní bod·: (a) y = x2 a (b) y = 10x.

Hodnoty SRCC se pro ob¥ varianty rozprost°ení bod· na obrázku 2 rovnají jedné na rozdíl od PMCC,
jehoº hodnota se pro (a) rovná 0.9746 a pro (b) se shoduje se SRCC. Na tomto jednoduchém p°íkladu vidíme,
ºe PMCC není schopen zachytit nelineární vztah prom¥nných tak dob°e jako SRCC.

2.4.3 Kendall·v koe�cient po°adové korelace

Pokud si dvojice hodnot jednotlivých prom¥nných rozd¥líme na vzájemn¥ si odpovídající (P), tedy dvojice
s pozitivní korelací, a na ty, které si odporují (N) s negativní korelací, pak Kendall·v koe�cient po°adové
korelace má tvar

rs =
P −N

n(n− 1)/2
. (6)

Výraz n(n− 1)/2 se rovná po£tu v²ech dvojic.

2.4.4 Korelace více prom¥nných

Pro více prom¥nných mají koe�cienty tvar matice. Korela£ní matici lze zpracovat n¥kolika zp·soby. Nap°íklad
softwary SPERM [9] a FReET [8] zaloºené na metod¥ LHS minimalizují výraz

E1 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=i+1

(Cij − C̃ij)2 , (7)

kde Cij jsou prvky korela£ní matice, získané pro daný návrh bod· a C̃ij jsou prvky p°edepsané korela£ní
matice. Jelikoº v na²em p°ípad¥ je cílem získat v co nejv¥t²í mí°e ortogonální návrh bod·, pak p°edepsaná
matice C̃ je maticí jednotkovou. V takovém p°ípad¥ se rovnice (7) zjednodu²í na

E1 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=i+1

C2
ij . (8)

Druhou moºností uvedenou nap°. v [2] je minimalizovat maximum z absolutních hodnot korela£ní matice
nad diagonálou, tzn. funkci

E2 = max |Cij |, i = 1 . . . n, j = (i+ 1) . . . n. (9)

Srovnání obou p°ístup· m·ºeme sledovat na obrázcích 3, kde je zobrazena plocha (a) funkce (9) a (b)
funkce (8) v závislosti na poloze devátého bodu umis´ovaného do prostoru ve tvaru krychle s osmi body
pevn¥ umíst¥nými v rozích. Korelace je po£ítána pomocí Pearsonova korela£ního koe�cientu. Na obrázcích
je vykreslen °ez st¥nou krychlové domény. Optimalizací odchylky od modelové matice (8) získáváme hladký
pr·b¥h plochy na rozdíl od ostrého minima, které vytvá°í metrika maximálního prvku korela£ní matice (9).
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(a) (b)

Obrázek 3: Plochy korela£ní matice.

2.5 �íslo podmín¥nosti

Dal²í metrikou, která zaru£uje ortogonalitu, je £íslo podmín¥nosti (conditional number)

κ(X) = cond(XTX) =
λ1

λn
, (10)

kde X je návrhová matice (DoE matrix), neboli matice sou°adnic navrºených bod·

X =


x11 x12 · · · x1k
x21 x22 · · · x2k
...

...
...

xn1 xn2 · · · xnk

 , (11)

λ1 a λn jsou nejv¥t²í a nejmen²í vlastní £ísla získaná pro XTX poté, co jsou hodnoty ve sloupcích matice
X normovány na interval < −1; 1 >. Pokud je hodnota κ(X) rovna jedné, je °e²ení ortogonální. Velké £íslo
podmín¥nosti poukazuje na to, ºe °e²ení m·ºe být ²patn¥ podmín¥né. Hledáme tedy umíst¥ní bod·, kterému
bude odpovídat £íslo podmín¥nosti blíºící se jedné.

2.6 D-optimalita

D-optimalita (Dopt) je metrikou maximalizující entropii [10]. Cílem je maximalizovat determinant matice
A, tzn.

min
x

D(x) = − detA , (12)

kde A je tzv. informa£ní matice, kterou získáme

A = ZTZ (13)

a kde matice Z m·ºe mít nap°íklad následující podobu

Z =


1 x11 x12 x211 x212 x11x12
1 x21 x22 x221 x222 x21x22
...

...
...

...
...

...
1 xn1 xn2 x2n1 x2n2 xn1xn2

 , (14)

p°i£emº po£et sloupc· matice Z je omezen po£tem bod· v návrhu. Pokud je po£et sloupc· v¥t²í neº n− 1,
kde n je po£et bod·, stane se matice A singulární. D-optimální návrhy získané tímto postupem v²ak n¥kdy
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obsahují duplicitní body, které ov²em nemají ºádnou informa£ní hodnotu vzhledem k aproximaci odezvy
modelu, a proto je vhodné jejich výskyt eliminovat.

Za tímto ú£elem navrhli auto°i Hofwing a Strömberg [3] bayesovkou modi�kaci popsaného postupu.
Modi�kace spo£ívá v p°idání ur£itého po£tu dal²ích sloupc· do matice Z, £ímº je moºné penalizovat návrhy
s duplicitními body. Problém singularity je moºné vy°e²it jednodu²e tak, ºe do p°idaných sloupc· p°i£teme
k prvk·m na diagonále matice A jedni£ku. Pokud chceme zachovat stejný vztah metriky k jednotlivým
sou°adnicím návrhových bod·, m¥la by být zachována symetrie zastoupení obou sou°adnic v matici Z. Proto
v p°ípadech, kdy do matice Z p°idáváme dal²í sloupce (tzn. po£et sloupc· je vy²²í neº n− 1), dopl¬ujeme za
kaºdý takový sloupec na diagonálu matice A jedni£ku tak, aby nebyla opomenuta symetrie sou°adnic. Proto
se m·ºe stát, ºe po£et p°idaných jedni£ek bude p°evy²ovat po£et p°idaných sloupc·.

Nevýhodou této modi�kace je nezbytnost ur£itých manuálních úprav, kdykoliv se rozhodneme zm¥nit
po£et bod· v návrhu. Zatím nebyl navrºen explicitní postup, jak ur£it po£et sloupc·, které je nutné do
matice Z p°idat, aby byly penalizovány ve²keré duplicitní návrhy. Proto navrºená bayesovská modi�kace
spo£ívá ve zvolení matice Z s minimálním moºným po£tem sloupc· a p°i získání duplicitních návrh· po£et
sloupc· postupn¥ zv¥t²ovat.

D·leºitost správného sestavení matic a d·sledky chybného postupu si ukáºeme na jednoduchém p°íkladu.
M¥jme £tvercový prostor s body umíst¥nými v rozích a pátý bod je umis´ován postupn¥ do zbylých pozic.
Pro kaºdou pozici je stanovena hodnota Dopt a následn¥ zanesena do gra�cké podoby intenzitou £erné
barvy (minimum). Plochy metriky Dopt pro r·zné varianty matice Z a A m·ºeme sledovat na obrázcích 4.
Na prvním obrázku je zobrazena varianta, kdy má matice Z mén¥ neº n− 1 sloupc·. V tomto p°ípad¥ jsou
sloupce t°i a je patrné, ºe °e²ení takto de�nované metriky vede k duplicit¥ stávajících bod·. Dále je uprost°ed
uvedena plocha odpovídající nesymetrickému uspo°ádání matic. Správné °e²ení pro p¥t bod· uvádí rovnice
pro matici Zc uvedená u odpovídajícího obrázku vpravo. Po£et sloupc· matice Zc je 6 = (n − 1) + 2 a do
matice A pat°í na t°i poslední pozice na diagonále jedni£ky pro zachování symetrie.

(a) (b) (c)

Za =
[
1 xii xij

]
Zb =

[
1 xii xij x2ii

]
Zc =

[
1 xii xij x2ii x2ij xiixij

]
Obrázek 4: Plochy Dopt a odpovídající matice Z.

3 Optimaliza£ní metoda

Optimalizace jednotlivými metrikami prob¥hla metodou simulovaného ºíhání. Tato metoda byla vybrána pro
men²í £asovou náro£nost a lep²í odolnost proti uvíznutí v lokálních minimech na rozdíl od jednodu²²ího ho-
rolezeckého algoritmu. Hlavní rozdíl spo£ívá v tom, ºe simulované ºíhání umoº¬uje akceptování nového °e²ení
i p°esto, ºe jeho funk£ní hodnota (hodnota pouºívané metriky) je nep°íznivá vzhledem k hledanému optimu.
První verze tohoto algoritmu byla navrºena v [7] a nezávisle v [13]. Studium a implementace komplexn¥j²ích
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optimaliza£ních algoritm· vhodných pro °e²ení uvedených diskrétních úloh není p°edm¥tem této práce, ale
budeme se jim v¥novat v budoucnu.

Simulované ºíhání je inspirováno, jak uº název napovídá, fyzikálním d¥jem, p°i n¥mº se odstra¬ují defekty
z pevných látek. Materiál je zah°át na vysokou teplotu, kdy dochází k odstran¥ní p°eváºné v¥t²iny defekt·,
a posléze postupn¥ ochlazován. Dochází k ustálení atom· v rovnováºných polohách a vznik nových defekt·
je málo pravd¥podobný vzhledem k pomalému sniºování teploty soustavy.

Podobn¥ probíhá i pouºitý algoritmus. Materiál je zastoupen °e²ením problému, které je ohodnoceno.
Pokud je funk£ní hodnota nov¥ vzniklého °e²ení lep²í nebo alespo¬ rovna hodnot¥ °e²ení p°edcházejícího, je
nové °e²ení vºdy p°ijato. Kdyº je jeho ohodnocení hor²í, je nové °e²ení p°ijato s ur£itou pravd¥podobností. Na
za£átku procesu je stanovena teplota, která se sniºuje s po£tem prob¥hlých iterací a s po£tem akceptovaných
°e²ení s hor²í funk£ní hodnotou. S klesající teplotou se také m¥ní pravd¥podobnost akceptování hor²ího °e²ení.

4 Porovnání metrik

Uvedené metriky byly porovnány podle:

i gra�ckého vykreslení jejich pr·b¥hu p°i umíst¥ní £tvrtého a pátého bodu ve £tvercovém prostoru,

ii vzájemných výsledk· dosaºených p°i optimalizaci pomocí jednotlivých metrik,

iii minimálních vzdáleností bod· ve výsledných návrzích

iv a schopností ur£it korelaci mezi modelovými vstupními a výstupními hodnotami p°i stochastické citli-
vostní analýze.

4.1 Gra�cké porovnání

P°i hledání optimálního návrhu jsou v²echna zmín¥ná kritéria minimalizována simulovaným ºíháním. Proto
je jedním z d·leºitých faktor· obtíºnost jejich minimalizace. Pro názornost bylo porovnání z hlediska pr·b¥hu
metriky v prostoru vyjád°eno gra�cky na sériích obrázk· pro jednotlivé metriky.

Umíst¥ní, které je dle dané metriky vyhodnoceno jako nejlep²í, zobrazuje barva £erná, naopak nejhor²í
umíst¥ní barva bílá. P°edem stanovená umíst¥ní nem¥nných bod· jsou zobrazena £ern¥, ale ze zkoumání
prostoru jsou vylou£ena z d·vodu p°edpokládané nerovnosti bod·.

4.1.1 Plocha metriky pro dopln¥ní 4. bodu

P°i tomto porovnání metrik bylo hlavním p°edm¥tem umíst¥ní £tvrtého bodu do £tvercového prostoru za
p°edpokladu stálé polohy p°edchozích t°ech bod· v rozích. Z obdrºených tvar· ploch na obrázcích 5 je patrné,

AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2

Obrázek 5: Tvar jednotlivých metrik pro r·zné polohy 4. bodu.
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ºe v²echny zkoumané metriky up°ednost¬ují umíst¥ní £tvrtého bodu do zbývajícího volného rohu, coº je na²e
hledané optimum. Ov²em kaºdá metrika sp¥je k tomuto optimu viditeln¥ jiným zp·sobem.

Pod vyobrazením hodnot jednotlivých metrik ve dvoudimenzionálním prostoru jsou umíst¥ny °ezy zná-
zor¬ující pr·b¥h t¥chto hodnot po úhlop°í£ce sm¥rem z levého horního rohu. M·ºeme z°eteln¥ vid¥t, jak
jednotlivé metriky m¥ní svou hodnotu p°i umíst¥ní bodu z nejvzdálen¥j²í pozice aº po ur£ené optimum.

Metriky AE, EMM a SRCC mají zcela jasné optimum v levém horním rohu. Hodnota metriky AE strm¥
klesá s rostoucí vzdáleností od t°ech obsazených bod·, ale od ur£ité pozice se klesání výrazn¥ omezí a
jeho pr·b¥h k volnému rohu je velmi pozvolný. Metrika EMM klesá výrazn¥ rychleji, ale její pr·b¥h není
hladký. O plynulosti dosahování optima ov²em nelze mluvit u metrik PMCC a Dopt, které ve zkoumaném
prostoru vytvá°ejí odd¥lená lokální minima. Tento jev odhalil nedokonalost t¥chto metrik pro bezpe£né
nalezení optimálního °e²ení. Také metriky SRCC a KRCC vy²ly z tohoto rozboru jako nep°íli² vhodné,
protoºe tém¥° v celém prostoru jsou jejich hodnoty konstantní krom¥ okraj·, coº znemoº¬uje optimalizaci
pomocí gradientních algoritm·. Naprosto nepouºiteln¥ se zachovala metrika cond, která nedokáºe v tomto
p°ípad¥ jasn¥ ur£it hledané optimum a nazna£uje moºnou duplicitu bod·. Zajímavý je pak pr·b¥h naposled
uvedené metriky ML2, která vytvá°í minimum v ojedin¥lé pozici oproti ostatním metrikám, její pr·b¥h je
hladký podobn¥ jako u AE a nevytvá°í lokální minima, coº ji °adí v tomto testu mezi úsp¥²né.

4.1.2 Plocha metriky pro dopln¥ní 5. bodu

Dále byly metriky vy²et°eny velmi obdobným zp·sobem s tím rozdílem, ºe p°edem umíst¥né body byly
£ty°i a obsadily v²echny £ty°i rohy de�ni£ního oboru. Tedy optimálním °e²ením je pozice uprost°ed takto
osazeného prostoru. Výsledky m¥°ení jsou na sérii obrázk· 6. Op¥t je za°azeno i srovnání s pr·b¥hem metrik
po úhlop°í£ce °e²eného prostoru.

AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2

Obrázek 6: Tvar jednotlivých metrik pro r·zné polohy 5. bodu.

V tomto p°ípad¥ o£ividn¥ selhávají SRCC a KRCC, jelikoº umíst¥ní bodu kdekoliv ve st°ední £ásti
dosahuje stejného po°adí a tedy i celkové po°adové koe�cienty se nem¥ní. Metriky PMCC a Dopt nevytvá°ejí
lokální minima, ale naopak velmi hladce sm¥°ují do st°edu prostoru. Podobn¥ je tomu také u cond a ML2.
EMM klesá op¥t velmi prudce a vytvá°í tentokrát ostré globální minimum. P·vodní rychlý spád a následovné
pozvolné klesání sm¥rem k optimu op¥t p°edvádí metrika AE.

Dle t¥chto m¥°ení lze konstatovat, ºe AE a EEM se zdají být ze v²ech zkoumaných metrik nejvhodn¥j²í
k optimalizaci. Následn¥ lze je²t¥ vypíchnout z t¥chto dvou metriku AE, kterou pro její hladký pr·b¥h
v tomto porovnání povaºujeme za nejsnadn¥ji minimalizovatelnou.

4.2 Turnaj metrik

V této £ásti bylo provedeno p°ezkoumání kvality optimálních návrh· s ohledem na ostatní metriky pro
t°i r·zné situace se 7, 10 a 13 návrhovými body, které byly umis´ovány do £tvercového diskrétního prostoru
s 10ti hodnotami v obou sm¥rech. Pro výpo£et byla pouºita vý²e uvedená optimaliza£ní metoda simulovaného
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ºíhání s dostate£ným po£tem iterací tak, aby bylo dosaºeno globálního optima pro kaºdou metriku. Zatímco
AE a Dopt stanovily pouze jeden optimální návrh, ostatní metriky vedly k n¥kolika návrh·m stejné optimální
hodnoty.

Funk£ní hodnota získaného °e²ení byla zanesena do výsledkové tabulky k pouºité metrice. �e²ení bylo
dále ohodnoceno zbylými metrikami a jejich hodnoty byly p°ipsány do stejného °ádku tabulky. Pro vícená-
sobná °e²ení pak byly vybrány nejhor²í výsledky odpovídající jednotlivým metrikám, protoºe na²ím cílem
je ukázat, jaký nejhor²í návrh m·ºe optimalizace dané metriky poskytnout, pokud nemáme £as provést op-
timalizaci opakovan¥. Tímto zp·sobem byly postupn¥ vypln¥ny v²echny t°i tabulky 1, 2 a 3 , z nichº jsme
po oznámkování výsledk· získaly celkové ohodnocení metrik vzhledem ke vzájemnosti hledaného optima
jednotlivých metrik.

Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2 #
# # # # # # # #

AE 0.49 1 -4.00 2 0.018 2 0.000 1 0.000 1 -2·1013 2 1.20 3 0.113 5 2.1
EMM 0.59 3 -4.47 1 0.271 6 0.198 6 0.167 6 -5·1012 3 1.61 6 0.044 3 4.3
PMCC 4.61 7 -1.00 5 0.000 1 0.372 8 0.278 7 -1·107 7 3.43 7 0.259 8 6.3
SRCC 4.79 8 -1.00 5 0.474 9 0.000 1 0.108 3 -1·106 8 3.57 8 0.292 9 6.4
KRCC 6.13 9 -1.00 5 0.397 8 0.270 7 0.000 1 -2·105 9 6.60 9 0.168 6 6.8
Dopt 0.51 2 -4.00 2 0.019 3 0.049 3 0.059 2 -3·1013 1 1.10 2 0.094 4 2.4
cond 2.58 6 -1.00 5 0.309 7 0.136 4 0.114 4 -3·109 6 1.01 1 0.182 7 5.0
ML2 1.14 4 -2.83 3 0.209 5 0.143 5 0.143 5 -3·1010 5 1.53 5 0.009 1 4.1
oLHS 2.12 5 -1.41 4 0.113 4 0.048 2 0.000 1 -1·1011 4 1.26 4 0.011 2 3.3

Tabulka 1: Hodnoty metrik p°i umíst¥ní 7 bod· do prostoru 10x10.

Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2 #
# # # # # # # #

AE 1.38 1 -3.00 2 0.015 3 0.020 3 0.028 3 7·1015 9 1.13 5 0.071 5 3.9
EMM 1.80 3 -3.61 1 0.153 5 0.142 7 0.125 5 -1·1027 2 1.25 6 0.032 3 4.0
PMCC 8.09 6 -1.00 5 0.000 1 0.227 8 0.220 7 -1·1016 4 2.82 7 0.265 9 5.9
SRCC 9.41 8 -1.00 5 0.241 6 0.000 1 0.148 6 -7·1015 5 2.96 8 0.128 6 5.6
KRCC 8.59 7 -1.00 5 0.264 7 0.082 6 0.000 1 -4·1011 7 4.10 9 0.210 8 6.3
Dopt 1.45 2 -2.83 3 0.015 3 0.026 4 0.000 1 -7·1028 1 1.03 3 0.058 4 2.6
cond 9.48 9 -1.00 5 0.533 8 0.530 9 0.436 8 -2·109 8 1.00 1 0.135 7 6.9
ML2 2.78 4 -1.41 4 0.055 4 0.055 5 0.022 2 -6·1012 6 1.12 4 0.006 1 3.8
oLHS 3.56 5 -1.41 4 0.006 2 0.006 2 0.067 4 -3·1020 3 1.01 2 0.008 2 3.0

Tabulka 2: Hodnoty metrik p°i umíst¥ní 10 bod· do prostoru 10x10.

Krom¥ výsledk· vý²e popsaných metrik je do t¥chto tabulek p°idán °ádek s výsledky pro optimální LHS
návrh [5], který byl získán pomocí softwaru SPERM 2.0 [9] optimalizováním s ohledem na PMCC. LHS
návrhy jsou £asto pouºívané pro jejich £asovou nenáro£nost, která ov²em plyne z jejich omezení. To má
význam zejména p°i p°íprav¥ návrhu ve spojitém prostoru, kde m·ºe být optimalizace metrik je²t¥ °ádov¥
výpo£etn¥ náro£n¥j²í neº v p°ípad¥ diskrétního návrhového prostoru. Spojitý prostor je p°i tvorb¥ LHS návrhu
nejprve rozd¥len tak, ºe de�ni£ní obor kaºdé prom¥nné je rozd¥len na úseky, jejichº po£et se rovná zvolenému
po£tu návrhových bod·. LHS návrh pak do kaºdého intervalu kaºdé prom¥nné umístí jeden bod. V rámci
následné optimalizace je moºné pouze prohazovat odpovídající sou°adnice dvou bod· tak, aby bylo stále
dodrºeno omezení jednoho bodu na interval. Prohledávaný prostor je tím z hlediska optimalizace významn¥
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Metrika AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2 #
# # # # # # # #

AE 2.82 1 -3.00 1 0.010 2 0.017 2 0.015 2 -1·1036 2 1.05 2 0.052 5 2.1
EMM 3.20 2 -3.00 1 0.125 7 0.186 9 0.134 8 -6·1028 3 1.13 4 0.045 4 4.8
PMCC 16.04 9 -1.00 3 0.000 1 0.180 8 0.195 9 -2·1021 6 2.81 8 0.120 9 6.8
SRCC 14.51 8 -1.00 3 0.225 8 0.000 1 0.071 7 -2·1025 4 2.78 7 0.097 7 5.6
KRCC 12.26 7 -1.00 3 0.240 9 0.084 7 0.000 1 -1·1025 5 2.95 9 0.108 8 6.0
Dopt 3.42 3 -1.41 2 0.027 4 0.056 4 0.056 5 -6·1042 1 1.06 3 0.041 3 3.1
cond 6.27 5 -1.00 3 0.022 3 0.068 5 0.058 6 -2·1014 7 1.00 1 0.058 6 5.1
ML2 6.16 4 -1.00 3 0.097 6 0.075 6 0.027 3 -2·1013 9 1.22 6 0.005 1 4.1
oLHS 9.04 6 -1.00 3 0.071 5 0.053 3 0.055 4 -5·1013 8 1.15 5 0.007 2 4.1

Tabulka 3: Hodnoty metrik p°i umíst¥ní 13 bod· do prostoru 10x10.

redukován, a proto je moºné najít dobré °e²ení i v p°ípad¥ v¥t²ího po£tu prom¥nných a návrhových bod·.
V p°ípad¥ diskrétního prostoru je moºné pouºít LHS návrh bez jakýchkoli modi�kací pouze v p°ípad¥,

kdy po£et p°ípustných hodnot v²ech prom¥nných je roven sob¥ navzájem a zárove¬ po£tu poºadovaných
návrhových bod·. Tato situace nastala nap°íklad v p°ípad¥ návrhu 10ti bod·, jehoº výsledky jsou uvedeny
v tabulce 2. V situaci, kdy jednotlivé prom¥nné dosahují r·zného po£tu p°ípustných hodnot nebo se li²í
od po£tu návrhových bod· uº není moºné pouºít skute£ný LHS návrh. Proto je tento turnaj zam¥°en
p°edev²ím na optimální návrhy, které se nepod°izují podmínkám LHS. Nicmén¥ je obecn¥ moºné p°ipravit
LHS návrh pro zvolený po£et návrhových bod· a poté jejich sou°adnice proporcionáln¥ p°evést na p°ípustné
hodnoty jednotlivých prom¥nných. Výsledný návrh pak uº ov²em není skute£ný LHS návrh tak, jak je
p·vodn¥ de�novaný. Tímto zp·sobem byly vytvo°eny modi�kované LHS návrhy sedmi a t°inácti bod· a
jejich výsledky za°azeny do tabulek 1 a 2.

Optimalizace LHS návrh· také vede na n¥kolik r·zných °e²ení se stejnou optimální hodnotou. Proto
i v tomto p°ípad¥ jsou výsledky uvedené v tabulkách 1 aº 3 získané pro nejhor²í návrh s optimální hodnotou
vzhledem k p°íslu²né metrice.

V tabulkách 1 a 3 dosahuje nejlep²ího ohodnocení metrika AE a metrika Dopt dosahuje druhého nejlep²ího
výsledku. Modi�kovaný LHS návrh se ukazuje aº jako t°etí nejlep²í, takºe pro tyto situace z°ejm¥ není tento
postup °e²ení p°íli² vhodný. Naproti tomu jsme o£ekávaly velmi dobré výsledky optimálního LHS návrhu
v tabulce 2 a výsledné hodnocení je opravdu lep²í, nicmén¥ D-optimální návrh p°ekonal LHS návrh a dosáhl
zde nejlep²ích výsledk·. Naopak metrika AE se zde propadla aº na t°etí místo, a to zejména proto, ºe její
výsledný návrh dosáhl nejhor²ího výsledku z hlediska D-optimality. Celkov¥ lze tedy shrnout, ºe D-optimální
návrhy dosáhly v tomto turnaji vzájemného ohodnocení v pr·m¥ru nejlep²ího výsledk· a p°ekonaly v praxi
£asto uºívanou metodu LHS.

4.3 Minimální vzdálenost

Jelikoº blízké body v návrhu jsou v ur£ité mí°e redundantní z hlediska informace, kterou p°iná²í o zkoumaném
modelu, je na²ím cílem vytvo°it návrh, kde budou body od sebe v co nejv¥t²í vzdálenosti. Toto hledisko sice
úzce souvisí s metrikami hodnotícími rozprost°enost návrhu, ale ºádná metrika není formulována tak, aby
toto hledisko hodnotila p°ímo. Proto zde uvádíme výsledky z hlediska minimálních vzájemných vzdáleností
bod·.

Ze získaných optimálních návrh· byly vybrány ty, které m¥ly nejmen²í sou£et minimálních vzdáleností
s cílem op¥t ukázat nejhor²í výsledek, které jednotlivé metriky hodnotí jako optimální. Vzdálenosti se sta-
novily pro v²echny kombinace bod· a pro kaºdý bod se uvaºovalo minimum ze v²ech vzdáleností k ostatním
bod·m. Tyto hodnoty jsou vyneseny ve sloupcových grafech pro varianty se 7, 10 a 13 body. Navíc je p°ipo-
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jen odpovídající optimální návrh v gra�cké podob¥. Pro kaºdou situaci uvádíme konkrétní podobu metriky
Dopt, která se m¥ní v závislosti na po£tu návrhových bod·, jak uº bylo zmín¥no na stran¥ 6.

• Pro variantu sedmi návrhových bod· v prostoru o velikosti de�ni£ních obor· obou prom¥nných rovné 10
zachycují obrázky (7). i-tý °ádek matice Zmetriky Dopt má v tomto p°ípad¥ tvar zi = [1 xi yi x

2
i y

2
i xiyi],

kde xi a yi jsou sou°adnice i-tého bodu.
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Obrázek 7: Optimální návrhy se 7 body v prostoru 10x10 a odpovídající grafy minimálních vzdáleností.

Nejvy²²í pr·m¥rné hodnoty minimálních vzdáleností dosahuje pro tuto variantu Dopt, dále metriky
EMM a AE. Na první pohled je patrná nerovnom¥rnost rozloºení optimálních návrh· metrik KRCC
a cond na rozdíl od návrhu ML2, jehoº body jsou od sebe sice vzdáleny mén¥ neº u optimalizace
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Dopt, ale m·ºeme sledovat pravidelnost návrhu prost°ednictvím vyrovnaných hodnot minimálních
vzdáleností, které nekolísají jako je tomu u korela£ních koe�cient· a metriky cond.

• Optimální návrhy a grafy (8) jsou výsledkem rozprost°ení deseti bod·. V tomto p°ípad¥ se po£et
návrhových bod· shoduje s velikostmi de�ni£ních obor· obou prom¥nných, proto lze za°adit nezm¥n¥ný
optimální návrh LHS. i-tý °ádek matice Z pro Dopt bylo nutné roz²í°it a zahrnuje tentokrát £leny
zi = [1 xi yi x

2
i y

2
i xiyi x

3
i y

3
i x2i yi xiy

2
i ] , do matice A je je²t¥ nutné doplnit dv¥ jedni£ky na diagonálu.
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Obrázek 8: Optimální návrhy s 10 body v prostoru 10x10 a odpovídající grafy minimálních vzdáleností.

Podobn¥ jako v p°edchozí variant¥ nejlépe dopadly AE, Dopt a EMM. Otimální návrh EMM je ze jme-
novaných t°í nejrovnom¥rn¥ji rozloºen. Návrh LHS p°ekvapiv¥ nepat°í mezi favority, dokonce metriky
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KRCC a ML2 vyhodnotily návrhy s vy²²í pr·m¥rnou hodnotou minimálních vzdáleností.

• P°i umis´ování 13 bod· v prostoru 10x10 se získaly optimální návrhy a jim odpovídající grafy minimál-
ních vzdáleností uvedené na obrázcích 9. i-tý °ádek matice Z pro Dopt bylo nutné op¥t roz²í°it, takºe
tentokrát zahrnuje £leny zi = [1 xi yi x

2
i y2i xiyi x

3
i y3i x2i yi xiy

2
i x4i y4i x2i y

2
i ] a na diagonálu matice A

se doplní jedna jedni£ka.
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Obrázek 9: Optimální návrhy s 13 body v prostoru 10x10 a odpovídající grafy minimálních vzdáleností.

Ani v posledním p°ípad¥ metriky EMM a AE neztrácejí a op¥t p°edvád¥jí velmi vyrovnané hodnoty
minimálních vzdáleností. D-optimální návrh dosahuje také vy²²ích vzdáleností v porovnání s ostaními
metrikami, ale jejich hodnoty uº nejsou tak vyrovnané.

V tomto testu nebyly p°íli² úsp¥²né korela£ní koe�cienty PMCC, SRCC a KRCC, které v pr·m¥ru
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dosahují nejmen²ích hodnot minimálních vzdáleností, coº vede k v¥t²ím shluk·m bod·, v n¥kterých p°ípadech
k sob¥ body p°ímo p°iléhají. Podobn¥ dopadla i metrika cond, o n¥co lépe ML2. Lep²ího rozprost°ení bod·
a tudíº i v¥t²ích hodnot minimálních vzdáleností dosahuje Dopt. Nejlep²ími výsledky se dle o£ekávání py²ní
metriky AE a EMM, jejichº optimální návrhy jsou na první pohled rovnom¥rné, o £emº také vypovídají
vyrovnané hodnoty minimálních vzdáleností, které v pr·m¥ru dosahují nejv¥t²ích hodnot.

4.4 Korelace mezi vstupními a výstupními hodnotami

Mezi první kroky p°i formulaci meta-modelu pat°í stanovení d·leºitých parametr· s významným vlivem
na odezvu zkoumaného modelu. Toto se b¥ºn¥ provádí pomocí stochastické citlivostní analýzy, která spo£ívá
ve vyhodnocení korelace mezi jednotlivými parametry a hodnotami odezvy modelu na základ¥ souboru
simulací provedených pro návrhové body. Z tohoto d·vodu se dal²í zkoumání metrik zam¥°í na schopnost
optimálních návrh· stanovit SRCC mezi kaºdým parametrem a modelovou odezvou. Byly uvaºovány dva
jednoduché modely, lineární a kvadratický, oba se dv¥ma diskrétními parametry x a y s 10ti moºnými
hodnotami. Skute£ná hodnota korelací byla získána z kompletního návrhu £ítajícího v²ech 100 bod·. Pro
kaºdou metriku byl optimalizován návrh s 10 body, aby bylo moºné zahrnout i optimální LHS návrh. Výsledky
takto získaných korelací jsou porovnány v tabulkách 4 a 5.

Návrh Komplet AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2 oLHS
corr(x,z) 0.700 0.699 0.813 0.236 0.975 0.307 0.694 0.198 0.630 0.835
corr(y,z) 0.700 0.686 0.566 0.840 0.161 0.932 0.673 0.908 0.667 0.530
Odchylka 0.016 0.247 0.604 0.814 0.625 0.033 0.710 0.104 0.305

Po°adí 1 4 6 9 7 2 8 3 5

Tabulka 4: Korelace vstup· a výstup· pro model: z = x+ y.

Návrh Komplet AE EMM PMCC SRCC KRCC Dopt cond ML2 oLHS
corr(x,z) 0.686 0.699 0.419 0.195 0.948 0.973 0.698 0.954 0.535 0.827
corr(y,z) 0.686 0.686 0.875 0.914 0.160 0.197 0.669 0.301 0.827 0.450
Odchylka 0.013 0.456 0.719 0.788 0.775 0.029 0.654 0.292 0.377

Po°adí 1 5 7 9 8 2 6 3 4

Tabulka 5: Korelace vstup· a výstup· pro model: z = x2 + y2.

Uvedené výsledky ukazují, ºe nejlépe se poda°ilo vyhodnotit korelaci na základ¥ návrhu optimalizovaného
metrikou AE, a to v p°ípad¥ lineárního i nelineárního modelu. Druhého nejlep²ího výsledku pak dosáhla
metrika Dopt a t°etího metrika ML2. Navzdory tomu, ºe v praxi se nej£ast¥ji pouºívají návrhy LHS, na²e
výsledky ukazují, ºe LHS návrhy mohou ur£it korelace v citlivostní analýze s významnou chybou. Nejhor²ích
výsledk· dosáhly návrhy up°ednost¬ující ortogonální uspo°ádání bod·, z £ehoº vyplývá, ºe pro citlivostní
analýzu je zejména d·leºité pokrytí návrhového prostoru.

5 Záv¥r

Cílem této práce je prozkoumat r·zné moºnosti hodnocení návrhu experiment· a prov¥°it, které hledisko je
d·leºité, pokud chceme návrh experimet· pouºít pro vyhodnocení citlivostní analýzy. Konkrétn¥ jsme zde
studovaly metriky: Audze-Eglais, Maximin a ML2 diskrepance, které jsou zam¥°eny na tvorbu návrh· rovno-
m¥rn¥ pokrývajících návrhový prostor. Dal²í v¥t²í skupinou studovaných metrik jsou korela£ní koe�cienty a

15



to Pearson·v, Spearman·v a Kendal·v a také £íslo podmín¥nosti, které hodnotí ortogonalitu daného návrhu.
Poslední skupinu pak tvo°í kritérium D-optimality, které vyjad°uje entropii systému bod·.

Jednotlivá kritéria byla porovnána ze £ty° hledisek. Nejd°íve byl studován tvar jejich funk£ního pr·b¥hu,
kde se nejvhodn¥j²ím, hladkým pr·b¥hem za°adily na první místa metriky AE a ML2. Jejich podstatnou
p°edností je také fakt, ºe nevytvá°ejí zbyte£né lokální extrémy jako je tomu PMCC, Dopt a cond.

V dal²í studii byla pozornost v¥nována vzájemnému ohodnocení optimálních návrh·, kde byly výsledky
jednotlivých metrik zárove¬ porovnány s optimálním LHS návrhem. Ve t°ech r·zných testech hodnotíme
celkov¥ nejlépe návrhy Dopt, p°i£emº na druhé místo se °adí návrhy získané pro metriku AE. Také zde byly
ukázány limity pro vyuºití návrh· LHS.

Z hlediska minimálních vzdáleností mezi body ve výsledném návrhu se také dle o£ekávání umístily na p°ed-
ních místech návrhy pro metriky EMM, AE. Trochu p°ekvapiv¥ dosáhla jako t°etího nejlep²ího návrhu z
tohoto hlediska metrika Dopt, která p°ekonala i výsledek metriky ML2.

Poslední studie byla hlavním cílem p°edkládané práce. Zde byly výsledné optimální návrhy pouºity pro od-
had korelace mezi vstupními a výstupními parametry dvou model·: lineárního a kvadratického. A£koliv se
práv¥ pro tuto aplikaci v praxi £asto vyuºívají optimální LHS návrhy, v p°edloºené studii se propadly aº na
£tvrté a páté místo. Nejlep²ího odhadu korelace dosáhla metrika AE, dále Dopt a ML2.

A£koliv metrika AE není p°íli² roz²í°ená, do této chvíle jsme na ni narazily pouze v práci [12], dosahuje
v provedených studiích nejlep²ích výsledk·. Jako druhé nejlep²í kritérium se nám jeví metrika Dopt, nicmén¥
její praktické vyuºití zna£n¥ limituje nezbytnost manuálního nastavení. Nakonec je t°eba zmínit p°ekvapiv¥
neuspokojivé výsledky optimálních LHS návrh·, nicmén¥ jejich roz²í°ené pouºití je opodstatn¥né zejména
díky jejich snadné optimalizaci, a to i v p°ípad¥ návrh· s v¥t²ím po£tem bod· ve vícerozm¥rném návrhovém
prostoru.

Na základ¥ uvedených výsledk· se proto v na²í budoucí práci budeme v¥novat strategiím pro efektivní
generování návrh· optimálních z hlediska metriky AE a Dopt.
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