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1 Teoreticky uvod

Poissonovo ¢&islo uvadza pomer prie¢nej a pozdiZznej deformécie materialu. Jeho hodnoty
zvyknu byt v rozmedzi od 0 do 0,5. BeZzny material s kladnym Poissonovym cislom sa po
zUzeni v jednom smere predizi v smere kolmom a naopak.

Pozname vsak aj Specidlne materialy so zdpornym Poissonovym ¢islom, ¢o znamenj3, ze
pri skrateni v prieénom smere skrati aj v smere pozdiznom. Do spominanej kategérie patri
prave auxeticky metamateridl, ktorému sa budeme venovat v nasej semestralnej praci.
Tento typ materidlu sa v prirode nenachadza a je tvoreny opakujicou sa Struktirou malych
geometrickych buniek. Prave vdaka nej ma Specidlne mechanické vlastnosti, ktorymi sa lisi
od beZnych materidlov. V nasej semestralnej praci budeme skimat vplyv geometrie
auxetického metamaterialu na hodnotu Poissonovho cisla.

Na obrdzku Obr. 1.1 mame znazornenu Struktiru auxetického materialu.
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Obr. 1.1



2 Predpoklady

Predpokladajme auxeticky metamaterial so Struktirou zndzornenou na Obr. 2.1
a zavedeny suradnym systémom xz v ktorom kladnda osa z smeruje zhora nadol a kladnd osa x
zlava doprava. Tento materidl stla¢ime v smere osi z, v dosledku ¢oho sa nasledne
zdeformuje v smere osi x. Ozname si posun Struktlry materialu v smere osi x ako u, v smere
osi z ako w a jej kladné pootocenie proti smeru hodinovych ruciciek ako ¢.
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Obr. 2.1

Cielom nasej prace je odvodit vztah medzi posunmi w a u, z ktorého je mozné urdit
Poissonovo ¢islo. Nasledne budeme skimat vplyv geometrie na hodnotu efektivneho
Poissonovho ¢isla auxetického metamateridlu.
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Obr. 2.2

Ako mame moznost pozorovat, v auxetickom metamateriali sa jedna bunka
periodicky opakuje. Aj vdaka tomu ziskal svoje jedine¢né vlastnosti a nam to umoznuje
skimat iba jednu konkrétnu bunku, pretoze spravanie ostatnych buniek v strukture je
identické.

Auxeticky metamaterial je navySe na Urovni mikrostruktury dvojoso symetricky, ¢o
nam dovoluje zjednodusit Glohu na skimanie vlastnosti jedného kvadrantu bunky.



3 Vztah medzi posunmiuaw

3.1 Pouzitie diferenciadlnej rovnice ohybovej Ciary prutu

Na zaciatok je potrebné odvodit maticu tuhosti prutu, ktord nam urcuje zavislost
koncovych sil a momentov prutu na posunuti u, w a pootoceni ¢. Pre tento ucel budeme
zatial' uvazovat jeden prut, obojstranne votknuty.

Obr. 3.1

Diferencialna rovnica ohybovej Ciary prutu ma tvar 3.1.1.
d? d?*w _
TxZ EIyW(x) = fz(x)
(3.1.1)

Integraciou x z diferencialnej rovnice ohybovej ¢iary prutu odvodime vztah 3.1.3 pre koncovu
silu Va moment M. Spojité zataZenie f, je rovné nule, preto ho mézeme zanedbat.

L EL 22 00] = Fw /J
2 [e S @] = fwx+ e /]
EL Y () = F0 +ex+ o, /]
EL22 () = ()= +c1 Ceox tes /J

El,w(x) = fz(x) + ¢, = - + cz + C3X + Cy

(3.1.2)
d3w _
V=- yd 3(x)— —f(O)x—c;=—¢
2 2
M = —Elyw(x) = —fz(x)7 —C1X —Cy = —C1X — Cy
(3.1.3)



3.2 Pouzitie DR namahania prutu v tahu a tlaku
Do diferencialnej rovnice prutu namahaného v tahu-tlaku dosadime relativne

predlZenie ¢ v zavislosti na x 3.2.2. V naSom pripade nemdme spojité zatazenie f,, takze ho
poloZzime rovné nule.

d du _
E[EAa(x)] +£,(x) =0

(3.2.1)
() = S ()
(3.2.2)
d _ _
—[FA(O1+ () =0 A (x) =0
dN B
E(X) =0
(3.2.3)
N(x) = _N()
(x) =EAe(x) - ex)= 7
(3.2.4)

Normalova sila N je konstantna, preto jej derivacia podla x je rovna nule, z ¢oho
dostaneme vztah 3.2.4. Dame do rovnosti obidve vyjadrenia relativneho predizenia £(x)
a rovnicu zintegrujeme. Premennu x si oznacime ako L, pretoze v dalSich vypoc¢toch budeme
uvazovat L ako dizku prutu.

du N
_ - N N
dx (x) FA /f ab ba
> o

Nx

u(x) = EA + ¢
Obr. 3.2
N = EAAu
L
(3.2.5)

Dostaneme konecny vztah pre normalovu silu N. Podla konvencie sil v obecnej
deformacnej metdde maju nase vnutorné sily smer zhodny so smerom 0s suradnicového
systému, preto mézeme napisat vztah 3.2.6. Nazyvaju sa koncovymi silami a su zavedené
podla konvencie na Obr. 3.2. Kladnu koncové sily maju smer a orientaciu kladnych polos
a kladné momenty tocia proti smeru hodinovych ruciciek. V nasej praci budeme dalej
pracovat s koncovymi silami.

EAAu
ab = I = WNpa

(3.2.6)



Pre jednoduchsi zapis si zavedieme normalovd tuhost prutu n definovanu vztahom
3.2.7 a pomocou nej vyjadrime normalovu silu N.

EA
Ngp = T
(3.2.7)
Nab = nabAu
Ngp = nab(ua - ub)
Npq = Ngp (ub - ua) 325)



3.3 Matica tuhosti prutu

Matica tuhosti prutu ma tvar 3.3.1. Zvyraznené konstanty k1, k14, k41, K44 sme urcili
z vyjadrenia normalovej sily N a dosadime ich do matice tuhosti K.

fNab ua
Vab ka1 Koz ko kas kas kg wWq
{Mab _ k31 ksz ks3 kss kss k3| ) Pa
Npq ka1 Kaz kazs kas kus ksl | Up
Vba ksi ksy ks3 ksa kss kse| |Wp
kMba —k61 k62 k63 k64 k65 k66 @b
(3.3.1)
fNab\ k11 0 0 k14 0 O (ua\
Vab 0 ko kaz 0 kys kol |w,
) Mgy _ 0 ks ki3 0 kss ks 4 Pa L
Nba k41 O O k44 O O ub
Vba 0 ksy ks 0  kss ks wa
kMba 0 ksz k63 0 k65 k66 @b
(3.3.2)

Vidime, Ze posuny u,, u, zavisia iba na koncovych silach N, a N, , ktoré su naopak
zavislé vyhradne na posunoch ug,, u,;, preto si pri hlfadani vztahu medzi dal$imi vnatornymi
silami, posunmi a pootoceniami budeme mact dovolit vynechat u,, up, Nyp, Npq a vznikne
nam matica 4x4, s ktorou sa bude lepsie pracovat.

Ngp n 0 0 -n 0 07 u,
Vab 0 Kz ka3 0 kas kel |[w,
Mgy 0 kzp ka3 0  kzs ksel|)®a
Ny, -n 0 0 n 0 0 Up
Vba 0 ksy kss 0 kss ks |[[Wb
My, L0 ke kes 0 kes kel “9p
(3.3.3)
Vab kyy kaz kas Kyl Wy
Mgy, _ ksz ksz kss ksg|)@a
Vba ks, kss kss kse||Wp
My, ke ke kes kesd “¥b
(3.3.4)



3.3.1 Posun ws;

Z matice tuhosti 3.3.3 sme pri rieSeni posunu w a pootocenia ¢ docasne odstranili
vyjadrenu koncovu silu N a posun u, aby rieSenie bolo prehladnejsie. V dalSich krokoch
budeme vidy jednému z posunuti, alebo pootoceni (w,, Wy, @4, @) priradzovat hodnotu 1,
ostatnym trom ponechame hodnotu 0 a vyrieSime diferencidlnu rovnicu s odpovedajicimi
okrajovymi podmienkami.

Zvolime siw, = 1, spocitané koncové sily potom odpovedaju prislu$nému stipcu
matice. Vdaka zvolenému posunu budeme vediet vypocitat konstanty k.., k5, k<, a ke,,
patriace k posunu w,.

Vab k22 k23 k25 k26
Mab k32 k33 k35 k36
Vba k52 k53 k55 k56
Mba k62 k63 k65 k66

S OO -

(3.3.1.1)

V diferencialnej rovnici ohybovej ¢iary 3.1.2 ma £, (x) nulovi hodnotu, preto ho
odstranime a vzniknG nam vztahy 3.3.1.2.

dw x?
El, —(x) =ci5+cx+cs /[

x3 x?2
El,w(x) = Gt ostexte
(3.3.1.2)

Pootocenie sa rovna zapornej hodnote derivacie posunu w podla x. Vdaka tomu
prepiSeme rovnice 3.3.1.2 do finalnej podoby 3.3.1.3.

2

x dw
—El,p,(x) = ¢; 1 + cyx +c3 Pa=~"70 (x)

x3 x?
El,w(x) = Gt stexte
(3.3.1.3)

Dosadime hodnoty posunu w a pootocenia ¢ do diferencidlnej rovnice ohybovej Ciary
s nulovym f,(x) 3.3.1.3 a vypocitame hodnoty konstant c1, ¢z, c3 a ca.

w,=1 - ¢y = ELLw, = EI,
@, =0 - c;=0
L3 L?
wy =0 - 0:C1;+C2;+Ely
2
op, =0 - 0=—61%—C2L

3
—EIy :C1z+C2?

Cz = _Clz
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213
—Ely =—agy
L3
—Ely = —Cla
12E1
C1 = L3 Y
12El, L,
2=~ L3y5
6E1
Cy = — LZy

(3.3.1.4)

Ohybova tuhost prutu ke sa rovna 3.3.1.5. Budeme ju pre prehladnost vyuZivat pri
vypocte matice tuhosti.

2EI
k., =—2
ab I
(3.3.1.5)
Do vztahov 3.3.1.6 a 3.3.1.7 pre vypocet koncovej sily V a momentu M vloZime
konStanty ci, ¢, c3, ¢ca a vyjadrime jednotlivé koncové sily v zavislosti na posune wg.
Koncové sily Vap a Via Vv zavislosti na posune we.
12E1 6k
Vap = €1 = Y= 2
L3 L?
12E1 6k
Voa =01 = ——5> =~
L3 L?

(3.3.1.6)

Koncové momenty Map @ Mpa v zavislosti na posune wg.

12E1 6E1 6E1 3k
— — y Yy _ y _ ab
Mab__clL_CZ__ L3 L+ LZ = — LZ = — I
3kap
My, = —
ba I

(3.3.1.7)
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3.3.2 Pootoclenie @q

Pre vypocet pootocCenia ¢, si zvolime ¢, = 1 a ostatnym posunom a pootoceniam
priradime hodnotu 0. Vdaka tomuto kroku budeme vediet ziskat konstanty k3, k33, ks3 a
kgs.

Vab k22 k23 k25 k26
Mab k32 k33 k35 k36
Vba k52 k53 k55 k56
Mba k62 k63 k65 k66

S O O

(3.3.2.1)

Pri diferencialnej rovnici ohybovej &iary s nulovym £ (x) 3.3.1.2, ktor sme si
predtym vyjadrili, konstanty c1, ¢z, ¢z a ca nie su zhodné s pripadom, kedy bol posun wg = 1.
V tomto pripade mame rozdielne predpoklady a to ¢, = 1, takZe w, ma nulovu hodnotu,
dosledkom ¢oho musime konstanty c1, 2, ¢3 a ca znovu vyjadrit.

w, =0 - c, =0
0, =1 - c; = —ElL,p, = —El,
_ o L? _ 6Ely,
wp, =0 - 0—clz+cz?—E1yL - €GL=—"7
_ _ L? __4AEl,
op, =0 - 0——61?—C2L+E1y - €2 =—~
(3.3.2.2)
Do vztahov 3.3.2.3 a 3.3.2.4 pre vypocet koncovej sily V. a momentu M vlozime
konStanty c1, ¢z, c3, ¢ca a vyjadrime jednotlivé posuvajuce sily a pootocenia zavisiace na
posune wg.
Koncové sily Vap a Vpa v zavislosti na pootoceni ¢,,.
6E1 3k
Vap = €1 = ——5> = ——=
L? L
6E1 3k
Vpa = —€1 = —2 = —=
L? L
(3.3.2.3)
Koncové momenty Map @ Mya v zavislosti na pootoceni ¢,.
4El, 4El,
Mab:C10+C2:O+ = I :2kab
6E1 4E1 2E1
— _ y y _ y _
Mba —_ _ClL - Cz —_ Lz L - L —_ L —_ kab
(3.3.2.4)
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3.3.3 Posun wp

Pri vypocet posunu w priradime wp hodnotu 1, ¢o ndm umozni urcit konstanty ke,

k3s, kss a kgs.
Vab kyy ka3 ks
Mgp ( _ |k3s2 ksz  kss

Vba |ks2 ks3 kss
Mpq kez ko3 ks

w, =0 - c, =0

@0, =0 - ;=0
3 2

w, =1 - E]y:(;l%+(;2% 5
L2

@, =0 - 0=—61?—C2L -

0
kss])0
1
0

C =

__ 6kgp

L2

_ 3kap

Po vypocitani konstant mézeme urcit koncovd silu V.a moment M.

Koncové sily Vap a Vpa Vv zavislosti na posune wp.

Koncové momenty Map @ My, v zavislosti na posune wp.

6kap | 3kap _ 3k

Mab = —ClL —Cy = L2 I I

_ 3kgp

M
ba L

(3.3.3.1)

(3.3.3.2)

(3.3.3.3)

(3.3.3.4)
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3.3.4 Pootocenie @p

Pre vypocet pootocCenia ¢, ur¢ime ¢, = 1 z oho nasledne podobnym sp6sobom ako
v predchddzajucich prikladoch vypocitame konstanty kg, k36, kse @ Kge-

Vab ka2 kaz kas  kae] o0
Mgy _ ksz ksz kss ksgl|)o
Vba ksa ks3 kss kse||O
Mpq kez kes kes kesl 1
(3.3.4.1)
w, =0 - c, =0
@, =0 - c3=0
13 12 6E1
wy, =0 - O=c-+es - € =%
L? 2EI
pp =1 - El, = —c;——c,lL - C=——"
(3.3.4.2)
Koncové sily Vab a Vba Vv zavislosti na pootoceni ¢y,.
6E1 3k
Vap = =1 = =% = ==
L? L
6E1 3k
Vpa = €1 = e
L? L
(3.3.4.3)
Koncové momenty Mab @ Mpa v zavislosti na pootoceni @,,.
2El, 2EI,
Mab=—C10—CZ=0+ I = 7 :kab
6E1 2EI 4E1
y y y
Mba=—C1L_C2=_ L2 L+ I = — I =_2kab
(3.3.4.4)

14



3.3.5 Kompletnad matica tuhosti prut

u

Na zaklade vyjadrenych vztahov medzi koncovou silou V, momentom M, posunom w
a pootocenim ¢ dosadime za konstanty matice tuhosti 3.3.5.1 prislusné veliciny.

Vab
Mab
Vba
Mba

k22
k32
ks>
k62

k23
k33
Ks3
k63

ks
k3s
k55
Kes

k26
k36
Kse
k66

Wa
Pa
Wp
Pp
(3.3.5.1)

Dostaneme maticu tuhosti K pre koncovu silu V a koncovy moment M.

[ 6kab

3kap 6kqap

3kab_

L2
3kap

L
6k ap

L
2k gp
3kap

LZ
3kap

L
6k,

L
kab

b

L2
3kap
L

= kap

L
kab

L2
3k,

o N

hlw“,\,|0xhlwb,:,|

b

(3.3.5.2)

Maticu tuhosti 3.3.5.2 rozSirime o koncovu silu N a posun u, ¢im ziskame kompletnu
maticu tuhosti K 3.3.5.3 s posunmi u, w a pootocenim ¢ pre prut v 2D rovnobezny s osou x.

[Mgp 0
6kap
0
Nab LZ
Vab 0 _ 3kab
Mab — L
Nba —Nap 0
Vba 0 _ 6kab
Mba L2
3kap
O —
L

0
3kap
L
2k gp

0
3kap

L
kab

—Ngp

0

0 0

6kap 3kap

L? L U,
3kgp i W,

L ab (pa

0 0 Up
6kab gkab Wp

) b
3k
Tab 2k

(3.3.5.3)
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3.4 Transformacia do globalneho suradnicového systému
3.4.1 Transformacna matica

Na Obr. 3.3 mame zndzornenu polohu a smer posunov u, w rovnobeznych s osami v
globalnom suradnicovom systéme. My predpokladdme prut pootoceny o uhol a. Tym nam
vznikne lokdlny stradnicovy systém, v ktorom sa nachadzaju pootocené posuny u*, w*. Ak
chceme aj nadalej pracovat v globalnom stdradnicovom systéme, musime transformovat

pootocené posuny u*, w* na posuny u, w rovnobeiné s osami globalneho suradnicového
systému.

Obr.3.3
Pre posuny u*, w* a pootocenie @* pootocené o uhol « platia vztahy 3.4.1.1

Uy = UgCcosa + w, sina

W, = —UgSsina + w, cosa
* —
Pa = Pa
U, = upcosa + wysina
Wy, = —U, sina + wy, cos a
* —
Pp = Pp
(3.4.1.1)
u’* cosa sina O][u u
w'|l =|—sina cosa O||W|=m|W
@ 0 0 111 @
(3.4.1.2)

Maticu tuhosti K* patriacej lokalnemu stradnicovému systému vieme previest na
maticu tuhosti K9 globalneho suradnicového systému pomocou vztahov 3.4.1.3. T je
transformacna matica a T7 je matica transponovana.

K9 = TTK!'T
(3.4.1.3)

16



Transformacnu maticu T ziskame zo vztahov 3.4.1.2 pre posuny u*, w* a pootocenie @*.

T 0
r= [O 71']

rcosa sina O 0 0 07
—sina cosa O 0 0 0

T = 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa sina 0

0 0 0 —sina cosa O

0 0 0 0 0 1-

(3.4.1.4)

Pri ortogonalnej transformacii suradnic sa inverzna matica rovna transponovanej. Vdaka
tomu sme vo vztahu 3.4.1.3 pouzili transponovanu maticu T7.

rcosa —sina 0 0 0 07

sina  cosa O 0 0 0

TT — 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa —sina O

0 0 0 sina cosa O

0 0 0 0 0 1

(3.4.1.5)
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3.4.2 Matica tuhosti K v globdlnom stdradnicovom systéme

rcosa —Sina
sina cosa
0 0
K9 =TTK'T =
0 0
0 0
0 0

SO O Rk OO

[NMap 0 0 —MNap 0 0
0 6kqyp B 3kap 0 B 6kgp B 3kyp
0 0 01 L? L L? L [ cosa
0 0 0 3kap 3kap —sina
0 o ol |0 - L“ 2k g 0 La Kap 0
cosa —sina 0] —MNap 0 0 Nap 0 0 0
sina  cosa O B 6kap, 3kgp 6k, 3kap 0
0 0 14 12 I 12 I 0
3k 3k
0o - L‘”’ Ky 0 L“” 2k oy

Dosadenim do vzorca 3.4.2.1 pre vypocet matice tuhosti K9 v globdlnom stdradnicovom systéme ziskame jej kone¢nu podobu 3.4.2.2.

NgpCos?a +
6k
Ngp (nab B L—2
Vab 3kab
Mab \ = L
Nba 2
Vba —NgpCoS~a —
MbaJ 6kab
(7~ o
3kap

6k,p

LZ

sina

)sinacosa

sina

6kab . 2
12 sin-a

)sinacosa

sina

( 6kab) . 3kab .
Map — —7 ) sinacosa o sina
6k 3k
NgpSin’a + L;b cos’a — Lab cos a
3k
— Lab cosa 2kgp
(6kab . 3kab .
———ng |sinacosa — sina
12 ab) L
—NngpSin?a — Ska cos’a 3Kap cos a
3k
- Lab cosa kap

2 6kab .2
—NgpCoOS~a — 12 sin~a
6kab .
12 — Ngp |SINACOS A
— 3Kap sina
L
2 6kab .2
NgpCoOS~a + 12 sin~a
6kab .
Ngp — T Sina cosa
3kab .
- sin @

6kap
( — Ngp

LZ

—NgpSin®a —

3kap
L

6kap
(nab - 12

NapSina +

3kap
L

sina 0 0 0
cosa O 0 0
0 1 0 0
0 0 cosa sina
0 0 —sina cosa
0 0 0 0
) . 3kab .
sina cosa sina
6kap 5 3kap
Iz cos“a — cosa
cosa Kap
) . 3kab .
sinacosa — sina
Ok ap cos’a 3Kap cosa
L2 L
cosa 2k gy

RO oo oo

(3.4.2.1)

(3.4.2.2)
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4 Matica tuhosti K pre sustavu 2 prutov

Zaujima nas tvar matice tuhosti K pre sustavu 2 prutov znazornenych na Obr. 4.1. Jeden prut je rovnobeZny so suradnicovymi osami,
druhy je pootoceny o uhol a. Spojenim matic tuhosti 3.3.5.3 a 3.4.2.2 pre jednotlivé pruty ziskame jednu maticu tuhosti K, ktord ndm urcuje

vztah medzi koncovymi silami, momentami, posunutiami a pootoceniami sustavy.

—MNagp

0
6k 45
L3

3kqp
L

6kpec
L%

6k,

+ (nbc - L—%
3kap N 3k,

Lq Lc

6ky,.
L

sina

nbccosza +

6k ap
L3

)sina cosa

sin &

sin‘a

—ny.cos’a —

(6kbc

—5 nbc) sin@ cos @
Lz

3kp,.

sin a
L¢

—Ngp
0
0
6kbc .
Npe — ? sin @ cos a
[
.2 6kb€ 2
NpeSin“a + ——cos“a
L¢
— 3ke cosa
L
6kbr: .
Iz — Ny, | SIN @ cos a
[
.2 6kb€ 2
—MNpeSin“a — cos“a
12
c
3k,
— cosa

L

d
A
Obr. 4.1 000
0 0
0 0
0 0
—n COS‘ZG‘S - 6kbc Sl'nzﬂf (6kbc —n )Sil’l acosa
bc L% L% bc
6kb|’.‘ . .2 6kbc 2
L%. — Npeo ) SIN A COS & —NpeSINTa — L% cos~a
Bkbc . 3khc
- sina cos o
c LC
2 + 6kbc .92 . 6kbc -
np-COo0S~a L% sin~oa Ny —L% SIna cos o
6kbc . .2 6kbc 2
MNpe — L—% SIna cosa NpeSIN + L% cos o
Bkbc . 3kbc
- sina cos o
Lc Lc

(4.1)
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Wg, P, Ue, P Maju nulové hodnoty, preto ich méZzeme z matice odstranit.

f
0

)

0

0

—Ngp
0 NpcCcos?a + 6522)6 sin‘a (nbc - %) sina cos a
6kab 6kab 6kbc . ) 6kbc 2
} _|- Iz Iz + (nbc — L—%) sinacosa ny.Sin“a + 2 cos“«a
3kab 3kab 3kbc . 3kbc
— L, L. + L, sin« - L cosa
6kbc . ) 6kbc 2
0 ( Iz — nbc) sin a cos o —MNpcSin“a — 2 cos“a

c

0 0
3kbc . <6kbc ) .
L sina Iz Ny | Sin a cos a .
3kab 3kbc . 2 6kbc 2 (ub]
— cosa —ny.sin‘a — cos’a
L, L. L% Wp }
3kbc Pp
2kap + 2kpe L cosa w, )
3k 6k
Lfc cos a NpeSina + szc cos’a |

(4.2)

Za ohybovu tuhost prutu k a normalovu tuhost prutu n dosadime povodné vyrazy n,,, Ny, kKap, Kpe- PO Upravdch ndm vznikne findlna matica tuhosti K 4.3. Prisli sme
na to, Ze nase predpoklady spravania sa konstrukcie neboli spravne, preto s tymto odvodenim dalej nebudeme pracovat.

coococo
Il

0 0
EA 12E1
—cos?a + 3 Y sina
LC c
12EL, 12EI, EA 12EL,\ |
-— 3 ——— sina cosa
Ly Ly L, Ly
6E1 6EIl 6EIl
— 4 Y4 Y sina
L% L3 L2
12E1, EA\ |
0 s — - |sinacosa
L L,

EA
Lg
EA 12EL) |
— ——5—|sinacosa
L. L3
EA 12E1
—sin*a +— Y cos?a
L. I3
6E1
y
— cos a
L%
EA 12E1
——sin*a — —s Y cos?a
L, .

0 0
6EL, 12EI, EA\
sina — —|sinacosa
L2 L} L
6E1 6E1 EA 12E1
Y _—Ycosa —-—sina— Y cos?a
L2 L% L. L}
4E] 4E] 6E1
Y Y Y cos a
Lg L. L2
6EI EA 12E1
Y cos a —sin*a +— Y cos?a
L2 L. ¢

Up
Wp
Pp

(4.3)
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5 Model auxetického metamateridlu s jednym prutom
5.1 Odstranenie @»

Zistili sme, Ze nemozeme pocitat s pootocenim ¢, pretoze by ndm nevznikla periodicky deformovand bunka. V materiali by neostdvala poZzadovana Struktura, ale vznikli
by medzery medzi jednotlivymi ¢astami materialu, pripadne by sa prekryvali, comu sa chceme vyhnut. Budeme uvaZovat nestlacitelnost zvislych prutov pri zachovani
stlacitelnosti Sikmych. Preto zavedieme nulové pootocenie vo vsetkych koncovych bodoch. Vdaka tomu vieme previest zadanu sustavu prutov na tlohu o jednom
pootocenom prute, pricom nas bude stéle zaujimat suvislost medzi posunom u a w zndzornenom na Obr. 5.2.

Obr. 5.1
Obr. 5.2
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5.2 Matica tuhosti K modelu s jednym prutom

Znovu si zoberieme vyjadrenu maticu tuhosti K transformovanu do globalneho suradnicového systému xz a tentokrat odstranime zvyraznené vyrazy patriace nulovému
pootoceniu ¢;. Vznikne ndm matica 2x2 pre koncové sily X, Z a posuny u, w na obidvoch stranach prutu. Zjednodusenie sustavy na jeden Sikmy mdZeme spravit z dévodu, Ze
posuny zvySnych prutov, ktoré su rovnobezné so stiradnicovymi osami x, z budl zhodné s posunmi u a w.

[ 2 6k ab 6kab . 3kab 6kab
Nngpcos-a + 2 sin‘a (nab - T) sin & cos « sina (L—Z - nab> sin @ cos a
6k 6k
2
Z 3k 3k 3k
Mb; Lab sina - Lab cosa 2kgp - Lab cosa Kap ‘(ZZ
Vx: (= T 6k, _ 3k, 6k, u,
7 2 <L_2 — nab> sinacosa — T sin a (nab 2 ) sin @ cos a w,
M| G ) o Cteorte ey (RN oo s o [ |
—Ngp |SiN@COSQ®  —ng,Sin‘a — cos‘a ngpSin‘a + ® cos?a
(7 =) 7 E
3k 3k 3kap
i Lab sina — Lab cosa kap - 7 2 cos a 2kgp ]
[ 2 6k 6kab . 3kab 6kab . 3kab . 1
Nngpcos-a + 2 2 sina (nab - L_Z) sin @ cos L sina —ng,cosa — LZ 2 sina (T - nab> sin @ cos a [ sina
6k ap 6k 3k 6k 6k 3k
x Ngp — sin @ cos — TP osa (—2 - Ngp | Sina cosa B costa ——2Lcosa
(Xp) 12 L 12 L u,
Zy 3kab C 3kap - 3k,ﬂJ 3kab Wy
) M; [ _ sina [ cosa ab sina cosa o0
B e Sate (Bone)inscns ~Betins s St _ - v
Z; We
k-J (6kab ) ) 6kab 2 3kab ( 6kab) e
—Ngp |Sin@COSa  —ng,sin‘a — cos‘“a cosa Ngp — sin a cos a 2 cos
L? L L? L
| Ttene o - sina - 2has

(5.2.1)
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5.3 Vztah medzi posunmiuaw

Odstranenim nulovych posunov a pootoceni z matice tuhosti K 5.2.1 sme ziskali maticu
2x2 v ktorej sa nachadzaju iba posuny u, a wy,.

2 6kab . 2 6kab .
0 Ngpcos“a + Iz sin‘a Zz Ngp | sinacosaf .
{RC} B 6kab . . 2 6kab 2 WC}
(L_Z - nab) sinacosa ngsSin‘a+ Iz cos‘a
(5.3.1)
Za ohybovu tuhost prutu k a normalovu tuhost prutu n dosadime vyrazy 5.3.2
a zjednodusime jednotlivé ¢leny matice tuhosti K.
EA
Ngp = —
ab L
2EL,
kap = 7
(5.3.2)
Vyjadrime si u, v zavislosti na wy,.
L*EAcos?a + 12El,sin*a 12El, — L*EA\
0= IE up + — 0z sina cos a w,
L*EAcos?a + 12El,sin*a 12EL, — L’EA\
IE U, = — — sina cos aw,
(121, — L?A) sinacosa
U, = —
b [?Acos?a + 121 sin?a ¢
(5.3.3)
Pre zjednodusenie pouZijeme vztah 5.3.4 pre polomer zotrvacnosti.
A
(5.3.4)
(12i2 - L?) sinacosa
U, = — w
b L2cos?a + 12i%sina ¢
(5.3.5)
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Dizka prutu L neostava konstantna, ale meni sa ndm s rozdielnym uhlom a, preto jej
postupnl zmenu musime zapracovat do nasho vztahu. Zvolime si premennu H, ktora
predstavuje polovicu dlzky reprezentativnej bunky.

_H
" cosa
(5.3.6)
2
(121’2 -— )sinacosa
cos?’a
U, = — 2 We
5—cos?a + 12i%sin’a
cos?’a
2
(121’2 -— )sinacosa
" = — cos?a w
b H? + 12i%sin%a ¢
(5.3.7)
Rovnicu 5.3.7 vieme este prepisat pomocou parametru A, ktory si zavedieme ako 5.3.8.
1= i
" H
(5.3.8)
i2 H? .
. (12m—m)smcxcosaw
b - : c
H? 2 .,
02 + 12 zsin‘a
(12/’12 - — )sinacosa
w, = — cos?’a w
1+ 122%sin%a ¢
(5.3.9)

Ziskali sme konecny vztah zavislosti posunu u, na predpisanom posune w.,.
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5.4 Poissonovo Cislo v

Vyjadreni zavislosti u;, na w, vieme zo vztahu 5.4.1 urcit hodnotu Poissonovho ¢isla v.

(12/12 — coiza) sina cos a

1+ 12A2%sin%a

Q

(5.4.1)
Up
WC
H

(5.4.2)

(5.4.3)

A? vychéadza ako velmi malé &islo bliziace sa k nule, preto je moZné ho vo vypocte
zanedbat. Vyjadrili sme Poissonovo Cislo v a m6éZzeme s nim dalej pracovat.

1
=— > sinacosa
cos?a
_ Sina
Vv =—
cos
Y =—tana

(5.4.4)
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6 Geometria auxetického materialu

Na overenie spravnosti vysledku 5.4.3 sme pouZili program EduBeam. V naSom vyjadreni
zavislosti posunu u na w sme zanedbali smykové deformacie, preto sme v parametroch
materialu nastavili modul pruznosti v smyku G rovny nekoneénu. Dizku prutu H sme si zvolili
10 m, aby bolo jasne vidno priebeh deformacie. Pomocou prierezovych charakteristik sme si
nastavili vhodny tvar prutu. Plocha prierezu A bude mat v nasom pripade 1 m? a moment
zotrvacnosti I, sme zvolili 0,001 m*. Posun w v smere osi z ma hodnotu 1 m. Zvy$né
parametre sme ponechali preddefinované.

Zaroven sme v Matlabe napisali kdd z ktorého sme dostali hodnoty Poissonovho Cisla v a
vykreslenie grafov v zavislosti na geometrii auxetického metamaterialu.

Obr. 6.1

Uhlu a priradime hodnoty v rozmedzi od 0° do 45°, aby sa zachovala celistvost bunky.
Tym sme zarucili, Ze pruty ostanu iba vo svojom kvadrante, nebudud presahovat do okolitych
a dbjde k spojeniu 2 a 2 Sikmych prutov s prutom na zvislej ose symetrie bunky.

V odvodenom vzorci pre vypocet hodnoty Poissonovho Cisla v vidime, Ze Poissonovo
¢islo sa meni iba pri zmene uhlu «, pricom ostatné veliCiny pri konkrétnom materidli ostavaju
konstantné. Reprezentuje ndm ich zavedeny parameter A.

Tymto sme docielili, Ze mé6Zzeme skiimat priamo vplyv geometrie na hodnotu
Poissonovho cisla auxetického metamaterialu.

V priloZzenych grafoch mame moznost vidiet vlavo graf zavislosti geometrie
auxetického metamaterialu na hodnote Poissonovho &isla. Na pravej strane je zobrazeny
priebeh deformacie metamateridlu, pricom sme pre lepsiu prehladnost vynechali zvisly prut
na ose symetrie, ktorého vodorovny posun u je nulovy.

V tabulke su zaznacené posuny Struktiry ndsho metamaterialu, posun u ma opacné
znamienko ako je hodnota Poissonovo &islo v grafe. Vzniklo to pretoze Poissonovo Eislo
reprezentuje zaporny pomer horizontalneho posunu u k vertikdlnemu posunu w.
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w=1,1=0.001,A=1

0 =¥
X 0.1428 2
0.1 Y -0.143761 1 00, 1.00, 0.00
o
02 ]
03 ]
-0.4 ]
o 1
Toos 1
06 ]
07 1
08 ] 1.44e-01
0.9 ]
-1 1
0.1 02 03 04 05 08 07 2
a [rad]
Uzel x [~m] y [~m] 2 [~m] u [~m] w [~m] phi [~rad]
1 0 0 10 0.14376275 0 0
2 0 0 0 0.14376275 0 0
3 10 0 1.4378 0 1 0
. w=1,1=0001,A=1 “
0.1 ]
02 J 2
03 X 0.392699 1
os LY -0arates | 00, 1.00, 0.00
- 1
T.s 1
06 1 4148-01
07 1
08 1
09 1
4
-1 m
0 04 02 03 04 05 068 07T
a [rad]
Uzel x [~m] y [~m] z [~m] u [~m] w [~m] phi [~rad]
1 0 0 10 0.4141603 0 0
2 0 0 0 0.4141603 0 0
3 10 0 4,1421 0 1 0
. w=1,1=20001,A=1 2
0.1
0.2
03
os 8.90e-01
- 1
Zoos
06
0.7
0.8 X 0.727472
VD 00,1.00,0.00
-0.9 L , ,
0 01 02 03 04 05 06 07
a [rad]
Uzel % [~m] y [~m] z [~m] u [~m] w [~m] phi [~rad]
1 0 0 10 0.89027316 0 0
2 0 0 0 0.89027316 0 0
3 10 0 8.9038 0 1 0
(6.1)

27



V nasledujucom grafe s vyobrazené hodnoty vypocitané pomocou vztahu 5.4.4,
v ktorom bola zanedbana hodnota A2, preto sa v tomto pripade Poissonovo &islo rovna
zapornej hodnote tangensu uhlu a.

=4
0 ‘ v=tanie)
X 0.1428
01 Y -0.143778
-
02}
037 X 0.392609
Y -0.414214
04| Yl
=05+
06
-0.7F
08 X 0.727472
Y -0.890375
09} .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
o [rad]

(6.2)

V grafoch 6.3 sa nachadza zavislost hodnoty Poissonovho ¢islo od polomeru
zotrvacnosti i2. S rasticim uhlom sa Poissonovo &islo zmensduje, ale jeho absolttna hodnota
sa zvacsuje, z ¢oho vyplyva Ze narasta aj velkost posunu u.

a=10° a=20°
-0.06 |
015}
-0.08
02 ¢
.01
> >
012} ] 025}
0.14 03l
0.16
035
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
i m? i m3
a = 30° o =40°
-0.25 - 1 0.4 ¢
045/
03
05}
035/ 055]
= 04f < 06
085
045}
07
051 -0.75 |
055} 08
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25
iZ [m? 2 m?]

(6.3)
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7 Zaver

S poutzitim diferencidlnej rovnice pre ohybovu Ciaru prutu a obecnej deformacnej
metddy sme si vyjadrili vztah medzi koncovymi silami N, V, M, posunmi u, w a pootocenim
@. Vznikla ndm matica tuhosti K, z ktorej sme nasledne vyjadrili vztah medzi posunmi u a w.

Poissonovo Cislo v reprezentuje zaporne vzaty pomer posunu u k posunu w. Zistili sme,
Ze parameter A charakterizujuci geometrické vlastnosti prutov z mikrostruktury auxetického
metamaterialu je velmi malé Cislo, takZze ho m6zeme zanedbat vo vyraze odvodenia
Poissonovho Cisla, ¢im Poissonovo Cislo vyjadrime ako zapornu hodnotu tangensu uhlu «,
ktory zviera Sikmy prut s kladnou polosou x.

Vdaka predchadzajicim vztahom sme urcili vplyv geometrie na efektivnu hodnotu
auxetického metamaterialu. Nase vysledky sme zaznacili do grafov a porovnali so
skutocnostou, pricom sme si overili aj predpoklad, Ze pri vypocte Poissonovho Cisla v
mozZeme zanedbat parameter A s minimalnou stratou presnosti vysledkov. Zistili sme, Ze
absolutna hodnota Poissonovho Cisla rastie so zvacsujucim sa uhlom «a a klesa s narastom
polomeru zotrvaénosti i2.
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