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Abstrakt

V praci je gedstavena teorie osdwsoungrnych desek progmné tlousky s uvazenim i
zanedbanim vlivu smykové deformace pro maigploy a teorie osavsoungrnych membran
konstantni i prornné tlougky pro velmi velké pihyby. Tyto teorie jsou pak aplikovany na
piikladech piihybi optickych ¢o¢ek vlastni tihou a jihybi membranovych kapalinovych
cocek za pouzitittiznych numerickych metod. Déale je p@Sena problematika optimalizace
tlou¥’ky membrany za delem dosazeni vyslednéhdedepsaného deformovaného tvaru.
V zawru prace jsou vysledky vyptu prihybu kapalinovécocky s konstantni tloukou

porovnany s experimentalnimgfenim.
Kli ¢ova slova
deformace, prhyb, membrana, desk&cka, optimalizace

Abstract

The thesis presents the theory of axisymmetricsslaith variable thickness, with or without
the influence of shear deformation, for small defts, and the theory of axisymmetric
membranes with constant and variable thicknessduoy large deflections. These theories are
then applied on examples of self-weight deflectadnoptical lenses and deflection of a
pressure actuated membrane liquid lens by meaverioius numerical methods. Furthermore,
the problem of optimization of the membrane thide® get the prescribed deformed shape
after applying constant pressure is discussedhénlast part of this thesis, the results of
numerical calculation of the constant thickness imame deflection are compared with

experimentally measured values on a real specimen.
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deformation, deflection, membrane, slab, opticas]e@ptimization
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Uvod

1 Uvod

ProblematikueSenou v této diplomové praci lze reélidna dw zakladnicasti. V prvni z nich

je rozpracovéana klasicka linearni teorie mecharpky malé pihyby tenkych a tlustych
osow soungrnych desek progmné tlougky zatizenych ploSnym zatizenim. Tuto teorii Ize
v praxi vyuzit nagiklad v oblasti optické metrologie, kdy j& pyrob¢ optickych prvki velmi
dulezité untt presré zmefit jejich parametry, mezi §& pati také tvar jednotlivych ploch
téchto prvki. Odchylka od pedepsaného (nominalniho) tvar@iené plochy je zjsobena
nedokonalosti vyroby a dale pak vlastnimihgtbem (pthybem vlivem vlastni tihy)
takovychto optickych prvk (nagF. ¢ocky), protozerada n&ficich zaizeni vyZzaduje, aby byla
nap. kontrolovan&ocka pi méieni umistna v horizontalni poloze. Doséhne-li aldilpyb
zpisobeny vlastni tihodocky hodnot ¥tSich, nez je f@snost daného é&ficiho zaizeni,
vheseme do geni chybu, kterd fiZe mit za nasledek nespravnéami rekterych optickych
parametii této ¢cocky. Velikost relevantnich zam tvaru ploch vyrdéného optického prvku
oproti nominalnimu (navrhovanému) tvaru, které sejgvi v kvali€ zobrazeni takového
prvku, se v praxi vysocei@sné optiky pohybuje ve zlomcich vinové délky l&wtla, tj.
fadow v nanometreclii desitkach nanoméir Z toho je vidt, Ze musime byt schopnidir
vlivy raznych faktot (nag. vlastni tihy prvku, uchyceni prvku vigtroji, apod.)

s odpovidajici fesnosti. Jednim z @iltéto prace je tedy za pouziti vhodné teorie a
vypocetnich metod osfit, jaky je skutény vliv prihybu optickécocky zatizené vlastni tihou
a jakym zpgisobem tento vliv fipadré minimalizovat.

Druha ¢ast prace se podrobrzabyva teorii velkych ghybi osow soungrnych membran
proménné tlousky, ve které je jiz nutné uvaZzovat geometrickéipadré i materialové

nelinearity. Tato teorie nachazi v oblasti optikglaintni nagiklad pi modelovani tzv.
aktivnich optickych prvi, které jsou schopnyipdem definovanym Zigobem minit své

parametry, a tim i optické zobrazeni. Jednim zoms8jiengjSich typi prvka jsou membranove
kapalinovécocky [18-32], u kterych je aft nutné undt urcit teoreticky i experimentatntvar

membrany @ velkych deformacich sipsnosti tvaru odpovidajici pozadawk v optice.

DalSim cilem této prace je tedgSeni odvozenych nelinearnich diferencialnich vztzé

pouziti vhodnych vyp&getnich metod a dale pak &@eni funkinosti teoretického modelu
porovnanim sp&enych vysledl s experimentalnim éenim membranového vzorku.
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2 Teorie 0so¥ sounmernych desek a membran

proménné tloug’ky

2.1 Teorie oso¥ soungrnych desek proménné tloud’ky

V této kapitole budou odvozeny zakladni diferemdidbvnice popisujici malé finyby osoy
soungrnych desek. Os@vsoungrnou deskou je myslena deska, jejiz tvar, zatideskrajove
podminky jsou osay soungrné. Pojmem ,maly gihyb” v tomto gipad myslime piihyb,
jehoz velikost je mala v porovnani s tlok8u deskyh. Podminka osové symetrie Ulohy
znané zjednodusSuje vysledné diferenciélni rovnice a um@iesit problém prhybu pouze
jako funkci jedné progmné (polongru). V nasledujicich kapitolach bude nejpr¥edstavena
klasicka (tzv. ,Kirchhoffova®) teorie pro desky sgménnou tlougkou dostatén¢ tenké na
to, aby u nich byla zanedbana smykova deformacesmx@u kolmém na rovinu desky
(D: 1.1

Evg), kde a je charakteristicky rozem desky (nap délka, Sika, polongr apod.).

Dale pak bude tato teorie ro&ia i pro sedrg tlusté desky{gzé+§), kde pfihyb od

smykové deformace jiz neni zanedbatelny. Touto Iproatikou se podrokén zabyva

literatura [1-5].

2.1.1 Tenké desky
Teorie tenkych desek vyuziva nasledujicisdédpoklad:

1.Mezi deformacemi a n&im plati Hookiv zakon, tedy uvazujeme homogenni,
izotropni a lineéré elasticky materidl.

2.Strednicovéa plocha nedeformované desky je rovinna.

3.V disledku deformace a vyskytu neposuvnych podpor rikarzadné membranové
sily a stednicova plochaistavd nezdeformovana ve &ach 6 ar . Toto plati pro
praihyby w, kde w<< h.

4. Poner mezi tlouskou kruhové desky a jejim polanem je v rozmeZig =2—15+é
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5.UvaZujeme, Zeifima spojnice dvou bddkolma ke stednicové ploSefied deformaci,
zastava pimou a kolmou i po deformaci (tzv. Bernoulli-Navoga hypotéza)

6.Napeti o,, kolmé ke stednicove ploSe je zanedbatemalé v porovnani s ohybovym
nagtim o,, neboo, aje uvazovano rovno nule. Také svisla deformggge
uvazovana rovna nule a tedy svislyilpyb w se po tloutce desky negni.

Ackoliv se dale v této praci budeme zabyvat pouze®soungrnymi deskami, z&neme pro
nazornost obe@sim pipadem transformaci vztahpro ohybanou obdélnikovou desku
z kartézského seadnicového systému do polarniho &minicového systémué(r) a
naslednym zjednoduSeniméchto vztali pro pipad oso¥ symetrického prhybu.

Znameénkova konvence pouzita v nasledujicich vatgeipatrna z Obr. 2.1.

Obr. 2.1 Znaménkova konvence [5]

Prihyb w je kladny ve srru osy z, nat@eni ¢, je kladné, pokud v jehotdledku dojde ke
kladnému posunw, na povrchu desky s kladnou s$adnici za natéeni ¢, je kladné,
pokud v jeho dsledku dojde ke kladnému posuuy na povrchu desky s kladnou sadnici

z. Znamenka vnihich ohybovych mome&t m,, a m (dale jen m, a m ), vnittniho

krouticiho momentun,, a vnitnich posouvajicich si4j, a g, jsou znazorény v pravecast

Obr. 2.1.

Z literatury [1-5] jsou pro tenké obdélnikové degkyamy nasledujici vztahy.

u, =z¢,, u,=z¢,, (2.1)
ou 0 ou 0
gX:auX :Za¢>< , &, =—Y=7 ¢y, Y, :aux+ Y =7 6¢X+ ¢y , (2.2)
ox ox Yooy ay Yooy  ox dy  oOx

10
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kde u,,
pon¥rna getvarent, y,, je smykove fetvareni v rovire desky (Obr. 2.4) @,, ¢, jsou uhly
nataieni deformovaného fifezu, pro které plati (Obr. 2.3)

u, jsou vodorovné posuny se &mech osx a y(Obr. 2.2),¢,, €, jsou normalova

w-dw-w ow w-—dw-w ow
=t = =, =t = =" 2.3
b =19(g.) == o =)= Y (2:3)
> X >y

zZ
X dx y dy
) 3 X ) 3 y
¢ ¢ P ¢
wil | yz w-dw wli | z w-dw
I [ dw N I dw
zZ,W ©x z,w @y

Obr. 2.3 Vztah mezi piihybem a nattenim

11
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X
dx
e b+ D

ox

Obr. 2.4 Smykova deformace v rowrdesky [5]
Uzitim Hookova zakona pro rovinnou napjatost dosta® vztahy pro normalova ndpo, ,

o, a smykove nafli 7,, v roviré desky

(£y+|/£x), 7, = F

E
oz leve). o e

X 1_V2 y 1_V2 yxy' (24)

Dosazenim vztah pro normélova a smykovargivareni (2.2) do vztal pro normalova a

smykova nafti (2.4) a vyjadenim funkci natteni ¢, a ¢, dle vztalfi (2.3), dostavame

_ Ez (0*w, 0*w _ Ez (0*w, 0*w _ Ez(d*w
g, =- 5 > tV—|,0,=— 5 stV — |, T, =~ . (2.5)
1-v?|{ ox oy 1-v?\ dy 0x Y 1+v| axdy

Integraci vztah (2.5) po tlousce desky pak dostavdme vztahy pro vyslednice nowgiéh a

smykovych nagti, tedy vnitni ohybové a kroutici momenty na jednotku délky ithash)

h h
2 2 2.\"2 2 2
mX:jaxzdz:— EZ 6\;v+va\;v jzzdz:—D a\;vﬂ/a\;v : (2.6)
h 1-v°\ ox ay“ )°, 0X oy
2 2
I L
2 2 2 2 2 2
my:jayzdzz— E2 6\;V+V6\;v Izzdz:—D a\nga\;v , (2.7)
1-v<\{ oy 0x oy 0x

12
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h h
2 2.\ 2 2
m, = [a, z=-—E [OW |22 dz=-(1-v)D ow ) (2.8)
h 1+v | oxay )=, oxay
2 2
kde E je modul pruznostiy je Poissonovaislo, h je tlou§ka desky aD = Eh” je
’ 1201-v?)

tzv. ohybovéa deskova tuhost.

Uvazenim momentovych podminek rovnovahy na nekanenalém dilku desky (Obr. 2.5)

dostavame pro moment ve &m nat@eni ¢,

om,, 2

om, dy |dx— g, dydx+ pdy®- =0.  (2.9)
ay 2

-mdy+| m, +
am 2

dxjdy— m,, dx+ (mxy +

Zanedbaninglenu sdx’ pak dostavame

X

0x ay

om, om,,

-q, =0 (2.10)

a obdobg pro momentovou podminku rovnovahy vessmnata@eni ¢,

om, om,
T4 _qo=0, (2.11)
dy  0OX Y

kde g, a g, jsou vnitni posouvajici sily vztazene na jednotku delkim ).

Obr. 2.5 Momentové podminky rovnovahy [5]

13
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Ze vztahi (2.6) - (2.8) a rovnic (2.10) a (2.11) Ize pakadjt vysledné vztahy pro vriii
posouvajici sily

_dm,_ om,  9D(d°w , 0w oD 0°w 0 (0°w  9°w
=2 o D0 0w g )9 O 0 (3w,
ox ay 0x

= — = % — — , (2.12
x>  oay® dy oxay  ox| ox? 6y2) (2.12)

qy =

om, om,  oD(0*w 03w oD 03w d(0*w  0°w
+ =—— | +V— |-Q-V) oD 5 +—
ay 0x oy \ oy 0x 0X 0xoy oy\ dy”  0x

J, (2.13)

kde jiz uvazujeme nekonstantni tiks h(x, y), tedy nekonstantni deskovou tuh@{x, y).

Nyni jiz zbyva jen napsat vyslednou silovou podminkvnovahy ve svislém siru, dle
Obr. 2.5 plati

0
9% i |aty + 29 dy |dx+ pdxdy =0, (2.14)
0x oy
a tedy
%4_6&4_ p=0. (2.15)
ox oy

Dosazenim (2.12) a (2.13) do (2.15) dostavame agske deskovou rovnici pro tenké desky

proménné tlousky v kartézském sadadnicovém systému

2 2 2 2 2 2 2 2
SO DIV I o) O | p[ W[ 9 | p[OW,, OWI, 20 (2.16)
0x 0x oy oxoy 0xoy oy oy 0x

Vzhledem k tomu, Ze se v této praci omezujeme poazeuhové desky, je vhodné pro jejich

matematicky popis volit polarni soustavu &lnic (Obr. 2.6).

14
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X

=~

"~ [r.0]

N
a/a

N/

74

Obr. 2.6 Kruhova deska v polarnim sadnicovém systému

Souadnicer v tomto gfipact zna&i vzdalenost daného bodu odiatku soiadnicového
systému, satadniced urcuje Uhel natéeni spojnice ptatku a daného bodu a konstaata
zn&i polomer kruhové desky. Nyni je nutné vySe odvozené vziabytenké desky

v kartézském sdadnicovém systémugtransformovat do polarniho sadnicového

systému, kde plati

X=rcosd, y=rsind, r?=x>+y?, 6=tanY, (2.17)
X
tedy

or X or y .

—=——___=c08¢, —=—"—"—=5sind, (2-18)
AX /X2+y2 ay X2 +y?

00 ___y __sing 06_  x _cosd (2.19)
ox  x*+y? r ay x*+y* r

Uzitim pravidla pro derivaci sloZzené funkcé&Zzeme derivace podle jednotlivych
promennych v kartézském seéadnicovém systémur@psat do proknnych v polarnim

soudadnicovém systému jako

ow _owor owodb _ 0w 1. p0w (2.20)

Ox Or 0x 086 0x o r 00

15
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2
0°w =COo Sgi(a_vvj—ismgi(a_vvj =

x> or \ 0X r 06\ ox
:cosei(a—w sH—Ea—WsmHJ Esin@ 0 (aw s@—la—wsmej (2.21)
or r o r 08\ or rog
2 2
a w ZschosH 0w 1 266—+£sm6?cost96—+ 123m206 v2v
 or? r 696r r or r? 08 r 06
6w 6w ar awaa siné?a—W +Ecosea—w, (2.22)
ay or 6y 06 6y or r 08
0w d(ow) 1 d (ow
=sind—| — |+= —|—|=
oy” arloy) r 26\ ay
= siné?i(siné?a + lcosé? awj cosé?i(smea + lcosé?a—wj (2.23)
or or r @) r 00 or r 04
oW 2 Ow 1 §90W—£S|n6?cos€a—+— 0s 62V =
" or? r aear r or 00 r? 66?
2
0"w :sinei[a—wj+lcose 9 (awj
oxoy or\ox) r 06\ ox
=sinfd— 9 (aw s&—la—wsmej+ 100501(6—\/\/ s@—la—wsmej (2.24)
or rog r 08\ or rog
2 2 2
= \;Vsinecos@—izcoszea—w+£cosze 0w —Esinecosea—w—izsintﬁ’cos&a V;/
or r 08 r 0@or r o r 00

a podob# pro prongnnou deskovou tuhost plati

b _dDbor 0Dob_ 9D 1, 500 (2.25)
ox Or 0x 080 0x or r 08
oD _oDor 0DIG _ . 50D 1 0D (2.26)
dy Or dy 06 dy or r 06

Nyni je feba vySe odvozene vinf momentym,, m , m,a vnitni posouvajici silyg, a g,
pretransformovat na vifiti radialni momenim,, tangencialni momentn, , kroutici moment
radialni posouvajici silg, a tangencialni posouvajici sity. Jak je patrno z Obr. 2.6,

I’t’

Vv pripact, Ze polozimed =0 a tedyr = x, plati
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m=m, m=m, m =m d =0, ¢ =4d,- (2.27)

r X WA

Dosazenim do vztdéih(2.20)-(2.26) z&d = 0 ziskavame

ow _ ow _ 62W:62W:_K ow _1ow _y 0*w _ 1w 16W_
ox or ox?  or? 9y rof oy rar r29e?

K, (2.28)

kde ¢, , ¢, jsou radialni a tangencialni n&émi ax, , k, jsou radialni a tangencialnfikost.

O'w 10w _1ow
xdy rofor r2a8’

(2.29)

D _dD dD _1D

=, —==—, (2.30)
ox  or ady roé

atedy z (2.6)-(2.8) a(2.12) a (2.13)

2 2 2
m, :—D(a W+V(Ea_vv+i26 WJJ, m, :_D(Ea_VV iza +Va Wj, (231)

or? ror r?906° r or 06? or?
10°w 1 ow
m =—(1-v)D| = -, 2.32
o ==0-v) [r afor r? aej (2.32)

_dD( d?*w low, 1 0°w 10D(1 0*°w 1 ow
o =-90(dw (1ow, 10W)) 4 ,)1OD(1 0w 1w

dr| dr? ror r2og? rod\rodor r?086
. (2.33)
_pd d’w, 1ow_ 1 9*w
dr{ dr? rar 2 06°
__1loD(1low 19w d*w dD(1 o°w 1 ow
0=-10 !y W)y dD[L 0w 1w
r og rar 2906 dr dr\ro8or r<o08
(2.34)

Dla 16W 16W d3w
rog rar 692 dr?

VySe uvedené obecné vztahy Ize v naSéipaot znané zjednodusit tim, Ze se omezime na
piipad oso¥ soun&rné ulohy. Potom |zerpdpokladat, Ze i ihybova funkcew bude oso¥
soungrna a tedy vSechny vyrazy obsahujici derivaci pgutamenné ¢ budou nulové. Ze
vztahi (2.31)-(2.34) pro vnihi sily plati
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d?w v dw dg ldw, d’w ¢j
m =-D +—— —L+ , =-D| =—+v Yy
' (dr2 r drj ( dr r¢rj m (r dr drzj ( 4 dr

m, =0 (2.35)

2 2
_ dD(d W+VOWJ_Dd(d w+1de, - (2.36)

%= arla trar ) Parlae Trar

Vzhledem k osové symetrii ideme nyni uvaZzovat pouze &dpodminky rovnovahy (Obr.

2.7), a to silovou podminku rovnovahy ve svisléngsm

prdrdg+dé(r +dr)[qr +"aqrr er—qrrdH:O, (2.37)
ktera ma po zanedba#enu dr? tvar
pr+r%+qr =0, (2.38)

kde p(r) je plo3né zatizeni kruhové deskN(m?),

a momentovou podminku rovnovahy vessmg,

pr d0%+ do(r + dr)(m, + a(;n, drj -mrdd-m drdé-q rd@dr =0, (2.39)
r
ktera ma po zanedba#enu dr? tvar

mr+rdd—n:‘—mt—q,r:0. (2.40)

Dosazenim vztah pro radialni a tangencialni moment (2.35) do mamen podminky

rovnovahy (2.40) dostavame

r D dr

_d3w_(l+id_Djd2 [v dD 1)1dw q,

—— =" 241
dr® dr? Ddr r)rdr D ( )

18



Teorie osoy sounagrnych desek a membran prémé tlousky

Substitucig, = —%V do vztahu (2.41) pak dostaneme

2
d ¢;f +(l+id_Dj%+(ld_D_E)_f :q_f. (2_42)
dr r Ddr)dr Ddr r)r D
Strednicova plocha p drrde po '\\ 0
\-.‘\ 0 r’,e =0
\ __"Irf
-3 t Z, w(r.0)
hi?|
f=tl S dm
hi2] %6
om, 2
il s q:
myt gy I 4+ g
~
am
om, dgr m, + =L do
m,.t + W dr q;‘. + 5;. dr 8

Obr. 2.7 Rovnovaha sil na elementarnim dilku kruhové de8ky [

Redenim rovnice (2.42) je funkce radialniho vatd ¢, (r), ze které lIze vyslednou

prihybovou funkci spéitat podle vztahu

w(r) = —j¢r (£)dé+C,, (2.43)
kde C; je integr&ni konstanta, kterou (ize dir z praihybové okrajové podminky & je
pomocna integrai pronménna (£ - r). KvyieSeni problému phybu je tedy fteba znat
okrajové podminky, které se liSi prézné typy ulozeni, a budou podr@finvysvétleny
v kapitole 3 na konkrétniclriladech.

V ptipad oso¥ soungrné ulohy lze také vyuzit skuteosti, ze mirna posouvajici sila, je
v kazdé vzdalenosti po celém obvoglkonstantni, a proto iieme pséat (Obr. 2.8)

21rrQq, = —” pdA, (2.44)
A

a tedy
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qr:_Z_lj:n":[-!‘p{ded{:__:::':[ p&dé. (2.45)

Obr. 2.8 Prabéh radialni posouvajici silg

Vysledné diferenciélni rovnice (2.41) a (2.42) aamy (2.43) a (2.45) popisujici malé
prihyby oso¥ soungrnych desek prosmné tlousky lze nalézt nap v literatue [1-4].

2.1.2 Stredné tlusté desky

V literature zabyvajici se teorii finybu desek [1-6] Ize bez problému nalézt odvozeni
diferencialnich rovnic pro tenké kruhové degky a < 1/5) konstantni i prognné tlougky.

V piipact, kdy potebujemeresit problém tlustych kruhovych des¢R/5>h/a>  1/Rde

jiz hraje svou roli smykova deformace, Ize ¢eBagiklad v [3,6] nalézt rovnice popisujici
tuto problematiku pro desky konstantni tlokyd Pouze vyjimeéne je ale popisovanifpad

tlusté kruhové desky pramné tlousky odvozeny v nasledujici kapitole na zakiaeorie pro
tlusté obdélnikoveé desky v [5].

Teorie stedrg tlustych desek vyuziva stejnychreppoklad, jako teorie tenkych desek
s €mito rozdily:

1.Pomer mezi tlou$kou kruhové desky a jejim polanmem je1/25<h/a< 2/5
2.Uvazujeme, Zeifima spojnice dvou bddkolma ke stednicové ploSeied deformaci,

zastava pimou i po deformaci, ale nemusi jiz byt kolmé Kednicové ploSe, jako je
tomu u klasické (Kirchhoffovy) teorie pro tenké kgs

Za predpokladu, Ze se ¢pomezime pouze na osowymetrické desky, lze pro radialni

natateni ¢, pouzit stejny vztah, jako ipadt tenkych desek, tedy diferencialni rovnici
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pouhou integraci podle vztahu (2.43), ale feb& vzit v Gvahu vliv radialni smykové

deformacey, , pro kterou plati (Obr. 2.9)

d
y, = duzr +%\/:¢r +%V, (2.46)
kde u, je radialni posun (Obr. 2.10)
u =2z¢,. (2.47)
Posouvajici silwg, 1ze nyni vyjadit v zavislosti na smykove deformaci jako
4 =0.00%, =004+ 5. (2.48)

kde D.(r) = gGh(r) je smykova deskova tuhost@&= ﬁ je smykovy modul pruZnosti
v

materialu.
o dw A
VyJadrenlmd— ze vztahu (2.48) ziskavame
r

dw_ g,

dr  D.(r) s (2.49)

a tedy

{[D({) r de,wcl, (2.50)

kde C, je integr&ni konstanta ziskana zitryybové okrajové podminky & je pomocna
integra&ni pronetnna.
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or

7
le df‘ | a -
I I V"_ u+ d?‘

ow p
W +BT ¥

Obr. 2.9 Grafické znazoréni svislé smykové deformace [5]

> r

Obr. 2.10Zavislost radialniho posunu, na sotiadniciz [5]

Problém piihybu stedre tlusté osow soungrné desky s prosmnou tlougkou je timieSen.

22



Teorie osoy¥ sounagrnych desek a membran prémé tlousky

2.2 Teorie oso¥ soungrnych membran proménné tloud’ky

Pojem ,membrana“ v tomtoifpadt znamena velmi tenkou desku, jejiz ohybova tuhest |
zanedbatekh mala a zatizeni je tedygnaseno pouze normalovymi silami. V této kapitole
budou nejprve odvozeny diferencialni vztahy popeujvelmi velké poihyby osoé
soungrnych (tvarem, zatizenim i okrajovymi podminkamigmbran podedgnych na okraji
bez vlivu gedgti z principu minima potencialni energie. S vyjinnkaanedbani deskové
tuhosti membrany nebudou brana v potaz zadna daékinoduSeni, coz povede ke
skute&nosti, Ze vysledné diferencialni vztahy nebudouwlsndesitelné. Tato problematika je
popisovana v literate [1,4,7-9,33-40], ale &Sinou jsou brana v potaz j&StdalSi
zjednodusSeni (nd@p malé uhly natéeni), ktera g velmi velkych pfihybech jiz zgsobuji
negresnost teorie. V dalgiasti bude pak postup odvozeni zolkigcpro gipad p@ateniho
predpiti membrany.

2.2.1 Variaéné konzistentni odvozeni zakladnich diferencialnichavnic bez vlivu
piredpéti

Zakladni gedpoklady uvazované v nasledujicim odvozeni:

» Uvazujeme tenkou kruhovou membranu bez ohybovéstulsoobect nekonstantni
tlou&’kou h(r) a polongrem a, zatizenou konstantnim hydrostatickym tlakem
ktery pisobi vzdy kolmo k ploSe membrany

» UvazZujeme Saint Venain-Kirchhofav materialovy model, ktery je nejjednodussim
piikladem hyperelastického materialu. Tento matevialtonodel je rozgeni linearniho
zakona pruznosti, ve kterém jsou deformace &thapsazovana v teorii malych
pietvareni nahrazena Greenovym-Lagrangeovyietyorenim (zde zngno €) a
druhym Piolovym-Kirchhoffovym najtim (zde zn&eno o).

Zatnéme tedy vztahy pro velinu A v anglitiné nazyvanou ,stretch”. \estire je tato
velicina rekdy nazyvana jako ,protazeni® [45], ale tento termhize snadno vést k
nedorozumnini. Obecs plati [10,11]

I

A =" 251
L (2.51)

kde indexn znai snmer, L, je pivodni délka segmentu v danémémal, je délka tohoto

segmentu po deformaci. Uzitim vztahu (2.5I)veme napsad, (radialni sndr) dle Obr. 2.11
jako

_ 2 2 2
Ar :l_r _ \/(Ur '|'dur +dr Ur) "'dW2 :\/(dur +1J +(d_vvj — (U; +1)2 +V\/2 (252)
L, dr dr dr
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a A, (tangencialni sgr) dle Obr. 2.12 jako

gt (rru)do_ v (2.53)

kde u, je posun v radialnim stru aw je posun ve sgmu kolmém na rovinu membrany, tedy

prahyb.
r dr
- 7]
| o,
W ] | _pt+du
1

dw \‘

y

Obr. 2.11 Grafické znazoréni A,

Ur u+du;

do r | r,ur

Obr. 2.12 Grafické znazorni A,

Greenovo-Lagrangeovo igtvareni v jednotlivych srrech se vyp&te z pondra délek

segment pred a po deformaci dle vztahu [10,11]

£ :%()Iﬁ -1). (2.54)

Pro radiélni a tangencialni Greenovo-Lagrangedetvpreni plati tedy dle (2.51) a (2.52)

£, :%()If—l):u; +%(u;2+vv'2), (2.55)
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1 u u?
e ==(-1)=—+—_, 2.56
! 2(t ) ro2r? (2.56)

ZapiSeme-li nyni Saint Venam-Kirchhofav materialovy zakon pro rovinnou napjatost

v maticové fornd, dostaneme

E

g E (1 v)e _.,2 (‘gr +V‘9t)
s=| '|=Dlk= 5 "= v , (2.57)
o, 1-v2v 1)e E

£ oeve)

[EEN

kdeD je matice tuhosti pruzného materialu pro rovinnapjatost.
NapiSme nyni obecny vztah pro celkovou potenciétrgrgii popisovaného systému, plati
Ep = Eint - Eext' (258)

kde E,, je vnittni deform&ni energie (prace vykonana wmiimi silami) a E,_, je prace

vykonana viijSimi silami na vyslednych posunech. Pro kmiitdeform&ni energii plati
obecré

En = [[[Ui aVi, (2.59)
vV,

kde U,, je hustota defornéai energie (rtirna deformani energie) na jednotku patecniho

(nedeformovaného) objen znazorgna na Obr. 2.13.

o
Ui”’=§6'0' A

V

Obr. 2.13Hustota deforméni energie

25



Teorie osoy sounagrnych desek a membran prémé tlousky

ZapiSeme-li vztah pro ¢émou deformani energii v maticové forg dostaneme

U,.=—¢o. (2.60)

E
1 2 (gr +V£t) E
U, :E(‘sr g )1 T (62 + 2ve, e, +£2). (2.61)

UvaZujme nyni osay symetrickou membranu pramné tlougky h(r) v nedeformovaném

stavu znazornou na Obr. 2.14.

dVi=2mrh(r)dr

h(r)

v
:’cﬁ%
Zw V=27 rh(r)dr

Py

Obr. 2.14 Graficky znazorany model membrany ¥ezu (vlevo) a v pohledu shora (vpravo)

V tomto gipad® se nam trojny integrél ve vztahu (2.59) pro ¥niitdeform&ni energii
zjednodusSi na jednoduchy integral

E.. = TU o 277rhdr = Tz(l_ET)(gf +2Vg, £, + £t2)2nrh dr. (2.62)
0 0

Praci vykonanou wjsimi silami (hydrostatickym tlakemigobicim na membranug,,, 1ze

vyjadit jako (Obr. 2.15)

E..=pV, (2.63)
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kde V je vysledny objem deformované membrany ohlwemy jeji deformovanou

strednicovou plochou, pro ktery plati (Obr. 2.16)

% :TWZIT(I’ +u, )1+u! )dr. (2.64)

nehmotny pist \ J{ \L!L: —/_/ p:O
A V % B
EepddepV N = p=0

nestlacitelna
nehmotnd kapalina

p=>0

ZW

Obr. 2.15Grafické znazorni prace vykonané zatizenim

T )
Y, -
77

i

du
\V/ U dr+du=(1+3)dr
Zw |< — =l

Obr. 2.16 Grafické znazorni vypaitu objemu

Dosazenim (2.62) a (2.63) do vztahu (2.58) dostévarysledny vztah pro celkovou

potencialni energii

E

e (53 +2Ve €, +€f)2ﬂrhdr— pV. (2.65)

m
°
1

O ey
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K ziskdni koneénych diferencidlnich vztdh popisujicich chovani dané konstrukce

(membrany) vyuzijeme princip minima potencialni mye.

Plati-li

E,(u, +au, ,w+ow)-E (u,w)>0 (2.66)

pro vSechny libovolé velké nenulovée firistky Jdu,,ow za sodasného spkni

geometrickych okrajovych podminek (budou podgbprobrany v dalSich kapitolach), je
celkova potencialni energie minimalni. Lze dokézat [10], Ze girérsi podminky rovnovahy
konstrukce st&, kdyZz uvazujeme pouze prvni mocninyirpstki Au,,au;,ow,ow’  (vySSi
mocniny zanedbame) a vysledny vyraz poloZzime roven nule. Ro&dim

XE, = 127TVE I(E O, +VOE, £, + Ve, O, +£,0€, )rthdr — pdV =
. : (2.67)
I 055 +05£ rhdr — pdv
0
kde &, je variace celkove potencialni energie a variace objévhye
o = 2nf[an(r +u, J(L+u;)+wdl, (L+u; ) +w(r +u, ) Jdr (2.68)
0

Variace radialniho a tangencialniho relativnihietypareni o6, a Jdg, ve vztahu (2.69)

muzeme vyjatit z (2.55) a (2.56) jako

Je, =AU +ULAU +W AW =AU (L+ul)+wW oW, (2.69)

dﬁ‘t - d.lr + urdjr - dJr (14_&) (270)

r r? r r

Dosazenim vztah(2.68), (2.69) a (2.70) do (2.67) dostaneme

= ﬂj{ T+ +w’d/\/)+at(1+u—'j£}rhdr—
r)r
2.71)

- ZHpI[d/v(r +u, )1+u)+wdi, (L+u)+w(r +u, A ]dr.
0

UZzitim pravidla pro integraci per partesibeme vySe uvedeny vztah (2.71) zapsat ve tvaru
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E, = 2rrtho, ((L+u ), +w ow)]*_, - 27zp[w(r +u, )au, J°. +

+ Zﬂi[— (rho, (1+u! )) a, - (rha,V\/)' W+ ho, (1+ uTrder}dr _ 2.72)
- ZITDT [(r +u, )@+ u; )aw—w(r +u, )a, Jdr.

Prvni dva ¢leny vztahu (2.72) pro variaci potencidlni energieuvisi s okrajovymi
podminkami a nemusi byt tedy brany v pot&izupcovani diferencialnich rovnic rovnovahy.

Nebereme-li v potaz prvni deéeny vztahu (2.72), jeigjmeé, Ze aby platilo

E,=0 O d,,wz0, (2.73)

musi byt spléiny podminky
~(tha, @+u’)) +hat[1+ur—fj— pw(r+u, )=0, (2.74)
~(rho.w) - p(r +u J1+u)=0. (2.75)

Vztahy (2.74) a (2.75) two vyslednou soustavu diferenciélnich rovnic, jejigeZenim jsou

funkce pfihybu membranyw(r) a funkce vodorovného posunu,(r) pro zatizeni

konstantnim tlakem, kteryipobi stale kolmo k ploSe membrany. &pgac malych posud

v radialnim snru, u, <<r, mizeme velikost radialniho posuny zanedbat oproti velikosti
r, a takeé velikost derivace radialniho poswju<<1. Takto mizeme vysledné diferencialni

vztahy zjednodusit do formy

~(tho.) +ho, - pw'r =0, (2.76)
~(tho.w) - pr =0, (2.77)
ve které je Ize nalézt napr [1,4,7-9,33-40].

V dusledku vySe zmimych zjednoduSujicichiedpoklad I1ze ovSem takéipdpokladat, Ze se
zmeni vztahy (2.55) a (2.56). Aby tedy bylo zjednodhiSevnic varigné konzistentni, je
vhodné cely postup odvozeni provést s vySe uvederjpanodusujicimi fedpoklady znovu.
Vztahy (2.55) a (2.56) pro radiélni a tangenci&néenovo-Lagrangeovargtvareni se poté

zmeéni na
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£ = +%w2, 2.78)
£, = UT (2.79)
a jejich girastky (2.69) a (2.70) tedy na
o, = +WAW, (2.80)
O¢, = A, . (2.81)

;
Vztah (2.64) pro vysledny objem deformované mempszngni na

V= jwznr dr (2.82)
0
a jeho pirastek (2.68) na
O =27f dwr dr. (2.83)
0

Po dosazeni (2.78)-(2.83) do vztahu (2.67) praacapotencialni energie dostavame

Xk, = 2nj[ar (! +waw)+ao, dr‘f jrhdr ~2mp[dwrdr. (2.84)
0 0
UZitim pravidla pro integraci per partesibeme vySe uvedeny vztah (2.84) zapsat ve tvaru
&, =2nftha, (d, +w w2, +27] [— (tho,) au, - (tho,w) v+ hatdj,}dr -
0

X (2.85)
—ZHpII‘deI’
0

Prvni ¢len vztahu (2.85) pro variaci potencialni energiavisi s okrajovymi podminkami a
nemusi byt tedy bran v potazi prcovani diferencialnich rovnic rovnovahy. Nebereme-li

v potaz prvnilen vztahu (2.85), jefejmé, Ze aby platilo (2.73)

k,=0 0 a,,w#0,
musi byt spliny podminky
~(tha,) +ho, =0, (2.86)
~(tho.w) - pr =0. (2.87)

Vysledné vztahy (2.86) a (2.87) tWozjednoduSenou soustavu diferencialnich rovnic
popisujici ptthyby a posuny os@soungrné membrany. Je dobré si povSimnout, &#éqmto
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variainé konzistentnim odvozeni neni ve vztahu (2.88omen aniclen pw'r na rozdil od
(2.76).

2.2.2 Zobecréni membranovych vztahi pro pocateéni piredpéti

Vzhledem k tomu, Ze je v praxi téinnemozné realizovat uvazovanou membranu bez
jakéhokoliv gedpti, je vhodné mit moZnost totorqupsti do vypdtu zavést za delem
realrgjSiho chovani matematického modeluii pporovnavani sptienych vysledi
s experimenty. f#dpokladejme nyni, Ze je membrana ve svéra@nim (nezatizeném)
stavu pedpjata a jeji pgateni ,stretch” je A, > 1 Tato situace je znazamma na Obr. 2.17 a
Obr. 2.18.

r dr

>r< >
Koo dR o ru,

w{ | - ~+duy

de \

i
Z,W

A

Obr. 2.17 Grafické znazorni A, s uvazovanimigdgeti

1T

e
JEBL#der; X

Ur ur+dur

do

7 ur
'

Obr. 2.18 Graficke znazorni A, s uvazovanimigdgeti

Pro paateni ,stretch” A, plati

A =90 gr=dr R= (2.88)
dR Ay A

kde dR je pavodni délka elementured gedepnutim ar je délka elementu pa@depnuti.
Uzitim vztahu (2.51) a (2.88)dmeme napsad, (radialni sndr) dle Obr. 2.17 jako

—_ 2 — 2
/]r :\/(Ur +C|Ur +dr Ur) "‘dV\/2 :/]0 \/(ur +dUr +dr ur) +dW2 :Ao ,(U; +1)2+W12 (289)

dk dr
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a A, (tangencialni sgr) dle Obr. 2.18 jako

) = (r+u,)de - (r+u,)de :/‘O(HU_,) (2.90)

Rd& ° rdo r

Pro radialni a tangencialni Greenovo-Lagrangedetvpeni plati po dosazeni (2.89) a (2.90)
do (2.54)

e =3l =)= 5 ow) |+ 06 0= K e, (2.01)
e =20 —1) = Yo |2 )= e s (2.92)
t 2 t 0 r 2r2 2 0 0™t 0 -

kde & a & zna&i radidini a tangencialni Greenovo-Lagrangeoietyareni spdtené podle
vzoral (2.55) a (2.56), tedy bez uvazovaméggti, a &, :%(/13 —1) je paateni Greenovo-
Lagrangeovo fetvareni.

Dosadime-li (2.91) a (2.92) do Saint Venantova-Hmfova materialového zakona pro
rovinnou napjatost (2.57), dostaneme

ag 1E2(£r+v‘€t) 1 52(§r+|/§t)+1E 80
_|9 | _|1-v _|1-v -y
6_(@}_ E (e, +ve,) ) 0 (& +vE)+—¢ | =%
1-p2 't ' 1-p2 -y °

kdeclen o, :1££0 odpovida psateinimu gredpsti.
-V
Substituci (2.91) a (2.92) do vztahu (2.65) pr&aebu potencialni energii dostavame
t E
E, = li(m(ef + V€ £, +£t2)2nrhdr— pV =
a 4
=j 5%2 Gﬁ+2wia-+aﬂ2nnun+ (2.94)
5 2‘1—V j

2

(& +&)2mrn(r)dr + [ E& o nrhdr - pvV,
0

[k
o 1—V
kde pro objenV plati (2.64)

V = [warr +u, YL+ )dr .
0

V piipack, Ze bychom chi ziskat vysledné diferencialni rovnice s uvazeniiau predpti,
bylo by nutné pokrgovat obdobnym postupem, jako ¥edchozi kapitole. V této praci si ale
vysta&ime pouze s vyslednym vztahem (2.94) pro celkovotenxialni energii, protoze
vypocet konkrétniho fikladu s vlivem pedpsti bude proveden optimalizai metodou fimo
minimalizaci tohoto vztahu a v tomtdipac tedy neni nutné znat vysledné diferencialni
rovnice.
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Aplikace vypdtu prizhybu oso¥ soungrnych desek proemné tlougky

3 Aplikace vypoétu priahybu osow soumérnych
desek prongnné tlous’ky

V této kapitole bude ukazana jedna z moznych agiliterorie popsané vyse v 2.1 na problému
prihybu optickych¢ocek zatizenych vlastni tihou [12]fiRryrob¢ optickych prvk je velmi
dulezité untt presré znxfit jejich optické parametry, mezih pati tvar jednotlivych ploch
téchto prvki. V pripact cocek omezenych sférickymi nebo asférickymi plochamipesné
meieni  tvaru &chto ploch provadi taznymi zpisoby, znichZz nejesréjSi jsou
interferometricka réreni[13]. Odchylka od pedepsaného (nominalniho) tvargiemé plochy

je zpisobena nedokonalosti vyroby a déle pak vlastnithyrem (ptihybem vlivem vlastni
tihy) této ¢ocky (obecr optického prvku) H jejim meteni. Existuji tedy with omezeni
(limity) na to, s jakou fesnosti jsme schopni ditr tvar ploch ngtenécocky. V praci[14]
bylo podrob® pojednano o vlivu vlastniho {nybu planparalelni desky nafgsnost
interferometrickych r&eni. Cilem této kapitoly je provést porovnagkalika numerickych
metod feSeni diferencialni rovnice pro gyb tenké osayv symetrické desky prognné
tloug’ky (prahybu ¢ocky vlastni tihou), a to préocku volré uloZzenou na okraji a préocku
kruhow podepenou na daném viiitim polongéru. Dale pak bude jedna &hto metod
pouzita pro vypoet piihybu tlustSicocky teorii, kde neni zanedban vliv smyku, a tento
vysledek bude porovnan s vysledkem ziskanym klasit¢&orii pro tenké desky.

3.1 Numerické metody vypdtu prihybu tenké oso¥ soumérné
desky

Cocku mazeme z hlediska teorie pruznosti povazovat za krohasoé soungrnou desku
proménné tlougky, jejiz piihyb v disledku jeji tihy bude mnohonas@bmensi, nez je jeji
tlou¥’ka. Jak je znamo (a odvozeno v kapitole 2.1.1)7zeme radialni nateni ¢, cocky
popsat nasledujicimi rovnicemi (vztahy jsou prods¥gi orientaci uvedeny znovu), plati
(2.42)

d2¢f +[l+id_Dj%+(ld_D—Ej¢f —q_'

dr? r Ddr) dr Ddr r)r D
(2.45)
1f
=——| prdr
d, rlp
a (2.35)
m = D(%+K¢’j’
dar r
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dw Eh(r)’
kd =—— aDlr)= .
ed. dr aDr) 131—V2i

Predpokladejme nyni, Zéotka ma ok plochy sférické (Obr. 3.1), a tedyaeme jeji

tlougku h(r) popsat rovnici

hm:m—a@nhwuayﬁ%hnhwu@fl (3.1)

kde h, je tloug’kacocky uprosted, R, je polongr horni sférické plochy a plai, >0, pokud
je horni ploch&ocky vypoukla aR, je polongr dolni sférické plochy a pla®, >0, pokud je
dolni plochacocky vyduta. Uvazujeme-li pouze zatizeni vlastni tikocky, miZzeme pro
plosné zatl'ienp(r) psat

p(r) =h(r)og, (3.2)
kde p je hustota materiélu, ze kteréha:@ka vyrobena, & je tihové zrychleni.

UzZitim vztahu (3.1) a jeho dosazenim do vztahudeskovou tuhosD(r) dostavame

3r 3r
1 dD(r) _ Ry1-(r/R)° Ry1-(r/R)’

(3.3)
D(r) dr h(r)
Dosazenim (3.2) do vztahu (2.45)ibeme posouvajici silg, zapsat jako
1 r
q == Jhnmrdr=-L3n-10)], (3.4)
0

kde

1(r)=[h(r)rdr =

2 2 (3.5)
RA1-(r/R, R,4/1-(r/R
Tl L = L )

=L (h-R+R)-

um:fiéﬂa (3.6)

UzZitim téchto vztali a pisluSnych okrajovych podminek pakubeme rovnici (2.42)
numericky reSit. Okrajové podminky ndm charakterizujiagpb uloZeni ré¥ené ¢ocky.
Nap‘iklad v giipact volného uloZenéocky na okraji (Obr. 3.1) maji okrajové podminky tvar
(za gedpokladu moznosti vodorovného posunu v podporach)
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w(r)|,_, =0, m () _, =0, (3.7)
ze symetrie potom vyplyva

¢,(r), _, =0. (3.8)

=y
o

%‘ ‘

[

[

|

-

Obr. 3.1 Schémaocky volné podeené na okraji

R,/

|

ho

S

@ =2a

Obr. 3.2 Schémaocky volné podepgené uvnit
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V ptipad, ze ¢cocka neni podegna na okraji, ale na zvoleném polam r, (Obr. 3.2),
vznikne v bod r =r, nespojitost v posouvaci sile a musime hledanokcfyprahybu rozalit
na funkci w,(r) platici na intervalur 0 [0, Ja funkci w,(r) platici na intervalu O 1| a ]
Okrajové podminky se pak zm na

wl(r)|r:rs :wz(r)|r:rs =0, ¢,(r),_,=0, m,(r) _ =0. (3.9

Dale je nutno fedepsat podminky navaznosti v Bad=r, ty pak maji tvar

¢f1(r)|r=rs = ¢f2(r)|r=rs ! rnfl(r)|r=rS = rnfz(r)|r=rs ) (310)

Pribéh posouvajici silyq,,(r) pro interval r 0 [Or, ] zistane stejny jako préocku po
obvod podepenou. V bod r =r, dojde ke skokové zén¢ posouvajici sily vikledku

reakce v podp@ a ptibéh posouvajici sily na intervalull r.[a, e znéni naq,,(r), plati

0.00=-2210-10]. a.0=L21@-10)]. (3.11)
Rozdil posouvajicich siy,,(r; % q,,(r;) se pak rovna hodnopodporove reakce.

V dalSic¢asti si ukazemeeSeni rovnice (2.42) pomodciznych numerickych metod. Abychom
mohli porovnat #zné numerické metody, budeme uvaZovatku majici nasledujici
parametry: polorry kiivosti R =600mm, R, =-600mm, stedovou tlougku h, =5 mm

a pimér 2a = 100 mm & je polon#r ¢ocky). Cotka je zhotovena ze skla Schott N-BK?7,
jenoz parametry jsou: Poissonowdslo v = 0206, Youndgiv modul E=8200Pa a
objemovéa hustotap = 2510kg/m®. Déle budeme uvazovat hodnotu tihového zrychleni
g = 981 m/s” a vinovou délku sitla A =633nm, v jejichz nasobcich bude udvysledny
prahyb ¢ocky.

3.1.1 Re3eni metodou Runge-Kutta

Rovnici (2.42) nizeme psat ve tvaru

Pot(r0.¢) (12

r

d’¢ _ q.(r) £+ 1 dD(r)|d¢ | v dD(r)_1
dr> D(r) |r D(r) dr |dr |D(r) dr r
pro ktery Ize najit iterativnieSeni pomoci metody Runge-Kutta [EBrtehotadu, popsané

vztahy

Bro = 00+ 000+ (k). (313)
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Pri = P +%(k1 +2k, + 2k, +k4)’
k=t (r,.8,.81),

Ar Ar k
k, =Arflr +—. ¢ +—@' ¢ +—2|,
2 (n 2 ¢n 2¢n ¢n 2)
Ar Ar Ar k
k, =Arf|lr +—,¢ +—¢@ +—Kk,, @ +-2],
3 (n 2 ¢n 2¢n 4 1¢n 2)

k, = Arf [rn +Ar, ¢, +Arg, +A—2rk2,¢l’1 +k3j.

Cely interval [O, a] je rozctlen nam podinterval o délceAr . NaSereSeni by o sphovat
okrajové podminky (3.7) a (3.8) wiipadt uloZeni na okrajicotky, nebo pak okrajové
podminky (3.9) a podminky navaznosti (3.10¥\pad uloZeni na vnihim polongru.

UvaZzujme nyni fipad kloubového podépni na okraji desky a Za&¢me vypa@et nap. v
r =0, kde vime, Ze¢(r)|r:0 =0. Tim jsme se dostali do situace, Ze nam gamnim bod
chybi informace og,. To mizeme vyeSit tak, Ze vyp&teme funkni hodnotu ¢, (r)|r:a,
hodnotu derivaceg, (r)|r:a a nasleda& z €chto hodnot radialni momentn, (r)|r:a podle
vztahu (2.35) pro dvrizné vhods zvolené poateini hodnoty @, (r)|r:0 a z vyslednych dvou
raznych hodnotm, (r)|r:a uréime interpolaci takovou géteini hodnotug, (r)|r:0, aby platila
momentova okrajovd podminka (3.7). Zvolme tedygveni hodnoty nap ¢;1(r)|r:0 =-la
¢r'2(r)|r:O =1. Po vypdtu ieSeni dostaneme pro volenécé@@ni hodnoty ¢,’1(r)|r:0 a
#,,(r)|._, hodnoty momerit m, (r)| __ a m,(r)| __. Z vySe zmiané momentové okrajové

podminky (3.7) Ize pak linearni interpolacéitispravnou p&éateini hodnotug, (r)|r:O jako

QIR AG

mrl(r)| r=a m, (r)| r=a

$(r)) =

My (1)],_, *+81(0)] _, - (3.14)

Pro feSeni podani ¢o¢ky uvnitt poloméru mizeme pouZzit fedchozi rovnice bez vyrazné
zmeny. UvaZujeme nyni, Ze cely intervfd,a] je opst rozdtlen nam podinterval o délce
Ar a interval [0, rs] je rozélen na ppodintervalh o délce Ar, pak na intervalu[O, rs]
pouZijeme postup totoznyieSenimcocky podegiené na okraji. Abychom vygetli hodnoty
funkce ¢ na celém intervaIL[O, a], pouZzijeme na zbyvajigiasti [rs,a] stejny postup s tim
rozdilem, ze vbodlr =r, se zmdni pribéh posouvaci sily zy,(r) na q,,(r) dle vzorce
(3.11) a jako peateni hodnoty¢(r)|r:rs a ¢'(r)|r:rs pouzijeme kongné hodnoty z prvniho

intervalu. Problém neznaméddweini hodnotyg, muaZzeme vyeSit postupem uvedenym vyse.
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Jakmile znameweseni rovnice (2.42), tedy funke, (r), mizeme ze vztahu (2.43) dirr
integraci neznamou funkai(r) za pouziti pithybovych okrajovych podminek (3.7), nebo
(3.9). Obr. 3.3 a Obr. 3.4 ilustruji vysledky prodegeni cocky na okraji a na vnihim
poloméru ziskané vyp&tem v prostedi Matlab. Krok pro Runge-Kuttovu metodu byl zvole
Ar = 005mm
R1=BI}Dmm R2=-6I][I|mm dn=5mm a=50 mm

E=82GPa p=2510 kg/m* 1 =0.206

0.0Zr

0.04 1

0.06

= 0.08[

w(r) [

0

0121

04r

016 1

0.18 ] ' : ; ; : ! 7 *
D 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w =0.17561 A r [mm
max
Obr. 3.3 Praibéh feSeni Runge-Kuttovou metodou pro pa@ep na okrajtocky

R1=Bl}l}mm R2=-6I}I}mm dﬁ=5mm a=50mm

E=82GPa p=2510 kg/m® 1 =0.206

. r.=33.9mm
%10 8

wn

w(r) [A]

101

15[

0 5 10 156 20 25 30 35 40 45 50
W = 0.01587 A r [mmy]
max

Obr. 3.4 Pribéh feSeni Runge-Kuttovou metodou pro pagep na vnitnim polongru rs
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3.1.2 Reseni metodou centralnich diferenci

Metoda centrélnich diferenci [16] sfied ve vyjadeni jednotlivych derivaci hledané funkce
v daném boéjako linearnich kombinaci fudkich hodnot v bodech okolnich. Prvni a druhou
derivaci hledané funkce(r) miZzeme zapsat jako

(i¢ ¢|+1 ¢'—1 +O(Ar ) - ¢|+1 ¢—1 'd22¢ — ¢i—l _2¢|2 +¢i+l +O(Ar2) = ¢i_l _2¢'2 +¢i+l ,(315)
r 20r 20r dr Ar Ar

kde ¢, je hodnota hledané funkce v daném daod (i =0, ... ,N, tedy interval [0a] je
rozcélen naN subintervatl), ¢, a ¢.,, jsou hodnoty hledané funkce v okolnich bodeaha
risa (Obr. 3.5), Ar =1, —r_, =r,, —r, je vzdalenost mezi jednotlivymi body @(Arz)
ozna&uje veliinu fadu Ar? (v tomto gipads chybu aproximace).

virtual point

o(r)

Obr. 3.5 Metoda konenych diferenci

Substituci vztah (3.15) do rovnice (2.42) dostdvame zakladni rdvpio feSeni tohoto
problému metodou kokaych diferenci

Piu"Pa 1 gryg =C(r) i=123.,N, (3.16)

¢ -1 2¢ ¢|+1 + A(r ) ¢|+1 ¢
Ar? 20r
kde hodnoty

1 1 do@) [ v don 1)1 _q()
A(r)_L+D(r) dr } B(r)—{m dr r}r’ c(r) D(r) (3.17)

mohou byt spéteny podle vzont (3.3) az (3.6). Okrajovou podminkou (3.8) je dandnota
hledané funkces(r) v bod r =0, a tuto hodnotu tedy neni nutno zahrnovat meazildné
neznamé (proto v (3.16)#% )0Uzitim vztahu (2.35) ma momentova okrajova pati
(3.7) tvar
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m (1)), = D(m)[%%m} =0. (3.18)

Ackoliv gn+1 nepati mezi neznamé hodnoty na intervalu, ktéegime, vyskytuje se tato
hodnota v posledni rovnici, kdie=N, a je tedy nutné ji vyjad z momentové okrajové
podminky (3.18) jako

2Arv

P =~ Py + O (3.19)

N

a nasleda poté dosadit do posledni rovnice. Pro ilustragimi@ujme soustavu rovnic
(3.16) matico¥. ReSenim jsou hodnoty funkae v jednotlivych bodech intervalu (@], plati

Af =C, (3.20)

kde A je tridiagonalni matice soustavy z prost®tU™, kde prvkydi hlavni diagonaly pro
hodnotyri, kdei =1, ... ,N, budou dany vztahy

2 2 2v Vv
=2 4B(r), J|_ =——S - —A(r,)—+B(r,). 3.21
Arz (|) ||=N Arz rNAr (N)rN (N) ( )

i|i<N

Prvky horni vedlejSi diagonaty, kdei =1, ... ,N-1, poté budou dany vztahem

a :iz+m (3.22)
Ar 2Ar
a prvky dolni vedlejSi diagonaly, kdei = 2, ... ,N, mizeme zapsat jako
1 A(n) 2
| E——m—=, L] _ =—. 3.23
ﬁ'||<N ArZ 2Ar ﬁ'||:N ArZ ( )

Dale ve vztahu (3.20) zn&i sloupcovou matici z prosto®¥! vypagitavanych hodnodp;,
i=1,...,N, aC je sloupcova matice pravé strany soustavy z profR, jejiz prvky jsou
dany hodnotami C{), kdei =1, ... ,N.
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Vysledna soustava rovnic mé tedy tvar

B Afz +B(n) Aiz +% 0 0 0
1 Allp) - _ 2 1 B(r,) %+M 0 0
Ar 2Ar %r AT Ar2 2Ar L AR
0 Ar? 2A3r _Ar2.+B(r3) Arsz—Asr 0
0 0 3 3
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 ¢, C(r)
0 0 0 9, C(r,)
0 0 0 ?; C(r,)
0 0 Pe 2| S |(3.20)
. O . .
12 CA(NL) 22 +B(r.) 12 L Alry) . :
Ar 2N\ Ar Ar 2N\ G| | Clrya)
0 Afz B Afz B rin _A(rN):_N +B() |Low ) LE)

Resenim soustavy (3.24) ziskame hodnotygtu funkcep, a poté Ize numerickou integraci
(nagiklad lichokEznikovou metodou [15,16]) spivat hodnoty funkcen podle vztahu (2.43)

w(r) =-[¢(£)dé+C,

kdeC: je integr&ni konstanta, kterou Izedir z praihybové okrajové podminky.

Doposud byl postup vygtu pro ¢ocku podepenou na okraji atocku podepenou na
libovolném vnitnim polongru rs stejny s tim rozdilem, zgigpodegeni na okraji 1ze vektor
pravé strany rovnice pro vSechny hodnotgpcitat ze vztahu (3.4), alefippodegeni na
vnitinim polonéru je nutno pouzit vztahy (3.11). Integnd konstantuC: lze ukit z
prihyboveé okrajové podminky (3.9), poté plati

C.=[g()dé. (3.25)
0
Pro @ipad ulozeni na okraji plati =a a vztah pro integtai konstantuC, se znéni na

C,=[p(&)dé. (3.26)
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Na Obr. 3.6 vidime vysledny fséh prihybu danécocky podegené na okraji pro
Ar = 005mm spaiteny v prostedi Matlab Na Obr. 3.7 je pak znazamm vysledny piibéh

prahybu dan&ocky podegené na polorru r, = 0678& proAr = 005 mm
R1=E[lﬂmm R2=-6[H]mm dﬂ=5mm a=50 mm
E=82GPa p=2510 kg/m® »=0.206

0.02

0.04

0.06 |

0.08

wir) [A]

04 r

0.12

04T

016 [

.18 7 ' : ; . ; ' 7 '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w =(0.17572 A r [mmy]
max
Obr. 3.6 Pribéh feSeni metodou koreych diferenci pro podéeni na okrajtocky

R¢=E[lﬂmm R2=-6I]'I]mm dﬂ=5mm a=50mm

E=82GPa p=2510 kg/m® v =0.206

4 r =33.9mm
%10 . &

=]

10T

157

) 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
W= 0.01597 A r [mm]
Obr. 3.7 Pribéh feSeni metodou koteych diferenci pro podéenicocky na polongru rs
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3.1.3 Reseni pomoci programu ANSYS

Za elem owfeni spravnosti vysledkdosaZzenychigdchozimi numerickymi metodami byla
zvolenacocka vymodelovana ve 3D koéi@ prvkovém software ANSYS [17]. Byly pouzity
Ctyisttnné prvky o délce hrany cca 1mm. Vysledna koagrvkova sf je vykreslena na
Obr. 3.8 (prvky jsou proighlednost obrazkuetsi). Okrajové podminky pouZzité pro vyfe
jsou znazorény na Obr. 3.9. Vysledky vygtu proc¢ocku podepenou na okraji {, = a) jsou

vykresleny na Obr. 3.10 a péocku podepenou na poloru r, = 0678& na Obr. 3.11.

P

Obr. 3.8 Koneiné-prvkova sf tvorenactyistny

0,000 18,000 30,000 (mrm)
1

7 500 22,500

=0
=]

Vv

=0
Y
V

Obr. 3.9 Okrajoveé podminky pouzité pro vyget programem ANSYS (pohled shora na
strednicovou ploch@ocky, osa z s@uje do roviny obrazku)
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R1=E~Uﬂmm R2=-Eﬂﬂmm hu=1l]mm a=50 mm
E=82GPa p=2510 kg.*mE' 1= 0.206
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W = 0.17665 A r [mm]
meax

Obr. 3.10VysledekieSeni programem ANSYS pro podepi na okrajtocky

R¢=E~Dﬂmm Rz=-Eﬂl}mm hu=1l]mn1 a=50mm

E=82GPa p=2510 kg/m® »=0.206

4 r =33.9mm
=10 . bl

20 ' ' ' ; ' : : ; :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
LI 0.01631 A r [mm]
Obr. 3.11 VysledekieSeni programem ANSYS pro podepi cocky na vnitnim polongru rs
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Aplikace vypdtu prizhybu oso¥ soungrnych desek proemné tlougky

Zawrem lzeftici, Ze pro tento fiklad optickécocky se vysledky obou numerickych metod
témei presré shoduji s kongé-prvkovymieSenim programu ANSYS (viz. Tab. 3.1) a Ze pro
vypccet piihybu takto tenké€ocky Ize bez problému pouzit klasickou teorii prokemesky

popsanou v kapitole 2.1.1.

Tab. 3.1Porovnani vysledkjednotlivych numerickych metod vy prihybu tenk&ocky

Zpusob ulozeni
Metoda vypdtu W, .. pro kloubové uloZeni | W, Pro kloubove ulozeni
na okrajicocky na polongru r, = 0678a
Metoda Runge-Kutta 0,17561\ = 111,16 nm 0,0158k = 10,05 nm
Metoda centralnich diferenci 0,17572\ = 111,23 nm 0,0159% = 10,11 nm
ANSYS 0,17665\ = 111,81 nm 0,01631 = 10,32 nm

3.2 Numerické metody vypditu prihybu tlustSi oso¥ symetrické
desky

M v v

Nasledr si ukdzeme vypiet tlustSicocky metodou kongnych diferenci podle teorie popsané
v kapitole 2.1.2, kde je jiz bran v Gvahu vliv smylka porovhame tento vysledekesenim
pro tenké desky a koties-prvkovymieSenim programu ANSYS.

V tomto pipadt budeme uvazovatocku majici nasledujici parametry: polém kiivosti
R =600mm, R, =-600mm, stedovou tloutku h, =20 mma piimér 2a = 100 mm

(a je poloner ¢ocky). Cocka je zhotovena ze skla Schott N-BK7, jehoZ parampsbu:
Poissonovo ¢&islo v = 0206, Youndgiv modul E=82[10Pa a objemova hustota
0 =2510kg/m®. Déale budeme uvazovat hodnotu tihového zrychlg 981 m/s a
vinovou délku setla A =633 nm, v jejichZ nasobcich bude uvdvysledny pithyb ¢ocky.
3.2.1 Reseni pro tlustsi desky metodou centralnich difere

Jak je zmiano v kapitole 2.1.2teSeni pro tlustSi desky se od klasickég®eni liSi vztahem
mezi natéenim phirezu ¢, a pfihybem w. Postup pro vyp&et hodnot funkceg, je tedy
stejny jako v 3.1.2. Vyslednouddrybovou funkci pak ziskame ze vztahu (2.50)

w(r)=l[§;—((‘:,))—¢r(5)]ds+cl,
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Aplikace vypdatu prihybu osoy soungrnych desek prosmné tlougky

kdeC: je integr&ni konstanta, kterou Izedir z praihybové okrajové podminky (3.9) jako

fs

C,=-] (g—ﬁ‘?) -9, (f)jdf- (3.27)

Pro @ipad ulozeni na okraji plat{ = a, a vztah pro integeai konstantuC, se zn¢ni na

_ H(al)
C, = {(DS({) ¢r(<‘)de- (3.28)

3.2.2 Porovnani vysledki
Na Obr. 3.13 a Obr. 3.14 vidime porovnani vystediiskanych vypétem dané ulohy

metodou centralnich diferencA( = 005mm) z klasické teorie pro tenké desky a teorie pro

tlustSi desky s vysledky z programu ANSYS, kde Ipdyzity étyisinné prvky o délce hrany

cca 1mm. Vysledna kotiee-prvkova sf je vykreslena na Obr. 3.12 (prvky jsou pro

piehlednost obrazkuétsi). Okrajové podminky pouZité pro vyt jsou zndzorny na Obr.
3.9.

0,000 15,000 30,000 {rrm)
[ 2 |
7,500 22,500

Obr. 3.12Koneing-prvkova sf tvorenéctyistny
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R1=Eﬂﬂmm RE=-E|]I]mm hn=1llmrn a=50mm
E=82GPa p=2510 kg."ma = 0.206

ANSYS 3d FEM wvypodet W= 003102 A
o005 b | = Teorie pro tenke desky WS 0.03006 A £ J

Teorie pro Hustsi desky w__ =0.03105 A

o.M

0.015

wi(r) [A]

0.02

0.025

6 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5O
r [mm]
Obr. 3.13Porovnani vysledkvypoctu pro¢o¢ku podepenou na okraji (modréara splyva se
Zlutou)

R*=Eﬂﬂmm RE=-EDI]mm hn=1ﬂmm a=50mm

E=82GPa p=2510 kg/m® v =0.206

5 r =33.9mm
w10 &

0.5

1.5

ANSYS 3d FEM vypodet WS 0.00244 A
2 Teorie pro tenke desky w = 0.002 A
Teorie pro tlustsi deskyw = 0.00242 )
55 ! | | g . . ] j I

¢ 5 W 15 20 25 30 35 40 45 5O
r [mm]
Obr. 3.14 Porovnani vysledkvypoctu pro¢ocku podepenou na vniinim polongru rs
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Aplikace vypdatu prihybu osoy soungrnych desek prosmné tlougky

Na Obr. 3.14 si Ize vSimnout, Zeipybova funkce ziskana kafré-prvkovym vyp@tem

v programu ANSYS (modrd) je v okoli podpory nestaddt zvinéné oproti dalSim dima
kiivkam. Toto je zjpisobeno singularitou v mispodegeni, které je ve 3d modelovano jako
kiivka na stednicové ploSe (kruzZnice o polémrs), a tedy v tomto mistvznikaji velka
koncentrovana nafi, ktera vedou k velkym deformacim ké&ngch prvki spojenych s

M A v

podporou. Vysledky vyptiu prihybu tlustSico¢ky za pouziti iznych teorii jsou shrnuty v

Tab. 3.2.

M A v

Tab. 3.2Porovnani vysledkvypaitu prihybu tlustSicocky za pouZiti iznych teorii

Zpusob ulozeni

Teorie w,... pro kloubové uloZeni | W, pro kloubové ulozeni
na okrajicocky na polongru r, = 0678a
Tenké desky 0,03006A = 19,03 nm 0,00200 = 1,27 nm

TlustSi desky

0,03105\ = 19,65 nm

0,00242 = 1,53 nm

3D FEM ANSYS

0,03102\ = 19,64 nm

0,00244 = 1,54 nm

Zawrem lzefici, ze plihyb tlustSichtocek vlastni tihou jiZz je ovlivén smykovou deformaci a
proto je vhodné ji ve vygibech brat v Gvahu zacélem dosazeni reafSich vysledk.
Podivame-li se ale na problém z hlediska realndha \prahybu ¢ocky vlastni tihou na
piesnost interferometrickychdreni jejich ploch, je nutné konstatovat, Zze doshifitgesnost
téchto n&reni [14] je A /50-A /100 (12,6nm — 6,3nm), a tedy byihyby ¢o¢ky musely
dosahovat alespo téchto hodnot, aby byly vysledky deni ovlivreny. Z predchozich
piikladi dvou mtiznych optickychéocek je Zejmé, Ze uz maximalni finyb tlustsicocky
podegené na okraji rize mirr¢ ovlivnit piresnost nsieni (Wmax = 0031 = 1960m> 6,31m)
azZe v ipad tenkécocky podegené na okraji je fihyb viastni tihou naprosto ngptelny
(W, = 01771 =112nm>> 63nm).

max

3.2.3 Priklady prihybi ¢oéek viastni tihou

Ukazme si nyni na dkolika dalSich pikladech, k jak velkym mhybim mgienych ploch
sférickécocky dojde v pipack, Ze jecocka volre uloZzena na podpném krouzku.

R,/
2/

Ty

O =2a
Obr. 3.15Co¢ka uloZena vypuklou plochou na pédpém krouzku R> 0, R.< 0 (Spojnd)
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Aplikace vypdatu prihybu osoy soungrnych desek prosmné tlougky

D =2a
Obr. 3.16 Co¢ka uloZena vydutou plochou na pédpém krouzku R< 0, R> 0 (rozptylna)
Na Obr. 3.15 je uvedentiklad spojnétocky majici olg plochy vypuklé a na Obr. 3.16 je

uveden piklad rozptylné ¢ocky majici ol plochy vyduté. Nasledujicifiklady budou
spaiteny metodou centrélnich diferenci za pouziti geprp tlustSi desky.

Piiklad 1. Uvazujme spojnodocku (Obr. 3.15) majici nasledujici parametB;:=300mm,
R, =-300mm, d, =10 mm a ptimér cocky je D = 2a =100mm. Abychom mohli posoudit

vliv_mechanickych parameéiroptickych skel na fihyb ¢ocek z nich zhotovenych, bude
¢ocka vyrobena zefit riznych optickych skel, jejichz mechanické paramédou uvedeny

v Tab. 3.3. Athyb plochy¢ocky je pro fizna uloZeni na Obr. 3.17 a Obr. 3.18 uveden
v ndsobcich vinové délky He-Ne laseh#§33 nm).

Tab. 3.3Mechanické parametry skel pouzitych pro v§gio

sklo E[GPqd | p[glcn?] v

SF57 54 551 0.248
N-BK7 82 2.51 0.206
N-LaF21 124 4.28 0.295
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Aplikace vypdtu prizhybu oso¥ soungrnych desek proemné tlougky

005

wir] [A]

gar

R*=3I]I]Imm R2=-30I]Imm hu=1llmm a=50mm

M-BRT w = 00455 A
max
— BEET W = 01441 A il
max

N-LaF2iw = n.my
max ¥ =

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

r [mm]

Obr. 3.17 Prihyb stednicoveé plochy bikonvexni spojiécky o praméru D=100mm
podegené na okraji a zhotovené zertiznych skel (SF57, N-BK7, N-LaF21)

107

12T

14 &

R*=3{lﬂmm Rz=-3llllmm hn=1l]n1n1 a=50mm

r =339 mm
B

%1073

MN-BKT w_ = 00045 A
max
SF7Tw__ =0.0143 4
max
MN-LaF21w__ = 0.0046 A
max

18

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

r [mm]

Obr. 3.18 Prithyb stednicové plochy bikonvexni spojiécky o priméru D=100mm ulozené

na krouzku o

vhinim piaméru 0.67® a zhotovené zefit riznych skel (SF57,

N-BK7, N-LaF21)
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Aplikace vypdatu prihybu osoy soungrnych desek prosmné tlougky

Jak je z Obr. 3.17 a Obr. 3.18 patrno, jefip@t podepeni ¢ocky na okraji jeji maximalni
prihyb Wmax = 0,144 = A/7 (sklo SF57), zatimcoripulozeni na krouzku o vriitim piméru
0.67® je jeji maximalni pkhyb pouzewmax = 0,014 = A/70 (sklo SF57). Pro ostatni &v
skla je pfihyb menSi. Jak je #¢hto vysledk patrno, nemusimeiipméreni polongra této
¢ocky prihlizet k deformaci jejich ploch viivem vlastni yilje-li ¢ocka pi méreni uloZzena na
krouzku o vnitnim ptaméru 0.67®.

Piiklad 2. UvaZujme rozptylnouc¢ocku (Obr. 3.16) majici nésledujici parametry:
R =-300mm, R, =300mm, d, =10 mm a ptimér ¢ocky je D =100mm. Cocka je ot
zhotovena zert riznych skel, jejichz mechanické parametry jsou umgdeTab. 3.3. Rihyb
plochy¢ocky je pro fizna uloZeni na Obr. 3.19 a Obr. 3.20 uveden v rasolyinové délky
He-Ne laseruX=633 nm). V pipad podepeni ¢ocky na okraji je jeji maximalni fhyb
priblizné¢ wWmax = 0,048 = A/20 (sklo SF57), zatimcofipuloZzeni na krouzku o vrfitim
praméru 0.67® je maximalni pithyb pouzenmax = 0,0039 = A/250 (sklo SF57). Pro ostatni
dveé skla je ptihyb mensi. Jak je Zahto vysledk patrno, nemusimetipméreni polonéra této
cocky prihlizet k deformaci jejich ploch vlivem vlastni yihje-li cocka @i méteni uloZzena na
krouZku o vnitnim piiméru 0.67®.

R*=-3’ﬂﬂmm Ft2=3’ﬂ'llmm hﬁ=1l'.l'mn1 a=50 mm

MN-BKT w = 0.0148 A
max
SFST w = 0.0483 A
mas
M-LaF21 W= 0.0158 A

0.045

0.05 : : ' : \ ' ' : :
0 5 0 15 20 25 30 35 40 45 5D
r [mm]
Obr. 3.19 Prihyb stednicoveé plochy bikonkavni rozptyldécky o praiméru D=100mm

podegené na okraji a zhotovené zertiznych skel (SF57, N-BK7, N-LaF21)
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R¢=-3I]I]mm F?.2=3I]I]mm hu=1ﬂmm a=50mm

3 r =33.9 mm
%10 8

u_a-_/

= 1.8}
= 2t
25
3t N-BK7 w__ =0.0012 4
Max
SF57w, = 0.0039 A
3.5 N-LaF21w = 0.0013 4
Mmax
4

o ) 10 15 20 25 30 35 40 45 650
r [mm]

Obr. 3.20Prihyb stednicoveé plochy bikonkavni rozptyldécky o praméru D=100mm
uloZené na krouzku o viiitim piméru 0.678&® a zhotovené zéitraiznych skel (SF57,
N-BK7, N-LaF21)

Pozastavme se nyni nadipghy prihybovych funkci vykreslenych na Obr. 3.20. Na prvni
pohled by¢tend&i mohl prijit zvlastni zub na gihybové funkci nad podporou. Podivame-li se
ale na porovnani vygtu tohoto pikladu za pouZziti teorie pro tenké desky a teorcetjustsi
desky (s uvazovanim vlivu smyku) na Obr. 3.21jZeme jas#é vidét, Ze onen zub je
zpisoben vlivem smyku, protoZze vipadt zanedbani smykové deformace jeilpybova

funkce hladka na celém intervalu.
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R¢=-3I]I]mm F?.2=3I]I]mm da=1ﬂmm a=50mm

E=82GPa p=2510 kg/m® v =0.206

4 r =33.9mm
10 &

sklo SFA7 - tearie pro tustsi deskyw__ =0.00121 4
12T sklo SF57 - teorie pro tenke desky w = 0.00099 A

14 ' : ' : ' ' : ' :
0 5 M 15 20 25 30 35 40 45 B0
r [mm]
Obr. 3.21Vliv smyku na ptibeh prihybové funkce

Piiklad 3. Uvazujme rozptylnouc¢ocku majici nasledujici parametryR =-150mm,
R, =150mm, d, =5mm a pamér ¢ocky je D =50mm. Cocka je ot zhotovena zefit
raznych skel, jejichz mechanické parametry jsou umgdeTab. 3.3. Rthyb plochycocky je
pro mizna ulozeni na Obr. 3.22 a Obr. 3.23 uveden v masiolvinové délky He-Ne laseru
(A=633 nm). V pipact podepgeni ¢ocky na okraji je jeji maximalni ghyb piblizne
Wmax = 0,012A = A/80 (sklo SF57), zatimcaipulozeni na krouzku o vriitim priméru 0.67®
je maximalni pithyb pouzewmax = 0,00 = A/1000 (sklo SF57). Pro ostatni dgkla je
prihyb mensi. Jak je Zdhto vysledk patrno, nemusimeripméieni polongra této cocky
piihlizet k deformaci jejich ploch vlivem vlastniyilani v jednom fipact uloZeni.
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R1=-150mm R2=150mm hn=5mm a=25mm

i)
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E 0006 [ =
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M-BKT w = {.0037 A
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0.012 — SFET W = 0.0121 A 5
MN-LaF21 w =0.0039 A
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0014 ’ ; :
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Obr. 3.22 Prihyb stednicové plochy bikonkavni rozptylngéocky o priméru D=50mm
podegené na okraji a zhotovené zertiznych skel (SF57, N-BK7, N-LaF21)

R*=-15I]mm R2=15I]mm ha=5mm a=25mm

4 r =16.95 mm
=10 &
e : T
P!
=
= 4
=
6t
M-BKT w =0.0003 A
Max
8. SFS7Tw__ =0.001 A
max
M-LaF21 w = 0.0003 A
max
10 . . . .
1] B 10 15 20 25
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Obr. 3.23 Prihyb stednicové plochy bikonkavni rozptylngéocky o priméru D=50mm
uloZzené na krouzku o vimitim piméru 0.678® a zhotovené zefit raiznych skel (SF57,
N-BK7, N-LaF21)
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Piiklad 4. Uvazujme rozptylnoucocku majici nasledujici parametryR =150mm,
R, =-150mm, d, =5 mm a pfimér ¢ocky je D =50mm. Cocka je ot zhotovena zefit

raznych skel, jejichz mechanické parametry jsou ungdeTab. 3.3. Rthyb plochycocky je
pro mizna uloZeni na Obr. 3.24 a Obr. 3.25 uveden v mdsolyinové délky He-Ne laseru
(A=633 nm). V pipact podegeni ¢ocky na okraji je jeji maximalni ghyb piblizné
Wmax = 0,036\ = A/30 (sklo SF57), zatimcaipuloZeni na krouzku o viitim priméru 0.67®
je maximalni pithyb pouzewmax = 0,003 = A/300 (sklo SF57). Pro ostatni &gkla je
prihyb mensi. Jak je Zdhto vysledk patrno, nemusimetipméieni polongra této cocky
piihlizet k deformaci jejich ploch vlivem vlastni yihje-li ¢ocka @i métreni uloZzena na
krouzku o vnitnim ptaméru 0.67®.

Obdobné vysledky, jako jsou uvedeny iegchazejicich fiikladech, ziskame i préocky
jinych tvar. V této ¢asti prace byla provedena podrobna analyza vlivibnyru cocek jejich
vlastni tihou naigsnost mireni jejich ploch. Jak je patrno z uvedené analjmyzeme tedy
obecn tici, Ze pro eliminaci vlivu prthybu ¢o¢ky zpasobeného jeji tihou je nutno tutoc¢ku
ulozit vypuklou (vydutou) plochou na podloZni krekzmajici vnitni (vnéjSi) praimér mensi,
nez paimeér mérenécocky. Ve vSech fikladech byla hodnota oméru podlozniho krouzku
volena 0.67B, kde D je pramér merené cocky, protoze lze odvodit [14], Ze praipad
planparalelnicocky (kruhové desky konstantni tlailky) podegené na takto zvoleném
praméru je piihyb zpisobeny jeji vlastni tihou minimalni, a tedy se tWwuzky pro
praktickd méteni jiz vyuzivaji. Pratocky s pfimérem mensim nebo rovnym 100 mm bude
potom jejich péhyb mensi ne2\/50, coz je pro aktuatndosazitelnou fesnost msieni
naprosto dostaujici. Je jasné, Ze pro kazd¥igad optick&ocky promenné tlousky Ize najit
optimalni pamér podlozniho krouzku tak, aby gdtyb zpisobeny jeji vlastni tihou byl
minimalni, ale pro praktické vyuziti je tento pgstzbyte&né komplikovany.
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Obr. 3.24 Prahyb stednicové plochy bikonvexni spojiécky o piméru D=50mm
podegené na okraji a zhotovené zertiznych skel (SF57, N-BK7, N-LaF21)
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Obr. 3.25 Pmihyb stednicové plochy bikonvexni spojiécky o prtiméru D=50mm uloZzené
na krouzku o vninim piiméru 0.67® a zhotovené zéitriznych skel (SF57,
N-BK7, N-LaF21)
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4 Aplikace vypoctu pruhybu osow soumeérnych
membran

V poslednich letech dochazi k prudkému rozvoji datipvani tzv. aktivnich optickych
prvka, které jsou schopnyiedem definovanym Zigobem ninit své vnitni nebo vijSi
parametry, a tim i optické zobrazeni. Existuje aetkda z@sohi, jak vlastnosti d&chto
komponent modifikovat. Jednim z nejrae$ijSich typi prvka jsou membranové kapalinové
¢ocky [18-32]. Tyto prvky se zpravidla skladaji z meadiy pevi upevrgné na svych
okrajich, ktera kryje komoru s kapalinou, jako ghematicky nazri@no na Obr. 4.1 a).
Zmeénou objemu kapaliny dojde k deformaci membrany &regnoptickych vlastnosti dané
¢ocky (Obr. 4.1 b)).

napusteni kapaliny
2) membrana b)
/ napoustéci otvor I/\I
<_
r/ I / O
/ X n odpusténi kapaliny

\/ kapalina I\—/I .
kryci skla |

Obr. 4.1 a) Schéma kapalinové membrandeéky a b) mozny princip zgny objemu
kapaliny

Abychom byli schopni spra¥nuriit zobrazovaci vlastnosti kapalinovych membranovych
¢ocek, musime velmi ddk znat tvar membrany po deformaci. Vymom membran s
uvazenim velkych deformaci a rtipse zabyva ndp literatura [1,4,7-9,33-41]. Iterativni
vypoacet odvozenych diferencialnich rovnic a také wWgiorozvojem viadu pFedstavili
Goldberg a Pifko [34,35]. Modifikaci metody kams/ch diferenci pro nelinearni soustavu
diferencialnich rovnic popisujicich deformace a aapnembran ukazali Kao a Perrone
[36,37]. PettitteSi soustaviritdiferencialnich rovnic Runge-Kuttovou metodtiurtéhotradu
[38]. Vypocet fadami a analytické vztahy pro vyt jejich koeficieni predved! Fichter [9].
Reseni pomoci deni napti Newton-Raphsonovou metodou provedl Kelkar a k8].
Odvozeni nového zobetmehoieSeni a pouziti optimalizaich metod ukazal MikS a Novak
[40]. ReSeni metodou kotieych prvki bylo pouzito v [41].
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Ve vySe zmianych pracich vychazeji jejich aitoz riznych gedpoklad a okrajovych
podminek, a tedy jejickeSeni jsoutzna. V kapitole 2.2.1 této prace byla odvozenatseas
diferencialnich rovnic popisujici velkeé gbhryby oso¥ soungrné membrany bez ohybové
tuhosti, kde nejsou brana v ivahu Zadna dalSi aphaieni (aproximace). V této kapitole
bude tato soustavdeSena déma tiznymi numerickymi metodami (metodoiad a
optimalizaci jejich koeficiefita metodou kori@ych prvki) na konkrétnim fkladu a budou
porovnany ziskané vysledky. Dale pak budedstavena problematika optimalizace tltyS
membrany za delem dosazeni vyslednéhéedepsaného deformovaného tvatuzadaném
tlaku.

4.1 Numerické metody vypd@tu prihybu osow soungrné
membrany bez redpéti

V kapitole 2.2.1 byla nejprve odvozena soustavardifcialnich rovnic popisujici posuny a
prihyby o0so¥ soungrné membrany, kde nejsou brany v potaz zadné zgrdhgici
piedpoklady, a tedyeSeni této soustavy bude dale popisovano, jakocy@ie V dalSicasti
kapitoly 2.2.1 byly zavedeny zjednoduSuji¢égpoklady. Vysledna soustava diferencialnich
rovnic (2.86) a (2.87) odvozena vama konzistentnim zfisobem zadchto gedpoklad a
jeji feSeni budou proto dale nazyvany jako ,zjednoduseléychom mohli porovnatizné
numerické metody, budeme uvazovat membranu magpsiedujici parametry: tlotiku

h=01mm a pamér 2a = 20 mm & je polongér membrany) Elastické parametry materialu
membrany jsou: Poissonovdslo v = 04 a Youngiv modul E =197 MPa Dale budeme

uvazovat hodnotu tlakuigobiciho na membramu= 1,97 kPa.

4.1.1 Metodaiad a optimalizace jejich koeficient

4.1.1.10becnéreseni
Diive, nez zé&neme geSenim diferencialnich rovnic, je Yipact pouZziti metodyiad a
optimalizace jejich koeficiefitvthodné dané rovnice normalizovat tak, Ze hledan&de w a
u, budou funkcemi bezrozZmé proné¢nneé p, pro kterou plati

do_1 d_11

r
=— sr=pa, —=——=—+, p0(07). 4.1
pa 'Odradrad,o'o<> (4-1)
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Substituci (4.1) do vzt@h(2.55) a (2.56) pro radialni a tangencialni Greeroagrangeovo

pietvareni dostavame

2 2
g o=t 1 fdu ) fdw 4.2)
adpo 2a do do
2
u u
g =— : 4.3
t pa 2p2 a2 ( )

a pro radialni a tangenciélni rééippak z (2.57) plati

_E |1du . 1 ((duy ) (dw)’ u . u’
g = — + +| — +v +
" 1-v?|adp 2a’({dp do pa 2p°a’

E |u u,’ 1du 1 ((du) (dw)’
g, = S|t StV ot Lo+ — . (4.5)
1-v°| pa 2p°a adpo 2a do do

(4.4)

Vysledné diferencialni rovnice (2.74) a (2.75) molbyt pro prondnnou p psany jako

d 1du u 1dw
F=-2 oho |1+ ||+ho |1+ |- p2(@p+u )=0, 4.6
! dp[p Jr[ adpD Jt( ap) padp(ap u,) (4.6)
1d dw 1du
F,=-=9 pho |- plap+u, Y1+ | =0. 4.7
2 adp(ﬂ rdpj plao r)£ adp) (4.7)

Vztahy (4.6) a (4.7) tM@ soustavu dvou diferencialnich rovnic druhéfédu o dvou
neznamych funkcichu, (o) a w(p). Kazda z&chto funkci se v rovnicich vyskytuje v prvni i

druhé derivaci, 2ehoZ lIze usoudit, Ze k ¥gSeni této soustavy je nutné znat celkapti
okrajové podminky. Vzhledem k tomu, Ze membranageokraji neposuvhpodefena, Ize

pro p=1 (r =a) psat
w(p) =0, u(p) ,=0. (4.8)

V pripact osové sourrnosti tlohy Ize pedpokladat, Ze phybova funkcevv(,o) bude taktéz

0sow soungrna podle osy (sudd), a tedy jeji derivace v iog = 0 bude nulova, plati

d _
ﬁpzo =0. (4.9)
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Dale pak nizeme pedpokladat, Ze funkce vodorovného posmm(p) bude sourgrna podle
pocatku (licha), protoze jeji velikost je pro kazgepo celém obvodu membrany stejna a jeji
sner je vzdy totozny se sérem osy o, a tedy jeji hodnota v bédo =0 bude také nulova.
Plati

u (o), =0. (4.10)

p=0

ProteSeni diferencialnich rovnic existujgda fiznych metod, z nichz metodad je pondrné
jednoducha a dava velmi dobré vysledky. Obecnycjimetodyfad je nasledujici. Hledanou

funkci f (&) si vyjadime ve forng rady

(=260, (4.11)

kde funkceg, £ )volime tak, aby co nejlépe vyhovovaly naSemu gnwi. Pro volbuéchto
funkci je vzdy dobré, kdyZz o daném problému manjakeé dalSi informace vyplyvajici
Z podstatyfeSeného problému, naEe funkce f £ )je symetricka apod. Neznamé valiy,
které je nutno wit, jsou koeficientyc . Nag. v naSem fipadt vime, ze pkhyb membrany
vv(,o) je soundrny vzhledem k ose a ze vodorovny posum, (,0) je soungrny vzhledem

k pacatku, tedy nizeme hledateSeni rovnic (4.6) a (4.7) ve tvaru mocninnyati

w(p) = b, f1- p*7), (4.12)
u, () = i‘,czmp“- (4.13)

Vyhodou nami zvolenych tvarhledanych funkciw(p) a u, (o) je, Ze jsou automaticky
splreny okrajové podminky (4.8) a (4.9), a tedy uz zbyed splnit okrajovou podminku
(4.10). Pro prvni a druhé derivace funkci (4.123.43) plati

dw _

0

=3 b, (2 +2)(2 +1)p?, (4.14)

i=0

b (2| + 2)p2|+1

'MS

u
o

dzur
do?

i CZl +1 (2I + 1)
i=0

=3 c,ula +1)2)0>". (4.15)
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Preval’me nyni tento problém na optimaliza Ulohu s omezenimi (vazany extrém) a to
nasledujicim zfisobem. Redpokladejme, Ze et c¢lent fady budeK, potom niizeme
hledané funkce (4.12), (4.13) a jejich derivacé&4}a (4.15) pepsat do tvar

K-1 ]
W, :Z_O:bm - o], (4.16)
K-1 ]
U =D Caun P (4.17)
i=0
dw) & . : d3w K . . :
= =Y -p, (2i +2)027, =Y -b, (2 +2)(2 +1)p?, 4.18

o
)
c

do = do

(] =Seatador, (G0 =5

Jj =3 0,2 +1)2i)0?, (4.19)

kde veltina p, 0(01), pricemz j =12,...,.L, kdeL je paset cleni intervalu(0,1) .

Dosazenim vztah(4.16)-(4.19) do (4.6) a (4.7) dostavame funkge a F,;. Zavelme si

nyni meritni funkci (cilovou funkci) ndpve tvaru
L 2 2
Fo= Y[R +F2] (4.20)
j=1

a hledejme takové hodnoty koeficiénb, a c,,,, aby hodnota meritni funkcEgy byla
minimalni @i sowasném spléni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tjcemi funkci

svislého pithybu a vodorovného radialniho posunu membranymnjédsSen.

DalSim a poskud elegant§Sim zpisobemieSeni tohoto problému metodou optimalizace je

piimé hledani minima funkce pro celkovou potenciéhmergii (2.65).
£, = [ (2+2 +2)2 hdr - pV
_121—1/2 £l +2ve g + & |2mrhdr - pV,
0

kdeV je objem deformované membrany (2.64)

V = [wanr +u, YL+ )dr .
0
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Dosadime-li (2.64) do (2.65) a pouzijeme-li bezrémrmou prongnnou dle (4.1), dostaneme

1 a

E = E_(2+vs e +62 2 pa® hdp - | pwa2mi{ap +u 1+iduf do (4.21)
_[ 2 ( r rct t r a dp
0 0

Dosazenim vztah (4.2), (4.3), (4.12), (4.13), (4.14) a (4.15) d&é.2() a zavedenim
koneiného pdtu ¢leni fady K ziskame vysledny vyraz pro celkovou potencialnérgin
Optimaliz&ni Uloha v tomto fipact opst spaiva v hledani takovych hodnot koeficiénb,,

a c,,,, pro které je hodnota vyrazu pro celkovou potdnti@nergii minimalni za s@asného

splreni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tj.¢emi funkci svislého ghybu a

vodorovného radialniho posunu membrany, jerdgen.

Je dilezité poznamenat, Ze na rozdil adggchozihaeSeni minimalizaci meritni funkce, kdy
vysledek optimalizace zta¢ zavisi na doke zvolenych p&ateinich hodnotach koeficieint
b,, C,,, @ spravny vysledek neni vzdy zéen (je nutné optimalizai algoritmus pustit
mnohokrat siznymi paatenimi hodnotamib,,, c,,; a na konci vybrat vysledek, ktery ved|
k nejmensSi hodnétmeritni funkce),feSeni minimalizaci vyrazu pro celkovou potencialni
energii vede vzdy spolehlivke stejnému vysledku nezdvisle nac@enich hodnotach
koeficienti b, a c,,,, coz je zfisobeno tim, Zze meritni funkce méa pr&uddobré velmi
mnoho lok&lnich minim, ve kterych tthe optimaliz&ni algoritmus snadno uviznout, ale

funkce pro celkovou potenciélni energii je konveraicelém intervaluoD(O,1> a ma tedy

pouze jedno lokalni minimum, které je zardwveninimem globalnim.

4.1.1.2ZjednoduSenéieSeni

Pti feSeni zjednoduSenych diferencialnich rovnic budeostupovat stefnjako v kapitole
4.1.1.1. Z&néme tedy vyjatenim vSech poebnych vztah pro prongnnou p uzitim (4.1).

Radialni a tangencialni Greenovo-Lagrangeawivaieni (2.78) a (2.79) maji potom tvar

2
g =taU 1 pdw) (4.22)
ado 2a°(dp
g = b (4.23)
pa

a pro radialni a tangencialni riippak podle (2.57) plati
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, i}

g = £ |10, 1 fdw) U | (4.24)
l1-veladp 2a°\dp pa
2

g = E | Uy, [Ldu, 1 fdw) ) (4.25)
1-v°| pa ado 2a°\dp

Vysledné diferencialni rovnice (2.86) a (2.87) molyt pro prorgnnou p psany jako

d

F, = —%(pha,)+hat =0, (4.26)
F, =290 ohe W _pap=o0. (4.27)
adp do

Okrajové podminky i#stavaji samazjmeé stejné, jako v obecnétieSeni, tedy (4.8), (4.9) a
(4.10)

& =0ule),,=0

do| .

Dosazenim vztah(4.16)-(4.19) do (4.26) a (4.27) dostavame funkgea F,;. Zavel'me si

nyni ot meritni funkci (cilovou funkci) ve tvaru

F, = i [F2+F2] (4.28)
i=1

a hledejme takové hodnoty koeficiénb, a c,,,, aby hodnota meritni funkcEs byla
minimalni @ sowasném spkéni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tjcemi funkci
svislého piihybu a vodorovného radialniho posunu membrany pdnnduseny fipad, je

tim feSen.

Jako v pipact obecnéhdeSeni, i zde Iz&eSeni najit fmo minimalizaci vyrazu pro celkovou

potencialni energii (2.65).

E :T E . (£f+2v5r£t+£t2)2ﬂrhdr—pV,
0
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kdeV je zjednoduSeny objem deformované membrany (2.82)

V = _Terrrdr :
0

Dosadime-li (2.82) do (2.65) a pouzijeme-li bezrémrmou prongnnou dle (4.1), dostaneme

E =j E (4.29)

7 (62 + 2ve, £, + £7)27mpa® hdp - [ pwa® 2770dp
0

Dosazenim vztah (4.22), (4.23), (4.12), (4.13), (4.14) a (4.15) (29) a zavedenim
koneiného pdtu ¢lena fady K ziskame vysledny vyraz pro celkovou potenciélrérgin ve
zjednoduSeném ffpac. Optimaliz&ni Uloha opt spaiva v hledani takovych hodnot
koeficienti b, a c,,,, pro které je hodnota vyrazu pro celkovou potdnci&nergii
minimalni za sotasného spkni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tj¢cemi funkci
svislého piihybu a vodorovného radialniho posunu membrany dnnduseny ippad, je
tim feSen.

Na Obr. 4.2 a Obr. 4.3 Ize \dvysledné pibéhy funkciw aur pro zvoleny piklad, kdeK=6.
Uloha byla vye3ena programem Matlab vy3e popsanou mettatbna zaklagminimalizace
vztahi pro celkovou potencialni energii. Na Obr. 4.4 gk @nazorténa zavislost odchylky
prihybu obecného a zjednoduSenébgeni vyjatena v nasobku vinové délky He-Ne laseru
A =0,000633nm. Vzhledem k tomu, Zetpsné optické plochy se&h¢ vyrabi s pesnosti na

A 14, je nutno konstatovat, Ze rozdil mezi obecnymeaz¢gdusSenynieSenim, ktery dosahuje
az Aw,.. /A = 80, je pro optické &ely zcela nevyhovujici, a proto se nadale buderbgvzd
pouze obecnyneSenim, jehoz spravnostédime v dalSi kapitole metodou kamgch prvki.
Na Obr. 4.5 a Obr. 4.6 je dale znazora zavislost maximalnihofnybu w, . a maximalniho

radialniho posunw na pdtu ¢lena fady K pro obecné&esSeni. \¢tSi vyznam ma v tomto

r max
piipadt ale zavislost vysledného deformovaného objemu mé&nybna poétu clena rady
znazorgna na Obr. 4.7. Zthto grafi a Tab. 4.1 jeiejmé, Ze vysledn&Seni pi zvySovani
poctu ¢lena fady velmi rychle dosahneigsnosti na § platnych cifer, ale dale se jiz
nezgesiuje a nema tedy vyznam uvazovat itani fady, nez cc&=6.

Tab. 4.1Z4&vislostw,

max? ur jmax

aV na pctu ¢lena rady

K 2 4 6 8 10
Wmax[Mm] 2,953129 2,958073 2,9580864 2,95807/5 2,958189
Urmax[mMm] | 0,254728 0,253777 0,253781 0,253781 0,253787

V [mm3] 500,5215 500,529836 500,529824 500,529824  500,%2983
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a=10mm h=01mm E=197MPa r=04 p=197KPa K=6
D T T T T T T T T T
Dbecne resent w__ =2.9581 mm
bl = 2.706502
05k b2 = 02182561
= hd = 0.02RO1836
b6 = 0.0067 90607
b = 0.0002051471
Al b10 = -0.001570563
— Zjednodusens fedeni w__ = 2.9068 mm
E max
= b =2.811037
=qn | b2 = 02350087
= bd = 003803297
= b = 0.02236306
b8 =-0.005755130
3 b0 = 0004234214
2.5
0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9
o[-
Obr. 4.2 Prihyb membrany pro obecny a zjednoduSefigaul
a=10mm h=01mm E=197MPa ~»=04 p=197KPa K=6
D25 - T T T T T L) T T T
0.2
Ohecne reseni o= 0.25378 mm
— 015} el = 0605178
E 2 3 = -0.4660518
= — 5 = -0,1020812
= o =-0.02730645
5 | 9 = -0.006464574
0:1 11 =-0.003283700
Zjednodusens fedeniu___ = 0.24079 mm
ol = 0.5742393
I €3 =-0.4438752
0.05 5 =-0.00104722
&7 =-0.03251
9 = 0.001926959
5 | | | ct1=-0.008733794 |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.8

o[
Obr. 4.3 Radialni posun membrany pro obecny a zjednodusiépsd
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a=10mm h=01mm E=197MPa »=04 p=197KPa K=6
90 T T T T T T T T T

8O T

for

601

ol [

40T

Awlp)/ ) [-]

30 r

20 r

0 0 0.2 0.3 04 G5 06 0.7 0.8 0.9 1
Aw__ 1A =81.01 oH
max

Obr. 4.4 Odchylka obecného a zjednoduSenggeni

a=10mm h=01mm E=1.97MPa
=04 p=197KPa

2.959 T T

2.9568

2967 [

29651

2.954

5 983 . . . . :
2 4 B a 10 12 14 18
Pocet sudych élenu fady K

Obr. 4.5 Zavislostw,_. na p&tu ¢lena rady
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a=10mm h=01mm E=1.97 MPa

vr=04 p=197KPa
0.25448 T T r

0.2546

0.2544

[mm]

0.2542 |

r,.max

L

0.254 1

0.2538 [

0.2536 ' : ' : : '
2 4 6 B 10 12 14 16
Pocéet lichych élenu fady K
Obr. 4.6 Zavislostu na pa@tu ¢lena frady

r max

a=10mm h=01mm E=1.97 MPa
v=04 p=197KPa

500.52986
500.52985 |
500.52984 |
500.52083 [

o

E

£ 500.52982

W

500.52981

500.5208 r

500.52979 1

500.52978 : : ' : : '

2 4 & 8 10 12 14 16
Pocet dlend Fady K

Obr. 4.7 Zavislostobjemu deformované membrawyna patu ¢lena rady
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4.1.2 Metoda konetnych prvki

Pro porovnani vysledk ziskanych metododad v gedchozi kapitole byl stejnyifxlad
spaiten metodou kormych prvki v programu OOFEM [44], kam byl za timtaalem
implementovan prvek zaloZeny na teorii popsané pitele 2.2. Parametry pouZzité v
nasledujicim odvozeni ko&reeho prvku jsou zobrazeny na Obr. 4.8,

I
Wi w:2
7w Lo L
O O
I 2

R
= B

>
F,Ur

Obr. 4.8 Membranovy prvek

kde | je délka prvku, 0(-1;1) je lokéani sotadnice daného prvkuR je vodorovna

vzdalenost p&ateniho uzlu prvku od patku sowadnicového systému, je vodorovna
vzdalenost libovolného bodu prvku od¢ptku sotiadnicové soustavy v zavislosti ra a

u.,,W,U,,, W, jSou neznamé posuny v uzlech prvku. Dle Obr. 4i8eme vztah mezi lokalni
souadnici é a globalni sotadnicir zapsat jako

5:2[———) —=|3. (4.24)

NapiSme nyni neznameé posuny v uzlech prvku jakdovek, plati

[
H§;

d= . (4.25)

c
SN

Za pouziti linearnich bazovych funknj(¢) a n, (&), pro které plati (Obr. 4.9)

n(6)=20-¢). n(e)=20+¢) (4.26
a
dn _dndé_ 1 dn, _dndd _1 (4.27)
ddédr I dr dédr | '
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nz(é‘)

>¢

~

< )
-1 0
Obr. 4.9 Bazové funkce

mizeme vodorovny posum, a svisly posun (fihyb) w v libovolném bod prvku popsat
funkcemi

ur1 url
Wl Wl
ur:(nl 0n O =n.d, W:(O n 0 n, =n.,d (4.28)
ur2 ur2
W2 W2
a derivacedchto veltin
url url
W, W,
u;=(°'—nl o dne oj ' l=bd, W'=(O an %j "l=b,d.  (4.29)
dr dr u, dr dr ) u,
W2 W2

Substituci (4.29) do vztahu (2.55) pro radialni €bi@vo-Lagrangeovorptvaeni dostdvame
— (7 1 TKT — 1+
£ =b.,d +§(d bIb,d+d"blb,d)=b,d +>d'Ad, (4.30)

kde

(4.31)

A substituci (4.28) do vztahu (2.56) pro tangemiidbreenovo-Lagrangeovoigivareni
dostavame

1 1 1 1
e ==nd+—d'n'nd=={1+—d"n! |n.d. 4.32
v 1 or 2 1l r[ or 1 ( )
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Ozna&me nyni vektor firastki Au,,,ow,,du,,,on, jako 4, plati tedy

& = . (4.33)

Potom niizeme pirastky vodorovného posundu, a piihybu dw v libovolném bod prvku
popsat funkcemi

djrl d"Irl
le 1
a,=(, 0 n, 0 4 |Fmd, av=(0 n 0 n,) =n,d (4.34)
r2 r2
AN, O,
a derivacedchto veltin
Ay Ay
oW, oW,
ar =9 o 9% o) My & av=[o 9 o %) Moy 5. (435
dr dr A, , dr dr ) a,,
AN, o,

Dosazenim (4.28), (4.29), (4.34) a (4.35) do vztato girastky radidlniho a tangencialniho
Greenova-Lagrangeovaqtvaeni (2.69) a (2.70) dostdvame

g, =b,a+d"b]b,&+d"blb,d =b,& +d"Ad = (b, +d"A)d, (4.36)
€, :%nld'd +i2dTnInl&i:%(1+%dTannl&i. (4.37)
r
Vztahy (4.36) a (4.37) iZeme zapsat ve vektorovém tvaru jako
G, b, +d"A
da-(dstj- ?1(1+%dTann1 =B . (4.38)

Dosame nyni (4.24), (4.28), (4.29), (4.34) a (4.35) \datiahu (2.68) pro variaci objemu
deformované membrany, plati

& =i [[r(€)+d™n Ja+b,d)b, & +d"n] (L+b,d)n, & +d"n] (r(¢)+n,d)b,djde . (4.39)
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Nyni jiz zbyva jen sestavit vyslednou soustavu nernich rovnic pro neznamé hodnoty
posuri a piihybi v jednotlivych uzlech prvku. Z kapitoly 2.2 vimée aby byla dana
konstrukce (prvek) v rovnhovaze, musi byt variaceepaalni energie rovna nule. Se znalosti
této podminky mizeme vztah pro variaci potencialni energie (2.8} pe tvaru

271 |(0, %, + 0,0, )rh]dr = pov . (4.40)
0
Substituci (2.57), (4.24), (4.38) a (4.39) do (3 d6stavame

nl_l[[aTDTBderh({)]dE:
. (4.41)
= pmj[( )+d"n] Ji+b,d)o,d +d"n! (L+b,d)n,& +d"n] (r(£)+n,d)b,&]de

Vzhledem k tomu, Ze rovnost pravé a levé stranyioev(4.41) musi platit pro libovolnéd ,
muzeme psat

ﬂl“a DB rh(¢)|ds =
(4.42)
= pmj[( T fi+b,d)b, +d"n] (L+b,d)n, +d"n] (r(£)+n,d)b, Jde

Vztah (4.42) pak tvd vyslednou soustavu nelinearnich rovnic pro nezangmosuny
v jednotlivych uzlech prvku. Soustavu nelinearnfolinic pro celou membranu dostaneme
obvyklou lokalizaci pispivka od jednotlivych prvk. Tu Ize potom § piedepsani vhodnych
okrajovych podminekieSit napiklad Newton-Raphsonovou itérd metodou. Newton
Raphsonova metoda vyZzaduje matici tuhosti, kterda avSem uvad nebudeme a jeji
formulaci Ize nalézt nafklad v [41].

Na Obr. 4.10 a Obr. 4.11 Ize ¥idvysledné pibehy funkciw aur pro zvoleny piklad, kde
poset konenych prviki je N=400. Uloha byla vkeSena konmé-prvkovym programem
OOFEM za pouZiti vySe popsaného prvku a jednadedeobecné (nezjednoduSetié$eni.
Na Obr. 4.12, Obr. 4.13 a Obr. 4.14 je dale zn&rmzavislost maximalniho jgnybu w

maximalniho radialniho posunw

max?

a objemu deformované membrany na pdatu

r max
konenych prvika N v logaritmickém ndtitku. Z €chto grafi a Tab. 4.2 Ize usoudit, Ze pro
dosaZeni velmiigsnéhaeSeni by bylo nutné kotie-prvkovou sf jeSe zjemnit.
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U {p) [mim]

a=10mm h=01mm E=1.97MPa r=04 p=197KPa
Pocet prvkia N = 400

my

w(p) [m

0
0.5
al i
15}
2 -
25}
0 01 02 03 04 05 06 07 0B 09 1
w . =2.958125 [mm] o -]
Obr. 4.10 Prahyb membrany pro obecnyipad
a=10mm h=01mm E=197MPa r=04 p=197KPa
Pocet prvka N = 400
0.25 [ ' ' i
02}
0.15
01F
0.05
0

0 4. 02 .3 04 0.5 06 0.7 0.8 09
U =0.253809 [mm] o1

r,imax

Obr. 4.11 Radialni posun membrany pro obectiippd
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a=10mm h=01mm E=1.97MPa
=04 p=197KPa

3.06

3.04

302

max [mm]

W

298 1

296

2.94
10% 10/ 102 103
Pocet prvka N
Obr. 4.12 Zavislostw,,, na p&tu kone€nych prvki (logaritmické ndtitko)

a=10mm h=01mm E=1.97 MPa
=04 p=197 KPa

0238

0.236
107 10" 102 10°
Pocet prvka N
Obr. 4.13 Zavislostu, ., na p@&tu kone&nych prvki (logaritmické ngtitko)
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a=10mm h=01mm E=1.97 MPa

r=04 p=1.97KPa
502 T r

500

498 T

486 1

484
10

= 10" 102 107
Pocet prvki N
Obr. 4.14 ZavislostV na p@tu kone&nych prvki (logaritmické ndtitko)

Tab. 4.2Z4vislostw,

max? ur jmax

aV na patu kone€nych prvki

Pacet prvid N 5 25 50 100 200 400

Wmax[mm] 3,057108| 2,962493 2,959384 2,9585B84  2,958189958125

Ur,max[Mm] 0,237742| 0,24467Q 0,253570 0,2537p5  0,253806253809

V [mm3] 484,58205 491,86178| 500,23756| 500,51811 500,52449 500,53600

4.1.3 Porovnani numerickych metod

V kapitole 4.1.1 bylo pedstavendeSeni obecnych i zjednoduSenych diferencialnicimicov
popisujicich deformace elastické membrany meto@alia optimalizaci jejich koeficient
Bylo konstatovano, Ze Wipa zjednoduSeného fipadu dochazi kifliS velkym
negesnostem a Ze je tedy nutno se nadale zabyvat dighabecnymieSenim. V kapitole
4.1.2 bylo pak obecnéesSeni znovu sgteno metodou korkaych prvki a byla ukazana
konvergence maximalnich hodnotipybu, radialniho posunu a deformovaného objeiu p
zjermovani konéné-prvkové si¢. Na Obr. 4.15 je znazafna zavislost odchylky jghybu
téchto dvou obecnychieSeni vyjatené v nasobcich vinové délky He-Ne laseru
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A =0,000633nm. Odchylka je sp&ena podle vzorcéAw/ A = (Wop“m —erm)M , kde w,

optim
je vysledek obecnéhteSeni sp&teny metodourad a w,,, je vysledek obecnéhteSeni
spaiteny metodou kori@ych prvki.

a=10mm h=01mm E=1.97MPa
vr=04 p=197KPa K=6c¢clenu N=400 prvku

0.01

.01

002 1

Aw(p) A [-]

0.03

-0.05

-0.06 ' ' : : ; : : ; ;
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Aw__ /A =-0.05513 A
max

Obr. 4.15 Odchylka obecnéhieSeni pihybové funkcev spateného metodotad odieSeni
spaiteného metodou koweych prvki

Vzhledem k tomu, Ze se tatodteSeni maximaklisi pouze oAw, /A =— 0055 mizeme
konstatovat, Ze pro nami pozadovanesposti se vysledky shoduiji.

4.2 Optimalizace tlou&’ky membrany

Jednim z moznych pozZadavka oso¥ soungérné membranové kapalinow®cky v optice
muze byt také jejich schopnost vytio pii zadané velikosti tlaku fpsré predepsany
deformovany tvar tak, aby vznikiéocka mela dané optické parametry. Tohoto pozadavku
ovSem jiz nelze dosadhnout pouze zadpokladu konstantni tlotiy membrany, a tedy je
nutné, aby se tlotika po polomdru menila. Situaci vtomto fipacd komplikuje také
skute&nost, Ze vysledny deformovany tvar membrany nenim#uze pkhybovou funkciw,

ale také funkci radialniho posumw (Obr. 4.16). Dale v této kapitole budeme jiz v3gch
vztahy uvadt pro bezrozrrnou prongnnou polordru p tak, jakov 4.1.1.1.
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g(¢)=w(p)

|
Pt pu

Obr. 4.16 Skut&ny deformovany tvar membrany

Dle Obr. 4.16 miZeme vztah mezi funkci deformovaného tvaru membig(gy) a funkcemi
prihybu vv(,o) a radialniho posunu, (,0) psat jako

9(¢) =w(p), (4.46)

kde { = p+u, (p)/a je pomocna funkni pronenna.

Nas problém tedy v tomtaijpact spaiva vieseni diferencialnich rovnic (4.6) a (4.7)

s neznamymi funkcemi0), u, (0) a h(p) tak, aby i konstantnim modulu pruznodi
Poissonov ¢islev a tlakup splnily tyto funkce vyslednyiedepsany deformovany tva(()
dle vztahu (4.46) za séasného spkni danych okrajovych podminek.

Tuto Ulohu Ize oft vyieSit napiklad uzitim metodyad a optimalizace jejich koeficignt
Postupujme tedy obdobnymigmbem, jako v kapitole 4.1.1.1, a pouZzijme jizzd popsané
vztahy (4.4), (4.5), (4.6) a (4.7)

_E |1du . 1 ((duY’ dw u . u’
o, = 2| 4 to 3 tv + 2 .2
l-v°|ladp 2a do d,o pa 2p°a
_E |u vy’ 1du . 1 ((du )  (dw)
o, = > + StV = +— +| —
1-v pa 2p°a adpo 2a do do

——a+ 0,
) padp p+u,)=
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Vzhledem k tomu, Ze nyni se v diferencialnich viztad4.6) a (4.7) vyskytujedti neznama
funkce pfibshu tloudky h(p), je k vyeSeni problému nutné znat dalsi rovnici. Tou je
v tomto gipadt vztah (4.46) psany ve tvaru

F; = 9(¢)-w(p)=0. (4.47)

Okrajové podminky pro funkced{) a u, (o) zistavaji stale stejné, a to (4.8), (4.9) a (4.10)
W(p)|p=1 =0, U (p)|p:1 =0,

d
W <o, =0.

Nyni je ¥eba podotknout, Zédti neznama funkcla(,o) se v diferencialnich vztazich (4.6) a
(4.7) vyskytuje v nulté a prvni derivaci, a tedyjeno ji fjedepsat jednu okrajovou
podminku. Zde rizeme opt vyuzit osové soudmnosti tlohy a pedpokladat, ze funkcla(,o)
je soungrna podle osy (suda), a tedy jeji derivace v ldogp =0 bude nulova, plati

dh

& o, 4.48
do (4.48)

p=0

Nezname funkcew(,o) au, (,0) budeme ot hledat ve tive zmirgnych tvarech (4.12), (4.13)

wip) = 3 b, 1o,

U (0) =Y Cuy p?"
i=0

a jejich derivace tedy ve tvarech (4.14) a (4.15)

=2

i=0 ’ dp i=0

2

o

b, (2i +2)(2i +1)p?,

d?u,
do = " dp?

i z(z +1)2i)p?*.

Predepsana funkce vysledného tvary’ ,(kiera se vyskytuje ve vztahu (4.473ze byt
vyjadiena jako

9(0) = go+u,(p)/a). (4.49)
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Funkci h(p) mazeme pak vzhledem k jeji osové saunosti hledat ve tvaru sudé mocninné
fady

h(p) =Y. d, p* (4.50)
i=0
a jeji derivaci tedy ve tvaru
dh & N\ oie
—=Y4d,(2)p?™". 4.51
ap = 20 (2)p (451)

Tvar (4.50) méa oft vyhodu, Ze automaticky splje okrajovou podminku (4.48).

Prevel’me nyni tento problém na optimaliza Ulohu s ohragenim (vazany extrém) a to
nasledujicim zfisobem. Redpokladejme, Ze et clend fady budeK, potom niZzeme
hledané funkce (4.12), (4.13) a jejich derivac&4}a (4.15) pepsat do tvar (4.16)-(4.19)

K-1 _
W = Z:(;bZi [1':01'2)”2]’

(%)

funkci (4.49) do tvaru
g, =alp, +u,;/a) (4.52)

a hledanou funkci (4.50) a jeji derivaci (4.51)tdari

h, = d, p?, (4.53)

I
o

( j KZdz, (2i) o2, (4.54)

kde veltina p. 0(0,1) ptficemz j =12,...,L, kdeL je paiet cEleni intervalu(0,1) .
J
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Dosazenim vztah(4.16)-(4.19) a (4.52)-(4.54) do (4.6), (4.7) a@ dostavame funkcE,;

F,; a F;;. Zavelme si nyni meritni funkci (cilovou funkci) ve tvaru

L
F, = Zl[Flj? +F2+F2] (4.55)

=
a hledejme takové hodnoty koeficién,, c,,, a d,, aby hodnota meritni funkdgy byla
minimalni @i sowasném splkni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tj¢emi funkci
svislého piihybu w(p), vodorovného radialiniho posuny(p) a tlougky membranyh(p)
tak, aby ve vysledku t¥dy funkce vv(,o) au, (,0) predepsany deformovany tvay(,o) , je tim
reSen.
UvaZzujme nyni podobnyifklad, jako v pedchozi kapitole. Mjme membranu o gmeéru
2a = 20 mm & je polomér membrany) s mechanickymi paramety= 197 MPa a v = 04
zatizenou hydrostatickym tlakepn= 1,97 kPa. Z fedchozi kapitoly vime, ZefgdepiSeme-li
membrag konstantni tlouku h=0,1mm, bude jeji maximalni {gnyb wma=2,9581mm.

Porovnejme nyni vysledny deformovany tvar této memp napiklad se sférickou plochou o
stejné maximalni vychylce (Obr. 4.17).

a=10mm h=01mm E=1.97MPa
=04 p=197KPa

Sfericka plocha
Deformovany tvar membrany

Fa

Deformovany tvar [mm]
=k n

0.5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
w__ =2.9581 o[-
Obr. 4.17 Porovnani skutsného deformovaného tvaru membrany se sférickothploc
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Z Obr. 4.17 je ®jmé, ze vysledny deformovany tvar membrany se tprto konkrétni
piiklad vyrazi liSi od sférické plochy. Ukazme si nyni, jak by meisela minit tlou¥’ka
membrany po jejim polo#énu, aby jeji vysledny deformovany tvar odpovida&rafké ploSe o
maximalni vychylcewmax=2,9581mm se s@asnym zachovanim vSech ostatnich parametr
membrany.

Predepsana funkcg(() odpovida v tomtoifpact meridianu sférické plochy, tedy plati

9(¢)=yR? - %% -JR? -a?, (4.56)

kde R je polonar kiivosti, ktery Ize vyjaéit z maximalni poZzadované vychylky ve vrcholu
Wmax jako

a2 +W2

R=————mx 457
" (4.57)

max

VyreSime-li tento problém pomoci vySe popsané teormogramu Matlab, dostaneme
vysledny pozadovany fioch tloug’ky membrany znazo#ny na Obr. 4.18.

a=10mm E=197 MPa ~»=0.4 p=197KPa K=6 clenu

0.5
h  =0055mm h = 0,487 mm
0.45 Ea b
d0 = 0.05970083
d2 =-0.04575308
0.4 dd4 = 006672793

dé = 0.1204218
0.35 df = 0.00523484
did = 0.2902085

o3

h{pp) [mm]

0.25

g2r

0T

I:'_ DS 1 1 1 1
0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 089 1

p [
Obr. 4.18 Spaiteny pib¢h tlougky

Spaitéme nyni Glohu pedvedenou v kapitole 4.1.1 s tim rozdilem, Ze buwdénit v Gvahu
nekonstantni mbéh tloud’ky (Obr. 4.18) a vykresleme vysledny rozdifegepsané
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deformované plochy a s@ené deformované plochyag/A =[g(p+u, /a)-w(p)]/ A
vyjadieny v nasobku vinové délky He-Ne lasexe§33 nm) (Obr. 4.19).

a=10mm E=197TMPa v=04 p=197KPa
Pocet clenu rady K=6

12

Ag(p)fA [

0 01 02 03 04 05 06 07 08B 09 1
L\QTMJ"J& =10.6 i [-]
Obr. 4.190dchylka vysledného spteného tvaru membrany odgalepsaného tvaru

Z maximalni odchylkyAg,.../A = 106lze usoudit, ze optimalizace tlaky touto metodou

za pouziti zvoleného autorova algoritmu ma pouzez@mou pesnost, nicménje dostaujici
pro predvedeni funénosti metody. Dale je v Tab. 4.3 pro zajimavostdave, jak se
vysledny spoéteny tvar membrany s takto navrZzenou p¢ornou tlougkou (Obr. 4.18) liSi od
sféry pro fizné hodnoty tlak Posouzeni je provedeno hodnotou RMSE (,root nseprare
error*) v ¢estire nazyvanou jako sdni kvadraticka odchylka.

Tab. 4.30dchylky vysledného tvaru od sféry

Tlak p [kPa] | Polonmgr kiivosti R [mm] RMSE [mm]
0,4925 28,179 0,002322
0,985 22,681 0,002643
1,97 18,409 0,002686
3,94 15,144 0,002109
7,88 12,733 0,004932
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5 Experimentalni méreni tvaru kapalinové
membrany

Ve spolupraci se Skupinou aplikované optiky [46]obprovedeno experimentalniébeni
tvaru kapalinové membranowocky [47], jehoZz vysledky mohou byt dale vyuzivany k
analyzdm vlastnosti aktivnich optickych piiviohoto typu a k naviim optickych soustav,
které budou moci variabithpredem definovanym Zgobem ninit viastnosti zobrazeni.
V nésledujicich podkapitolach bude gt popsan postup &eni, bude provedeno porovnani
hodnot maximéalniho gfhybu nandfenych na pedpjaté i volné membréns hodnotami
spaitenymi teoretickym modelem v zavislosti naspbicim tlaku a nakonec budowemy
vybrané zakladni charakteristiky zobrazovacichtalasti tétoaocky.

5.1 Obecny popis experimentalniho mdfeni tvaru kapalinové
membranoveécocky

Schéma rffené membranovéocky [47] je ukazano na Obr. 5.1. Zakladidist cocky tvori
komora. Pomoci vstupniho ventilu je do mivadéna kapalina (v naSentipac destilovana
voda) pouzitim pesné tlakové pumpy.rflacna c¢astcocky upinacimi Srouby upina pruznou
membranu (Sylgard 184 [48,49]), kter4 se deformwujedvislosti na mnoZstvitpadkné
kapaliny do komoryocky. Druha strana&ocky je tvarena planparalelni deskou. MnoZstvi
kapaliny Ize regulovat upoustim ventilem.

Pro experiment byla pouZita komora oameru D=2a=30 mm a membrana tlaiky
h=0.5 mm.

Tvar membrany byl gfen pomoci zdzeni na mireni topografie ploch [50,51] (Obr. 5.2) se
¢tyimi stupni volnosti. Z&kladem je chromaticky konfskiésenzor [51-53], ktery je mozZno
polohovat pomoci krokovych motorve dvou navzajem kolmych gmech (osax a 2) a
nat&et (kolem osyy). Vzorek je pomoci ®giiciho stolku dale rotovan, a tim je mozné ziskat
data pro ufeni topografie celé plochy.
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piitlacna cast Cocky

upinaci srouby
vstupni ventil membrana
\ upoustéci ventil
kapalina /
/
//
komora cocky

planparalelni deska

Obr. 5.1 Schéma funéniho vzorku kapalinovéocky

Obr. 5.2 a) Zd&izeni na mreni topografie ploch [51] a b) snimeki@ného vzorku
membranovéocky na neticim stolku

5.2 Srovnani experimentalniho néreni a teoretického modelu

Pro owteni spravnosti modelug@dstavneho v kapitole 2.2 proipyb membrany kapalinové
¢ocky zpasobeny hydrostatickym tlakem bylo provedeno expenitalni néreni maximalniho
prihybu membrany v zavislosti na velikosti hydrostadiwo tlaku. Byly néfeny dva pipady
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ukotveni membrany ve vzorku kapalinos@ky, a to nepedpjaté a fedpjaté. Na Obr. 5.3
jsou vykresleny nagitené vysledky. Z &hto vysledk je patrno, Ze peteeni napjatost
membrany ma na vyslednyubryb obrovsky vliv, a tedy je nutné ji v teoretickémodelu

uvazovat.

Parametry membrany a =15mm h=0.5 mm

457

3.5

[mm]

max

w
3

1.5

Podatetn: predpéti
Bez predpéti

o 1 2 3 4 B G Fi
p [kPa]

Obr. 5.3 Nanmgiené hodnoty maximalnihoghrybu gedpjaté a needpjaté membrany
v zavislosti na aplikovaném hydrostatickém tlaku

Hodnoty nandifené na nefedpjaté membranby bylo moZné ihned porovnat s teoretickym
modelem pedstavenym v kapitole 2.2.1 a aplikovanym v kapitdl Abychom mohli ale
porovnat vysledky proiedpjatou membranu s teoretickym modelem, musiméipdaposud
neaplikovanou teorii s uvazenim gadeiniho gedpeti predstavenou v kapitole 2.2.2.
NumerickéieSeni v tomto ffjpact opit spaiva v minimalizaci vztahu (2.94) pro celkovou
potencialni energii

E, = !E(ET)(ef + V€ £, +£t2)2nrhdr— pV =
=f B (2428 2 +22)2nrhdr+
05(1_7) r rét t
+.? El/‘_zio (£ +'£'t)27'rrhdr+j[1 E_gg 27rhdr - pV,
0 0
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za redpokladu spkni danych okrajovych podminek, kde pro objémlati (2.64)

V = [wan(r +u, YL+ )dr .
0

V ptipad, ze na z&tku vypa@tu urujeme hodnotu p@teniho nagti o,, je vhodné
veliciny A, a &, vyskytujici se ve vztahu (2.94) vyjéidv zavislosti nag, (2.2.2)

£O=1_—V0'0, A, =426, +1= 1E_V o, +1. (5.1)

Dosadime-li (2.64) do (2.94) aigpiSeme vysledny vztah dle (4.1) pro p&omou o,
dostaneme

E :T EAy (Ez+2v§E +§2)2ﬂa2phdp+.ef%(§ +£ )2ma’phdp+

p ) 2(1—V2) r ret t ) 1-y r t (5 2)
S Egl ) F 1 du '
+ 2ma‘phdp-| pwa2map+u, ) 1+ ——— |dp,
ll_v p plp nap )( adpJp

kde prog, a g, plati (4.2) a (4.3)

Okrajové podminky pro tuto Ulohuigtavaji stale stejné jako v kapitole 4, a tedy)4489) a
(4.10)

d—W\ =0, u(p) ,=0.

dp =0

Reseni rovnic mZeme hledat aft metodourad a to ve tvarech (4.16)-(4.19)

K=

W(p) = Zjbzi [1_ p2i+2],

K

L
u, (0)=> cau 0™,

i=0
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i=0

(d—wj = ,K_l‘ b, (2i +2)0", (d szvj =3 b, (2 +2)(2i +1)p?

K-1 2 K-1
(duf ) =2 Can (2 +1)0, (c(ij:zr j = Cyu (2 +2)(2)0%,
i =0

kdeK je paietélend rady.

Dosazenim vztah(4.16)-(4.19) do (4.2) a (4.3) a naslédio (5.2) ziskame vysledny vyraz
pro celkovou potencialni energii. Optimakind Gloha opt spaiva v hledani takovych hodnot
koeficienti b, a c,,,, pro které je hodnota vyrazu pro celkovou potdnci&nergii
minimalni za sotasného spkni okrajové podminky (4.10). Dany problém, tj¢cemi funkci
svislého piihybu a vodorovného radidlniho posunu membrany sedesym poéateznim
predpEtim o, je timieSen.

Pomoci vySe popsaného numerického wpdyly sp@teny teoretické hodnoty maximalniho
prihybu membrany v zavislosti na velikostigobiciho tlaku pro fedpjaty i nepedpjaty
piipad. Porovnani sgtenych hodnot s naffenymi je vidt na Obr. 5.4. Vzhledem
k neznalosti fesnych mechanickych parametméiené membrany bylo Poissonovslo
uréeno dle [48,49] a modul pruznosti stanoven tak, @byé oblasti sp&tenych Kivek mgly
podobny sklon jakoifimé oblasti kivek nangienych. Toto je samegjmé pouze hruby odhad
by bylo nutné tyto parametrygsrji urcit jinymi metodami (nafiklad tahovou zkouskou).
Hodnota peoateniho gedggti o, = 0,0542MPa byla taktéz ufena iterative tak, aby se
nantiené vysledky blizily vysledkn sp@tenym. Déle je vhodné podotknout, Ze pro velmi
velké pihyby se jiz material membranygstava chovat lineanpruzré a pro dosazeni
realrgjSich vysledk by bylo nutné ve vyptiu uvazovat slozéSi materidlovy model.
Zawrem této podkapitoly lzéici, Ze teoreticky model pro osbwoungrnou membranu
zatizenou hydrostatickym tlakem popsany v tétoigséiblizné odpovida jejimu skut@eému
chovani a Ze pro velikosti {dnybi, kterych bylo pi naSich mdtfenich dosazeno, je
rozhodujicim faktorem ovliwjicim chovani membrany jeji paéteeni predgsti, a tedy je
nutno ho ve vyp&u uvazovat.
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Vypocetni parametry membrany
a=15mm h=05mm E=1.1MPa =045

Mamérena data - predpéti
— Teoreticky model - predpeti « =0.0542 MPa

Mamérena data - bez predpéti
Teoreticky model - bez predpéti

) 1 2 3 4 5 ] T
p [kPa]

Obr. 5.4 Porovnani narienych a sp&enych hodnot maximalnihogdrybu gedpjaté a
negredpjaté membrany v zavislosti na aplikovaném hydtimém tlaku

5.3 Aplikace vybranych naméienych vysledki v optice

Vzhledem k tomu, Ze ma membranaeéka diky své konstrukci rota¢ symetricky tvar, byl
meien pouze meridian jeji plochy=1f(x). Dale diky tomu, Ze chromatickym konfokalnim
senzorem lze #tit pouze omezené sklony povrchu, bylyieny pouze omezené oblasti
kolem maxima prhybu. NaObr. 5.5a v Tab. 5.1 jsou ukazana a vyhodnocena vybrana
métenipiedpjaté membrany, ktera jsou aproximovana nasledujicigrmyhem (tzv. rovnice
standardni rota¢ symetrické asférické plochy dle ISO 10110-12):

S S N (5.3)

141 (o%)? Z;‘

kde c = 1R je vrcholova kivost plochy,R je polongr kiivosti plochy ve vrcholux je x-ova
souadnice aAy jsou tzv. asférické koeficienty, které vyfafd odchylku nétené plochy od
sférického tvaru. Obr. 5.& Tab. 5.200té ukazuje aproximaci totoZnych dat pouze sférick
plochou.
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Tab. 5.1 Aproximace vybranych geni tvaru membrany asférickou plochou pro rozsah

Xmax=5 mm
Tlak Max. R AV As As A1o RMS
[kPa] | prahyb [mm] [mm3] [mm™] [mm] [mm™] [mm]
[mm]
1 1532 -72.065| -6.12936-06| 3.0085e-08  2.2560e-14  2.3670e18.0049
2 2 424 47.622| -1.8991e-08| -5.3278e-0f  2.3683e-09  3.1316e128.0130
3 3.064 -38.250| -4.6201e-08| -3.5266e-07  1.5683e-09  2.4328e128.0120
4 3.566 34.710| -7.2947e-06| -9.2791e-0f  1.7473e-09  1.0930el10.0087

Tab. 5.2Aproximace vybranych gieni tvaru membrany sférickou plochou pro rozsah

Xmax =5 Mm
Tlak Max. R A4 Ab A8 A10 RMS
[kPa] | prahyb [mm] [mm-3] [mm-5] [mm-7] [mm-9] [mm]
[mm]
1 1.532 -69.786 0 0 0 0 0.006
2 2.424 -45.394 0 0 0 0 0.013
3 3.064 -36.686 0 0 0 0 0.017
4 3.566 -33.038 0 0 0 0 0.012
4 -
35 M
o st
E
S WM
2 | S8
1.5 MM*HHHHHM
g ‘ ‘
-5 0 5
x [mm]
Obr. 5.5 Aproximace vybranych #ieni tvaru membrany asférickou plochou pro rozsah
Xmax =5 Mm
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15 M_*_H—HW

1

-5 0 5

X [mm]
Obr. 5.6 Aproximace vybranych tfeni tvaru membrany sférickou plochou pro rozsah
Xmax =5 Mm

Jak je z &chto vysledk patrno, niZzeme v ramci fesnosti naSich #&teni (0,02 mm)
povazovat rdfenou plochu zaijblizné sférickou plochu, jejiz poloény jsou v zavislosti na
maximalnim pithybu membrany uvedeny v Tab. 5.2.

Pro optické aplikace ma zasadni vyznam znat hodobtiskové vzdalenosti kapalinove
plankonvexnicoc¢ky tvorené membranou a krycim siem, mezi nimiz se nachazi kapalina,
kterou je v naSemfifpact destilovana voda. Jak je znamo z optiky, je patakiohniskova
vzdalenostf’ plankonvexntocky dana vztahemf' >0)

f'=|R/(n-1), (5.4)
kden je index lomu kapaliny (voda= 1.33) aR je polon®r kiivosti cocky.

Nyni si vyjadime vztah mezi pologmem Kivosti membranyrR a maximalnim prhybemwmax
membrany. Uzitim nasiienych hodnot z Tab. 5.1 dostavame nasledujici vziedzi
polomgrem Kivosti R membrany a maximalnim jgrybemwmax, plati

3 .
IR= 2 K Wiy (5.5)
i=0
kde koeficienty K, maji nasledujici hodnotyKo = 1.5440e+02 mmKi = -7.3438e+01,

Kz = 1.4123e+01 mrh K3 = -8.2486e-01 mri Chyba aproximacéR polynomem 3. stugn
je, pro gipad polordri uvedenych v Tab. 5.1, menSi nez 0.003 mm.
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Vyjadieme si nyni vztah mezi polamem Kivosti membranyR a tlakem p. UzZitim
namérenych hodnot z Tab. 5.1 dostavame nasledujici vmtaki polondrem kivosti R
membrany a tlakerp, plati

R=Ypp (5.6)

kde koeficienty P maji néasledujici hodnoty: Po =120.8135 mm, P11 =-63.9811,

P, =16.7716 mm, Ps = -1.5394 mnt. Chyba aproximac¢R| polynomem 3. stugnhje, pro
piipad polongri uvedenych v Tab. 5.1, mensi nez 0.003 mm.

Na Obr. 5.7 je zobrazena zavislost potounkiivosti membrany na tlaku, na Obr. 5.8 je poté
zobrazena zavislost ohniskové vzdalenosti (viz ica/(5.4)) kapalinové plankonvex&acky

na tlaku, kde kapalinou je voda £ 1.33).

30 L [l | 1 1
1 1.5 2 &5 3 35 4
p [kPa]

Obr. 5.7 Zavislost polondru kiivosti R membrany na tlakp
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220

200

180

3
E, 160
140
120
100 1 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
p [kPa]

Obr. 5.8 Zavislost ohniskové vzdéalenos$tikapalinové plankonvexrbéky na tlakup
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Zawer

6 Zaveér

V prvni ¢asti prace byly odvozeny zakladni vztahyipbhé k vypoétaim prihybi osow
soungrnych desek progmneé tlousky, které byly dale za pouzithiznych numerickych metod
aplikovany na problém fpihybu optickychtocek vlastni tihou  presném interferometrickém
méteni tvaru jejich ploch. Byly provedeny vyig pro celoutadu gipadi sférickych
optickych ¢ocek liSicich se materidlem, tlaikbu i pimérem, zjejichz vysledk Ize
jejiho vlastniho pthybu zanedbatelny, a tedy je nutrie mpéreni takovychiocek resSit tento
problém jejich podeg@nim na piméru mensSim, nez je pmér merené cocky. Bezpeé€na
velikost paméru podgrného krouzkucocky, pri které je vlastni prhyb merené ¢ocky
zanedbatelny, byla ét¥ena na vSecteSenych fikladech a jeji hodnota stanovena na O[%78
kdeD je prtimér danécocky.

DalSim, pokkud rozsahlejSim tématem probiranym v této prata bgorie velkych prhyba
osow soungrnych membran. Byly i@dstaveny d¥ numerické metody, kterymi lze dany
problém deformace membrany zatizené konstantninrobatickym tlakemieSit. Prvni
predstavenou metodou byla meta@dal a optimalizace jejich koeficiénts jejiz pomoci Ize
neznamé funkce phybu a radialniho posunu membrany eleganigit prfimo minimalizaci
vyrazu pro jeji celkovou potencialni energii s pon¢ dobrou pesnosti. Druhou metodou
byla vSeobechiznama metoda kotieych prviki implementovana v programu OOFEM [44],
ktera i dostaténém mnozstvi pruk dava velmi pesné vysledky. Jednim z pozadavia
membranoveé kapalinové&cky v optice niize byt také jejich schopnost vyiopti zadané
velikosti tlaku gesre predepsany deformovany tvar tak, aby vzniiddka mela dané optické
parametry. Tohoto poZzadavku Ize dosahnoutiedpgokladu, Ze se tlotia membrany bude
menit definovar v radidlnim sndru, coz bylo ukdzano n&igladu, kdy vysledny poZzadovany
deformovany tvar byla sféricka plocha. Za pouzitetody fad a optimalizace jejich
koeficienti pak byl tento probléem wgSen. Resnost autorovéesSeni je ale dosti omezena a
proto by v budoucnu bylo dobré tento probléntegjt [épe.

V zawru prace bylo provedeno experimentalni¢temi tvaru membranového vzorku
v zavislosti na velikosti jsobiciho hydrostatického tlaku z&elem srovnani s teoretickym
modelem. Byly uvazovany dva §ateini stavy a to fedpjaty a nefedpjaty. Vysledky réeni
jasre ukazaly, Ze p&gateeni predpsiti ma na vysledny fihyb membrany velky vliv, a chceme-
li, aby nangiené vysledky odpovidaly vysleti sp@&tenym, musime iiedpsti v teoretickém
modelu uvazovat. Za timtocélem byly dodatné odvozeny vztahy zahrnujici g@teini
predpti, které po implementaci do jedné z vgptnich metod skuteé davaji vysledky, které
se blizi experiment&mantienym hodnotam na laboratornim vzorku membranovébkup
Nékteré diki vysledky prace autora byly a budou v blizké bunhmsti publikovany
v odbornychtasopisech a prezentovany na konferen¢koliv byla problematika v této préaci
sméfovana na aplikace v optické metrologii a optickéobrazeni, kde je nutné @
modelovat tvary ploch deskovych a membranovych ipnsavysokou fesnosti, lze
samozXejm¢ uvedeny popis a vygtové modely vyuzit i v oblasti modelovani chovani
deskovych a membranovych konstrukci v dalSich tdstastechniky.
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