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1.1.3 Složeńı betonové směsi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1 Zadáńı úlohy

Ćılem práce je srovnáńı časového vývoje vnitřńıch sil (konkrétně ohy-
bového momentu v mı́stě jeho maxima) na mostńı konstrukci od postupného
klesáńı jedné z mostńıch podpěr a to pro pružný výpočet a pro výpočet podle
viskoelasticity, kdy docháźı k postupnému snižováńı vnitřńıch sil vlivem rela-
xace. Pro výpočet podle viskoelasticity byly vybrány dva modely dotvarováńı
betonu:

• Model B3

• fib Model Code 2010

1.1 Vstupńı parametry

1.1.1 Konstrukce

Obrázek 1: Základńı schéma mostńı konstrukce

Konstrukce, na které jsou vnitřńı śıly poč́ıtány, je silničńı trámový ko-
morový most z předpjatého betonu stoj́ıćı nad mı́stem ražby tunelu. Rozpět́ı
jednotlivých poĺı je zřejmé z obrázku 1. Dvoukomorový př́ıčný řez konstrukce
mostu byl zjednodušeně uvažován v celé délce konstantńı (viz obrázek 2). Plo-
cha př́ıčného řezu je 9,879 m2, celkový obvod 40,0 m. Moment setrvačnosti
pr̊uřezu je 7,461 m4.

1.1.2 Poklesy

Vývoj poklesu jedné z mostńıch podpěr je uvažován dle skutečně namě-
řených hodnot při ražbě tunelového komplexu Blanka, konkrétně z extenzo-
metrického měřeńı na Brusnickém tunelu ve vzdálenosti 200 m od portálu
v Myslbekově ulici za obdob́ı od 4. ledna 2010, kdy bylo provedeno základńı
měřeńı před zahájeńım vlastńı ražby, až do 7. června 2010 (celkem 151 dńı).
Protokol měřeńı z extenzometru 50.15.008, který byl použit pro výpočty,
je uveden na náseduj́ıćı straně. Časový pr̊uběh poklesu mezi jednotlivými
měřeńımi byl uvažován lineárně.
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Obrázek 2: Př́ıčný řez konstrukćı mostu

1.1.3 Složeńı betonové směsi

Výpočet byl proveden pro beton C35/45. Jeho přesné složeńı, vhodné
pro mostńı konstrukce, je uvažováno dle receptury, kterou ochotně poskytla
společnost ZAPA beton:

- označeńı C35/45 XF2 (odolný proti mrazu a účink̊um posypových soĺı),
- cement (Radot́ın) CEM I 42,5 R v množstv́ı 420 kg/m3,
- kamenivo (Votice - granit), celkový obsah 1730 kg/m3,
- obsah vody 170 kg/m3,
- středńı hodnota pevnosti v tlaku ve stář́ı 28 dńı cca 55 MPa.

1.1.4 Ostatńı parametry

Čerstvý beton byl po uložeńı ošetřován standardńım zp̊usobem po dobu
5 dńı, vlhkost prostřed́ı je ve všech výpočtech uvažována hodnotou 70 %.

2 Výpočet

Byl řešen př́ıpad ražby tunelu ve stář́ı mostu 10 let, nicméně výpočty na-
programované v Matlabu jsou připraveny tak, aby byly použitelné pro sedáńı
podpory v libovolném stář́ı mostńı konstrukce, model zohledňuje stárnut́ı be-
tonu během sedáńı.

Poklesy byly aplikovány nejprve na krajńı podpěru (mostńı opěru), poté
na vnitřńı podpěru (mostńı piĺı̌r), v obou př́ıpadech je maximálńı hodnota
ohybového momentu v mı́stě vnitřńı podpěry.
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2.1 Pokles krajńı podpěry

Obrázek 3: Schéma pro ZDM při poklesu opěry

Výpočet vnitřńıch sil byl proveden zjednodušenou deformačńı metodou
(ZDM). Při výpočtu jsou v každém časovém okamžiku dvě neznámé, po-
otočeńı ϕ2 a ϕ3, jejichž hodnota se měńı v závislosti na akuálńı hodnotě
poklesu krajńı podpory.

Pro výpočet podle principu pružnosti dostáváme pro moment ve styčńıku
2 výraz

M1,2 = c1E(t) · w(t), (1)

přičemž

c1 =
12 I(L12 + L23)

L12(4L2
12 + 8L12L23 + 3L2

23)

je konstantńı výraz, jehož hodnota nezáviśı na čase ani na hodnotě poklesu.
Hodnota modulu pružnosti E(t) ve vztahu (1) záviśı nejen na stář́ı be-

tonu v okamžiku polesu podpory, ale také na modelu dotvarováńı betonu
použitém při viskoelastickém výpočtu, pro který má pružný výpočet sloužit
jako srovnáńı. Vzhledem k relativně krátké době, během ńıž docháźı k sedáńı
podpory, ve srovnáńı s celkovým stář́ım mostu je hodnota modulu pružnosti
E(t) vypočtena pro stář́ı betonu v okamžiku zahájeńı ražby a tato hodnota
je brána jako konstantńı pro celý časový interval sedáńı podpory.

V př́ıpadě výpočtu podle viskoelasticity lze výraz (1) přepsat jako

M1,2(t) = c1R[w(t)], (2)

kde výraz R[w(t)] označuje relaxačńı operátor aplikovaný na časový pr̊uběh
sedáńı. Jelikož pro hodnotu relaxačńı funkce neńı u obou použitých model̊u
př́ımý vztah, je nutno úlohu řešit nepř́ımo s využit́ım znalosti funkce pod-
dajnosti. Využijeme toho, že relaxačńı operátor R a operátor poddajnosti J
jsou vzájemně inverzńı. Dı́ky tomu můžeme zapsat vztah
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w(t) =
1

c1
J [M1,2(t)],

což po rozepsáńı je

w(t) =
1

c1
J(t, t1)M1,2(t1) +

1

c1

∫ t

t1

J(t, t′)Ṁ1,2(t
′)dt′. (3)

Vzhledem k tomu, že na počátku ani v celém pr̊uběhu sedáńı nedojde ke
skokové změně hodnoty poklesu, výraz (3) se zjednoduš́ı na

w(t) =
1

c1

∫ t

t1

J(t, t′)Ṁ1,2(t
′)dt′. (4)

Jestliže časový pr̊uběh poklesu rozděĺıme na malé intervaly, derivaci Ṁ1,2

v každém kroku výpočtu nahrad́ıme aproximačńım vztahem z rozd́ılu hodnot
v krajńıch bodech intervalu a integrál aproximujeme sumou s využit́ım licho-
běžńıkového pravidla, budeme mı́t v každém kroku výpočtu vždy jen jednu
neznámou hodnotu momentu M1,2(ti).

V prvńım kroku výpočtu, tedy na počátku v čase t1, kdy je pokles nulový,
bude i hodnota momentu M1,2(t1) rovna nule

M1,2(t1) = 0. (5)

Pro daľśı krok výpočtu plat́ı

w(t2) =
1

c1

M1,2(t2)−M1,2(t1)

∆t
· J(t2, t2) + J(t2, t1)

2
∆t,

odkud vyjádř́ıme jedinou neznámou

M1,2(t2) = M1,2(t1) +
2 c1

J(t2, t2) + J(t2, t1)
· w(t2). (6)

Pro daľśı kroky výpočtu vztah pro hodnotu neznámé M1,2(ti) zobecńıme tak,
aby byl vhodný pro výpočet v prostřed́ı Matlab

M1,2(ti) = M1,2(ti−1) +
2 c1 · w(ti)

J(ti, ti) + J(ti, ti−1)
−

−
i−1∑
j=2

(M1,2(tj)−M1,2(tj−1)) · (J(ti, tj) + J(ti, tj−1))

J(ti, ti) + J(ti, ti−1)
. (7)
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Obrázek 4: Schéma pro ZDM při poklesu piĺı̌re

2.2 Pokles vnitřńı podpěry

Zcela analogicky byl řešen př́ıpad, kdy byl pokles aplikován na vnitřńı piĺı̌r.
Řešeńım ZDM (obrázek 4) dostáváme pro moment ve styčńıku 2 vztah, který
lze opět zapsat jako součin určitého konstantńıho výrazu, modulu pružnosti
a hodnoty poklesu v daném čase

M2,2(t) = c2E(t) · w(t). (8)

Viskoelastické řešeńı při sedáńı piĺı̌re se bude od předešlého př́ıpadu sedáńı
opěry lǐsit pouze hodnotou konstanty c2. Pro výpočet momentu M2,2(t) v jed-
notlivých uzlových bodech tedy źıskáme potřebné vztahy snadno pouhým
nahrazeńım konstanty c1 ve výrazech (5) - (7) konstantou c2 .

M2,2(t1) = 0, (9)

M2,2(t2) = M2,2(t1) +
2 c2

J(t2, t2) + J(t2, t1)
· w(t2) (10)

a pro i ≥ 3:

M2,2(ti) = M2,2(ti−1) +
2 c2 · w(ti)

J(ti, ti) + J(ti, ti−1)
−

−
i−1∑
j=2

(M2,2(tj)−M2,2(tj−1)) · (J(ti, tj) + J(ti, tj−1))

J(ti, ti) + J(ti, ti−1)
. (11)
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3 Výpočet pro jednotlivé modely dotvarováńı

betonu

3.1 Model B3

Jedná se o model navržený profesorem Z. P. Bažantem. Model B3 za-
hrnuje vliv dotvarováńı a smršt’ováńı, včetně jejich kombinace, podrobně je
popsaný v Dodatku C [1].

Funkce poddajnosti modelu B3 má tvar

J(t, t′) = q1 + q2Q(t, t′) + q3 ln[1 + (t− t′)n] + q4 ln

(
t

t′

)
+ Jd(t, t

′), (12)

kde t je stář́ı betonu (ve dnech) v okamžiku, pro který je hodnota funkce
poddajnosti poč́ıtána,

t′ je stář́ı betonu v okamžiku zat́ıžeńı (zde poklesu),
q1 je inverzńı asymptotický modul pružnosti,
q2, q3 a q4 jsou konstanty zohledňuj́ıćı vliv základńıho dotvarováńı,

záviśı na vlastnostech betonu,
Jd(t, t

′) je funkce zahrnuj́ıćı dodatečné dotvarováńı vlivem vysycháńı.
Hodnota funkce Q(t, t′) byla poč́ıtána z přibližného vzorce uvedeného v [1].

Konkrétńı podobu vzorc̊u pro výpočet jednotlivých funkćı a konstant to-
hoto modelu zde neuvád́ım, podrobněji jsou veškeré vztahy popsány v Do-
datku C [1], ze kterého jsem při výpočtu vycházela, př́ıpadně je lze vyč́ıst
př́ımo z přiloženého skriptu v Matlabu pro určeńı hodnoty funkce poddaj-
nosti podle modelu B3 (function B3 J).

3.1.1 Hodnota E(t) pro srovnávaćı výpočet podle pružnosti

Modul pružnosti v konkrétńım čase je u tohoto modelu definován jako
převrácená hodnota funkce poddajnosti pro délku p̊usobeńı zat́ıžeńı 0,01 dne,
tedy

E(t) =
1

J(t, t+0,01)
.

V př́ıpadě ražby tunelu ve stář́ı mostńı konstrukce t = 3650 dńı (10 let)
je hodnota funkce poddajnosti

J(t, t+0,01) = 18,33 · 10−6 MPa−1

7



a tedy

E(t) = 54,56 · 103 MPa.

3.1.2 Výsledky výpočt̊u, srovnáńı

3650 3700 3750 3800
-8000

-7000

-6000

-5000

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000
Hodnota momentu nad vnitřní podporou - od poklesu krajní opěry

t [dny]

M
2
 [

kN
m

]
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Výpočet podle modelu B3

Obrázek 5: Srovnáńı hodnoty M1,2 pro model B3 a pružný výpočet

Graf na obrázku 5 ukazuje srovnáńı výsledk̊u źıskaných z výpočtu podle
pružnosti a podle viskoelasticity pro př́ıpad sedáńı mostńı opěry. Je zřejmé,
že v počátečńı fázi jsou hodnoty vnitřńıch sil pro oba zp̊usoby výpočtu téměř
shodné, s nar̊ustaj́ıćım časem se ale postupně zvyšuje vliv relaxace betonu
a hodnoty vnitřńıch sil z viskoelastického výpočtu jsou v absolutńı hod-
notě nižš́ı. Na konci sedáńı, tedy po 151 dnech, je hodnota momentu M1,2

z výpočtu podle modelu B3 zhruba o 11,2 % nižš́ı než odpov́ıdaj́ıćı hodnota
vypočtená podle principu pružnosti.
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Z výpočtu pro délku kroku 1,5 hodiny dostáváme pro pokles 17,2 mm na
konci pr̊uběhu sedáńı následuj́ıćı hodnoty momentu

MB3
1,2 = −6,4538 MNm

a
M el

1,2 = −7,2718 MNm.

Nejedná se o maximálńı hodnotu momentu, jelikož v závěru časového pr̊uběhu
sedáńı dojde k lehkému sńıžeńı hodnoty sedáńı, ale pro posouzeńı vlivu visko-
elastického chováńı betonu to neńı rozhoduj́ıćı.
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Obrázek 6: Srovnáńı hodnoty M2,2 pro model B3 a pružný výpočet

Obdobný vliv relaxace ukazuje i graf pro př́ıpad sedáńı mostńıho piĺı̌re na
obrázku 6. Samozřejmě i v tomto př́ıpadě je hodnota momentu M2,2 u visko-
elastického výpočtu nižš́ı o 11,2 %, stejnou měrou totiž dojde d́ıky relaxaci ke
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sńıžeńı všech vnitřńıch sil zp̊usobených nesilovým zat́ıžeńım. Hodnoty mo-
ment̊u na konci postupného sedáńım podpory jsou

MB3
1,2 = 13,0511 MNm

a
M el

1,2 = 14,7052 MNm.

3.2 fib Model Code 2010

Tento model pro dotvarováńı vycháźı ze starš́ıho modelu CEB, jedná se
vlastně o jeho úpravu ve výpočtu základńıho dotvarováńı a dotvarováńı vli-
vem vysycháńı. Podrobný popis včetně všech vztah̊u lze naj́ıt v Dodatku E [2],
př́ıpadně je lze opět vyč́ıst z přiloženého skriptu v Matlabu (function fib J).

Funkce poddajnosti pro fib Model Code 2010 má základńı tvar stejný
jako jej́ı předch̊udce CEB Model

J(t, t′) =
1

E(t′)
+
ϕ28(t, t

′)

E28

, (13)

rozd́ıl je pouze ve vztahu pro výpočet funkce ϕ28(t, t
′).

3.2.1 Hodnota E(t) pro srovnávaćı výpočet podle pružnosti

Modul pružnosti záviśı kromě středńı tlakové pevnosti (f c) také na typu
použitého kameniva (αE) a na tř́ıdě cementu včetně rychlosti počátečńıho
nár̊ustu pevnosti (s). Je definován jako

E(t) = E28

√√√√exp

(
s(1−

√
28

t
)

)
,

kde

E28 = 21, 5GPa · αE

(
f c

10MPa

)1/3

.

Pro použitý beton ve stář́ı 10 let je pro srovnávaćı pružný výpočet podle fib
Model Code 2010 hodnota modulu pružnosti

E(t) = 41,58 · 103 MPa.

10



3650 3700 3750 3800
-7000

-6000

-5000

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000
Hodnota momentu nad vnitřní podporou - od poklesu krajní opěry

t [dny]

M
2
 [

kN
m

]

 

 

Pružný výpočet

Výpočet podle modelu fib

Obrázek 7: Srovnáńı hodnoty M1,2 pro fib Model Code 2010 a pro pružný
výpočet

3.2.2 Výsledky výpočt̊u, srovnáńı

Grafy na obrázćıch 7 a 8 opět ukazuj́ı, že s časem trváńı sedáńı docháźı
ke zvyšováńı vlivu relaxace na sńıžeńı hodnoty vnitřńıch sil.

Výsledné hodnoty momentu nad vnitřńı podpěrou jsou od sedáńı mostńı
opěry

Mfib
1,2 = −5,1723 MNm

a
M el

1,2 = −5,5417 MNm,

od sedáńı piĺı̌re potom

Mfib
2,2 = 10,4596 MNm

a
M el

2,2 = 11,2065 MNm.

V obou př́ıpadech je hodnota vypočtená podle viskoelasticity v absolutńı
hodnotě zhruba o 6,7 % nižš́ı než u pružného výpočtu.
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Obrázek 8: Srovnáńı hodnoty M2,2 pro fib Model Code 2010 a pro pružný
výpočet

3.3 Zhodnoceńı výsledk̊u

V př́ıpadě výpočtu vnitřńıch sil od zat́ıžeńı postupným sedáńım jedné
z podpěr mostńı konstrukce podle modelu B3 je vliv relaxace výrazněǰśı než
při výpočtu podle fib Model Code 2010. Pro názornost je na obrázku 7 vy-
kresleno srovnáńı vývoje funkćı poddajnosti obou posuzovaných model̊u pro
zat́ıžeńı ve stář́ı 10 let.

V obou řešených př́ıpadech je však pro hodnoty vnitřńıch sil na mostńı
konstrukci zásadněǰśı volba modelu pro popis dlouhodobého chováńı betonu
a z něho vyplývaj́ıćı zp̊usob stanoveńı modulu pružnosti E(t), než samotný
vliv relaxace v rámci srovnáńı s př́ıslušným pružným výpočtem.

Vlastńı program pro numerický výpočet zohledňuj́ıćı viskoelastické cho-
váńı betonu je vhodný jen pro relativně velký časový krok. Výpočet proběhne
celkem rychle při rozděleńı každého dne na zhruba 12 až 16 interval̊u, což od-
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Obrázek 9: Srovnáńı funkćı poddajnosti obou model̊u

pov́ıdá kroku 1,5 až 2 hodiny. Při výrazněǰśım zkráceńı délky kroku docháźı
k značnému nár̊ustu délky výpočtu. To je zp̊usobeno zejména časem po-
třebným pro opakované voláńı funkćı pro výpočet hodnot funkćı poddajnosti
obou model̊u. Pro zkoumaný př́ıpad ražby tunelu ve stář́ı mostu 10 let by bylo
možné uvažovat model bez stárnut́ı, č́ımž by se výrazně sńıžilo množstv́ı hod-
not funkce poddajnosti potřebných ve výpočtu, nicméně snahou bylo napsat
program použitelný pro libovolné stář́ı mostu. Optimalizace programu z hle-
diska časové náročnosti výpočtu nebyla v rámci této práce řešena. Bylo by
např́ıklad možné provádět vlastńı výpočet jiným zp̊usobem, př́ıpadně využ́ıt
jiné programovaćı prostřed́ı než Matlab.
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