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MotivaceMotivace

VlastnVlastníí funkce nosnfunkce nosnííku <= L, E, I, A, ku <= L, E, I, A, ρρ……

Pokud znPokud znáám rozmm rozměěry a vlastnry a vlastníí frekvenci =>frekvenci =>

=>lze zjistit ohybovou tuhost EI =>lze zjistit ohybovou tuhost EI a a tedytedy i i popošškozenkozeníí
konstrukcekonstrukce

V tV tééto prto prááci se zabývci se zabýváám výpom výpoččtemtem

1) vlastn1) vlastníích frekvencch frekvencíí : Analyticky,Deforma: Analyticky,Deformaččnníí metodoumetodou

2)Vlastn2)Vlastníími tvary: Deformami tvary: Deformaččnníí metodou.metodou.
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AnalytickAnalytickéé řřeeššeneníí

PPřředpoklady edpoklady –– prut reprezentovprut reprezentováán stn střřednicednicíí

-- BernoullihoBernoulliho-- NavierovaNavierova hypothypotéézaza

-- malmaléé deformacedeformace
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PodmPodmíínky rovnovnky rovnovááhy elementuhy elementu -- V V 

LLimitnimitníí ppřřechod a echod a slouslouččeneníí::

OkrajovOkrajovéé podmpodmíínky prostnky prostěě podeppodepřřenenéého ho 
nosnnosnííku:ku:

ww´´´´(0) = w(0) = w´´´´(L) = w(0) = w(L) = 0(L) = w(0) = w(L) = 0

☻ ☻☻☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺
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Pro výpoPro výpoččet vlastnet vlastníích ch ččíísel polosel položžme:me:

Po Po úúpravpravěě::

↓↓
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Pro výpoPro výpoččet vlastnet vlastníích ch ččíísel polosel položžme:me:
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Pro výpoPro výpoččet vlastnet vlastníích ch ččíísel polosel položžme:me:

Po Po úúpravpravěě::
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ObecnObecnéé řřeeššeneníí:  :  

+okrajov+okrajovéé podmpodmíínkynky

DetDet.. matice = 0 aby bylo momatice = 0 aby bylo možžnnéé nalnaléézt netrivizt netriviáálnlníí řřeeššeneníí

Pak:Pak:

=>=>

☻ ☻☻☻☻ ☺☺☺☺ ☺☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺
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ObecnObecnéé řřeeššeneníí:  :  

+okrajov+okrajovéé podmpodmíínkynky

DetDet.. matice = 0 aby bylo momatice = 0 aby bylo možžnnéé nalnaléézt netrivizt netriviáálnlníí řřeeššeneníí
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ObecnObecnéé řřeeššeneníí:  :  

+okrajov+okrajovéé podmpodmíínkynky

Det. matice = 0 aby bylo možné nalézt netriviální řešení

Pak:

=>=>
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ObecnObecnéé řřeeššeneníí:  :  

+okrajov+okrajovéé podmpodmíínkynky

Det. matice = 0 aby bylo možné nalézt netriviální řešení

Pak:
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DeformaDeformaččnníí metodametoda

ŘŘeeššeneníí prvkprvkůů postupnpostupněě pomocpomocíí difdif. . rcerce ohyb. ohyb. ččááry pry přři poui použžititíí
okrajových podmokrajových podmíínek na okrajnek na okrajíích prvku ch prvku φφLL, , φφPP, , wwLL, , wwPP

☻ ☻☻☻☻ ☻☺☺☺ ☺☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺
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DeformaDeformaččnníí metodametoda

ŘŘeeššeneníí prvkprvkůů postupnpostupněě pomocpomocíí difdif. . rcerce ohyb. ohyb. ččááry pry přři poui použžititíí
okrajových podmokrajových podmíínek na okrajnek na okrajíích prvku ch prvku φφLL, , φφPP, , wwLL, , wwPP
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VyjVyjááddřřeneníí momentmomentůů a posouvaja posouvajííccíích sil na okrajch sil na okrajíích:ch:

Matice tuhosti prvku KMatice tuhosti prvku K

Celkovou matici tuhosti Kg zCelkovou matici tuhosti Kg zíískskáám slom složženeníím matic tuhostm matic tuhostíí
prvkprvkůů pomocpomocíí vztahvztahůů::
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VyjVyjááddřřeneníí momentmomentůů a posouvaja posouvajííccíích sil na okrajch sil na okrajíích:ch:
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ZatZatíížženeníí zpzpůůsobensobenéé setrvasetrvaččnými silami:nými silami:

TTíímto zatmto zatíížženeníím zatm zatíížžíím dm díílek, vyulek, využžiji okrajových iji okrajových 
podmpodmíínek:nek:

a sestava sestavíím opm opěět rovnici v maticovt rovnici v maticovéém tvarum tvaru

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☺ ☺☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺
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ZatZatíížženeníí zpzpůůsobensobenéé setrvasetrvaččnými silami:nými silami:
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ZatZatíížženeníí zpzpůůsobensobenéé setrvasetrvaččnými silami:nými silami:
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SloSložženeníím zm zíískaných maticových rovnic do jednskaných maticových rovnic do jednéé hlavnhlavníí zzíískskáám m 
maticovou rovnici:maticovou rovnici:

VlastnVlastníí ččíísla zjistsla zjistíím z rovnice:m z rovnice:

VýslednVýslednéé hledanhledanéé frekvencefrekvence z vlastnz vlastníích ch ččíísel zsel zíískskáám vztahemm vztahem

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☺☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺
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SloSložženeníím zm zíískaných maticových rovnic do jednskaných maticových rovnic do jednéé hlavnhlavníí zzíískskáám m 
maticovou rovnici:maticovou rovnici:

Vlastní čísla zjistím z rovnice:

VýslednVýslednéé hledanhledanéé frekvencefrekvence z vlastnz vlastníích ch ččíísel zsel zíískskáám vztahemm vztahem
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SloSložženeníím zm zíískaných maticových rovnic do jednskaných maticových rovnic do jednéé hlavnhlavníí zzíískskáám m 
maticovou rovnici:maticovou rovnici:

Vlastní čísla zjistím z rovnice:

Výsledné hledané frekvence z vlastních čísel získám vztahem
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ObOběě metody jsem otestoval abych zmetody jsem otestoval abych zíískal informace o skal informace o 
ppřřesnosti deformaesnosti deformaččnníí metodymetody

parametry:parametry: h = 0,3 mh = 0,3 m

b = 0,2 mb = 0,2 m

LgLg = 4 m= 4 m

E = E = 3.003.00 .  10.  1010 10 PaPa

II == 2.1924 2.1924 .  10.  10--4 4 mm 44

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☺ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺



Tabulka udTabulka udáávváá prvnprvníí ttřři vlastni vlastníí frekvence [Hz] :frekvence [Hz] :

-- vypovypoččtentenéé z parametrz parametrůů trtráámmůů pomocpomocíí analytickanalytickéé metodymetody

-- vypovypoččtentenéé z parametrz parametrůů trtráámmůů pomocpomocíí deformadeformaččnníí metodymetody

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☺☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺

fA fDn=5 fDn=15 fDn=25 fDn=70

20.8855 20.1404 20.8150 20.8688 20.8847

83.5419 84.1606 82.7603 83.3114 83.5294

187.9692 190.1672 185.7409 187.0317 187.9083

fA fDn=5 fDn=15 fDn=25 fDn=70

100 96,432 99,662 99,920 99,996

100 100,74 99,064 99,724 99,985

100 101,17 98,815 99,501 99,968



Realita:Realita:

DynamickDynamickáá studie studie ŽŽB trB tráámu pomu pošškozenkozenéého trhlinami ho trhlinami -- Ing. Ing. 
TomTomášáš Plachý Plachý PhDPhD

h = 0,3 m,  b = 0,2 m, E = h = 0,3 m,  b = 0,2 m, E = 3.003.00 . 10. 1010 10 PaPa, , II == 2.1924 2.1924 . 10. 10--4 4 mm 44

18 d18 díílklkůů –– 19 sty19 styččnnííkkůů

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺



Realita:Realita:

DynamickDynamickáá studie studie ŽŽB trB tráámu pomu pošškozenkozenéého trhlinami ho trhlinami -- Ing. Ing. 
TomTomášáš Plachý Plachý PhDPhD

h = 0,3 m,  b = 0,2 m,  E = h = 0,3 m,  b = 0,2 m,  E = 3.003.00 . 10. 1010 10 PaPa,  ,  II == 2.19242.1924 . 10. 10--4 4 mm 44

18 d18 díílklkůů –– 19 sty19 styččnnííkkůů

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☺☺ ☺☺☺☺ ☺☺



Tabulka udTabulka udáávváá prvnprvníí ttřři vlastni vlastníí frekvence [Hz] :frekvence [Hz] :

-- ReReáálnlnéé žželezobetonovelezobetonovéé trtráámy a jejich prmy a jejich průůmměěrr

-- VypoVypoččtentenéé pomocpomocíí deformadeformaččnníí metodymetody

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☺ ☺☺☺☺ ☺☺

1. trám 2. trám 3. trám průměr fDn=18 fDn=36 fDn=72

101,21 90,55 108,25 100 100,5885 100,5885 100,5885

108,59 x 91,41 100 103,1644 103,1628 103,1628

98,57 96,85 104,57 100 111,2764 111,2681 111,2676

1. trám 2. trám 3. trám průměr fDn=18 fDn=36 fDn=72

20,98 18,77 22,44 20,73 20.8520 20.8520 20.8520

87,37 x 73,55 80,46 83.0061 83.0048 83.0048

164,07 161,21 174,06 166,45 185.2196 185.2058 185.2049



Tabulka udTabulka udáávváá prvnprvníí ttřři vlastni vlastníí frekvence [Hz] :frekvence [Hz] :

-- ReReáálnlnéé žželezobetonovelezobetonovéé trtráámy a jejich prmy a jejich průůmměěrr

-- VypoVypoččtentenéé pomocpomocíí deformadeformaččnníí metodymetody

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☺ ☺☺☺☺ ☺☺

1. trám 2. trám 3. trám průměr fDn=18 fDn=36 fDn=72

101,21 90,55 108,25 100 100,5885 100,5885 100,5885

108,59 x 91,41 100 103,1644 103,1628 103,1628

98,57 96,85 104,57 100 111,2764 111,2681 111,2676

1. trám 2. trám 3. trám průměr fDn=18 fDn=36 fDn=72

20,98 18,77 22,44 20,73 20.8520 20.8520 20.8520

87,37 x 73,55 80,46 83.0061 83.0048 83.0048

164,07 161,21 174,06 166,45 185.2196 185.2058 185.2049



☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☺☺☺☺ ☺☺

fA fDn=70

20.8855 20.8847

83.5419 83.5294

187.9692 187.9083

Průměr trámů fDn=18 fDn=36 fDn=72

20,73 20.8520 20.8520 20.8520

80,46 83.0061 83.0048 83.0048

166,45 185.2196 185.2058 185.2049



DDěělenleníí na 72 polna 72 políí

PrvnPrvníí ttřři vlastni vlastníí tvarytvary

Selekce relevantnSelekce relevantníích ch popořřadnic vlastnadnic vlastníích tvarch tvarůů XX

ZnormovZnormováánníí X*X=1X*X=1

Zisk dat trZisk dat tráámmůů XijXij

ZnormovZnormováánníí XijXij**XijXij=1=1

VynesenVyneseníí do grafdo grafůů

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☻☺☺☺ ☺☺



PrvnPrvníí vlastnvlastníí tvartvar
VypoVypoččtentenéé hodnoty hodnoty –– modramodra
PrvnPrvníí trtráám m –– ččervenervenáá
Druhý trDruhý tráám m –– zelenzelenáá
TTřřetetíí trtráám m –– ččernernáá

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☻☻☺☺ ☺☺



Druhý vlastnDruhý vlastníí tvartvar
VypoVypoččtentenéé hodnoty hodnoty –– modramodra

PrvnPrvníí trtráám m –– ččervenervenáá
TTřřetetíí trtráám m –– ččernernáá

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☻☻☻☺ ☺☺



TTřřetetíí vlastnvlastníí tvartvar
VypoVypoččtentenéé hodnoty hodnoty –– modramodra
PrvnPrvníí trtráám m –– ččervenervenáá + + fialovfialováá
Druhý trDruhý tráám m –– zelenzelenáá
TTřřetetíí trtráám m –– ččernernáá

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☻☻☻☻ ☺☺



ZZáávvěěrr

NumerickNumerickáá metoda mmetoda máá i pi přři relativni relativněě hrubhrubéém dm děělenleníí
dostatedostateččnou pnou přřesnost vzhledem k analytickesnost vzhledem k analytickéé metodmetoděě..

Rozptyl experimentRozptyl experimentáálnlníích hodnot byl u prvnch hodnot byl u prvníích dvou vlastnch dvou vlastníích ch 
ččíísel vsel věěttšíší nenežž chyba numerickchyba numerickéé metody  vztametody  vztažženo k eno k 
prprůůmměěru experimentru experimentáálnlníích hodnot.ch hodnot.

VlastnVlastníí tvary neodpovtvary neodpovíídajdajíí zcela matematickzcela matematickéému tvaru z dmu tvaru z důůvodvodůů
nehomogennostnehomogennostíí v materiv materiáálu, neplu, nepřřesnostech v tvaru a esnostech v tvaru a 
geometrii zatgeometrii zatíížženeníí a uloa uložženeníí..

☻ ☻☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☻ ☻☻☻ ☻☻☻☻ ☻☺
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