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Abstrakt

Tato préace se zabyvé studiem klasickych piikladi rozmérové diskrétni optimalizace. Chce-
me-li najit globaln{ optimum, je nutno pouzit napt. metody vétvi a mezi. Pouzijeme-li dolni
odhad ziskany spojitou rozmérovou optimalizaci a horni odhad ziskany z publikovanych
clanku, presto bude nutno spoustét vypocty mmnohokrat. Proto se vyplati udélat ¢asovou
optimalizaci jednotlivych kédu.

Z nepreberného mnozstvi byly vybrany ¢tyfi nejc¢astéji pouzivané konstrukce dostupné
v zahraniéni i tuzemské literatufe. Na téchto konstrukcich budeme testovat jednotlivé vypo-
¢etni metody. Pro spoéitani potiebnych veli¢in je zvolena metoda koneénych prvkii, nebot
je vhodna pro jeji néslednou algoritmizaci. Je tfeba najit optimélni skript, ktery bude mit
nejrychlejsi ¢as svého vypoctu. Doba vypoctu zavisi na uzitych matematickych metodach,
proto byly vybrany tii nejznaméjsi pfimé metody a jedna metoda iterac¢ni. Zavisi vSak i na
jazyce, ve kterém je vypocetni metoda implementovéana.

Prostiedi MATLAB je dnes velmi populdrni. Je pro néj vytvaieno a optimalizovano mnoho
funkei, k dispozici je i 8iroka skéla toolboxt. Ke véem funkcim je k dispozici obsdhla napovéda.
Jedna se vsak o interpretovany jazyk, ktery byva zpravidla pomalejsi nez jazyk kompilovany.
Nicméné i MATLAB nabizi zkompilovani kédu napiiklad do samostatné spustitelné aplikace,
coz muze vyrazné ovlivnit ¢as vypoctu.

Naproti tomu piimo kompilované jazyky jako napiiklad C++ by mély dosahovat vétsi
rychlosti vypoc¢tu. Navic jsou k nim (vétsinou zdarma) dostupné knihovny nabizejici vyko-
navani ruznych matematickych operaci. Neni pak tieba tyto funkce programovat a nasledné
optimalizovat. V této préci proto budou tyto ruzné zptsoby vypoctu porovnany.

Abstract

This contribution focuses on studies of classical sizing discrete optimization benchmarks.
Our vision is to use these scripts for the next optimization with branch-and bound methods.
Although equipped with upper bounds from optima found in literature and lower bounds
given by continuous solutions, still there will be a need for a dozen of evaluations. Therefore,
the following time optimization of computing codes is on demand.

We have chosen the four most often used structures which can be found in the available
literature. Required deflections and stresses are computed with the finite element method,
which is not only efficient but also easy to implement. For a practical usage of benchmarks, it
is necessary to find an optimal script, which is the least computationally demanding. Time of
one computation dominantly depends on the used mathematical methods for solving systems
of linear equations. Three well-known direct methods and one iterative method were chosen
for the study. However, performance also depends on the implementation details, i.e. mainly
on the selection of an appropriate programming language.

Nowadays, the MATLAB environment is very popular. A lot of methods and procedures
are created and optimized for it and many scientific toolboxes are available. Moreover, the
development of a new code is supported by comprehensive help. However, MATLAB is an in-
terpreted language, which should be slower than a compiled language. To solve this deficiency,
MATLAB offers a compilation of scripts that can improve performance.

Oppositely, compiled languages like C++ should be faster. Free libraries providing rou-
tines for mathematical methods are available and therefore, it is not necessary to code and



optimize these procedures. All these various computational methods and implementations are
investigated in this contribution.
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rozmérova diskrétni optimalizace, piiklady konstrukci pro optimalizaci, pfimé a iterac¢ni
fesice, plnd a ridkd matice tuhosti, implementace
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sizing discrete optimization, benchmarks, direct and iterative methods, dense and sparse
stiffness matrix, implementation

1 Uvod

V dnesni dobé se pocitacovy vykon da vyuzit na ledacos. Jednou z moznych tloh pro
vyuziti tohoto vykonu jsou optimaliza¢ni metody. Tyto metody se daji vyuzit ve stavebnictvi
k nalezeni vhodnych skladeb profilii pro jednotlivé konstrukéni prvky. Jednotlivé profily muze
dodat pfimo vyrobce, proto maji tyto tilohy redlné vyuziti a investorovi mohou usettit mnoho
peneéz.

Nase pozornost je tedy zaméfena na tzv. rozmérovou optimalizaci konstrukei. Cilem je
najit ptricné fezy pithradové konstrukce tak, aby byla minimalizovdna hmotnost konstrukce,
ale aby byla zdroven splnéna jistd omezeni, nejcastéji limitni napéti a posuny. Specialni
podtiidou jsou piiklady tzv. diskrétni, kde pticné fezy nabyvaji jen diskrétnich hodnot, ob-
vykle z pfedem daného seznamu.

Pro spusténi optimaliza¢ni tlohy je tieba nalézt vhodné vypocetni metody. Jednak metody,
které tesi vnitini sily respektive napéti na konstrukei (napf. deformacéni metoda, metoda
koneénych prvku apod.) a téz pouzité matematické metody pro feSeni soustav linedrnich al-
gebraickych rovnic (napi. Gaussova metoda, Choleského dekompozice, LD LT rozklad, metoda
nejvétstho spddu, metoda sdruzenych gradientt, Jakobiho metoda atd.). Tyto vypocetni
metody se pak pouziji v sestavovanych algoritmech. U kazdého algoritmu je potieba ovérit
jeho spravnost a zajistit jeho moznou aplikaci na ostatni konstrukce. Pro implementaci je
vhodné pouzit dostate¢né malé, ale zaroven reprezentativni konstrukce, tzv. benchmarky.

Cilem této prace je zoptimalizovat jednotlivé implementované kédy a prozkoumat jejich
efektivnost, tedy dobu vypoctu. Kratky vypocetni ¢as je nezbytny ke spusténi optimaliza¢ni
tlohy. Vhodné tpravy kédu vsak nejsou dulezité jen pro tuto ulohu, ale i pro vSechny tlohy
ostatni. Spravny kéd by mél vzdy trvat co nejkratsi dobu a zabirat pokud mozno co nejméné
paméti.

Pro implementaci se daji pouzit rizné programovaci jazyky. V této praci bude zvoleno
prostiedi MATLAB, které nabizi kromé interpretovaného jazyka i mnozstvi knihoven funkci,
tzv. toolboxt, ndstroju pro pomoc s optimalizaci kédu, tzv. profileru, a téz je mozné vyuzit
nastroj pro kompilaci kédu do samostatné spustitelné aplikace, coz by mohlo znamenat znaéné
urychleni vypoctu. Pro porovnani bude zvolen jesté dalsi programovaci jazyk, tentokrat kom-
pilovany, a to C/C++.



2 Optimalizace stavebnich konstrukci

Dle prof. Stevena [Steven, 2003] existuje nékolik druhu optimalizace konstruket:

Topologickd optimalizace (Topology optimization) se zabyvé hledanim tvaru konstrukce,
kdyz predem nezname jeji presny tvar. Zname ale prostiedi (jako napf. umisténi podpor),
optimaliza¢ni kritéria (napf. hmotnost konstrukce) a omezeni [Sigmund and Bendsce, 2003].

U optimalizace tvaru (Shape optimization) zndme dopfedu topologii konstrukce, ovsem
problémy muze délat ¢dst konstrukce nebo jeji detail. Snahou je zde najit optiméalni tvar, aby
byla zajisténa nejlepsi distribuce napéti v inkriminovaném misté [Leps, 2004].

U rozmérové optimalizace (Size optimization) mame predem zndmou sadu ploch piiénych
prifezu, tvar konstrukce a prostiedi. Cilem je zkombinovat prufezy tak, aby byly dodrzeny
urc¢ité predem dané omezujici podminky (maximélni deformace konstrukce, maximalni napéti
apod.) za minimalizace vdhy, a tudiz i celkové ceny spotiebovaného materidlu. Rozmeérova
optimalizace muze byt spojitd a diskrétni.

Optimalizace skladby (Layout optimization) je specidlnim typem rozmérové optimalizace.
Pokud se blizi prufezova plocha prvku nulové hodnoté, pak tento prvek nemusi byt v kon-
strukei vibec pouzit [Kirsch, 1995].

V této praci se budeme zabyvat pouze diskrétni rozmérovou optimalizaci, kdy ze sady
ploch pfi¢nych prufezu budeme pocitat deformace konstrukce a vnitini osové sily, resp. napéti
na jednotlivych prutech. Jelikoz pro aplikace optimalizacnich metod bude nutno spocitat
mnoho variant kombinaci pfiénych fezu, je vhodné najit pro podobné typy konstrukei ne-
jrychlejsi vypocetni postupy, aby bylo vibec realné tyto optimalizaéni metody pouzit. Pro
hledani vhodnych postupt bude pouzito programu MATLAB a programovaciho jazyka C++.

3 Implementace v programu MATLAB

3.1 Moznosti ulozeni matice

Jelikoz hleddme nejrychlej§i vypocetni postup, i zpusob uloZeni matice by ndm mohl
ovlivnit ¢as vypoctu. Matice se d4 ulozit jako plna, fidka, diagonalni, trojihelnikové a podobné.

Matice tuhosti konstrukce je pasové [Bittnar, 1983], obsahuje tedy mnoho nulovych prvki.
MATLAB v plné matici ukladd nulu jako ostatni ¢isla, kdy toto ulozeni pak zbyteéné zabira
mnoho paméti navic. Plnd matice ma tedy na kazdé jeji pozici zachované ¢islo, kdezto fidka
matice uklddd pouze nenulové prvky a jejich pozice [The MathWorks, 2010a].

Déle vime, Ze matice tuhosti konstrukce je symetrickd [Patzak, 2009], a proto by dalsi
alternativou mohlo byt ulozeni matice jako trojihelnikové.

3.2 Moznosti sestaveni globalni matice tuhosti

Program MATLAB vs8ak nabizi rizné moznosti sestaveni globalni matice tuhosti. Na
obrazku 1 je nakreslena dvouprutova konstrukce, ke které jsou definovany charakteristiky
materialu, topologie i okrajové podminky. K této 1iloze budou nésledné pfedvedeny kod pro
jednotlivé zpusoby sestaveni globalnich matic tuhosti.

3.2.1 Lokalizace pres kdédova c¢isla s adresovanim radkua a sloupca

Jako prvni si ukdzeme lokalizaci pies kédova ¢isla za pomoci adresovani fadku a sloupcu
jednotlivych elementi. Tim nam vypadnou dva for cykly pii sestavovani. Na zacatku definu-
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Obrazek 1: Dvouprutové piithradova konstrukce se zadanymi okrajovymi podminkami

jeme Youngtv modul pruznosti Emod, prifezové plochy A, zacatecni inode a koncové jnode
uzly pruti a x-ové soutradnice uzlu x. Jelikoz mame konstrukci orientovanou pouze v ose x,
neni tifeba definovat soufadnice y-ové a z-ové. Globalni matici tuhosti sestavime tak, ze si
vygenerujeme matici nul o rozméru numnod X numnod, kde numnod je délka vektoru x. Je-
likoz MATLAB umi adresovat fddky a sloupce, sta¢i nam vybrat jednotlivé fddky a sloupce
globélni matice tuhosti za pomoci Stiff(n,n) a na tyto pozice pak pricist lokdlni matici
tuhosti k o stejném rozméru. Nakonec muzeme celou matici pro ndzornost vypsat pomoci
Stiff.

Ukazka indexovani radku a sloupcu:

>> A=magic(4)

A =
16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1
>> B=A([1 3],[1 3])
B =
16 3
9 6

Ko6d MATLABu: Lokalizace pies kédové ¢isla s adresovanim fadki a sloupctu na konstrukei
z obrazku 1:

% Zadani parametrd konstrukce
Emod =[210%10"6 210%1076];
Area =[0.01 0.02];
inode =[1 2];
jnode =[2 3]1;
X =[0 4 9];
% Sestaveni kédovych Cisel
ij=[inode’, jnode’]; iy =1 2
2 3

% Umisténi lokdlni matice tuhosti prutu do globadlni matice tuhosti konstrukce
numnod=length(x) ; numnod = 3
numelm=length(Area) ; numelm = 2
Stiff=zeros (numnod) ;

for m=1:numelm,
% Sestaveni lokalni matice tuhosti jednotlivjch pruta
i=inode (m)
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j=jnode (m)
L=abs (x(j)-x(i))
k=Area(m)*Emod(m) /L*[1,-1;-1,1]

n=ij(m,:)
Stiff(n,n)=Stiff(n,n)+ k
end

7 Mezivysledky for cyklu

m=1: m = 2:

7 =1 T =2

j =2 j =3

L =4 L =5

k = 525000 -525000 k = 840000 -840000
-525 000 525000 -840000 840000

n =1 2 n=2 3

Stiff = 525000 -525000 O Stiff = 525000 -525000 0
-525000 525000 0 -525000 1365000 -840000

0 0 0 0 -840000 840000

% Vypséni matice tuhosti konstrukce
Stiff
Stiff = 525000 -525000 0
-525000 1365000 -840000
0 -840000 840000

3.2.2 Lokalizace pres kédova cisla se tifemi for cykly

Dalsim zpusobem sestaveni globdlni matice tuhosti je lokalizaci za pomoci tii do sebe
vnofenych for cykli. Tento zptsob je vhodny pro programovaci jazyk C, jelikoz C neumi
adresovat jednotlivé slozky vektoru a matice tak jako MATLAB. Pro porovnani s predchozim
zpusobem si nyni ukdzeme, jak bude takovy kéd pod MATLABem vypadat. Opét si definujeme
Younguv modul pruznosti Emod, prifezové plochy A, zacitetni inode a koncové jnode uzly
prutu a x-ové soufadnice uzli x. Sestavime si matici kédovych ¢isel ij a vygenerujeme matici
nul o rozméru numnod x numnod, do které budeme postupné nacitat pres fadky (for cyklus
s proménnou m) a sloupce (for cyklus s proménnou j) jednotlivé prvky lokalnich matic tuhosti
k (for cyklus s proménnou i) na pozice uréené z matice kédovych ¢isel ij. Timto ziskdme
globalni matici tuhosti, kterou si opét muzeme vypsat za pomoci Stiff.

% Zadani parametru konstrukce
Emod =[210%10"6 210%1076];
Area =[0.01 0.02];

inode =[1 2];
jnode =[2 3];
x =[0 4 9];

% Sestaveni kédovych Eisel
ij=[inode’, jnode’]; ij=1 2
2 3

% Umisténi lokdlni matice tuhosti prutu do globdlni matice tuhosti konstrukce

numnod=length(x) ; numnod = 3
numelm=length(Area) ; numelm = 2
numdis=2; !
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Stiff=zeros (numnod) ;
Length=abs (x(jnode)-x(inode)) ;

for i=1:numelm
k=Area(i)*Emod (i) /Length(i)*[1,-1;-1,1]
for j=1:numdis

for m=1:numdis

Stiff(ij(i,3),ij(E,m))=Stiff(ij(i,3),1ij(i,m))+k(j,m)

end
end
end

/% Mezivysledky for cyklu

1 =1:
k = 525000
-525000
j = 1:
m=1:
Stiff = 525000
0
0
m = 2:
Stiff = 525000
0
0
Jj = 2:
m=1:
Stiff = 525000
525000
0
m = 2:
Stiff = 525000
525000
0

-525000
525000

0

0

0

-525000

0

0

-525000

0

0

-525000

-525000

0

(o)

S

S

S

% Vypsani matice tuhosti konstrukce

Stiff
Stiff =

525000

-525000
-525000 1365000 -840000
0 -840000 840000

j =1:
m=1:

Stz’f];

m = 2:
Stiff

j =2:
m = 1:

Stz'ff

m = 2:
Stiff

840000 -840 000
-840000 840000

= 525000 -525000 0

-525000 1365000 0

0 0 0

= 525000 -525000 0

-525000 1365000 -840 000

0 0 0

= 525000 -525000 0

-525000 1365000 -840 000

0 -840000 0

= 525000 -525000 0

-525000 1365000 -840 000

0 -840000 840000

3.3 Parametrické vyjadieni matice

V kapitole 2 bylo zminéno, Zze budeme pravdépodobné nuceni spocitat vSechny vari-
anty kombinaci prafezovych ploch na vSech prutech, abychom obdrzeli optimalni vysledek.
Budeme tedy stale dokola sestavovat matici tuhosti konstrukce, pocitat neznamé posuny
a reakce a nédsledné napéti v prutech nebo vnitini sily v nich (zalezi na zadanych omezujicich
podminkach). Pokud budeme sestavovat matici tuhosti ¢iselné, mohlo by to byt zbyteéné
¢asové narocné. Jelikoz ma ale MATLAB symbolicky toolbox (Symbolic Math Toolbox), ktery
umoziuje sestavit parametricky zapis a poté s nim déle pracovat, muzeme si matici tuhosti,
vektor neznamych posunu a vektor napéti pro danou konstrukci sestavit dopfedu a pak uz

jen do tohoto zapisu dosazovat pii hlavnim béhu optimalizace.

!Proménng numdis uréuje pocet moznych posunii a pootoceni na prutu.
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Pro nézornost si muzeme ukdzat, jak by aplikace parametrického zapisu mohla vypadat
pii sestaveni matice tuhosti na piikladu dvouprutové konstrukce vyobrazené na obrazku 1.
Jako nejvhodnéjsi parametr k pouziti se jevi tuhost jednotlivych pruti ki. Bylo by mozné
pouzit napiiklad i plochu A.

% Zadani parametri konstrukce
Area =[0.01 0.02];>

inode =[1 2];
jnode =[2 3];f
X =[0 4 9];

% Sestaveni kédovych tisel
ij=[inode’, jnode’]; ij = 1 2

% Zavedeni parametru pro vypoZet pomoci symbolického toolboxu
syms k1l k2 real
ki = [kl k2];

% Umisténi lokdlni matice tuhosti prutu do globadlni matice tuhosti konstrukce
numnod=length(x) ; numnod = 3
numelm=length(Area) ; numelm = 2
Stiff=sym(zeros (numnod)) ;3

for m=1:numelm,

% Sestaveni lokalni matice tuhosti jednotlivjch pruta
i=inode (m)

j=jnode(m)

k=ki(m)*[1,-1;-1,1]

n=ij(m,:)
Stiff(n,n)=Stiff(n,n)+ k
end

% Mezivysledky for cyklu

m=1: m = 2:
. = 1 T =2
Jj = j=3
k = k1 -k1 k = k2 -k2
-k1 k1 -k2 k2
Stiff = k1 -ki1 O Stiff = ki1 -kl 0
-k1 k1 0 -k1 k1+k2 -k2
0 0 0 0 -k2 k2

Nyni mame matici tuhosti v parametrickém zépisu a muzeme ji pouzit do nového skriptu. Do
ni pak dosazujeme ze sady ploch, coz pro nas bude jedind proménna.

% Zadani parametru konstrukce
Emod = 210%1076;
Area =[0.01 0.02];
Length=[4 5]; *

2Plochy pFienych prifezi jsou potieba pro vypocet poétu prvki konstrukee.
3Symbolicky definujeme nulovou matici.
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% VypoZet tuhosti prutu
ki=Emod*Area./Length;

% Matice tuhosti a dosazeni do ni

Stiff = [ ki(1), -ki(1), 0; ... Stiff = 525000 -525000 0
-“ki(1), ki(1)+ki(2), -ki(2); ... -525000 1365000 -840000
0, -ki(2), ki(2)] 0 -840000 840000

3.4 Moznosti feSeni soustavy rovnic

Resen{ soustavy linedrnich rovnic je jednim z nejvétsich problémi na poli technickych
vypoctu [The MathWorks, 2010a]. MATLAB umoziuje poéitat tyto soustavy rovnic nékolika
zpusoby.

3.4.1 Klasické feSeni X = A\ B

Vezméme soustavu A - X = B. Matematicky nejjednodussi feSeni je pomoci inverzni ma-
tice A~!, kdy dostaneme zdpis X = A~!. B. Sestaveni inverzni matice je ale zdlouhavé
a vede k zaokrouhlovacim neptesnostem. Proto je v prostiedi MATLAB daleko snadnéjsi
pouzit operédtor zpétného lomitka (backslash operator), kde se inverzni matice nepocitd. Pak
dostaneme feseni ze zapisu X = A\ B [The MathWorks, 2010a).

Algoritmus zpétného lomitka zdlezi na typu matic A a B. Pro pfipad plné symetrické
matice A se vektor X spocitd Choleského dekompozici, pro pasovou symetrickou fidkou
matici se pro vypocet vektoru X pouzije specidlni pasovy feSi¢ v zdavislosti na Sifce pasu
[The MathWorks, 2010c].

3.4.2 LU faktorizace

LU faktorizace rozlozi matici A na horni U a dolni L trojuhelnikovou matici tak, ze
A = L - U [Bubenik et al., 1997].

i—1
Ui — aik—Zlij-ujk pI‘OiZl,...,k‘, (1)
j=1
1 k—1
lir = m.(aik_zlij.ujk) proi=k+1,...,n, (2)
j=1

Jelikoz symbolicky toolbox nepodporuje funkci 1u, je nutno pro rozklad matice A na horni
U a dolni L trojuhelnikovou matici sestavit kod pomoci for a if cykli.

for k=1:m
if k==
for I=1:m
Uk, I)=KK(k,I);
L(I,k)=KK(I,k)/U(k,k);
end
else
for I=1:m

vvvvv
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U(k,I)=KK(k,I)-sum(L(k,1:k-1)*U(1:k-1,I));
end
for I=1:m
L(I,k)=(KK(I,k)-sum(L(I,1:k-1)*U(1:k-1,k)))/U(k,k);
end
end
end

Poté se provede substituce y = U - x a nésledné se ¥esf soustavy y = L™t -bax=U""'.y:

Az = b | A=L-U, (3)
LUz =1b | y=U-z, 4)
L.y = b (5)

y = L'-b, (6)

r = Ul-y. (7)

Pokud blize prozkouméame vysSe uvedeny kéd, zjistime, ze pro vypocet prvku L(I,k)
musime provést déleni prvkem U(k,k). V parametrickém zapisu tak budou vznikat v obou
maticich U i L velice dlouhé zapisy prvku.

3.4.3 Choleského dekompozice

Choleského dekompozice slouzi pro rozklad na horni R a dolni trojihelnikovou matici,
kde doln{ trojihelnikové matice je transponovand horni trojihelnikovd R”. Matice A musi
byt symetrickd a pozitivné definitn{ 5 [Bubenik et al., 1997], [The MathWorks, 2010a].

Jednotlivé prvky pii rozkladu z matice A na dolni trojihelnikovou matici L muzeme
vyjadrit dle [Svacek and Feistauer, 2006] jako:

ri = Y, (8)

i1 = % prOi:27"' y 1, (9)
r11
7j—1
Tii = ajj — erzka pro j =2,---,n, (10)
k=1
1 Ch
Tij = 7'(011‘]'—27"1‘]@'7“]']@) proi=j+1,---,n. (11)
" k=1
Reseni pak dostaneme z:
Az = b | A=RT.R, (12)
v = R-((RT)b). (14)

Dle kapitoly 3.4.1 ale neni nutné inverzni matice pocitat. V MATLABu muzeme vyjadrit
(14) jako:
z=R\ (RT\b). (15)

5Pozitivné definitni matice je takové, kterd mé vSechny prvky na diagondle kladné a ostatni prvky v matici
nejsou nékolikandsobné vétsi.

11



© 00 g DOk W N

e e = o I =
0 N O ks W N = O

Jak je vidét, Choleského dekompozice je v podstaté zvlastnim pripadem LU faktorizace,
pricemz ukladame jen horni trojihelnikovou matici R, coz je jisté vyhodou. Zde je problémem
odmocnina v prvcich matice 7j; a déleni v prvcich r;;, stejné jako v LU faktorizaci popsané
v 3.4.2.

V programu MATLAB se dé4 pouzit pro Choleského dekompozici funkce chol.

3.4.4 LDLT rozklad

Dalsfm zptsobem, jak Fesit soustavu rovnic A - = b je LDL” rozklad, kde L je dolni
trojihelnikova matice a D je diagondlni matice. Jednotlivé prvky matic ziskame takto:

1 —
b = (e = D Lk di - L), 1o
jj k=1
i—1
dii = ai; — Zl?k - di- an
k=1

Resen{ pak dostaneme podle [Jirousek, 2006] takto:

Az = b | A=L-D-L7, (18)
L-D-ILT.z = b (19)

Pouzijeme-li pomocny vektor b, pro ktery plati L - b = b, pak

L-D-LT.-2 = L-b, (20)
D-LT.z = b, (21)
LTz = Db (22)

Inverzni matice matice diagonalni D! m4 na nenulovych prvcich pfevracenou hodnotu
prvki matice diagondlni D. Jelikoz je LT horni trojihelnikova matice, posledni rovnice sous-
tavy je tedy rovnice o jedné neznamé. Ostatni neznamé ziskdme zpétnou substituci.

Symbolicky toolbox MATLABu opét funkei 1d1 nepodporuje. Reseni muzZeme ziskat na-
priklad takto:

for j=1:n

if (j==1)
for i=j:n
D(j,j)=K(j,J);
L(i,j)=K(i,3)/D(,3);
end

elseif (j<n)
for i=j:n-1
D(j,3)=K(j,j)-sum((L(j,1:5-1)) . *(L(j,1:j-1))*(D(1:j-1,1:5-1)));
L(i+1,j)=(K(i+1,j)-sum(L(i+1,1:j-1).*%L(j,1:j-1)*D(1:j-1,1:3-1)))/D(j,3);
end

elseif (j==n)
D(j,j)=K(j,j)-sum((L(j,1:5-1)).%(L(j,1:j-1))*(D(1:j-1,1:-1)));
end
end

12



3.4.5 Metoda sdruzenych gradientu

Metoda sdruzenych gradientu je jednou z itera¢nich metod. To znamend, Ze nehledame
presné analytické vyjadieni feSeni, ale snazime se iteracemi ke spravnému feseni piiblizovat.
Pocet iteraénich krokt pak ovlivni pfesnost ziskaného feSeni.

Mame soustavu rovnic A-z = b, kde A je symetricka, pozitivné definitni matice. Odvozeni
této metody je mozno nalézt v mnoha zdrojich, [Ralston, 1978], [Shewchuk, 1994]. My zde
uvedeme algoritmus vypoctu dle [Svacek and Feistauer, 2006].

Na pocatku volme d° = 0 = b — A - 2% a vektor 2°. Tento vektor mize byt bud nulovy,
nebo muzeme vyuzit predpodminéni a zvolit ho tak, abychom dosdhli vétsi rychlosti feseni.
Pokud je vsak z° zvolen §patné, miize ndm pocet iteraci vedouci na spravny vysledek zvysit.

Pro k=0,1,2,--- ,n pak:

k\T k
ap = M, (23)
" = 2R 4oy - db, (24)
PR = p A gkt (25)
B = W (26)
't = Mg dh (27)

Vysledné feseni zF+1 ziskdme z rovnice 24. Hodnota oy, z rovnice 23 vyjadiuje optimalni
krok ve sméru d*. Sméry d* volime tak, aby byly A-ortogondlni, tzn. aby platilo, ze d}’ ‘A-dj =
0 pro i # j, coz zaruéuje rovnice 27. Reziduum r**1 je uréeno vztahem 25 a vyjadiuje, jak
daleko jsme od spravné hodnoty vektoru b [Shewchuk, 1994]. Volba ) zaru¢uje A-ortogonalitu
dFT vac dk.

V MATLABu muZeme pro tento zpusob vypocétu pouzit funkci pcg. Piikaz pak bude
vypadat takto: X = pcg(A,B,TOL,MAXIT,M1,M2,X0), kde X je FeSeni soustavy rovnic (pro
nas Disp), A je matice (pro nds matice tuhosti konstrukce Stiff), B je prava strana soustavy
rovnic (pro nés vektor zatizeni £), TOL je tolerance vypoctu (lze zadat [| pro vychozi hodnotu
le-6), MAXIT je maximalni pocet iteraci (lze zadat [] pro vychoz{ hodnotu min(N,20)), M1,
M2, XO se pouzivé pro predpodminéni (pro nulové hodnoty lze zadat []).

3.5 Kompilace do samostatné spustitelného souboru

Ne kazdy uzivatel, ktery chce pouzivat ndmi vytvorené kédy, ma nainstalované prostiedi
MATLAB. Proto vyvinula spole¢nost The MathWorks néastroj zvany MATLAB Compiler,
ktery umoziiuje vytvorit samostatné spustitelné aplikace *.exe nebo knihovny jazyka C a C++.
Ke spusténi aplikaci mimo prostiedi MATLAB pak staci nainstalovat MCR (MATLAB Com-
vytvofenych aplikacich ovsem nemuze byt kéd MATLABu vidén, nedé se tedy ani upravo-
vat. Je-li potieba cokoliv v aplikaci vytvorené Compilerem zménit, musi se provést editace
v puvodnim m-file a znovu ho zkompilovat.

Jsou dvé varianty kompilace soubort. Bud' lze pouzit vestavéného néstroje, nebo provést
kompilaci piimo z piikazového fadku v Command Window [The MathWorks, 2010b]. Prvné
zminéna varianta pouziva nastroj Deployment Tool, ktery se da spustit pomoci zapisu piikazu
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deploytool do pitkazového fadku v Command Window. Kompilace probtha v téchto krocich:
Nejdiive je tieba sestavit m-file, ktery chceme kompilovat, a otestovat jeho funkénost. Dale je
tFeba vytvorit samostatnou aplikaci (pomoci tlacitka Build) a k ni ptibalit potfebné knihovny
(pfipadné i MCRinstaller.exe, pomoci tlacitka Package). Pro ovéfeni funkénosti zkompilované
aplikace je vhodné ji spustit.

Druhou variantou je kompilace za pomoci piikazu mcc, kterd ovSem nenabizi moznost
pribaleni instala¢niho souboru MCRinstaller.exe. Bez néj neni mozné aplikaci mimo pro-
sttedi MATLAB spustit, jelikoz jsou vyuzivany jeho knihovny. Instalaéni soubor vsak lze
stahnout z webovych stranek spolecnosti The MathWorks. Je v8ak zapotiebi uvést verzi
kompildtoru, kterd je pouzivdna. Lze zkompilovat bud samostatny m-file pomoci zépisu
mcc -m nazev_souboru.m, nebo piipadné nékolik souboru, které jsou na sebe vdzané, tzn.
ze jeden m-file vola druhy, napiiklad pomoci function. Toto se provede pomoci zdpisu
mcc -m nadzev_hlavniho_souboru.m -a ndzev_ podruZného_souboru.m.

4 Implementace v jazyce C++

Prostiedi MATLAB je sice uzivatelsky velmi pifjemné, nebot obsahuje velké mnozstvi tool-
boxtu a obsdhlou ndpovédu, pouzivd vsak interpretovany jazyk a ten by mél byt pomalejsi nez
jazyk kompilovany. V interpretovaném jazyce se piekldada kazd4a rddka za béhu skriptu, v kom-
pilovaném jazyce se kontrola spravnosti syntaxe a ptreklad déji jesté pred spusténim. Kom-
pilovany jazyk je zase naro¢néjsi na spravnou syntaxi zapisu a inicializaci vSech proménnych
pred jejich naslednym uzitim.

Pro editovani kédu byl pouzit editor Eclipse [CDT Community, 2010], pro pieklad kom-
pildtor MinGW [MinGW team, 2010]. Jak editor, tak preklada¢ jsou poskytovany jako free-
ware.

MATLAB nabiz{ pievod symbolického kédu do syntaxe C/C++ pomoci pitkazu ccode.
Tento piikaz zaroven zajisti pfeindexovani jednotlivych prvka pole z 1 az n prvkia na 0
az (n-1) prvki. To je zna¢nd vyhoda, nebot odpadéd zdlouhavé prepisovéani, jsou-li jiz kédy
pro MATLAB hotové. I my jsme tohoto piikazu pouzili pro prevod jednotlivych paramet-
ricky vyjadfitelnych c¢asti skripti. Stejné tak jako v MATLABu, i zde je nutné zamyslet
se nad fesenfm soustavy rovnic Stiff*Disp=f. Resi¢ pro plné vyjadieni matice tuhosti byl
pievzat od doc. Kruise (LDL” rozklad) [Jaroslav Kruis a kolektiv, 2010]. Dalsim zptisobem
vyfeseni soustavy rovnic je pouziti volné dostupné knihovny LAPACK++ (zde pouzita LU
faktorizace). Poslednim v praci pouzitym prostfedkem je fesi¢ ing. Vondrdacka FEMCad
[Vondrécek, 2008a].

LAPACK++ (Linear Algebra PACKage in C++) je rozsifeni knihovny LAPACKu do
C++ [Dongarra et al., 1996]. LAPACK je napsany v jazyce Fortran90 a daji se s nim fesit
bézné ulohy numerické linearni algebry, napf. feSeni soustav linearnich rovnic, problém vlast-
nich ¢isel a podobné [Anderson et al., 1999]. LAPACK je uzpusoben k tomu, aby provédél
vypocty rychle a efektivné. Je to standard, ktery vyuzivaji i mnohé komercéni programy, jako
je MATLAB nebo Mathematica.

Pro préci s knihovnou LAPACK++ je nutno si uvédomit, ze matici nebudeme zadavat
jako prvky pole v zapisu jazyka C++, ale podobné jako prvky pole v jazyce Fortran. Nejprve je
nutno si celou matici deklarovat. Pro plnou matici je mozno vyuzit zdpisu, ktery nam vytvori
objekt A, LaGenMatDouble A(M,N), kde A je nazev matice a M x N je jeji rozmér. Jednotlivé
prvky matice se pak nacitaji pomoci A(i,j), rozsah (i,j) je 0 < i < M a0 < j < N.

14



© 0 N O s W N =

R e
S Uk W N = O

Jednotlivé prvky se tedy neindexuji podle standardu jazyka Fortran, ale podle jazyka C.
Vektor se muze deklarovat pomoci LaVectorDouble x(N). Po deklaraci matice a vektoru
a definici znamé matice A a vektoru pravé strany b lze pouzit funkci LaLinearSolve (A,x,b);
k vyfeseni neznamého vektoru feseni x [Dongarra et al., 1996].

Pro nazornost uvedme maly pifklad.

#include <lapackpp.h>

int main() {
int N = 2;
LaGenMatDouble A(N, N);
LaVectorDouble x(N), b(N);

ACO, 0) = 1.0;
ACO, 1) = 2.0;
A(1, 0) = 3.0;
A(1, 1) = 4.0;
b(0) = 17;
b(1) = 39;

LaLinearSolve(A,x,b);
return 0O;

Pokud chceme na terminalu vidét vstupy a vystupy, neni problém vSe vypsat naptiklad
pomoci for cyklua a printf().

FEMCad [Vondracek, 2008a] je fesi¢ soustavy linedrnich rovnic pro fidké matice vyvinuty
ing. Vondrackem. Po zaddni matice se nejprve provede analyza jejiho typu, aby se mohlo
provést optiméalni preusporadani do vhodného tvaru a mohl se vybrat vhodny fesi¢. Jelikoz
je matice tuhosti symetrickd, staci ulozit do paméti jen jeji polovinu. Vhodné je téz pouzit
metodu kompresovanych fadku, kde ulozime hodnoty jednotlivych prvka dolni trojihelnikové
matice, jejich sloupcové indexy a pozici prvku ve vektoru hodnot, kde zac¢ind novy radek
matice [Vondracek, 2008b].

5 Pouzité benchmarky

K testovani vypocetnich metod bylo zapotiebi vybrat nékolik vhodnych modelu kon-
strukci. Byla snaha vybrat takové modely, které uz diive byly spocitany a ke kterym exis-
tuji vysledky k porovnani pfesnosti. Proto jsme zvolili ¢tyfi nejvice pouzivané. Jedna se
o desetiprutovou pfihradovou konzolu ve 2D, dvacetipétiprutovou piihradovou véz ve 3D,
padesatidvouprutovou piihradovou konstrukci ve 2D a sedmdesatidvouprutovou prihradovou
konstrukei ve 3D. Tyto konstrukece jsou pouzivény i v [Lemonge and Barbosa, 2003].

5.1 Desetiprutova piihradova 2D konzola

Tato konstrukce byla poprvé zverejnéna Venkayyou v élanku [Venkayya, 1971]. Konstrukce
byla feSena spojitou rozmérovou optimalizaci. Prvniho piipadu diskrétni rozmérové optima-
lizace se nam bohuzel dopatrat nepodarilo, ale nejstarsi ¢lanek, ktery méame k dispozici
a ktery tuto konstrukci zminuje, je [Cai and Thierauf, 1996]. Pouzité charakteristiky ma-
terialu konstrukce, omezujici podminky a zatizeni konstrukce jsou v tabulce 1, konstrukce
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Obréazek 2: 10-prutova pithradova 2D konzola

Material: hlintk
Objemova hmotnost: 0,1 1b/in3
Younguv modul pruznosti E: 107 psi
Limitni napéti: 25000 psi
Limitni posun: 2 in
Zatizeni P: 100 kips

Tabulka 1: Charakteristiky materidlu a omezujici a okrajové podminky 10-prutové konzoly

je vyobrazena na obrézku 2. Sada testovacich ploch pfiénych prufezi obsahuje tyto hod-
noty (v in?): 1,62, 1,80, 1,99, 2,13, 2,38, 2,62, 2,63, 2,88, 2,83, 3,09, 3,13, 3,38, 3,47, 3,55,
3,63, 3,84, 3,87, 3,88, 4,18, 4,22, 4,49, 4,59, 4,80, 4,97, 5,12, 5,74, 7,22, 7,97, 11,50, 13,50,
13,90, 14,20, 15,50, 16,00, 16,90, 18,80, 19,90, 22,00, 22,90, 26,50, 30,00, 33,50. Tato vstupni
data byla ptrevzata z [Lemonge and Barbosa, 2003]. Chtéli jsme dosdhnout co nejpresnéjsiho
porovnéni, proto jsme zamérné nechali tyto hodnoty v ptuvodnich anglosaskych jednotkéch.
Ptehled vsech téchto jednotek véetné prevodu do SI soustavy naleznete v ptiloze A.

5.2 Dvacetipétiprutova pirihradova 3D véz

Dle [Venkayya, 1971] byla tato konstrukce poprvé zverejnéna Foxem a Schmitem ve ¢lanku
[Fox and Schmit, 1966]. Nejstarsi ndmi objeveny ¢lanek uvetejnujici tuto konstrukei s diskrét-
nimi proménnymi je z roku 1995 [Wu and Chow, 1995a]. Konstrukce je zndzornéna na obrazku
3, charakteristiky materidlu jsou uvedené v tabulce 3 a zatizen{ konstrukce naleznete v tabulce
4. Jednotlivé plochy piiénych priifezii byly vybirdny z této mnoziny (v in?): 0,1, 0,2, 0,3, 0,4,
0,5, 0,6, 0,7, 08,09, 1,0, 1,1, 1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 1,6, 1,7, 1.8, 1,9, 2,0, 2,1, 2.2, 2.3, 2,4, 2,5, 2.6,
2,8, 3,0, 3,2, 3.4 uverejnéné ve ¢lanku [Wu and Chow, 1995b]. Tato konstrukce je symetrické,
proto byly jednotlivé pruty sdruzeny do skupin, které muzete nalézt v tabulce 2.

5.3 Padesatidvouprutova piihradova 2D konstrukce

Nejstarsi clanek, ktery mame k dispozici a ktery tuto konstrukci zkoumé a popisuje,
je [Wu and Chow, 1995b]. Sada ploch pfiénych prufezu prutu byla pro vypocet pouzita dle
[Giger and Ermanni, 2006]. Jedn4 se o tuto mnozinu: 71,613, 90,968, 126,451, 161,290, 198,064,
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Skupina Pripojeni prutu k uzlim

A 1-2

A, 1-4, 2-3, 1-5, 2-6
As 2.5, 2-4, 1-3, 1-6
Ay 3-6, 4-5

As 3-4, 5-6

Ag 3-10, 6-7, 4-9, 5-8
As 3-8, 4-7, 6-9, 5-10
Ag 3-7, 4-8, 5-9, 6-10

Tabulka 2: Sdruzeni ploch pfi¢nych
prurezii do skupin (25-prutovd kon-

Obréazek 3: 25-prutova pithradova 3D

konstrukce véze

strukce)
Material: hlinik Uzel F, F, F.
Objemova hmotnost: 0,1 1b/in3 1 1,0 -10,0 -10,0
Youngtuv modul pruznosti E: 107 psi 2 0 -10,0 -10,0
Limitni napéti: 40000 psi 3 0,5 0 0
Limitni posun: 2 in 6 0,6 0 0
Tabulka 3: Charakteristiky materidlu Tabulka 4: Zatizeni 25-prutové
a omezujici podminky 25-prutové véze konstrukce v kip jednotkach

252,258, 285,161, 363,225, 388,386, 494,193, 506,451, 641,289, 645,160, 792,256, 816,773,
940,000, 1 008,385, 1045,159, 1161,288, 1283,868, 1374,191, 1535,481, 1690,319, 1696,771,
1 858,061, 1890,319, 1 993,544, 2019,351, 2180,641, 2238,705, 2290,318, 2 341,191, 2477,414,
2496,769, 2 503,221, 2696,769, 2 722,575, 2 896,768, 2961,284, 3 096,768, 3 206,445, 3 303,219,
3703,218, 4658,055, 5141,925, 5503,215, 5999,998, 6 999,986, 7 419,340, 8 709,660, 8 967,724,
9161,272, 9999,980, 10322,560, 10903,204, 12129,008, 12838,684, 14 193,520, 14 774,164,
15 806,420, 17096,740, 18 064,480, 19 354,800, 21 612,860 (v mm?). Konstrukce je vyobrazena
na obrazku 4, charakteristiky materidlu a omezujici podminky jsou uvedeny v tabulce 6
a zatizeni naleznete v tabulce 7. Konstrukce je opét symetrickd, proto jsou plochy sdruzeny
do skupin, které jsou uvedeny v tabulce 5 [Lemonge and Barbosa, 2003].

5.4 Sedmdesatidvouprutova pirihradova 3D konstrukce

Konstrukce na obrazku 5 byla poprvé uvetrejnéna dle [Venkayya, 1971] Venkayyou, Knotem
a Reddym v roce 1968. Jako u 10-prutové konstrukce je vSak feSena spojitou rozmérovou op-
timalizaci. V ¢lanku [Wu and Chow, 1995b] je tato konstrukce diskrétni optimalizaci feSena.
Zaroven je to nejstarsi ¢lanek, ve kterém jsme tuto konstrukci objevili. Jednotlivé plochy
pifénych priifezi byly vybirdny z této mnoziny (v in?): 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0.8,
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44 45/ |\46 47/ 1\ 48 49
z 40 41 42 43
L3/ 3705/ 3806/ 390
31 32/|\33 34/ | \35 36
z 97 28 29 30
L @/ 24040\ 250 261 Ay 1,234
18 19/\20 21/ \22 23 Ag 5,6,7,8,9,10
- As 11, 12, 13
z 14 15 16 17 Ay 14, 15, 16, 17
As 18,19, 20, 21, 22, 23
GO/ 116N/ 120N/ 13®) Ag 24, 25, 26
5 6 7 8 9 1 A7 27, 28, 29, 30
- As 31,32, 33, 34, 35, 36
o | 2 3 4 Ag 37, 38, 39
Ao 40, 41, 42, 43
LU @y Oy @y Ay 44, 45, 46, 47, 48, 49
Il 2m | 2m | 2m | Ao 50, 51, 52

Tabulka 5: Sdruzeni ploch pfiénych

Obrézek & 52-prutova prufezi do skupin (52-prutovd kon-

prihradova 2D konstrukce

strukce)

Uzel F, F,

17 100,0  200,0
Objemovéd hmotnost: 7860 kg/m? 18 100,0  200,0
Modul pruznosti E: 2,07 x10°> MPa 19 100,0  200,0
Limitni napéti: 180 MPa 20 100,0  200,0
Tabulka 6: Charakteristiky materidlu Tabulka 7: Zatizeni 52-prutové kon-
a omezujici podminky 52-prutové véze strukce v kN

09, 1,0, 1,1, 1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 1,6, 1,7, 1,8, 1,9, 2,0, 2,1, 2,2, 2.3, 2.4, 2,5, 2,6, 2,7, 2,8, 2,9,
3,0, 3,1, 3,2 viz [Wu and Chow, 1995b]. Materidlové charakteristiky a omezujici podminky
(vizte tabulku 10) a zatizeni (vizte tabulku 8) byly pfevzaty z [Lemonge and Barbosa, 2003].
Plochy byly opét sdruzeny do skupin z diivodu symetrie konstrukce, vizte tabulku 9.
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Uzl F, F, F.

1 5 5 -5 Skupina Pruty
Aq 1,2,3,4
Tabulka 8: Zatizeni 72-prutové konstrukce [kip] A, 5,6,7,8,9, 10, 11, 12
As 13, 14, 15, 16
[in] Ay 17, 18
NG) @) As 19, 20, 21, 22
- Ag 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30
= A; 31, 32, 33, 34
r® © As 35, 36
3 Ag 37, 38, 39, 40
L © 0 @ ® Aqp 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48
= Ay 49, 50, 51, 52
o A 53, 54
e o =l A 55, 56, 57, 58
3| 4 4 Ay 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66
L x ® @p¥—ex @ Aqgs 67, 68, 69, 70
120 A 71, 72
Obrazek 5: T72-prutova piihradova 3D Tabulka 9: Sdruzeni ploch prufezu do
konstrukce skupin (72-prutovéa konstrukce)
Objemovéa hmotnost: 0,1 1b/in?
Youngiiv modul pruznosti E: 107 psi
Limitni napéti: 25 ksi
Limitni posun: 0,25 in

Tabulka 10: Charakteristiky materidlu a omezujici podminky 72-prutové véze

6 Testovaci metody a jejich vysledky
6.1 MATLAB a m-files

Pii tvorbé prvnich kédu pro tuto praci v programu MATLAB byl pouzit jako referen¢ni
kéd A. Rapoffa [Rapoff, 2006]. Jeho kéd byl sestaven pro sedmiprutovou pifthradovou kon-
strukci s péti sty¢niky. Pro nase vyzkumy ale tato konstrukce pouzita nebyla, jelikoz neni tak
bézna v dostupné zahraniéni literatute jako nami zminéné konstrukce v kapitole 5. Po upravé
kédu bylo nutno zjistit, které operace zabiraji nejvice casu.

V tabulkach 11 a 12 jsou uvedeny c¢asy jednotlivych operaci pfi spusténi vypoctu jednou
a tisickrat. Jak je vidét, je nutno porovnat ruzné zpusoby vypoctu soustavy rovnic K - r = f.
Operace Disp=s\f; pro vypocet nezndmych posuni zabira pro jedno spusténi vypoctu nejvice
casu. Pokud spustime vypocet tisickrat, zjistime, ze nejvice Casu zabira sestaveni matice
tuhosti konstrukce. Pokud neménime tvar konstrukce, ale pouze piiéné prufezové plochy jed-
notlivych prutl, respektive jejich tuhosti, muzeme si matici tuhosti konstrukce vyjadfit para-
metricky v zavislosti na tuhosti prvka dle pododdilu 3.3. Sestaveni vektoru pravé strany
zabird téz zbyteéné mnoho paméti. Je proto vhodné sestavit tento vektor jinak.
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fadek kédu vypis kédu pocet voldani casvs casv %

102 Disp=s\f; 1 0,006  40,0%
70 Stiff=zeros (2*numnod) ; 1 0,005  33,3%
ostatni 0,004 26,7%
celkem 0,015  100%

Tabulka 11: Vystup z Profileru MATLABu pro jedno spusténi kédu primého feSi¢e pro de-
setiprutovou konstrukci

rfadek kédu vypis kédu pocet volani casvs casv %
80 k=Area(m)*Emod (m) /Length (m) *[T. . . 10000 0,065 15,2%
64 ij=[2*inode’-1,2*inode’,2*jnod. .. 1000 0,046 10,7%
79 T=[[cc,cs]; [cs,ss]]; 10000 0,040 9,3%
84 Stiff (n,n)=Stiff (n,n) _k;+ 10000 0,038 8,9%
93 f([2*idfx’-1;2%idfy’])=[fx’;fy... 1000 0,029 6,8%
ostatni 0,210 49.1%
celkem 0,428 100%

Tabulka 12: Vystup z Profileru MATLABu pro 1000 spusténi kédu pifmého FeSice pro
10-prutovou konstrukci

6.1.1 Parametrické vyjadieni skriptu

Pro usSetteni ¢asu bylo vhodné veskeré ¢asti skriptu, které se pii béhu sestavuji ¢i pocitaji,
eliminovat. Toho lze dosdhnout jednak zapsanim vektoru (napt. délky nebo zatiZeni) ptimo
a jednak parametrickym vyjadfenim vSech pocetnich a sestavovacich operaci (napf. sestaveni
matice tuhosti, vypoétu posunui nebo vypoctu vnitinich sil) tak, aby se v zdvislosti na
parametru tuhosti pruti, mohly dosazovat jen jejich jednotlivé pfiéné prufezové plochy.

Sestaveni matice tuhosti konstrukce nebyl problém. Matice se vyjadrila (vizte pododdil
3.3) a ,ofezala“ o Ffddky a sloupce se zndmymi (nulovymi) posuny v podporach. Vyjadfeni
vektoru posunii v parametrickém zapisu MATLAB nebyl schopen. Napiiklad pro vypocetné
nejméné naroény LDL” rozklad popsany v pododdile 3.4.4 se ¢as 6. iterace oproti predchozi
iteraci zvysil zhruba 1 200krat (pro 10-prutovou konstrukei). Proto byl zvolen druhy parametr
Disp, ktery tyto posuny vyjadiuje, a s nim pak opét nebyl problém sestavit vektor vnitinich
sil v konstrukci.

6.1.2 Plna a ridka matice

Jelikoz matice tuhosti konstrukce je fidka, zkoumali jsme i vliv této vlastnosti na vysledny
cas. Skripty v8ech dfive zminovanych konstrukci v kapitole 5 jsou tedy vyjadieny jak pro
plnou, tak pro fidkou matici tuhosti, abychom mohli vysledné ¢asy porovnat. Bylo zjisténo, ze
zalezi na velikosti této matice a poméru nulovych a nenulovych prvku. Pro malé konstrukce,
s vétsim poctem nulovych prvku v této matici, pak matice fidka. Toto je vidét ve velkém
kontrastu u 25-prutové a 72-prutové konstrukce v tabulkach 14 a 16.
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M-file, M-file, Kompilace, Kompilace, C++
plnd matice Fidka matice plnd matice Fidka matice

Sestaveni matice za béhu 0,3489 0,3785

: Zpétné lomitko 0,0610 0,0848 0,0761 0,0956

: LU faktorizace 0,0516 0,0986 0,0669 0,1091

: Chol. dekompozice 0,0669 0,1127 0,0811 0,1210

: LDLT rozklad 0,0716 0,1334 0,0869 0,1435

: Metoda s. gradient 0,7461 0,8004 0,8090 0,8118

: LDL” rozklad 0,0033
: LU faktorizace 0,0051
FemCAD 0,0236

r =

~DQHEoogQw s
)OO OR NN N
* X X ¥ X *
HRKRRRK
[
H Hh Hh Hh Hh Hh Hh

Tabulka 13: Vysledky ¢asu v sekundédch na 10-prutové konstrukei

I \i-file, PIna matice
I V-file, Ridka matice
0.75+ [ IKompilace, PIna matice
I Kompilace, Ridka matice
-+
@ 0.5
2]
[}
O
0.25+
0 1 1 |
A B C D E F G H |

Typ algoritmu

Obrazek 6: Graf porovnavajici jednotlivé ¢asy na 10-prutové konstrukci, legenda vizte ta-
bulku 13

6.1.3 Resice soustavy rovnic Stiff*Disp=f

K FeSeni soustavy rovnic Stiff*Disp=f bylo pouZzito pét zpusobu feseni. Metoda zpétného
lomitka popsand v pododdile 3.4.1 by teoreticky méla byt nejrychlejsi, jelikoz je cely al-
goritmus vypoctu optimalizovan spole¢nosti MathWorks. Nicméné tomu tak neni. Dalo by
se predpoklddat, ze se Cas ztraci na vybéru typu matice (fidkd, plnd, symetrickd apod.)
a néasledném vybéru vhodného zpusobu vypocétu.

Jako dalsi fesi¢ byla pouzita LU faktorizace charakterizovana v pododdile 3.4.2. Zptusob to-
hoto vypoctu je vhodny pro malé konstrukce, které maji méalo nulovych prvkua v matici tuhosti,
hodi se pro né tedy plnd matice tuhosti. Vizte tabulku 13 a 14 pro deseti a dvacetipétiprutovou
konstrukci.

Choleského dekompozice popsand v pododdile 3.4.3 by méla byt teoreticky rychlejsi, je-
likoz matice tuhosti konstrukce je symetricka. Uplatiiuje se ve vypoctech tam, kde se jiz
vyplati pouzit fidkou matici tuhosti (tzn. pro 72-prutovou konstrukei, vizte tabulku 16).

LDL” rozklad objasnény v pododdile 3.4.4 byl shledén jako pomalejsf nez LU faktorizace
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M-file, M-file, Kompilace, Kompilace, C++
plnd matice Fidka matice plnd matice Fidka matice

Sestaveni matice za béhu 1,2632 1,2428

* r = f: Zpétné lomitko 0,0970 0,2492 0,1406 0,2822

: LU faktorizace 0,0824 0,2664 0,1267 0,3010

: Chol. dekompozice 0,0936 0,2536 0,1403 0,2881

: LDL” rozklad 0,1019 0,2865 0,1491 0,3279

: Metoda s. gradient 1,4402 1,5945 1,5176 1,6063

: LDLT rozklad 0,0171
: LU faktorizace 0,0118
FemCAD 0,0480

~DQHEoogQw s
)OO OR NN N
* ¥ X ¥ *x
HRKRRRK
[

H Hh Hh Hh Hh Hh Hh

Tabulka 14: Vysledky ¢asu v sekundédch na 25-prutové konstrukei

1751 I \'-file, Pina matice
I M-file, Ridka matice
1.5F [ IKompilace, PIna matice
I Kompilace, Ridka matice
1.25+ - I C++
s 1r
2]
]
0.75+
0.5
0.25+
0 | - L |
A B C D E F G H |

Typ algoritmu

Obrazek 7: Graf porovnavajici jednotlivé ¢asy na 25-prutové konstrukci, legenda vizte ta-
bulku 14

a Choleského dekompozice u fidké i u plné matice tuhosti konstrukce.

Cas vypoctu pii pouziti metody konjugovanych gradienti je zavisly na poctu iteraci. Cim
je méneé iteraci a tedy vétsi chyba v feSeni rovnice Stiff*Disp=£f, tim rychlejsi je vypocet. Na
obrazku 10 je graf zavislosti po¢tu iteraci na chybé v feseni. Pokud ozna¢ime vypocétené posuny
piimym fesicem (napf. Disp=Stiff\f) u,r, a posuny vypoctené metodou konjugovanych
gradientll ey, ;, muzeme dostat maximalni odchylku v feSeni mezi pfimou a itera¢ni metodou
pomoci Uorig — Unew,i|- Popisky jednotlivych bodt v grafu znazornuji ¢as vypoctu pii spusténi
celého skriptu 1000krat v sekundéch.

6.2 MATLAB a kompilace

Puvodni predpoklad, ze kompilace MATLAB kédu do samostatné spustitelné aplikace
znatelné urychli ¢as vypoctu, se nepotvrdil. Kompilace byla provedena podle pododdilu 3.5.
Duvodem je nejspise dlouhd inicializace aplikace. Vysledky jsou vidét v tabulkéch 13 az 16.

22



M-file, M-file, Kompilace, Kompilace, C++
plnd matice Fidka matice plnd matice Fidka matice

Sestaveni matice za béhu 1,3548 1,3151

: Zpétné lomitko 0,245 0,4174 0,308 0,4556

: LU faktorizace 0,2312 0,4387 0,2933 0,4774

: Chol. dekompozice 0,2245 0,4098 0,2776 0,4466

: LDL” rozklad 0,2453 0,4624 0,2964 0,5147

: Metoda s. gradient 1,7452 1,8485 1,8457 1,9099

: LDLT rozklad 0,0757
: LU faktorizace 0,0201
FemCAD 0,0895

r =

~DQHEoogQw s
)OO OR NN N
* X X ¥ X *
HRKRRRK
[
H Hh Hh Hh Hh Hh Hh

Tabulka 15: Vysledky ¢asu v sekundédch na 52-prutové konstrukei

2 —
I \\-file, PIna matice
1751 I M-file, Ridka matice
[ IKompilace, PIna matice
150 I Kompilace, Ridka matice
| -+
1.251 [l
>,
» 1+
©
0
0.75F
0.5
0.25F
O 1 l 1 1 I
A B C D E F G H |

Typ algoritmu

Obrazek 8: Graf porovnavajici jednotlivé ¢asy na 52-prutové konstrukci, legenda vizte ta-
bulku 15

6.3 C++

Vsechny kédy v jazyce C++ vychdzeji z kédu MATLABu. Ndhodny generator éisel
z mnoziny ploch vybere plochy pfiénych prufeza prutu v jejich potfebném poctu. Jsou defi-
novany tuhosti k a k nim pfifazeny jejich hodnoty s parametrem plochy A. Pokud v puvodnim
skriptu v. MATLABu obsahovaly jednotlivé tuhosti prvky s odmocninami, pouzil se v ném
pitkaz vpa k pfevedeni redlného ¢isla na ¢islo s desetinnym rozvojem. Pouzita presnost na 29
platnych ¢islic by neméla ovlivnit hodnotu vysledného feseni. Matice tuhosti K byla prevzata
z k6du MATLABu pomoci piikazu ccode. Dale bylo pouzito jednorozmérného pole pro vek-
tor zatizeni f£. K feSeni soustavy rovnic pro ziskani neznamych posunu u bylo vyuzito tif jiz
zminénych tresicu v kapitole 4. Po vypoctu posunt u se vypocitaji jednotlivd napéti v prutech
S v zavislosti na tuhostech k, posunech u a plochach A. Nakonec jsou nalezeny maximélni hod-
noty posunii u a napéti S a spocitana celkovd vaha konstrukce maxw, kterd je opét vyjadiena
parametricky ze skriptu MATLABu.

Pro vSechny tii feSice bude odlisny zapis matice tuhosti konstrukce K, vektoru zatizeni £

23



M-file, M-file, Kompilace, Kompilace, C++
plnd matice Fidka matice plnd matice Fidka matice

Sestaveni matice za béhu 3,5938 3,5380

: Zpétné lomitko 1,2550 0,6246 1,1997 0,6639

: LU faktorizace 1,0383 0,6696 1,0506 0,7101

: Chol. dekompozice 1,0459 0,5931 1,0424 0,6348

: LDL” rozklad 1,0749 0,6904 1,0622 0,7460

: Metoda s. gradient 2,5600 2,0546 2,6101 2,1085

: LDLT rozklad 0,2348
: LU faktorizace 0,0395
FemCAD 0,1494

r =

~DQHEoogQw s
)OO OR NN N
* X X ¥ X *
HRKRRRK
[
H Hh Hh Hh Hh Hh Hh

Tabulka 16: Vysledky ¢asu v sekundédch na 72-prutové konstrukei

3.75¢ I V-file, PIna matice

351 m I M-file, Ridka matice
3.25+ [ ]Kompilace, PIna matice
3l I Kompilace, Ridka matice
275} I C++

A B C D E F G H |
Typ algoritmu

Obrazek 9: Graf porovnavajici jednotlivé ¢asy na 72-prutové konstrukci, legenda vizte ta-
bulku 16

a vystupnich posunu jednotlivych uzli u. Vét§ina nutnych tprav byla zminéna v kapitole 4.

7 Zavér

P1i pouziti vSech zamyslenych metod na zvolenych konstrukcich muzeme dospét k zavéru,
ze prestoze je MATLAB v dnesni dobé velmi rozvijeny, stale se jedna o interpretovany jazyk
a je tedy pomalejsi nez jazyk C++ jakozto jazyk kompilovany. Ani s pomoci kompilace se
nam nepodafilo zvys§it jeho rychlost. Nicméné MATLAB je vhodné prostiedi k testovani
novych metod a k analyzovani chovani skriptu a tfeba i konstrukce vibec. Nabizi totiz
nejen vestavéné funkce, které neni tieba algoritmizovat a optimalizovat, a k nim i obsdhlou
napovédu, ale i grafické rozhrani a ruzné néstroje pro analyzu skriptu.

Pouzité matematické metody jsou zdvislé na velikosti konstrukee a jeji slozitosti. Cim je
se ale vyplati pouzit matice plné. Na typu ulozeni matice pak zavisi volba vhodné matematické
metody. Pro plnou malou matici je vhodné pouzit LU faktorizaci, pro fidkou matici zase
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odchylka [in]
S
T

iterace

Obréazek 10: Zavislost iterace na chybé feseni s casem vypoctu pro 1000 spusténi v sekundach
pro 72-prutovou konstrukci

Choleského dekompozici. Metoda sdruzenych gradienti se ndm neosvédcila, predpokladame,
ze je vhodna pro daleko vétsi konstrukce s fidSimi maticemi tuhosti, nez byly uzity v této
praci.

Dalsim typem ulozeni matice tuhosti je naptiklad pasova matice nebo za pomoci kom-
presovanych fadku, sloupcu nebo jejich kombinace [Vondréacek, 2008a]. Do budoucna hodldme
prozkoumat i tyto varianty.

Do tvahy téz pripadaji dalsi konstrukce pro prozkoumani efektivnosti i ostatnich metod,
a to nejen vétsi pithradové konstrukce, ale i rdmové konstrukce apod. Diky optimalizaci
skriptu budeme schopni do budoucna spustit napiiklad metodu vétvi a mezi, kterd se pouzije
pro diskrétni rozmérovou optimalizaci. Tato metoda je totiz velmi vypocetné naroénd, prestoze
pouzijeme horni odhad (z publikovanych ¢lanku) i dolni odhad (ziskany spojitou rozmérovou
optimalizaci). Pokud bychom tyto odhady nepouzili, pocet feseni by u nejmensi konstrukee tr-
val ptiblizné 1787 let pii pouziti nejrychlejsi vypocetni metody (zde LTL” rozkladu), vizte ta-
bulku 17. Pro ndzornost jsou pak v téze tabulce ukdzany pocty feseni a jejich ¢asova ndrocnost
pro metodu vétvi a mezi, provedou-li 2 iterace nahoru a dvé dolt, kde se pohybujeme napiiklad
kolem pifedem zvoleného feSeni.

Jelikoz tato metoda nebude mozné spustit pouze na jednom jadie jednoho pocitace, jako
se tomu délo v této praci, pfichazi v iivahu nejen paralelizace na jednotliva jadra procesoru,
ale i pouziti pocitacového clusteru. V dnesni dobé se rozviji i paralelni vypocty provadéné na
grafickych kartach, které zvladnou jednoduché operace. Zminme na piiklad program CUDA
od NVIDIA [NVIDIA, 2011]. Bude proto vhodné podrobit analyze i tento typ vypoctu.
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Pocet prutu 10 25 52 72

Pocet skupin prutt 10 8 12 16

Pocet prvku v mnoziné 42 32 64 21

Pocet moznych zaddni 420 =1,7-10'6 328 =1,1-10'2 64!2 =4,7-10%' 326 =1,2.10%
Pocet zadani - B&B° 424 =3,1-106 32*=1,1-10° 64*=1,7-10" 32*=1,1-10°
Doba vypoctu (1000x) 0,0033 s 0,0118 s 0,0201 s 0,0395 s
Doba vypoctu na 1 jadie 1787,3 let 0,41 let 3,01 -10° let 1,51 -10'2 let
Doba vypoctu (B&B) 10,269 s 12,373 s 337,222 s 41,419 s

Tabulka 17: Diskuse poctu feSeni a doby trvani
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A Prehled uzitych anglosaskych jednotek s prevodem do SI

soustavy
Jednotka Nézev anglicky Nézev cesky Ptevod do SI soustavy
in inch palec 1in = 25,4 mm
psi pound per square inch libra sily na ¢tvereény palec 1 psi = 6.894,757 Pa
kp kip - 1 kip = 4.448,222 N

1b/in3 pound per cubic inch  libra sfly na kubicky palec 3,613 -107° Ib/in® = 1 kg/m3

Tabulka 18: Piehled uzitych anglosaskych jednotek s prevodem do SI soustavy
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