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1 Teoreticky ivod

Metamaterial je umelo vytvoreny material, ktory ma mimoriadne vlastnosti,
presahujuce vlastnosti prirodnych materialov. Vdaka technologickému pokroku
v poslednych desatrociach vieme pomocou matematického modelovania a zdo-
konalenych sposobov vyroby, ako je napriklad 3D a 4D tla¢ [1]|, spracovanie
prevyjanim substratu [2]| alebo elektrospinning [3|, navrhnat konkrétny meta-
material na zaklade nasich poziadavok, ¢o nam umoziuje vyhnut sa zdlhavému
experimentalnemu hladaniu vhodného materialu, pricom dané vlastnosti meta-
materiadlov pochadzaju prioritne zo stavby ich mikrostruktiry a nie z chemickych
¢i fyzikalnych parametrov materialu, z ktorého s vyrobené [4].

V nasej praci sme sa venovali auxetickému metamaterialu. Tento typ meta-
materialu mé zapornt hodnotu Poissonovho stcinitela, ktory je definovany ako
zaporne vzaty podiel prieénej a axidlnej deformécie v smere posobiacej sily. Inymi
slovami, po stladeni v prie¢nom smere staéi aj v smere pozdlznom. Vdaka tomu
dokéze lepsie distribuovat energiu, i¢innejsie pohltit zvuk a menej sa v iom Siria
inavové trhliny, v porovnani s beznymi materialmi.

Auxetické metamaterialy tak maju siroku skalu vyuzitia, vyrabaju sa z nich
napriklad ochranné a sportové odevy [5], bezpecnostné prvky do aut 6] a akusticka
izolacia [7]. Svoje uplatnenie nasli aj v medicine, napriklad ako stenty [8| ¢i bandaze
[9] a v leteckom priemysle, kde sa pouzivaji pri vyrobe kridel lietadiel [10]. V
stucastnosti prebiehaju dalsie vyskumy aplikicie auxetickych metamaterialov,
jednym z nich je aj jeho potencialne vyuzitie ako tepelna izolacia [11].
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Obr. 1: Vybrana struktira auxetického metamaterialu

Cielom nasej préace je urcit vplyv geometrie mikrostruktiry auxetického
metamaterialu z Obr. 1 na hodnotu Poissonovho suéinitela v,, a v,, v dvoch
na seba kolmych smeroch. V sekcii 2 vytvorime diskrétny prutovy model jednej
reprezentativnej bunky a nasledne pouzijeme obecnii deforma¢nt metdédu na
vytvoreniu matice tuhosti mikroskopickej struktiary metamateridlu. V sekcii 3
sa z mikroskopickej tirovne presunieme na makroskopicki. Budeme sa zaoberat
homogenizaciou metamaterialu a naslednym vyjadrenim Poissonovho suécinitela
Vs, & V., 7 homogenizovanej matice tuhosti. V sekcii 4 uréime zévislost efektivneho
Poissonovho suéinitela od geometrie auxetického metamaterialu.



2 Strukiira metamaterialu

2.1 Geometria

Na Obr. 1 je znazornena Struktira vybraného auxetického metamaterialu,
ktory pozostava z periodicky sa opakujicej bunky, ¢o nam umoznuje si zvolit
jednu reprezentativnu bunku, s ktorou budeme dalej pracovat a vytvorit jej
diskrétny prutovy model. Bunka sa nachadza v suradnicovom systéme z — 2z so
zaCiatkom v jej strede. Zavedieme si orientaciu kladnej poloosi x doprava a kladnej
poloosi z dolu. Reprezentativna bunka ma stvorcovy tvar a je tvorena 7 prutmi a
8 styénikmi. Cislovanie prutov a sty¢nikov je znazornené na Obr. 2.
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Obr. 2: Geometria reprezentativnej bunky

Vyjadrime si dizku jednotlivych prutov v zavislosti na sirke bunky H a uhle o,
ktory zviera prut 3 s priamkou rovnobeznou s osou = a prechadzajicou sty¢nikom
3. Préave pomocou spominaného uhlu o budeme menit geometriu metamaterialu
a tym jeho vlastnosti. Preto si vSetky nasledujice vztahy vyjadrime v zavislosti
od uhlu «, ktory z dévodu zachovania zvolenej struktiry zobrazenej na Obr. 2
patri do intervalu (0°,45°).



2.2 Numericky model

V nasledujtcich ¢astiach budeme pouzivat obecntu deformaént metédu na
urcenie vztahov medzi koncovymi silami, posunmi a pootoc¢eniami v jednotlivych
sty¢nikoch geometrického modelu z Obr. 2.

2.2.1 Lokalna matica tuhosti prutu

Matica K! (1) je maticou tuhosti prutu v lokalnom sturadnom systéme. Préave
z nej budeme vychéadzat pri tvorbe lokalnych matic tuhosti konkrétnych prutov
nasej Struktury.
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Lokélne matice tuhosti pre jednotlivé pruty ziskame dosadenim vyjadrenych
dlzok prutov, pri¢om plocha prierezu A, Youngov modul pruznosti £ a moment
zotrvacnosti I zavedieme pre vSetky pruty zhodné. Sirku prierezu budeme uvazovat
jednotkovt, vyskou prierezu t tak definujeme vSetky prierezové charakteristiky,
t.].

1
A=1t a I=-—-1-13. (2)
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2.2.2 Globalna matica tuhosti prutu

Ziskané lokalne matice tuhosti teraz potrebujeme transformovat do globalnych
matic tuhosti prutov. Vysledkom bude vyjadrenie koncovych posunov a pootoceni
v globalnom stradnom systéme, ¢o je ovela praktickejSie a lepSie sa nam s
tym bude dalej pracovat. Transformacna matica T; i-teho prutu v zavislosti od
natocenia prutu z vodorovnej polohy vyjadreného uhlom « mé tvar

[ cosa; sina; 0O 0 0 0]
—-sina; cosq; O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ti= 0 0 0 cosa; sina; 0 (3)
0 0 0 -sina; cosa; O
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Lokalne matice tuhosti prutov K! transformujeme do globalneho stiradnicového
systému pomocou vztahov

KY =TIKT,. (4)

2.2.3 Globalna matica tuhosti struktary

Zjednotili sme orientécie posunov a pootoceni matic tuhosti jednotlivych
prutov do globalneho stiradného systému, ¢im sme umoznili ich spojenie do jednej
globalnej matica tuhosti struktary prutov K. Mame 8 sty¢nikov, na kazdom posun
u vV smere osi x, posun w v smere osi z a pootoc¢enie ¢ proti pohybu hodinovych
ruci¢iek, preto nasa matica bude mat velkost 24 x 24. Prvky matice tuhosti
K ziskame sc¢itanim koeficientov prislichajicich k posunom a pootoceniam v
danom sty¢niku, ¢oho dosiahneme lokalizaciou globalnych matic tuhosti prutov
K? do jedinej matice tuhosti K reprezentujucej celt struktaru bunky pomocou
lokaliza¢nych matic L;,

K= LTKIL;. (5)

Pre objasnenie vyrazu (5) sa blizsie pozrieme na sty¢nik 7. V tomto pripade
nam prispievaju pruty 1, 2 a 3 (viz Obr. 2) do globalnej matice tuhosti K na pozicie
prislichajtice posunom a pootoceniam sty¢niku 7. Vdaka principu superpozicie sa
s¢itaju prispevky jednotlivych prutov na rovnakej pozicii v matici K. Uvadzame
tu ako priklad lokaliza¢nt maticu L, patriacu prutu 1 so zaciato¢nym bodom 7
a koncovym bodom 1, a tym matici K,
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3 Homogenizacia

Doteraz sme pracovali s diskrétnym prutovym modelom, ktory sa da popisat
linearnym vztahom

F =Ku, (6)

pricom vektor F obsahuje sily a momenty posobiace postupne na vsetky stycniky,
K je matica tuhosti a u je vektor sty¢nikovych posunov obsahujici u;, w;, ¢;,
postupne pre jednotlivé stycniky.

V nasledujtcich ¢astiach bude nasim cielom uré¢it homogenizované vlastnosti
auxetického metamateridlu na zaklade usporiadania jeho mikrostruktiry. Umozni
nam to skimat spréavanie bunky metamaterialu ako celku, pricom zoberieme do
uvahy vlastnosti jednotlivych jej ¢asti. Dostaneme sa tym z diskrétneho hetero-
génneho modelu metamateridlu na mikroirovni na homogénny makroskopicky
model.

3.1 Energetické tivahy

Material sa prirodzene snazi dostat do stavu, v ktorom méa najmenej ener-
gie, pretoze je to pretho najvyhodnejsie. Z toho moézeme usidit, Zze pri kazdej
deformaécii existuje urcity tvar, do ktorého sa bunka zdeformuje, pretoze vyzaduje
najmenej energie. Ako motivacia nam poslizi potenciilna energia &, linearnej
pruziny, ktorej zaciatoény bod je zafixovany. Jej energia je priamo timerna tuhosti
k a kvadratu posunu volného konca x.

£, - %/m? (1)

Analogicky je mozné napisat energiu £ diskrétneho systému prutov, ktory repre-
zentuje nasu bunku zlozenu z prutov a stycnikov, ako

E= %UTKU. (8)

Obdobne moézeme pre linearne pruzny materidl na makroskopickej trovni, o
objeme V', ktory je vystaveny uniformnej deformécii E, pisat vztah pre energiu

1
En = V§ETDE, (9)

v ktorom D je matica tuhosti hTadaného efektivneho materialu a vektor E obsahuje
jednotlivé makroskopické zlozky tenzoru pretvorenia vo vektorovej forme

E-[E. E.. I.]. (10)

Dodajme, ze uvazujeme dvojrozmerni tilohu a predpoklad rovinnej napjatosti.



3.2 Kinematika prvého radu

V praci budeme uvazovat homogenizéaciu prvého radu, v ktorej je pole posunov
u(Z) mozné pisat ako
i(z) = a"(2) + (), (11)
kde %¥ oznacuje makroskopicku a 4* fluktuacnu ¢ast. Makroskopicka ¢ast pola po-
sunov odpoveda stavu, kedy by bola cel4 bunka zlozena z homogénneho materialu
vystavena konstantnému makroskopickému tenzoru pretvorenia (vo vektorovej
forme) E. Vztah medzi posunmi a pooto¢eniami diskrétneho modelu od makrosko-
pickej casti deformacie %¥, stradnicami daného bodu a vektorom E je vyjadreny
ako

u¥ z 0 3z E,
wE (= 0 2 %xz E, |. (12)
V4 0O 0 O I,

Predpokladame tu teda, ze makroskopické cast neovplyviuje rotacné stupne vol-
nosti. Pre homogenizaciu prvého radu dalej plati, Ze objemovy priemer gradientu
pola posunov 4(Z) musi odpovedat predpisanému pretvoreniu E. Zavedenim
operéatora symetrického gradientu V*¢ definovaného ako

el
3. O
vi=l0 2 (13)
9 9
0z Oz

dostaneme jeho aplikaciou a priemerovanim cez jednotkova bunku €2 vztah
E- JRRIGLE ! [t s v @) e (14)
= — u(z)di = — u”(z u*(z)dz.
2] Jo €2 Jo

Vdaka tomu, ze u¥(Z) je volené prave tak, aby ﬁfg veul (2)dz = E, dostavame
obmedzujuci poziadavok na fluktua¢nu cast pola posunov

1
a fQ Ve (#)di = 0. (15)

Pre diskrétny model méZeme nésledne napisat povodné stupne volnosti u v
zavislosti na vektore E a fluktuacnych neznamych u*. Pre zjednoduSenie oznac¢me

a:[E], (16)

u*
potom mozeme pisat
E )
_[oE _
u=[Q |]lu*]—Qu, (17)

kde | je Stvorcova matica identity a QF je zloZena z blokov odpovedajucich
vyrazu (12).



3.3 Periodické okrajové podmienky

Nulovy priemerny gradient fluktuacnej ¢asti pola posunov je mozné dosiah-
nut s uvazovanim periodickych okrajovych podmienok pre fluktua¢né posuny.
Umoznuje nam ich zaviest prave struktura skimaného metamateridlu, v ktorej
sa periodicky opakuje jedna reprezentativna bunka. Tieto podmienky st za-
roven prirodzenym modelovym predpokladom pri materiali, v ktorom sa jeho
geometria periodicky opakuje. Pri deformécii nasej bunky sa jej okolité bunky,
pre zachovanie Struktary, buda deformovat rovnako. Pripomenme, ze pévodny
model mé 3x8 fluktuacnych stupiiov volnosti. Zavedieme si vektor a*, do ktorého
usporiadame 3x5 fluktua¢nych premiestneni (na 5 sty¢nikoch struktiry buda
rozdielne premiestnenia). Nahradime nimi p6vodné posuny a pootocenia bodov
homogenizovanej bunky na miestach, kde sa nachadzali styc¢niky.

2

Obr. 3: Periodické okrajové podmienky

Na Obr. 3 su zobrazené rovnakou farbou body, v ktorych budt zhodné posuny
a pootocenia. V mieste sty¢niku 2 predpiSeme nulovy posun uj a wj, pricom
pootoceniu ¢; nebudeme branit. Tymto krokom dosiahneme, Ze bunka sa nam
nebude v priebehu deformécie samovolne pohybovat v priestore ako tuhy celok,
ale ostane ukotvena. Z dovodu periodickosti struktiry metamateridlu buda nulové
aj fluktuacné posuny v bode styéniku 5, pretoze zdola susedi s reprezentativnou
bunkou rovnaka bunka, ktorej bod sty¢éniku 2 pred homogenizéciou je zhodny s
bodom 5 diskrétneho modelu bunky.

Nezéavislé stupne volnosti pre periodické posuny a pootocenia a* je mozné
spojit s premiestneniami sty¢iknov odpovedajicich fluktuacnej casti deformécie u*
pomocou matice P. Obdobne, ako v (16) je moZzné rozsirit tieto nezavislé stupne
volnosti o stupne volnosti odpovedajuce makroskopickému pretvoreniu, matica
P prepaja makroskopické pomerné deformacie E a fluktuaéné premiestnenia u,



napisané vo vektore U s periodickymi okrajovymi podmienkami a;.

SERIE

Spojenim makroskopickej a fluktuacnej zlozky deformacie do vektoru

a:[E] (19)

aX—

dostaneme vztah pre posuny a pootocenia jednotlivych bodov bunky metamate-
rialu

u=QP 3. (20)



3.4 Eliminacia sty¢nikovych premiestneni

Teraz mézeme vyjadrit energiu diskrétneho modelu periodickej bunky z rov-
nice (8) v zavislosti na makroskopickej deformacii E a fluktuaénych neznamych
a* dosadenim vyrazu (20) do (8) ako

Tr —~ —~
1 E Kee Kgor E l g0 o
* = — — — = — . 21

V dalsom kroku si vyjadrime premiestnenia sty¢nikov a* vzhladom na pomerné
deformacie bunky E, pretoZe nés zaujima spravanie homogenizovanej bunky ako
celku, nie jej jednotlivych bodov. Budeme uvazovat zafixované makroskopické
deformacie E, pricom hladame fluktuacné premiestnenia a* ako minimizér energie
E(E,a*) pre dané deformacie E, t.j.

1

1 1 1
3(E) = argmin ~ETKppE + ETKpgaa* + —a* 'K pE + —a* TKa*.  (22)
) 2 2 2

Matica K je symetrické a pozitivne definitna, preto funkcia (21) nadobuda globélne
minimum v bode jej nulového gradientu

Va+E(E,a")

KorE + Kad(E) = 0. (23)

a*=3(E)
Vdaka tomu dostaneme vyjadrenie minimizéru a(E)

a(E) = -K o KarE. (24)
Dosadenim 3(E) do (21) ziskame energiu zavisla iba na makroskopickych defor-
maciach E

Ko) E. (25)

~ 1 —~ o~

g(E) = g(E,E(E)) = 5 ET(KEE - KEQ* Ka_}a*
Pre zjednoduSenie nazveme Schurov doplnok z predchadzajicej rovnice (25)
efektivnou maticou tuhosti Keff

Keff = (REE - ’K\EQ*R;}CL*’K\(Z*E) 5 (26)

¢im moézeme vyjadrit energiu diskrétneho prutového modelu bunky ako
~ 1
E(E) = §ETK6HE. (27)

Porovnanim vy$sie uvedeného vyrazu (27) a vyrazu pre energiu homogénneho
materialu o objeme V =1-|Q| =1 H - H, podrobeného konstantnej deformacii
E v rovnici (9) ziskame vysledny vztah pre homogenizovani materidlovia tuhost
auxetického metamaterialu

1
Dhom = — KT 28
> (28)



3.5 Uréenie Poissonovho stéinitela

N&s metamaterial je ortotropny, pretoze je symetricky v troch vzajomne
kolmych smeroch. Vyplyva z toho, Ze v rovine xz bude mat 2 hodnoty Poissonovho
stucinitela v zavislosti od smeru predpisanej pomernej deformécie. Napétie v
metamateriali budeme znacit ¥, aby sme odligili makroskopicku troven, na ktorej
prave pracujeme od mikroskopickej. KedZe o¢akdvame vysledny linearny vztah
medzi makroskopickou deformaciou E a makroskopickym napétim X, plati

Y = DhomE (29)

Rozpisanim vyrazu (29) po zlozkach dostaneme

Yo =] dwe d., O E,., |. (30)
Exz 0 0 G:vy Fzz

Zlozky d,, a d,, st rovnaké, pretoze celkova matica tuhosti musi byt sy-
metrickd. Pre stanovenie Poissonovho ¢isla v;; prevedieme myslienkovy jednoosy
tahovy /tlakovy experiment, v ktorom predpiSseme makroskopicki deforméciu v
smere ¢ a z podmienky nulového makroskopického napétia v smere j dopocitame
nevyhnutnu deformaciu v smere j. Vysledkom tohto myslienkového experimentu
st dva nasledujuce vztahy

= dxz
B = - E,., (31)
= dzz
EP= = y E.., (32)

pomocou ktorych uZ jednoducho vyjadrime hodnotu Poissonovho stéinitela pre
obidva smery, kedZe sa jedné o zaporny pomer dopocitanej a predpisanej veliciny.
Vysledné vztahy pre vypocet Poissonovho sucinitela v dvoch na seba kolmych
smeroch maju tvar

Ef d,,

Vas = = = =~ (33)
EV:EE;;ZZ dZ$

Vig == p— =7 (34)

10



4 Vysledky

4.1 Poissonov sucinitel

Zavislost Poissonovho suéinitela v,, a v,, od velkosti uhlu « je zobrazené
na Obr. 4. So zvic¢sujucim sa uhlom « rastie absoltitna hodnota Poissonovho
sucinitela v,,. Poissonov sudintel v,, ma extrém o velkosti v,, = —2.45 pri uhle
a = 11.57°. Do tohto bodu jeho absolitna hodnota prudko rastie a nésledne potom
zacne klesat.

0 5 10 15 20 25 30 3 40 45
afl’]

Obr. 4: Poissonov suéinitel v zavislosti od uhlu «

Poissonov sucinitel sme v zavislosti od uhlu « vyjadrili s vopred stanovenou
vyskou prierezu jednotlivych prutov ¢t = 0.1H . V nasledujtcich grafoch mozete
vidiet hodnoty v,, a v., v zavislosti na vyske prierezu s rozlicnou geometriou
struktury, ktora je ovladané pomocou uhlu . Absolutna hodnota Poissonovho
sucinitela v, aj v, klesa so zvacsujucou sa vyskou prierezu. Je tu nutné pozna-
menat, ze cely model je zalozeny na Bernoulliho-Navierovej hypotéze, ktora je
presna pre relativne stihle pruty. Vyska prierezu nad ¢ = 0.1H je uz nad bezne
odporucant hranicu platnosti tejto hypotézy nehladiac na fakt, Ze prutovy model
pre vacsie hodnoty uz prestava stacit .

11
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Obr. 5: Zavislost Poissonovho suéinitela na vyske prierezu ¢ pre vybrané uhly «.

V[

-0.4

-0.6

-0.8

-0.86

-0.88

-0.9

-0.92

V[l

-0.94

-0.96

-0.98

0 0.02 0.04

0 0.02 0.04
YH[]

(b) a = 10°

0.06 0.08 0.1

0 0.02 0.04
YH[]

(d) a = 30°

0.06 0.08 0.1

———mv .
xz ’

0.06 0.08 0.1
YH [

(f) o = 45°



4.2 Modul pruznosti v smyku

Z matice (30) vieme okrem Poissonovho stéinitela priamo ziskat aj hodnoty
modulu pruznosti v smyku G,.,. V Obr. 6 uvddzame vysledky modulu pruznosti v
smyku v zavislosti od velkosti uhlu «, pricom sme uréili vysku prierezu ¢t = 0.1H a
Youngov modul pruznosti F =3 GPa. Z grafu moézeme vidiet, ze modul pruznosti
v smyku G, klesa s rasticim uhlom «.

3<106
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Obr. 6: Modul pruznosti v smyku v zavislosti od uhlu «

4.3 RozSirenie intervalu uhlu o

Skumali sme aj vplyv véicsieho uhlu a na vysledné vlastnosti auxetického
metamaterialu. Za predpokladu, ze jednotlivé pruty sa nebudd pretinat mozeme
pracovat s uhlom « z intervalu (0°,63°), pri¢om Struktira metamateridlu ostane
zachovana.

Zaujimavé je najmé spravanie Poissonovho suéinitela v,, a v.,, ktoré nado-
budnt rovnaki hodnotu v = —=0.9139 pri uhle a = 46.573°. Od tohto bodu sa
zanu rozchadzat, pricom v, rastie spolu so zva¢sujicim sa uhlom a v, zacne s
rasticim uhlom « prudsie klesat. Hodnoty modulu pruznosti v smyku nadalej
klesaju s rasticim uhlom a.
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a 46.573°
v -0.913869

Obr. 7: Poissonov stcinitel v zavislosti od uhlu a € (0°,63°)

G [Pa]

Obr. 8: Modul pruznosti v smyku v zéavislosti od uhlu « € (0°,63°)
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5 Zaver

Cielom prace bolo urcit vplyv geometrie, parametrizovanej pomocou uhlu a,
vybranej topolégie auxetického metamaterialu na efektivne hodnoty Poissonovho
sucinitela pre dva na seba kolmé smery.

Pre dosiahnutie tohto ciela sme na zaciatku prace, s vyuzitim obecnej defor-
macnej metody, vyjadrili lokdlne matice tuhosti pre jednotlivé pruty. Nasledne
sme ich transformovali do globalneho stiradnicového systému a prepojili do jednej
matice tuhosti K struktiary bunky. V dalSom kroku sme zaviedli predpoklady
homogenizéacie prvého radu a pévodné stupne volnosti diskrétneho modelu sme vy-
jadrili pomocou stupiniov prislusnych makroskopickych pretvoreni a fluktua¢nych
stupniov volnosti. Pre fluktuacné stupne volnosti sme dalej zaviedli predpoklady
periodicity a u vybraného bodu sme zabranili posunom pre zabranenie posunu
bunky ako tuhého celku. Na zaklade energetickych tivah sme zostavili vyraz pre
energiu diskrétneho systému s uvazovanim vyssie uvedenych stupiiov volnosti.
Kedze sa fluktuacné stupne volnosti dajia chapat ako vnutorné premenné diskrét-
neho modelu metamaterialu, je mozné tieto nezname odkondenzovat pomocou
Schurovych doplnkov a ziskat tak, po vydeleni efektivnym objemom periodicke;j
bunky, vysledntt homogenizovani tuhost skiimaného metamaterialu. Ako posledny
krok sme z vyjadrenej homogenizovanej matice tuhosti urcili efektivne hodnoty
Poissonovho sucinitela pre dva na seba kolmé smery.

Z vyslednych grafov zavislosti efektivneho Poissonovho sué¢initela na zvole-
nom uhle « vyplyva, Ze absolttna hodnota Poissonovho suéinitela v, rastie so
zvadsujucim sa uhlom «. Poissonov sucinitel v,, v smere kolmom na v,, ma
odlisny priebeh. Jeho absolutna hodnota dosahuje maxima pri uhle a = 11.57°,
odkial za¢ne klesat a priblizovat sa hodnotam v,,. Vyska prierezov jednotlivych
prutov, z ktorych sa Struktira metamaterialu skladé, vyrazne ovplyviuje velkost
Poissonovho suéinitela v, aj v.,, pricom jeho absolitna hodnota s rastticou
vyskou klesa. Po rozsireni intervalu uhlu na a € (0°,63°) sme ziskali bod, v ktorom
sa hodnoty Poissonovho suéinitela rovnaju a maju velkost v = —0.9139.
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