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Cile prace a predpoklady alohy

Cil prace

Nalézt velikost axialni sily, ktera zptisobi ztratu stability idealniho
prosté podepfeného Timosenkova prutu obecného priifezu.
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Cile prace a predpoklady alohy

Predpoklady reseni alohy

Predpoklady o prutu

@ Prut je staticky urcité podepren (jako prosty nosnik)
e Strednice nedeformovaného prutu je Gsecka

@ Prut je materialové dokonale homogenni, material je z hlediska
mechanickych vlastnosti izotropni

o P¥i piasobeni zatizeni se prut deformuje linearné pruzné

Zatizeni plsobici na prut

@ Na prut piisobi pouze vnéjsi axialni sila P

Vztah mezi zatizenim a deformaci prutu

@ Pouzivame zjednoduSeny vztah mezi zatizenim prutu a jeho
deformaci - Timosenkovu teorii ohybu prutu
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Cile prace a predpoklady alohy

Timosenkova teorie ohybu prutu

Evzen Korec Ztrata stability prosté podepreného Timosenkova prutu



Cile prace a predpoklady alohy

Predpoklady reseni alohy

Zptsob analyzy ztraty stability prutu

Pouzijeme teorii 2. Fadu.
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Timosenkova teorie ohybu prutu

Predpoklady teorie

@ Prafezy primého prutu kolmé na deformovanou strednici, se pFi
deformaci pootoci o urcCity Ghel - zdstavaji rovinné

@ Deformované priifezy nemusi byt kolmé na deformovanou
stfednici - zobecnéni Eulerovy-Bernoulliovy teorie

@ Pootoceni deformovanych priifezéi od myslené kolmice na
deformovanou strednici je dasledkem pfisobeni posouvajicich sil

Q
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Timosenkova teorie ohybu prutu

1) = 0) + 0lx) = ope

Ao :A/m

A - plocha priifezu m - opravny
smykovy koeficient

Pro Ctvercovy priifez plati
m=~1.2

Pro kruhovy priifez m ~ 1.11
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Timosenkova teorie ohybu prutu

Geometrické rovnice

K(x) = ¢'(x), (3)

kde x je nékdy oznaCovana jako pdeudokfivost stiednice.
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Timosenkova teorie ohybu prutu

Materialové rovnice

Q(x) = GAyy(x), (4)

M(x) = Elx(x), (5)

kde E je Youngiiv modul pruznosti a / je moment setrvacnosti
prirezu.
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Timosenkova teorie ohybu prutu

Staticka rovnice pro ohybovy moment M

M(x) = Pw(x). (6)
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Statické rovnice pro posouvajici silu Q - Engesserova
formulace

Engesser 1889,1891

Q(x) = PO(x) = Pw'(x) = M'(x).

/ QEn_qs:sseT
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Statické rovnice pro posouvajici silu Q - Haringxova
formulace

Haringx 1942 - Ztrata stability
spiralovych pruzin

Q(x) = —Pp(x).
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Timosenkova teorie ohybu prutu

Srovnani Haringxovy a Engesserovy formulace

i

o |9
°
\k

QHe'rmgx

/ QEngesser
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Okrajové podminky

=
Pw(0) = El¢'(0) = ¢/'(0) = 0
Pw(L) = El'(L) = /(L) =0
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

CagW () = w(x) = o(x), (7)

—Pw(x) = El¢'(x). (8)
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Kriticka sila podle Engesserovy formulace

w € C2(0,L),w(0) = w(L) =0, p € C{0,L),¢'(0) = ©/(L) =0

P
W'+ ————5—w=0, (9)
El(1— ——
( GAy
—w’ —Aw =0, (10)
2
N -
S TC P
GAo
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Kriticka sila podle Engesserovy formulace

IGEAy? (12)
GAoL? + El7?’

Kriticka sila mtize v tomto pfipadé byt pouze kladna, tedy tlakova.

'DEng:
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

= Po(x) = GAo(x)((x) + w'(x)), (13)

Pw(x) = El(x)¢'(x). (14)
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace

w € C2(0,L),w(0) = w(L) =0, p € C{0,L),¢'(0) = /(L) =0

P(P + GAo)

" AP )

w4 IGEA, w =0, (15)
—w" = Aw =0, (16)
2 P(P+ GAp)

A= T e (a7
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace

12
2 )
Kriticka sila je kladna i zaporna, tedy tlakova i tahova

—GAy + \/G2A2 + —IGEAO

PHar:
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Porovnani Eulerovy, Engesserovy a Haringxovy tlakové
kritické sily pro E/G =3

E/G=3
B T T T
Engesser
Haring:
ar Euler H
4F 4
w
E3 ]
=
®
21 4
1F 4
0
] 14
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Porovnani Eulerovy, Engesserovy a Haringxovy tlakové
kritické sily pro E/G = 20

EiG=20
B T T T
Engesser
Haring:
ar Euler H
4F 4
w
£ 3 _
21 4
1F 4
D —I—f—‘l—_v_ e
] 2 4 G g 10 12 14
Lir
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Tahova kriticka sila

2 )
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Tahova kriticka sila

PHar%_GAO
E 1 1
= ———— = — A — E
G 20+ 0)’ O<r<0,5=6G (2 3)
=
PHar 1 1
ar N~ — A—|sw3 ) E
7H Ao (2 3>

1 1
€Har = — 5"’5
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Tahova kriticka sila

James M. Kelly 2003 - Tension Buckling in Multilayer Elastomeric
Bearings
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Ridici rovnice a Jjejich reseni pro prizmaticky prut

Tahova kriticka sila

S. Caddemi, I. Calié, F. Cannizzaro 2015 - Tensile and compressive
buckling of columns with shear deformation singularities
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Cile prace a predpoklady alohy
Timosenkova teorie ohybu prutu

i rovnice a jejich reseni pro prizmaticky prut
rovnice a jejich reSeni pro neprizmaticky prut

Sendvicové nosniky a panely
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Engesserovy formulace

Huang, Zhang, Rong 2015 - Buckling Analysis of of Axially
Functionally Graded and Non-Uniform Beams Based on
Timoshenko Theory

Ma(x)w™ (x) + M3 (x)w®) (x) + Ma(x)w" (x) + My (x)w'(x) = 0.
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Ridici rovnice podle Haringxovy formulace

= Po(x) = GAo(x)((x) + w'(x)), (21)

Pw(x) = El(x)¢'(x). (22)
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace

w € CH0,L),w(0) = w(L) =0, p € C3(0,L),¢'(0) = /(L) =0

2

- (E0 ) = (g

o) + P> o(x). (23)
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - variaéni formulace

t / / 2 t 1
/0 El(x)¢' (x)v'(x)dx — P /0 Aol o(x)v(x)dx (24)

L
—P/O e(x)v(x)dx =0 Vv(x) € H.
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - variaéni formulace

1
~lytE \/(foL PP H Sy g o B

P 1
2 2
lo Gag#

(25)
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - MKP

Ulohu FeSme metodou koneénych prvkii na Hp, kde H, C H's
bazovymi funkcemi vi(x), x € (0,L) a i=1...n.
Plati tedy

n
o= oy, i=1..n, (26)
i=1

kde «; jsou neznamé realné koeficienty.

t / ! 2 ‘ 1
| Eceua - [ sentontoi (@)

L
P /0 a()Bi(x)Ax =0 ().
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - Kvadraticky
problém vlastnich Cisel - linearizace

— Ku + P’Mu + PRu = 0. (28)

Vo =u, vi=~Fu

KV2 — PMV1 - RV1 =0
tedy

PV2 =Vi,= KPV2 = KV1
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - Kvadraticky
problém vlastnich Cisel - linearizace

Ziskavame tedy soustavu rovnic pro neznamé vektory v; a vy
R —K\ _,(-M 0
Kk o )'7 o —k/)v

v=(v1 v2)T

kde
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Ridici rovnice a Jjejich reSeni pro neprizmaticky prut

Kriticka sila podle Haringxovy formulace - Kvadraticky
problém vlastnich Cisel - iteracni reseni

Guo, Lin a Wang 1995 - Numerical Solutions for Large Sparse
Quadratic Eigenvalue Problems

Ku = P(AM + R)u. (29)

A=X=>P=F

)\:P0:>P:P1

n)

| An— Pn|< e
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ovnice a jejich reseni pro neprizmaticky prut

Zavéry

Zavery
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i rovnice a jejich resSeni pro neprizmaticky prut

Deéekuji za pozornost
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