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Zakladni predméty vyucované na katedré mechaniky a jejich vzajemna vazba

e SM1, SM2 - vypocet reakci na staticky urcitych konstrukcich, vypocet pribéhi
vnitfnich sil na staticky urcitych konstrukcich
zdkladni predpoklad - konstrukce nebo jeji éast (¢asti) se chova jako tuhy prvek
(nedeformuje se)
zakladni metody reseni - podminky rovnovahy, podminky ekvivalence. Pripo-
menme, ze podminky rovnovahy bylo mozno odvodit uzitim Principu virtudlnich
posunuti - obecny princip rovnovahy
prifezové (A, I,, S,) a materidlové (E, G, v) charakteristiky se ve vypoltu neu-
platnily

e PRPE - analyza napjatosti a pretvoreni (Clebschova metoda) prutt
zakladni predpoklad - znalost priibéhii vnitfnich sil a prirezovych a materidlovych
charakteristik
zakladni metody reseni - podminky rovnovahy, energetické metody - Ritzova me-
toda

e SM3 - vypoclet pretvoreni a vnitfnich sil na staticky neurcitych konstrukcich
zakladni predpoklad - znalost pribéhd vnitrnich sil na staticky urcitych konstruk-
cich a také prirezovych a materidlovych charakteristik
zdkladni metody feseni - podminky rovnovéhy, deformacni podminky (napf. pod-
minky spojitosti), Princip virtudlnich posunuti, Princip virtudlnich sil



Napli predmétu SM3

e Pretvoreni prutovych konstrukci - vypocet uzitim principu virtudlnich sil
e Analyza staticky neurcitych konstrukci - vypocet reakci, pribéhi vnitfnich sil a
pretvoreni
— Metody reseni

x Silovd metoda - Princip virtualnich sil
x Deformacni metoda - Princip virtudlnich posunuti



TENSOR NAPETI A DEFORMACE

<Y

Obrazek 1: Volba soufadnicového systému

Pole posunuti, deformace, napéti v materidlovém bodé

{u}:{uvw}T (1)

Obecné 9 slozek pole napéti Ize uspofddat do matice [3x3] - TENSOR NAPETI
Pokud je téleso namaho pouze povrchovym a objemovym silovym zatiZzenim (momen-
tové zatizeni neni uvazovéno), pak z momentovych podmninek rovnovéhy vyplyva, ze
tensor napéti je symetricky - véta o vzajemnosti smykovych napéti

Oz Tay Tzz
ol = | Toy o0y Ty (2)
Tez Tyz Oz



Obecné 9 sloZek pole deformace Ize usporadat do matice [3x3] - TENSOR DEFORMACE

€ Ezy Ezz
[e] = | €ay & Eya (3)
€xz Eyz &z

Pozn. Slozky tensoru, podobné jako slozky vektoru, zavisi na volbé souradnicového
systému.

Transformacni vztah pro vektory

Méjme dva soufadnicové systémy x,y, z a ', 1/, 2/ a materidlovy bod P o souradnicich
{xp} = {xp,yp, zp}". VyjédFeni bodu P v pootocenych soufadnicich 2,3/, 2’ obdrzime
aplikaci transformacni matice [T] ve tvaru

{xp}' = [T]{xr} (4)

Obddobné transformujeme vektor (tensor 1. fadu) posunuti
{u} = [T1{u} (5)

Transformacni vztah pro tensory - pfipomenme transformaci tensoru setrvac¢nosti
Rikame, Ze matice [A] typu [3x3] je tensor 2. fadu, pokud se jeji slozky transformuji
podle nasledujiciho transformacniho vztahu

(A" = [T][A][T]T (6)

Pozn. - transformaéni matice [T] je matice ortogonalni, nebot plati [T]™" = [T]T.



Vektorova representace tensoru napéti a deformace
Vzhledem k symetrii tensori napéti a deformace lze tyto veliciny prepsat do vektoru ve
tvaru

{U}:{ Oxx Oyy Ozz Tyz Tzz Tay }T (7)

{e} = { Cex Eyy Czz Vyz TVex ay }T (8)
Pozn. - poznamenejme, Ze
Yoy = 2Ezy-

Hustota potenciélni energie deformace W (¢), respektive komplementarni energie W* (o)

oW (¢) 1 -
(0} = S WesE -l Rl ) ()
ow™ 1
€= B W= e o)+ o) (10)
kde matice [D] (obecné [6x6]) je materidlovd matice tuhosti. Vzhledem ke vztahu (9)
|ze ukédzat, Ze matice tuhosti [D] = [C]™" je symetrickd. Matici [C] nazyvdme matici
poddajnosti.
oA E
T 1
o W*(0)
W)
X \\ -
€0 e




Plati

{o} = [DI({e} —{eo}) (11)
{e} = [C{o} +{eo} (12)
{3 e} = W(e)+W (o) (13)

REDUKCE DIMENZE Z POHLEDU NAPJATOSTI

e Dvourozmérny problém - 2D

— Problém rovinné napjatosti - stény, desky

— Problém rovinné deformace - ndspy, tunely, prehrady, stavebni jamy

— Osové soumérny problém - kruhové zaklady nebo pilotové zaklady, chladici
véze

e Jednorozmérny problém - 1D - prutové konstrukce



PROBLEM ROVINNE NAPJATOSTI

Sténovy problém

Zakladni predpoklad - a,b >> h
Oy = Tyz = Ty = 0

Vysledny tensor napéti



PROBLEM ROVINNE DEFORMACE

Priklad prehrady, sypané hraze

hladina vody i

Zakladni predpoklad - a,h << b
€, = Egz =€y, =0
Vysledny tensor napéti

Op Taoy 0O
o] = | Tuy o, O
0O 0 o,

Poznamka - z Hookeova zdkona plyne, ze

o, =v(o, +0y)

(15)



JEDNOROZMERNY PROBLEM

Nosnik

’

4

A
\

Zakladni predpoklad - b, h << L Vysledny tensor napéti

Or Tgy Tzz
o= T 0 0
Tz 0 0



ZAKLADNI ROVNICE TEORIE PRUZNOSTI

Operétorova matice [0]

o) g 0

SEEEY.
[3]208—3,(8)%2& (18)

00 2 2 2 0

Deformacdni varianta teorie pruznosti
Statické rovnice  [0] {0} + {X} = {0}
Fyzikalni rovnice {o} =Dl ({e} — {eo})

Geometrické rovnice {e} =[0] T{u}

kde [D] je matice materidlové tuhosti, {X} je vektor objemovych sil a {eq} je vektor
pocatecnich deformaci.

Statické okrajové podminky
{p} =[] {o} (19)
Matice slozek jednotkové normaly [n]
ng, 0 0 0 n, n

=0 n, 0 n, 0 ny (20)
0 0 n, ny n, O



PRICIP VIRTUALNICH PRACI

e Principy virtudlnich praci

1. Princip virtudlnich posuni

2. Princip virtudlnich sil

Okrajové podminky
e kinematické okrajové podminky predepsané na hranici I, : {u} — {u} = {0}

e statické okrajové podminky predepsané na hranici I, : {p} — [n]{c} = {0}



PRINCIP VIRTUALNICH POSUN - obecny princip rovnovahy

Zakladni predpoklady: geometrické rovnice a kinematické okrajové podminky jsou spl-
nény presné (v kazdém bodé télesa), zatimco podminky rovnovahy (Cauchyho rovnice
uvnitf télesa (2 a statické okrajové podminky na I', jsou splnény v priiméru s urcitou
vahou. Matematicky lze tento predpoklad vyjadrit ve tvaru:

/Q{éu}T([@] {o} +{X})d+ A {ou} " (=[] {o} + {PH)d2=0  (21)

kde virtudlni posuny {du} musi splfiovat geometrické okrajové podminky na I', a geo-
metrické rovnice uvnitr télesa (2

{ou} = {0} naTy,, {6e} = [0]{6u} unvniti Q
Green(iv teorem - integrace per partes:

1. integrace v 1D: fOLu(a;)’v(x) dr = [w]f — fOL uw(z)v(z) de

2. integrace v 3D: [, {u(x,y, )} [0{o(x,y,2)}dQ2 = [{u}T [n] {o}dT— [, {u}T [9] {o}dQ

()7

Princip virtualnich posuni
UZitim Greenova teoremu Ize rovnici (21) prevést na tvar

/Q (6} {o}d = /Q (5u}T{X}dQ + /F {6u}T{p}dl (22)

J/
V -~

virtualni prace vnitrnich sil virtualni prace vnejsich sil

kde {p} = {P(x,y,2)}




PRINCIP VIRTUALNICH SIL - obecny princip spojitosti

Zakladni predpoklady: podminky rovnovahy (Cauchyho rovnice uvnitf télesa) 2 a stat-
cické okrajové podminky na I', jsou splnény presné (v kazdém bodé télesa), zatimco
geometrické rovnice a kinematické okrajové podminky jsou splnény v priméru s urcitou
vahou. Matematicky lze tento predpoklad vyjadrit ve tvaru:

/Q{5U}T({€} — (0] {u}) dQ + A {op} ({u} — {u})da =0 (23)

kde virtudIni stavy {de} a {dp} nesmi narusovat rovnovdhu uvnit télesa Q2. PoloZime-li
{6X} = {0} uvnitf Q@ a {dp} = {0} na I, pak musi platit

n] {0} = {0} nal,, [0] {00} = {0} unvniti
Princip virtualnich sil

UZitim Greenova teoremu Ize rovnici (23) prevést na tvar

/Q {60} {e} dQ = : @ Tu}ydr (24)

[n{o}

Vv
komplementarni virtualni prace vnejsich sil

komplementarni virtualni prace vnitrnich sil




PRICIP VIRTUALNICH PRACI - NOSNiIKOVY PRVEK

Pracovni diagram - 1D

(o}

SW=dty

w* \\\\ SW=1 &y

1. Volime hlavni centrdlni soufadnicovou soustavu s pocatkem v tézisti prirezu

2. Rovina zatizeni obsahuje rovinu xz — ohyb v roviné xz — nenulové vnitrni sily
- N7 My7 Qz

3. Osa y je osou symetrie — 7,,, = 0, nebo zanedbame zkoseni v roviné zy — 7., =
0— Ty =Gy =0
FyzikaIni rovnice

o = B — <) 5=%+60 (25)



Vztah mezi napétim a vnitfnimi silami

M,

N y
_ ngy(z)
T e 20

Ohybany, tazeny/tlaceny prut bez vlivu smyku
(Bernoulli-Navierova hypotéza)

Bernoulli-Navierova hypotéza - priifez rovinny a kolmy na strednici prutu pred deformaci
z(stdva rovinny a kolmy na strednici prutu i po deformaci




Vztah mezi vnitfnimi silami a pretvorenim

N::EAEE—M) J%:EQ/T¢4
dl’ A
d2w
My = _Ejyﬁ - MO MO = Fa ATZ dA

kde Ny, My predstavuji vliv teploty

Pripomenme disledek Bernoulli-Navierovy hypotézy

dw(x
u(z,z) = wuo(z) — d§;>z
_ O, ow _ dw
T2 T 5, T or T dn

Hustoty energie a virtualni prace [J/m?]

w = w(x)
dw
—— —0
dx

(29)

(30)

1 1
e Hustota potencidlni energie deformace - W = 50(5 — &) = §E(6 —&0)?

1 2
e Hustota komplementarni energie - W* = 50’6 + o5y = 5% + oep
T oy ow
e Hustota virtudlni prace vnitfnich sil - 0W = 8—58 = F(e —gg)de
5
owW*

e Hustota virtualni komplementarni prace vnitfnich sil - W * =

Jo

oo =

¥
— €
B 0

) do



Energie a virtualni prace [J]

e Virtudlni prace vnitrnich sil
b, = /5WdQ:/E(€—€0)5€dQ
Q Q
.« _ 10 g
SE; = /QM/V dQ—/Q(EJreo)cSadQ

e Energie vnitrnich sil

E, = /WdQ—%/ (5—50)2dQ

Pocatecni deformace - vliv teploty: ¢ = oT'

(33)

(34)



Ohybany, tazeny/tlaéeny prut s vlivem smyku
(Mindlinova hypotéza)

Mindlinova hypotéza - priirez rovinny a kolmy na strednici prutu pred deformaci zlistava
rovinny i po deformaci, ne vsak jiz kolmy na deformovanou stfednici prutu

y @ ________________________________________ - y® prumerne napeti

rumerne zkoseni . "*
P teoreticka normala . Av :

Y pseudonormala

techa
. . -W
kinematika u(x,z) = ug(x) + @)z
Y.(Z) bez vlivu smyku  y=0 ®
§=-w
Fyzikalni rovnice pro smyk
dw
= — 37



kde soucinitel x plyne z rovnosti praci skutecnych napéti a zprimérovanych napéti.
Pripomerime rovnice (26) a (28). Pak plati:

—2
Q2 /Sy(z)
/A ! GIZ /1 12(2) (39)
2
/AT’)/ dA TYA = e (40)

Poznamenejme, Ze v rovnivi (40) jsme uplatnili vztahy

Q. T Q.
T4 TTRG T KGA (41)

Porovnonanim vyrazd (39) a (40) nakonec dostaneme

Ly (42)
5:(2)

Ay gy da

U obdélnikového prifezu je k = 5/6



Hustoty energie a mé&rné virtudlni prace s vlivem smyku [J/m3]

e Hustota prace vnitrnich sil

1 1

W = §E(6—50)2+§/{G72
102 1 72

WwW* = —— _
NI YT

e Hustota virtualni prace vnitrnich sil
W = E(e —eo)de + kGydy

SW* = (% + 50) Jo + édf

Energie a virtualni prace s vlivem smyku [J]

e Virtudlni prace vnitrnich sil
VE;, = / [E(e — €0)0e + kG| dQ
Q

SE; = /Q[(3+eo> 6 + —=or| A0

E kG

e Energie vnitrnich sil

1
Ei = 5/ [E(€—€0)2+KG72} dQ2
Q

1 /0?72
o= [ |22+ dn
= [ (E ) e

(47)

(48)

(49)

(50)



SOUHRN

Prutovy prvek

f,
NEARMAALARSAR

—— »‘—»—»-»»—»—»

| N =
1 Q
7' dx f" yo 0
z

koncove deformace prurezu
b
U=uUp+ (PyZ Us

Diferencidlni podminky rovnovahy na prutu m, = 0

dN —=
o - s
Q.
d(L’ - fz
dM,

L= Q.
M, 7

dz?



Napéti a deformace

SOUHRN - pokracovani

N n M,
= — 4+ —z
7T AT,
Lo @
A
du dg@ ’ /
€ = d—;—i-d—xyz = U0+§0yz
dw ’
TS ety Tt
g = of = a(To+AT%>
Virtualni napéti a deformace
ON oM
oo = — z
o ) + I, 4
0Q:
5t —
! A
du dgp ’ ’
b = -2 +0-tz = buy +0p,2
dw ’
oy = (590y~|—(5a = 0py + 0w
580 =0



SOUHRN - pokracovani

N:/UdA
A

M, = /szA
A

Vnitrni sily - vyslednice napéti

Qz == /szdA
A
Vnitfni sily - fyzikalni rovnice
N = gadt N
dz
M, vy, bez vli k
= — —_ (SVA 1Vu S1Im u
y Y2 0 viv Yy
M, — BLY% li k
y = ydx_ 0 SV1vemsmyu

dw

., = kGA
@ & (Soy—i_ dx

—_—
v

) s vlivem smyku



SOUHRN - pokracovani

Pretvoreni

% B N;ANO (72)
A ha 73
((i;;) = _%E;ijwo bez vlivu smyku ¢, = —% (74)
% = %ELI;% s vlivem smyku (75)

Virtualni pretvoreni
8y + %) = :(%4 (77)
31212) = —(;]\;[j bez vlivu smyku dp, = —5% (78)
4] (i;iy = (Z\;[j s vlivem smyku (79)

dNy = dMy = 0 virtualni hodnota predepsane veliciny = 0 (80)



PRICIP VIRTUALNICH SIL
tazeny/tlaceny a ohybany prut s vlivem smyku

Pripomenime rovnici (24), kterd ¥ika, Ze komplentarni virtudlni prace sil vnitfnich je
rovna komplementdrni virtudni préci sil vnéjsich, tj.

SE; = 0E" (81)
Postupnym dosazenim z rovnic (55), (56), (60), (61) a (59) do rovnice (48) dostaneme

Y 1 (N M, 2\] [6N  §M, Q. 0Q.
6Ei—/0 {A{[E(Z+I_Z)+Q(TO+ATE>} [7—1- 3 Z:|+/{GAA}dA}dx

Y

(82)
Po roznasobeni jednotlivych ¢lend v rovnici (82) a integraci po prirezu obrdzime

L
SE; = / (aTO + i) ON + (% + ozg) M, + Q- 6Q, ¢ d
0

: EA EI, " h KGA

T=py+52 (73)

d dq
T (72) 2y (75)

(83)
Poznamenejme, ze obdobny vysledek bychom dostali variaci komplementarni energie
vnitfnich sil, rovnice (50). Pokud by byl prifez namahan také krouticim momentem

M., bylo by nutné rozsifit rovnici (83) o ¢len

M,
=M,
Gy,

kde I je moment tuhosti ve volném krouceni




PRICIP VIRTUALNICH SIL - pokra&ovani

Predepsané posuny

w
27 (Py)Sch
R 1

Komplementarni virtudlni prace vnéjsich sil: prace virtudlnich sil (reakci) na predepsa-
nych posunech

0E; =Y OR,W + Y OR.G, (84)

Poznamka: z rovnice (84) je zfejmé, Ze pokud jsou predepsané posuny rovny nule, tak
komplementarni virtudlni prace vnéjsich sil je také rovna nule. Spojenim rovnic (81), (83)
a (84) na zavér dostaneme

L N M, AT Q.
/0 { (OzTg + ﬂ) ON + (E_[y + OéT) 5My + HG—A(SQZ} dz
SR,W + Y ORLP, (85)



PRICIP VIRTUALNICH POSUNUTI
tazeny/tlaceny a ohybany prut s vlivem smyku

Pripomenme rovnici (24), ktera fika, Ze virtudlni prace sil vnitfnich je rovna virtuani
praci sil vnéjsich, tj.

§E; = 0E, (86)
Postupnym dosazenim z rovnic (57), (58), (59), (57), (58) do rovnice (47) dostaneme

VE;, = / [E(e — €0)0e + kG~ydy| dQ
Q
I i ! ! AT I I
— v E(ug + goyz)(éuo + §goyz) — Foa Ty + T (Ougy + 5cpyz)

+ KG(py +w) (g, + 5@)} dA} do (87)

Integraci rovnice (87) po priifezu a s uvazenim, Ze staticky moment k ose y, S, je nulovy

vvvvv

M
L ,_]/VL OAT
0E;, = / (EAuy — EAQTy) duy + (EIygo_; - E[yaT) 590;,
0 ~ ~~ d N ~
N (68) M, (70)
+ KGA(p, +w)(0p, + ow) y da (88)
————

Q- (71)



PRICIP VIRTUALNICH POSUNUTI - pokragovani

Poznamenejme, Ze obdobny vysledek bychom dostali variaci energie vnitrnich sil, rov-
nice (49). Pokud by byl priifez namahan také krouticim momentem M, bylo by nutné
rozsifit rovnici (88) o ¢len
G160 60
——
M,
kde I je moment tuhosti ve volném krouceni a € je relativni hel zkrouceni.

Prutovy prvek

L
CRQOl o’ I
‘ ) P

0

Virtudlni prace vnéjsich sil: prace predepsaného zatizeni na virtuadlnich posunech

5E, = / (F.ouo + F.0w) da
L

-+ RN05U8 + RNL(Sug + RQ()(SUJO + RQL&UL + RM()(S(,O(; + RML&,Oj (89)



PRICIP VIRTUALNICH POSUNUTI - pokragovani

Pro obecné tridimensionalni téleso jsme si ukazali, Ze princip virtudlnich posunuti (rov-
nice (22)) lze odvodit jako vazeny primér Cauchyho podminek rovnovahy a static-
kych okrajovych podminek predepsanych na ¢asti hranice I', (rovnice (21)). Princip
virtudlnich posunuti Ize tedy nazyvat obecnym principem rovnovahy. Zde tento postup
vyuZijeme pro odvozeni principu virtudlnich posunuti aplikovaného na prutovy prvek.

Pro pfipad prutového prvku vyuzijeme rovnice (51)-(53) spolecné s rovnicemi (68)-(7
(poznamenejme, Ze spojita zatizeni f, f, zde plni funkci objemovych sil) a rovnici (2
prepiseme do tvaru (vliv teplotnich G¢&inkd pro jednoduchost neuvazujeme — N
MO - 0)

1)
1)

L
0 = / {(EAUOH + 73:)51,60
0
+ [I{GA(QO;J + w”) + f.])ow
+ [Elygog — kGA(p + w/)]5goy} dx (90)

V dal$im kroku budeme postupné jednotllivé ¢leny v rovnici (90) integrovat per partes.
Pripomenme

/0 " we)o(x) dr = [ult — /0 Cu(@ola) d



PRICIP VIRTUALNICH POSUNUTI - pokragovani

Prutovy prvek
EEERRR RN RN

(ol Y e

Z f
My ’ * Q. My RaL R

L L
/ EAugdugdr = [EAuydug)t — / EAugdugdz (91)
0 0
L
/ KGA(p, +w")owdr = [kGA(p, +w )owlf
0 i |
— / kGA(p, +w")ow' dz (92)
0

L L
/ [EIySDy — KGA(py +w)]dp,dz = [E[ywyéwy]g - / [EIySOy(S%Dy
0 0

+ KGA(p +w)dp,] dz (93)
S ohledem na obrazek muizeme hraniéni ¢leny v rovnicich (91)- (93) vyjad¥it ve tvaru

, 9L

[EAuoduo = Nodul + Npdub = Ryodul + Rypouk (94)
lo
, 9L

[HGA(goy +w)ow| = —Qeou® + QLowk = Rgodu® + Rorow®  (95)
Jo
, 9L

[E[ygoyégoy_o =~ M0 + My80" = Rarob + Rundpl  (96)




PRICIP VIRTUALNICH POSUNUTI - pokragovani

Spojenim rovnic (90)- (96) nakonec dostaneme

L
/ {EAui)éui) + Elygo/yégo; + fiGA(go/y + w”)(5g0; + 5w’)} dz
0

J

~
OE; virtualni prace vnitrnich sil

/ (fa0uo + f.ow) dz +
L
Ryodug + Rypdug + Roodw® + Rordw” + RM05902 + RML(SSO;g (97)

~
§FEe virtualni prace vnejsich sil

Tim jsme ukdzali, ze princip virtudlnich posunuti je skute¢né obecnym principem rov-
novahy



KOMPLEMENTARNI VIRTUALNICH PRACE VNITRNICH SIL
veli¢ina vystupujici v principu virtualnich sil PVs

SOUHRN

Komplementarni virtudlni prace vnitfnich sil vyjadrend ve slozkdch napéti

SEr = /Q [(% +e) o+ éaﬂ o (98)

Komplementarni virtudlni prace vnitfnich sil vyjadrend ve slozkach vnitrnich sil

. L N M, AT Q.
SE = /0 {(aTg + ﬂ> 5N + <E—]y +a7> 5M, + m5Qz} de (99)



VIRTUALNICH PRACE VNITRNICH SIL
veli€¢ina vystupujici v principu virtualnich posunuti PVp

SOUHRN

Virtualni prace vnitfnich sil vyjadrena ve sloZzkach deformaci vztazenych k materiadlovému
bodu

SE; — / [E(e — 20)0e + 1GAo] dQ (100)
Q

Virtualni prace vnitfnich sil vyjadrena ve slozkach deformaci vztazenych k prirezu prutu

L , , , AT ’
b, = /0 {(EAUO — EAdTy)oug + (Elyp, — ElyO‘T)&py

+ KGA(p, +w)(dp, + (5w')} dz (101)



PRICIP VIRTUALNICH PRACi - SUMMARY

Na zavér porovnejme oba vyrazy pro virtudlni praci vnitfnich sil (88) a komplementarni
virtudlni praci vnitfnich sil (83)

e Virtudlni prace vnitrnich sil: prace skutecnych sil na virtudlnich pretvorenich

L , , , AT ’
SE — /0 (EAu, ~ BAGT) sy + (Elyp, — ELo=5) g,
N M,
+ KGA(p, +w)(0p, + ow) y da (102)
————

(OF

e Komplementdrni virtudlni prace vnitfnich sil: prace virtualnich sil na skutecnych
pretvorenich

. L N M, AT Q.
SE! = /O (aTO + ﬂ) ON + (E_Iy + a7> M, + A 0@, p dx(103)
, ——

Py +uw'

~~
! /
Uq @y



Priklady staticky a kinematicky pfipustnych virtudlnich stavi

Priklady staticky pripustnych silovych virtudlnich stavi
Pripomenme, ze staticky pripustné virtualni silové stavy jsou takové, které vyhovuji
podminkdm rovnovahy

e spojity nosnik - priklad 2x staticky neurcité konstrukce

P
a b
NN 7z L 7z 77
Pab
L momentovy
obrazec
nebo
]
Pab momentovy
L ~<__ \/‘ obrazec

Oba stavy jsou staticky pfipustné, nebot prislusné vnitini sily jsou v rovnovaze s
predepsanym silovym zatizenim. Uvazované staticky pripustné silové stavy vsak
nemaji zddnou vazbu na skutecné pretvoreni kontsrukce.



e 1x staticky neurcity prihradovy nosnik

1.366P
Q(\Q

Z

nebo

Predpokladané rozlozeni vnitrnich sil je opét v obou pripadech staticky pripustné,
nebot vyhovuje podminkdm rovnovahy. Pretvoreni vdzana na predpokladané silové
stavy vSak nemusi odpovidat skute¢nému pretvoreni a mlize vyvolat nespojitosti
konstrukce.

Z téchto dvou prikladl je zfejmé, ze v pripadé staticky neurcitych konstrukci mizeme
definovat nekone¢né mnoho takovychto silovych stavi.



Priklady staticky a kinematicky pfipustnych virtudlnich stavi - pokracovani

Priklady kinematicky pripustnych virtudlnich stav( pretvoreni

Pripomenme, ze kinematicky pripustna virtudlni pretvoreni jsou takova, ktera nenarusuji
vnitfni vazby v télese. Kinematicky pripustné pole posunuti vyhovuje geometrickym
rovnicim.

e Prosty nosnik

A ¥ IB c
% v % ]
7 #‘s /;‘K 4 (8
A 4 NA LA
B a 4 b b )
[ >1e >
nebo -
—-""'—-— Ta
p— - Y
7 ! 77
Lt |
I |
nebo
7 \~~ "%
po_d®
dx dx
et




e 1x staticky neurcity prihradovy nosnik

% . = 0.866A

%%

\ 60°

A /
0.5

Poznamenejme, ze kinemacky pfipustné pole posunuti (pretvoreni) nemusi mit zadnou
vazbu na skutecné rozlozeni vnitrnich sil. Jinymi slovy, silovy stav odpovidajici kinema-
ticky pripustnému stavu pretvoreni nemusi byt v rovnovdze s vnéjSim zatizenim



Priklad uziti principu virtualnich sil pro urceni pretvoreni
staticky urcité konstrukce
Pripomenme, ze princip virtualnich sil dava do rovnovahy prace virtualnich sil na sku-
tecnych pretvorenich. Pro uréeni geometrickych vztah( je tedy nutno uvazovat skutecny
stav pretvoreni. Virtudlni silovy stav vSak mize byt zvolen celkem libovolné (musi byt

ovSem rovnovazny), tak aby nam co nejvice vyhovoval.

P¥. 1 UvaZzujte idealizovany nosnik. Urcete pootoceni v bodé B odpovidajici posunu A.

Tuhé Tuhé
/ C skutegny
deformovany
~< - - _i_ stav
\\ ”T
= t
\m
-t L o L P
2 2
&P
A 4
A 2
SPL
MB = T4

4 virtualni silovy
/\ stav




Princip virtudlnich sil zapiseme ve tvaru

SEf = 6E
SMO — SPA= 0 — 22
SPL L

P¥. 2 Uvazujte idealizovany prihradovy nosnik. Uréete vodorovnou a svislou slozku po-
sunuti bodu C' v disledku predepsaného protazeni jednotlivych prutt.

60° 45°

\ AL =0.10"

\\ /
/ A
\ / v l
v_
Px* =3p
skuteény
deformovany 1. virtualni silovy stav 2. virtualni silovy stav
4 BH  stay
[ S—

Princip virtudlnich sil zapiSeme ve tvaru
0E! = OFE;
1. 0.730P-0.140.520P-0.2 = 6PAy = Ay = 0.177 [in]
2. 0.746P-0.1 —0.916P-0.2 = 0PAp = Ay = —0.108 [in]



Priklad uziti principu virtualnich posunuti - formulace podminek rovnovahy
kinematicka metoda

Pripomenme, ze princip virtudlnich posunuti ddva do rovnovahy prace skutecnych sil na
virtudlnich pretvorenich. Pracujeme tedy se skute¢nymi silami. Virtudlni stav vSak miize
byt zvolen zcela libovolné (musi byt kinematicky pfipustny) tak, aby ndm co nejvice
vyhovoval.

Pr. 3 Kinematickou metodou urcete reakci v bodé B a hodnotu momentu v bodé C'
Virtudlni stav budeme definovat tak, aby pouze hledana veli¢ina (reakce nebo moment)
konala praci, ¢imz eliminujeme vSechny ostatni neznamé.

e a) Urceni reakce v bodé B
Princip virtualnich posunuti zapiSeme ve tvaru

JE; = JE,
0 = —P%5A+R35A
a a
0 = IA (_PZ+RB) = Rp = ZP

libovolne kinematicky pripustne:#0
momentova podminka rovnovahy k bodu B :=0



y O B
;é;/ ;E%/
» a A
« » Ry
- L -
..‘,‘-’" 1\_
.-‘-—' '
\\a
(ZSA)
- a b
- g “l 3A.8A L
E+E =(45 SA)
-.-"'g’\/V_—-]_
"“-‘- ~ ;:ﬁ‘; ‘SA
i ~ N\
54 64
a b



e b) Uréeni momentu v bodé C'
Princip virtudlnich posunuti zapiSeme ve tvaru

§E; = OE.
0 = JE,
L P
0 = MoZsa—pPosa= Mo = LY
ab L

Na zavér poznamenejme, Ze zvolena virtudlni pretvoreni nemaji nic spole¢ného se sku-
teCnym pretvorenim prutu. To Ize urcit napriklad integraci ohybové Cary.

Pripomerime, Ze jak virtudlni sila (0P v prikladech 1 a 2), tak i virtudlni posun (6A v
prikladu 3) se vyskytovali u vSech ¢€lenli na obou stranach pfislusnych rovnic a bylo je
mozno tudiz vykratit. Skutecné hodnoty virtudlnich veli¢in nejsou tedy dilezité a pro
jednoduchost je mizeme volit rovny 1. Tim prechdzime k tzv. jednotkovym staviim.



PRINCIP VIRTUALNICH SIL - VYPOCET PRETVORENI NA STATICKY
URCITYCH ROVINNYCH KONSTRUKCICH

Princip virtudlnich sil - obecné

SE; = OE!
0E; = Y SFu'+» 6P + > Mg, (104)
L N M, AT Q M,

Ef = To+— | ON + | =L +a— ) 0M, + == —L5M, s d

(105)

Princip virtudlnich sil aplikovany na konstrukce

V této Casti se zaméfime na vypoclet skuteéného posunuti (potoceni) daného priifezu
konstrukce. Jak jiz bylo naznacdeno v prikladu 2, bude vhodné volit virtudlni jednotko-
vou silu (moment) v bodé a ve sméru uvazovaného posunuti (pootoleni). Levd strana

rovnice (104) pak nabude tvaru
SEI=1-A

kde A predstavuje zobecnény posun (napf. A = u, uvazujeme-li posun ve sméru osy )

Pozn. k ndsledujicim obrazkim: - proménnd ¢ vyjadruje kfivost, neboli zménu natoceni
deformované normély vztaZenou na jednotku délky ¢ = —w" - Bernoulli-Navierova
hypotéza ¢ = gp; - Mindlinova hypotéza.



PRINCIP VIRTUALNICH SIL - PRIKLADY
Pouziti principu virtudlnich sil si nyni ukdzeme na nékolika prikladech

Pr. 4 Uvazujte prosté podepreny nosnik zatizeny parabolickym spojitym zatizenim. Ur-
Cete pootoceni v bodé B a tvar ohybové Cary. Zanedbejte vliv smyku.

Vypocet reakci a momentu od skutec¢ného zatizeni

e Reakce - podminky rovnovahy

L 2
L
0 = A+B—/ q0<%) d¢ = A+ B - 1=
0

3
L 2 2
5 qoL
= AL-— ) (L—=&)d¢ = AL —
0 [a(3) @0 =
4 L
12
3
B = EQOL
e Moment
- qOL ¢ 5\2
M, = e [ (3) €0
e

ol ¢ (6!
My = 7 [Z_(Z)]



£

7=4,(2)?
£ L
A " B
7 EI constant %
L
!

™~
§,_ %

q 12 skutegny pribéh kfivosti
¢ = 12g7 L) = G)*]
12ET V'L L

1
) virtualni zatiZzeni - ¢ast (a)
i - r
1 L L
;__,,..-————L’/—""‘l virtualni moment - ast (a)

1
-5 l
L virtualni zatizeni - ¢ast (b)
\,A X 8‘M=’C—(i)f z%x
M=) T T
% virtualni moment - &ast (b)
ohybova ¢ara
7.
Xy, =0.535L ; B GL*
} N v, =0.00387 £l

4
~_0 Xy _ ogrX3\3 o (X6
v=3enpr 4G) — 5GP +°)



Priklad 4 - pokracovani

e \ypocet pootoceni
Princip virtudlnich sil zapiSeme ve tvaru

SEY = OB
L L 2 4
ql” | € § §
. — — - — — —d
Leus /0 oM, dz /0 12E1, | L (L) ] &
1 q0L4

BT Rl

e Urceni tvaru ohybové cary
Vypocet provedeme urcenim svislého prihybu v obecném bodé x. Vyjadreni cel-
kové komplementarni prace vnitfnich sil dostaneme integraci prislusSnych vyrazi
v ramci dvou nezavislych intervalt (£ € (0,2) a £ € (z,L)) a jejich naslednym



souctem. Princip virtualnich praci pak nabude tvaru

o = [ |5 ()]l ee
o (5) ] e e

Provedenim integrace pak dostaneme prihyb v libovolném bodé z

SEf = OE!

e 11 (0) (1) + (3)

= 4(—=)—-5(= — 106
Y= 360E1, { L ) T\1 (106)

Polohu maximélniho prithybu uréime polozenim derivace (106) podle 7 rovnu nule

dw ol d x x\3 z\6 x
d(2) ~ 360EI, d (%) { (z)-5(2) (%) ] 0= T 00
L4
Whae = 0.00387L

ET

)



PRINCIP VIRTUALNICH SIL - PRIKLADY
Pr. 5 Uvazujte jednoduchy prosté podepreny ram. Uréete vodorovny posun v bodé C.
Zanedbejte vliv smyku. Uvazujte

e a) Rovnomérné spojité zatizenim prvku BC'

e b) Rovnomérny teplotni gradient % prvku BC'. Tento prvek ma vysku h a ko-
eficient teplotni roztaznosti «.

; M
=4 _ XL
¢= 57 Lx 3 )
— ¢
Skutetné
zatizeni ¢[N/m] Virtualni
| {, { } } + i } zatizeni = 1
] Bl ~——— = \
/ C \
/ !
L /! ‘l
y !A l|
s 9=0 Z \
L ET konstantni “
o} |
7 % ¢=0 dM=0
2L




Priklad 5 - pokracovani
Reseni

e (ast (a)
Princip virtudlnich sil zapiseme ve tvaru

SEf = OE;

2L 2L 2 4
q ¥\ T qL
o = [Po - [T (5 2) 2] -
0 v 0 FI, 2 )2 3E1,

o Cast (b)
AT
S ohledem na rovnici (105) (¢ = @

) zapiSeme princip virtualnich sil ve tvaru

SEf = OE;

2L 2L TaAT z aATI?
loue = OOM, = / {——} dz =
0 Y 0 h 2 h

Poznamenejme, Ze tento posun nezdvisi na tuhosti konstrukce, zavisi pouze na
pretvoreni daném predepsanou kfivosti. To vSak nebude platit u konstrukci staticky
neurcitych.



PRINCIP VIRTUALNICH SIL - PRIKLADY

Aplikace na prihradové konstrukce
Pripomenme, Ze prihradové konstrukce predpokladaji prenos zatizeni do konstrukce
pouze styCnikovymi vazbami. Z povahy geometrie jednotlivych konstrukcnich prvki
(prutil) a sty¢nikovych vazeb lze zanedbat ohybovou tuhost prutl a uvaZovat pouze
pfenos osovych (normalovych) sil. Komplementérni virtualni prace vnit¥nich sil se pak
redukuje na tvar

VB! = /0 (aTO + ﬂ) N dx (107)

co=uj)

Pripomenme, ze T} predstavuje konstantni zménu teploty po prirezu. Za predpokladu,
7e FA = konstanta, N = konstanta a §N = konstanta, lze integraci rovnice (107)

prejit na tvar
3

—_———

N
OE = To+ —=— | LON = ALON 1
i « ()+ EA ( 08)

AL
kde AL = ¢L je skutecné protazeni prutu. Rovnice (108) odpovidd komplementarni
virtudlni praci pro jeden prvek (prut) prihradové konstrukce. Celkovou préci obrzime
souctem pres vSechny prvky, tedy

%

NP o
OE; =) (aZTfH Ez'Az') LSN' = ) AL'GN' (109)

i




PRINCIP VITUALNICH SIL - PRIKLADY

Pr. 6 Uvazujte jednoduchou staticky urcitou prihradovou konstrukci. Urcete svisly posun
styéniku D v disledku (tahovou tuhost £ A uvaZujeme konstantni)

e Vodorovné sily o velikosti 10N aplikované v bodé B

e Rovnomérné zmény teploty z —5°C' do 20°C' (T, = 25°C) prutt AB a BC,
a=10e K1

10[N]

10[N]

¥3.75
] 20m
|




Priklad 6 - pokracovani

Vypocet je proveden v tabulce

e (ast (a) - silové zatizeni

prvek | L [m] | N[N] | AL-EA[N-m] | 6N [N]|d0E; - EA[N* m]
AB 2.5 6.25 15.625 -0.83 -12.969
BC 25 | -6.25 -15.625 -0.83 12.969
AD 2.0 5 10 0.67 6.7
DC 2.0 5 10 0.67 6.7
BD 1.5 0 0 1 0

SUMA 13.4

. 134
YB = T [m]
e (ast (b) - teplotni zatizeni

prvek | L [m] | AL =aToL [m] | 6N [N] | 6EF [N- m]
AB 2.5 0.00625 -0.83 -0.0052
BC 2.5 0.00625 -0.83 -0.0052

AD 2.0 0 0.67 0
DC 2.0 0 0.67 0
BD 1.5 0 1 0

SUMA -0.014




PRINCIP VIRTUALNICH SIL - PRIKLADY
Vliv predepsanych posunuti - napf., popusténi nebo natoceni podpor

Pf. 7 Uvazujte Gerber(v nosnik zatizeny poklesem jednotlivych podpor. Urcete svisly
posun bodu C'.

Poznamenejme, ze v pripadé staticky urcitych konstrukci, pokud jsou predepsany pouze
kinematické okrajové podminky (poklesy nebo natoleni podpor), se jednotlivé prvky
konstrukce premistuji jako tuhé asti. Dasledkem jsou nulové pretvoreni prutd (nulové
vnit¥ni sily) a zaroven tedy nulovad komplementarni virtudlini prace vnitfnich sil = dEf =
0.

2cm
— C
s 5 B B
4m m 3m
l 0.25 1 i

virtualni silovy stav
1.25 T

Princip virtudlnich sil zapiSeme ve tvaru

0E; =Y OR'A" = 1-we—4-1,25+3-0,25 = 0= we = 4,25 [cm)



Vliv poklesu nebo natoceni podpor - pokracovani

Pr. 8 Uvazujte jednoduchy staticky urcity rdm zatizeny poklesem jednotlivych podpor.
Urcete

e (a) vzajemny vodorovny posun bodi AB
o (b) vzajemné natoceni prutt v klobu C'

Jednotkové virtualni stavy jsou patrné z obrazku. Komplementdrni virtualni prace vnitr-
nich sil je opét rovna nule = §E = 0.

G
3ml i l
A 5m
= ltem & [zem B g
4ch | z
‘ ‘ I20m
|
[ 4m [ 4m [ 4m |
1\ /1
- ‘ ‘ AN
a
2 o G0 e
‘5/4 l1/4

virtuaini stav (a) virtualni stav (b)



Priklad 8 - pokracovani
Redeni
e (ast (a)

o 13 5
0E; =) SR'A" = Lttgp+2,0:0,01=—-0,03+--0,04 = 0= uap = 27,5 [mm]
e (ast (b)

o 1 3 1
0E; =Y OR'A' = Lpot5:0,01=7-:0,03+7-0,04 = 0= ¢c = 7,5¢—3 [rad]



Maticova forma vypoctu deformaci - Matice poddajnosti prutu

Pripomenme nékteré vztahy z teorie pruznosti

e Materidlovd matice poddajnosti - vyjddrena v materidlovém bodé

3D
{e} = [Cul{o} + {0} (110)
ey
1D
e = FTe (111)
y = é (112)

e Matice poddajnosti prifezu - vyjadfuje vztah mezi pretvorenim prutu a vnitfnimi
silami (stéle predpokladejme soustavu souradnic tvorenou hlavnimi centralni osami

setrvacnosti - t€zist6vé osy)
s vlivem smyku

1
— 0 0
g EA 1 N
= = 0 — 0
0] ©y / I, M, (113)
T =Py +w 1 Qz
0 0




bez vlivu smyku
(o2 {0} o
¢ =—w 0 L My
El,
e Matice poddajnosti prutu - konstrukce

Matice poddajnosti prosté podepieného prutu

Uvazujme prosté podepreny nosnik zatizeny rovnomérnym silovym zatizenim a osamé-
lym silovym a momentovym zatizenim, jak je naznaceno na obrazku. Zaméfime se na
odvozeni koncovych pretvoreni nosniku (tzv. ryzich deformaci), které uspordddme do
vektoru ve tvaru

{A} = {A, 91,095} 7 (115)
RNOHHHHHH?Z Ry ERRRRRRRERRA Ry
Crapmmmmiom ) (e,
Ruo l f i Re P f Ru.
| L e | L
A}JEAA
®.=0 B




Matice poddajnosti prosté podepreného prutu - pokracovani

Prestoze bychom k odvozeni prvki vektoru {A} mohli vyjit pfimo z rovnic (72) a (74),
vyuzijeme Pricipu virtudlnich posunuti, pficemz opét zanedbame vliv posouvajicich sil

(vypocet bez vlivu smyku ¢ = —w")
e Deformace od koncovych sil

— Vypocet posunu prifezu A os sily Ry,
vzhledem k obrazku dostaneme

L
Ry, RyiL
0Pl =1)-Ay = ON =1)dx = 116
6PlL=1)-51 = [ TGN =1)dr = (116)
RNL 1
AN < >
@ N= Ry, R ’ @ SN=1 1
» _N
uON_EA
— Vypocet natocleni prirezil 1,95 od momentu Rj;q
vzhledem k obrazku dostaneme
¢|ljiwo SM |6 M
———
x . RyroL

L

RMO X

OMilo=1) -1 = —-1)- 1—-—)(-1)-(1—=)de =
@l =1)-0n = [ (-1 - D)D) (- ) de = T
RMO i $d . RMIOL (117)

L
(0Mo]r =1) V12 = /0 (=1)- Ely( D = 6E1,




(s 2 =

Ruo
©
i

L
X
By J1 8M2=T_
®
— Vypocet natocleni prirezil 1,95 od momentu Ry,
vzhledem k obrazku dostaneme
(z)‘RJWL M |51,
LRy x T Ry L
SMilg=1)-1Y9 = ML V. (1—2)dy = ML
(0Mifo = 1) - Uy /0 E[yL( )= de 6E1,
L
RMLl’I' RMLL
OMsly =1) 999 = ——dx = 118
(0Mp]1, = 1) - U2 /0 EI, LL" ~ 3EI, (118)

@l o

M,=X
. 31 L




e Deformace od spojitého zatizeni

— Vypocet posunu prifezu A od zatizeni 73;

—— e e B e e W 1
AN AN -
f,
Nl @ | @ 8N=1 1
NG)=N 1= 1) vl
(uo=A")
L? L T L2
x
0Pl =1)-A; = Z_(1—=)N=1)der = == 11
— Vypocet natocleni prirezl 11,7, od zatizeni f,
— ¢:LQ(( _L)
ARARARARERAR e, 2L
~ 2
E
131
1C 8M=(-1)-(1-%)
M=
b




P —— 5M|5M1

L ¢ Y rd 3

f.Lx T T f.L
SMylo=1)-95 = 2T Iy -y e = e
(0Mnfo =1) -1 A ﬂﬂf 7))~ (=) de 24F1,

L7 7 73

f.Lx AN f.L
OMsl;p =1) -9 = z 1—=)=dx = —2%— 120
(OMz] =1) V2 LA 26, DT T %apn (120)

e Deformace od teploty

— Vypocet posunu prifezu A zpusobené konstantni zménou teploty Ty

!

| (=2
(0P|, =1)-Ar = / aly (0N =1)dz = oLT, (121)
0
aly 1
2 = FANNN.
lor =0Ty | ® oN=1 |1

— Vypocet natoceni prirez( 11,1, zptsobené gradientem teploty e

¢|?z 5M‘5]\/[1
LaAT T oaATL
Milp=1)- = — (=1 -(1— = = —
(0Myfo =1) -7 /0 . (=1)-( L) dx o
LaAT x aATL



_ 0AT
h o h
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E
ﬂT‘I 1C

SM=(=1).(1-)

M
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Vzhledem k tomu, Ze predpokladame elastické chovani nosniku, mizeme uplatnit princip

superpozice a vysledna pretvoreni vyjadfit jako soucet od jednotlivych pfic¢inkl (zatézo-
vacich stavi). V takovém pfipadé dostaneme

A= ug) Ay + A+ Ap (123)
(= ¢y0) Vi1 + 12 + 94 + 01 (124)
Vo(= pyr) = Va1 + Va2 + Vg2 + V1o (125)
Rovnice (123)- (125) Ize zapsat v kompaktnim tvaru nasledovné
[ L ] ( f,L? )
A EA ([)/ OL Rno 2_EA?,+ .
9, _ 0 B Ruo 40 = f.L B alAT
s 3L, fffy Rt 24B1,  h
0 - - f.L aAT
L GEIy 3E[y 1 {R} 24E[y h )
K ()




Matice poddajnosti prosté podepreného prutu - pokracovani

Matici [C'x| nazveme matici poddajnosti pfisluSnou prosté podeprenému pfimému prutu.
Poznamenejme, Ze jednotlivé prvky matice poddajnosti [C'x| vyjadFuji pretvoreni (posun,
nebo pootoceni) od pfislusnych jednotkovych zatéZovacich stavi, rovnice (116)- (122).
Napr. prvek cq; vyjadfuje posun v misté x = L od jednotkové sily aplikované v misté
x = L ve sméru osy .

P¥. 9 - Uzitim rovnice (126) uréete maximalni prihyb prosté podepreného nosniku zati-
zeného rovnomérnym zatizenim podle obr. Vysledek porovnejte s pfistupem zalozenym

na primé integraci krivosti. Uvazujte Bernoulli-Navierovu hypotézu pro popis kinematiky
premisténi prirezu.

Redeni
Pripomenme, Ze s prihlédnutim k Bernoulli-Navierové hypotéze plati

y (127)

¢:(py:—w :E—[y

Aproximujme priibé&h pootoceni prifezu ¢, po délce nosniku linedrni funkci. To lze



vyjadrit vztahem

f.L? [
Ny (= 2=
2apr,) T NVeen (= o0pr)

Py = NOSOyO(: -

kde Ny a Ny jsou jednotkové bazové funkce zndzornéné graficky na obrazku.

No= (1—1) NEL

L L
il
- - -
[
X
Spojenim rovnic (127) a (128) dostaneme
7 73
w(z) = — [ ¢,dz+C(=0,z podminky w(0) =0) = giEfj
L f.LA
wmaw(x - _) -
2 96E1,

(128)



Priklad 9 - pokracovani

Vypocet nyni provedeme pfimou integraci rovnice (127)

” TZL 1'2
woo= — r——
2F1, L
/ f.L (2* o
S el S s
v BT, \2 ~30) 7™
f.L (z° x?
S L e R e e
v 2B, \6 120) T

Integracni konstanty C'; a Cs ur¢ime z podminek

w (L/2)
w(0)

= O:>01:2
= O:>02:0

Rovnice ohybové Cary tak zapiseme ve tvaru

|

Wmagz (:I: =

72 Lz

L (2® a2t N
2B, \ 6 12

5 f.L*
384 El,

24F1,

(130)



Priklad 9 - pokracovani

Stoji za povsimnuti, Ze (porovnejte s rovnicemi (120))

, 7L
— = = ’19 = — z
w (0) Py0 f1 24Efy
: B B L
w (L) = YyL = 19f2 - 24E]y

Na zavér, porovnanim rovnic (128) a (129), dostaneme

exr _ . app
wmax - 17 25 wmax

kde we? =~ odpovidd pfesnému feseni (s pfihlédnutim k predpokladu Bernoulli-Navierovy

max

hypotézy, rovnice (129)), zatimco w’?_ odpovida Feseni pfibliznému (rovnice (128)).

Pozndmka: Priblizné reseni v pripadé€ pretvoreni reprezentuje vzdy tuzsi chovani nez
feSeni presné. V nasem pripadé je presné reseni popsano rovnici ¢tvrtého radu, zatimco
priblizné Feseni rovnici druhého ¥adu, tj. mensi polet stupnl volnosti).



BETTIHO VETA

Jednim ze zakladnich pricipli mechaniky je Bettiho véta:

Prace urcité soustavy sil na pretvorenich, ktera jsou prislusna jiné soustave sil, je rovna
praci druhé soustavy na pretvorenich odpovidajicich prvni soustavé sil. Obé soustavy
jsou aplikované na téze konstrukci. Grafické znazornéni tohoto teorému je patrné z
obrazku.

pokud FE=E=1 pak 0,,=29,

Pozndmka:
Je zfejmé, Ze symetrie matice poddajnosti [Ck] (rovnice (126)) je disledkem Bettiho
véty. Tento teorém vyuZijeme i pri studiu konstrukci staticky neurcitych.



KONSTRUKCE STATICKY NEURCITE - SILOVA METODA

P¥. 10 - Urcete koncové sily (Ryr, Ruo, Ryr) za predpokladu nulovych pretvoreni
koncovych priarezi {A,} = 0.

Reseni
UvaZujme rovnici (126) zapsanou ve tvaru

10} =[G AR} + {A¢} + {A7} (131)
Regenim rovnice (131) obdrzime

R4 R3 Rg
N

A

7~ le le

B f.L f.L*  ELaAT f.L?  FELaAT\ |

(132)
Tim jsme v podstaté urcili reakce na oboustranné vetknutém nosniku zndzornéném na
obrazku. Zbylé reakce urc¢ime z podminek rovnovahy

. Ry+f,-L+R,=0=>R, = —Ry—f,-L (133)

2. Ry+f,-L+R;=0=Rs = —Ry—f,-L (134)
- IL? R3+Rs - L

3. R3+R6+fz'7+R2:O:>R2:— 3L 6—fz'§ (135)



— e > e e — > — > —

AIISRARIINLS e

) I% L o I—EA{I})

Poznamenejme, Ze pfi fesSeni staticky neurcitych konstrukci mame k dispozici vzdy 3
(2D), repsektive 6 (3D), podminek rovnovahy. V pfipadé nx staticky neurcité kon-
strukce je nutno tyto podminky doplnit o n—3, respektive n—6, podminek deformacnich
(spojitosti, konzistence) typu (131).

Pro zajimavost pfipomefime feSeni problému staticky neuréitého tlaku/tahu, se kterym
jsme se sezndmili v pruznosti. Uvazujme oboustranné vetknuty nosnik zatizeny rovno-
mérnym spojitym zatizenim ve sméru osy x, viz obrazek. Ukolem je urcit reakce.

fX R1 R4

21|—>—>—>—>—>—>—>—>B
\
[

L \
|




Reseni
K dispozici médme jednu podminku rovnovéahy ve tvaru

Ri+Ry+ f,L=0 (136)

Tuto rovnici doplnime o podminku deformacni. Pfipomenme

/ N 1

= — = —-7|— —_ ]-
LR 79”"’“"2) + O(= 0 zpodminky u(0) =0)  (138)
Uy — EA 1T 2 = zZpoamain y u =
f L2 f L
uo(L) = O:>—R1L—fx2 0= R = —fg (139)

Dosazenim z rovnice (139) do rovnice (136) dostaneme (srovnej s prvnim prvkem vek-
toru {R} v rovnici (132))

?IEL
2

Ry =

Timto prikladem jsme polozili zaklad tzv. silové metody



SILOVA METODA - pokraovani

Pro vysvétleni podstaty silové metody se vratime k Pr. 10. Pripomenme, Ze feSenim
tohoto prikladu byly 3 reakce na dokonale vetknutém nosniku. Pri reseni jsme v podstaté
postupovali takto:

1. Konstrukci staticky neuréitou (dokonale vetknuty nosnik) jsme nejdfive prevedli
na konstrukci staticky urcitou (nosnik prosté podepfeny) a @clinek uvolnénych
vazeb jsme nahradili nezndmymi reakcemi (sila R4, momenty R3, Rg)

2. V druhém kroku jsme urcili hotnoty pretvoreni, odpovidajici uvolnénym vazbam
od Gcinku veskerého zatizeni, tedy i od zatim nezndmych reakci R3, R4, Rg, které
zde ovsem vystupovaly jako predepsand zatizeni.

3. Néasledné jsme predstavili deformacni podminky konzistentni s plvodnimi pod-
minkami podepreni.

e posun uf = 0 = reakce R,

e pootoceni Y, = 19 = 0 = reakce R3, Rg

4. Zavérem jsme urcili zbylé reakce (R, Rs, R5) uzitim podminek rovnovahy

Vyse popsany postup shrnuje zakladni principy silové metody.

Zavérem poznamenejme, Ze silovd metoda je postavena na pricipu virtualnich sil (PVs),
jehoz disledkem jsou v nasem pripadé podminky spojitosti a podminky deformacni vy-
jadFujici konzistenci deformaci s predepsanym podeprenim konstrukce (PVs oznadujeme



jako obecny princip spojitosti). V literatufe se setkdme i s ndzvem metoda konzistentnich
deformaci.

SILOVA METODA - Zakladni sostava

Konstrukci staticky urcitou, kterd slouzi k vypoctu reakci prislusnych odebranym vaz-
bam, nazyvame ZAKLADNI SOUSTAVOU.

Priklady zakladnich soustav dokonale vetknutého nosniku

NnInns

A 8

AARRARRARERN A LRARRRRRREN
ZS, < vl vl o ZS,
X<2 )2)(1 Xz< 2
X3

zs, 2HHHHHH£
X

N zs,

Yoo A
$ Xi X4 T

Xz

Pr. 11 - Uvazujte 2x staticky neurcity spojity nosnik. Urcete hodnotu prihybu v b. E.
L L
P
Y - ~C
é T

4L C 3L
™

(&%)
—
5 >

AN
|
!



Priklad 11 - 1. ¢ast pokracovani

Reseni

Vypocet provedeme ve dvou krocich. V prvnim kroce vypocteme priibéhy vnitrnich sil
uzitim silové metody a ve druhém kroce pak pozadovany priihyb standardnim zplsobem
uzitim PVs.

Vypocet vnitrnich sil na 2x staticky neurcitém spojitém nosniku

P
A B ¢ ____ _ D
N A X \;;ESE (a) nosnik a zatizeni
I ‘ EI konstanta
>
3L 4L 3L

— ey e (bﬂ zakladni soutava
AN -?:6 ——————— *0 W zatizeni
1 A,
+ —— T T T T T ——
s - Xdn ;‘\\\\
(©)
& ”X X S N g
1
* P g e -
—— . e (D




Priklad 11 - 1. ¢ast pokracovani

Pozndmka

Na predchozim obrdzku A? vyjadFuje prihyb od zatiZeni v mist& podpory 4, d;;X; pak
vyjadfuje priihyb od staticky neurcité reakce X, v misté ¢. Napriklad d2;.X; vyjadfuje
prihyb v misté 2 od sily X;. Pri¢emz veliciny d;; odpovidaji jednotkovym zatéZzovacim
staviim. Ve smyslu rovnice (126) se tedy jedna o poddajnosti. Pfipomerime, Ze jednotlivé
prvky matice poddajnosti v rovnici (126) byly také odvozeny od jednotkového zatiZeni.

¢P

Jednotkové zatézovaci stavy

PAN AN AN AN
jednotkove zatezovaci stavy virtualni zatezovaci stavy
5 oM
1M A PARAN AN
Tx1=1 o= h(Xe=1) T8x1=1
El,
oM
812 = 85 dtto s : 7
P
5. - dtto
i M= 1) 2
07 Pgr %=1
El,



Priklad 11 - 1. ¢ast pokracovani

Odpovidajici poddajnosti d;; ur¢ime uzitim PVs ze vztahu

LM x.=

jlX;=1

I ALy V' 140

dij /0 Bl IM; dz (140)
;

Prvky A? uréime opét uzitim PVs ze vztahu

L
M,
A) = i EL}PéMidx (141)
N
®o0

Deformacni podminky, konzistentni s podminkami podepreni, zapiSseme ve tvaru

2
Y 0 X;+A)=0  proi=1,2 (142)
J

Témto rovnicim se také nékdy fika rovnice podmnineéné (vyjadfuji deformacni pod-
minku). V nasem konkrétnim pripadé Ize rovnici (142) zapsat prehledné v maticovém

tvaru 5 5 A0
11 12 X1 1 0
{5212512 522}/{X2}+{A8} {0} (143)

[Ck]
Matice poddajnosti [C'x] pfislusna nyni konstrukci z pf. 11 je opét symetrickd — dusle-
dek Bettiho véty.




Priklad 11 - 1. ¢ast pokracovani

Jak je patrné z obrazku jednotkovych zatézovacich stavi, vyzaduje vypocet mimodia-

gonalnich ¢lent matice [Ck| (prky d12 = d91) rozdéleni integracniho oboru z € (0, L)
na nékolik intervald, viz obr.

Rozdéleni integracniho oboru na nékolik intervald pro vypocet 615 = do1

6-12 = 52-1

_1. interval | 2. interval R 3.interval ‘

. |

Ec(03l) Ec(04l)  E€(03L) Lokalniss.

AN AN
Px-1




Uzitim rovnic (140) a (141) obdrzime

PL? PL?
AY = 16. AV = 15.
! 65E@ ! 5OE@
L? L?
611 = Ogp = —147—— Sy = 6y = —12.3——
11 22 E[y 12 21 EIy

Dosazenim do rovnice (142) a feSenim pro nezndmé X; dostaneme
X1 =0.895P X,=0.273P

Zbylé tfi neznamé reakce urc¢ime uzitim podminek rovnovahy. Vysledné pribéhy vnitfnich
sil jsou patrné z obrazku.
lP

reakce
lO.lOSP To.ggsp 0'273},1 0.059}1
+0.787P
0.059 P psouvajici
e————————— f sily
-0.108P —-0.213P

0.463PL
/\ moment
~

—0.176PL
—0.324PL



Pozndmka 1:
V prikladu 13 si ukdzeme, ze podminecné rovnice (142) Ize odvodit pfimo aplikaci
principu virtudlnich sil ve tvaru

SEf = OE (144)

M o
—O0Mds = OR'A* 145
/konstrukce EIy ; ( )

Vzhledem k tomu, ze podminecné rovnice jsou v podstaté podminkami spojitosti, jedna
se o dalsi dikaz tvrzeni, ze princip virtudlnich sil neni nic jiného nez obecny princip
spojitosti.

Poznamka 2:

Pripomenme, Ze virtudIni prace vnéjsich sil je v tomto pripadé (pfiklad 11) rovna nule.
Virtudlni reakce od virtudlnich zatézovacich stavii na ZS jsou sice nenulové, jim od-
povidajici vynucené posuny i natoceni podpor vSak nulové jsou. Prpady nenulovych
virtudlnich praci vnéjsich sil si ukazeme na prikladech 13 a 14.



Priklad 11 - 2. ¢&ast

Vypocet prihybu v bodé F

Pozn.: Pripomenme, Ze virtudlni silovy stav je libovolny silovy stav vyhovujici podmin-
kdm rovnovahy, viz priklady staticky pripustnych silovych stavil na spojitém nosniku.
Zname-li tedy priibéh skute¢nych momentd (krivosti) na skutecné konstrukci, Ize virtu-
alni silovy stav vnitfnich sil odpovidajici vné€jSimu virtudlnimu zatizeni urcit na libovolné
zékladni (staticky uréité) soustavé.

Tento predpoklad si nyni ovéfime uréenim prihybu konstrukce z pf. 11 v bodé FE.
Skutecny pribéh momenti a zvolené zakladni soustavy jsou patrné z obrazku.

Resent:

e interval (a,b)...2 € (0,d=3L) .t

6l (z) — Ei]yM(x) _ Ei[y.(—o, 1082)P
SM} () 0,27 - 0P (=1) = 0,27
SMy(x) = —0,1437-0Py(=1) = —0,143z
SMz(z) = 0



e interval z € (b,c)...x € (0,d =1L)

1
_ - (—0.324L + 0.787x) P

2
F@ = &1
SM%(z) = 0,6L+0,2x
SM3(z) —0,429L — 0, 143x
SMi(z) = 0

5 1
$*(z) = T (0.463L — 0.213x)P
SM3(z) = 0,8L+0,2x

SM3(z) = —0,571L —0,134x
SMi(z) = 0

e interval z € (d,e)...x € (0,d =1L)

() = % - (—0.176L + 0.0587z) P
)

SM}(z) = 1,4L+0,2x

SMy(z) = —L+ux

SMy(r) = 0,667



P°(xr) = 1 (—0.1173L + 0.0587x) P
El,
SM}(x) = 1,6L—0,8x
SM3(z) = 0
SM32(x) = 0,667L —0,333x

Vysledny priihyb uréime uzitim principu virtudlnich sil (opét zanedbavame vliv smyku)
ve tvaru

5 dk
AdP(=1) = Y [ ¢"«)5M}(x)dx
k=0 "0
1 3
Ap = ﬁ-(—0,00991)PL

Yy
Pozn.:
V disledku zaokrouhlovacich chyb lze ocekavat drobné rozdily ve vysledcich.

Aplikovany postup, kdy virtudlni silovy stav urcujeme na zakladni soustavé, se nazyva
REDUKCNI VETA
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e U= ol ol o
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/\—0.324PL -0.176PL
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Vypocet pretvoreni staticky neurcitych konstrukci silovou metodou
Redukéni véta

Podstata redukéni véty je patrna z obrazku. Uvazujme 1x staticky neurcitou konstrukci.
Predpokladejme, Ze pribéh momentu na této konstrukci je znam. Cilem je urcit prihyb
v bodé B. Jak je patrné z obrazku, lIze urlit pribéh jak skutecného momentu, tak
i momentu od virtualniho zatiZzeni na plvodni konstrukci sou¢tem dvou zatézovacich
stav( aplikovanych na zakladni soustavu (v nasem pfipadé prosty nosnik), tedy

M(z) = M,M(z)+M = Ma(l—%)JrM (146)
SM(z) = OM,M(z)+ M = 5Ma(1—%)+6/\/1 (147)

§HMMHMMiHHW_ W

! ) ’ :

3P(=1) ¢ . CA My M (x) =

% A 8P(=1)¢
M., ~ Aw/é

| = +

e
| L e CA MM, () =



Redukcni véta - pokracovani

Pro vypocet pretvoreni pouzijeme opét princip virtudlnich sil ve tvaru

SP(= 1)Ap — /ﬁwdx _ /E]‘f (GM, M () + M) da

ET
= /EI SMdz + 6M, /—Mldx (148)
0
M M + M, M
/ﬁMl dex = E—ylMl dx = A(1]+Ma(511 =0 (149)
¢

Pripomenme, Ze (149) je podmineéna rovnice vyjadfujici podminku nulového pootoceni
v bodé A. V pripadé nx staticky neurcité konstrukce bychom obdrzeli n takovychto
identit. V naSem pripadé je patrné z rovnice (148), ze

Ap— / M sMmde (150)

kde M je moment na skutecné (staticky neurcité) konstrukci a M je moment od
jednotkového virtdIniho zatézovaciho stavu na zakladni soustavé. Tento zavér je platny
pro obecnou konstrukci s libovolnym stupném statické neurcitosti.



Ptiklad 12 - ReSeni staticky neuréitych p¥ihradovych konstrukci

P¥. 12 - Urcete vnitfni sily 2x staticky neurcité prihradové konstrukce. UvaZzujte tuhost
E A = konst shodnou pro vSechny pruty. Poznamenejme, ze konstrukce je 1x externé
a 1x interné staticky neurcita. Pripustna ZS je patrna z obrazku.

r i
A 2 X

|‘l W, \\XE

1 6 3
5
AN AN
F N, 5N N, 8N,
N, v ONy Xq=1 0707 2
0 0 Xo=1
0 0 \\ ?
. _F o 1 0707 ~0.707
0 {414 1 N
0

= 0 = -0.707 =



Priklad 12 - 1. pokracovani

Reseni

Pripomerime, Ze koeficienty matice poddajnosti konstrukce d;; v pfikladu 11 jsme urili
jako prihyby v misté ¢ od jednotkové sily aplikované v misté€ 5. Priihyb odpovidajici sta-
ticky neurcité reakci X; plsobici v misté j pak mél hodnotu 6;;X;. Polozeni vysledného
prihybu (ziskaného superpozici jednotlivych zatéZzovacich stavil) v mistech odebranych
podpor nule (deformacni podminka konzistentni s podeprenim konstrukce) pak vedlo na
soustavu tzv. podmineénych rovnic pro nezndmé reakce X ;.

Stejny postup lze aplikovat i na konstrukce prihradové. Jako priklad uvazujme vypocet
koeficientd matice poddajnosti d;; a hodnoty posund A?, pfipomefime rovnice (140)
a (109)



6 .
b . L
o = Z N'|x=10N"|sp=1 = 3.82— (151)

~ EA EA
S i . L

= ZEAN1]X2:15NZ|JP1:1 =271 (152)
lzl i | | i

(521 - Z EANZ’X1=15N2|5P2:1 - 271@ (153)
l§1 g ) ) L

b = Y 2V 10N opmr = 482 (154)
=1 ] i

A = 6, F =) bfANﬂFlaNﬂépll-F = 1,0- F% (155)

=1

i

6
L . L
Ay = 6y F = ; =NV P=10N fopmy - F = 0,71 F— (156)

EA

i

kde vy
e vyraz o

vyjadruje poddajnost i-tého prutu. Podminecné rovnice pak zapiSeme ve

3.82 27171 X, 1,0-.F \_ [0
[2,71 4,82“)(2}*{0,71?}_{0} (157)

[Cx]

tvaru




Rozsifime-li matici [X] o vektor {F}, mizZeme spole¢né s meznamymi veli¢inami X;, X,
urcit svisly posun sty¢niku w, v misté pusobeni sily F'. V takovém pripadé dostaneme

3,82 2,71 1,0 X 0
2,71 4,82 071 | { X, b = QEA (158)
1,0 0,71 1,0 F w0,

Regenim rovnice (158) dostaneme

X, -0, 2(();2 F
fU(Q B 0,738 'L 159)
¢ U EA

Procviceni

Ukazte, ze stejného priihybu bychom dosahli i postupem shodnym s prikladem 11 (vy-
pocet vnitfnich sil od skutedného zatiZeni na staticky neuréité konstrukci N* a od vir-
tualniho zatiZzeni na ZS §N*)

6

we = = VPO 5= (160)

=1




Priklad 13 - Analyza ramové konstrukce s Gi€¢inkem poklesu a natoceni podpor

P¥. 13 - Urcete reakce na dané konstrukci. Tuhost E'I,, = konst uvazujte shodnou pro
celou konstrukci.

-
F

d N
—

Redeni
Vyjdeme z pricipu virtudlnich sil, ktery zapiSseme ve tvaru

N

M
> OM'dx = 6R,W + SR, P (161)
Lt Ely

i=1
kde N je pocet intervalli, M vyjadfuje moment na ZS a 0M,0R,,, d R, vyjadiuji odpo-

vidajici veli¢iny prislusné virtualnim zatézovacim staviim aplikovanym na ZS. K vypoctu
téchto veli¢in vyuzijeme zakladni soustavu patrnou z nasledujiciho obrazku.



Priklad 13 - pokracovani
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Priklad 13 - pokracovani

Pripomenme, ze momenty M;, 0 M; patrné z obrazku odpovidaji jednotkovym zatézo-
vacim stavim. Superpozici jednotlivych G¢inkd dostaneme

M == M0+M1X1+M2X2—|—M3X3

M = OM10X1 + 0 M0 Xs + 6 M36X5
‘R, = 0-6X1—$-5X2—$-5X3

Dosazenim téchto rovnic do rovnice (161) dostaneme

N
1 . ,
ﬁ Z/ (MO -+ M1X1 + M2X2 + Mng)Z . (5M1(5X1 + 5M2(5X2 =+ (5]\4'36)(3)z da:
Y= L
1
= —3(5)(2 +0X3)w+1-0X35-9 (162)

%



Roznasobenim a naslednym sloucenim ¢lend prislusnym jednotlivym virtudlnim zatéZo-

vacim stavim d.X; dostaneme

N
1 ‘
o > / (MoM;y + My My Xy + MyMy Xy + MsM; X3)' dz - 6X,
i=1 /L

N
1 .
El Z /_(M0M2 + My My Xy + MyMo Xy + MMy X3)' do - 60X
Y =1L

N

EL Z/ (MoMs + My M3 Xy + MyMsXs + MyM3X3) dz - 6X3
Yy . LE

=1

o-sx s (1) sxas (e 7)

(163)

Porovnanim vyrazd prislusSnym jednotlivym virtudlnim zatézovacim stavim 0.X; dosta-

neme soustavu podminecnych rovnic ve tvaru

( N
1 Qi

=1
011 012 013 X1 1 o 1_
521 522 523 XQ + _E[ Z/MéMgdl’ + Ew
031 O3z 033 X3 yi]—vl L

1 Lo
[Cx] — MM} dz
El, ; [T

e

(164)



Regenim sosutavy rovnic (164) obdrzime hodnoty pro neznamé reakce X;. Zbyvajici re-
akce plynou z podminek rovnovahy. Pfipomefime, Ze poddajnosti d;; jsou dany vztahem

N
1
Gij == > | MM;d 1
J E[y — i J i dT ( 65)



SILOVA METODA - Poznamka k volbvé zakladni soustavy

Obecné bychom se méli drzet zasady, Ze nizsi vazbu nebudeme nahrazovat vazbou vyssi.
Jak je patrné z obrazku, ZS3 se této zasadé vymyka. V nasledujicim prikladu si ukazeme,
jak v takovém pripadé postupovat.

Prert bbb etiveter RALAA22 000 R AR RRR R0 NN
konstrukce 52
Vecccidd PaN S77I777 —)(1’
Xz
Prerbibtaiiatiteter 1 RA1222220 R RR AR R0 N
ZS 3
ZS 1 nevhodne

ch JERAES

Xz




Priklad 14 - vliv volby ZS

P¥. 14 - Urcete reakce na dané konstrukci. Uvazujte zadanou ZS, E1, = konst.

Predvestorteedeetes % RAIRA AR ARRRERRE RN

konstrukce h ZS
(pb>0§ o MRy
A : 1 :
|l d - X Mb=0
[~ |
2 ®£0

Jak je patrné z obrazku, je konstrukce 2x staticky neurcitd. S uvazovanou ZS vsak
zavadime 3 nezndmé reakce X1, Xo, X3. Ty jsou ovéem svazany podminkou rovnovahy
- nulovy moment v bodé B
[.L?

—T+O-X1+d~X2—1-X3:O (166)
Doplriujici deformaéni podminky (podmineéné rovnice) opét uréime aplikaci principu
virtudlnich sil. Je tfeba si uvédomit, Ze virtualni reakce 0 R, kona praci na nezndmém
nenulovém pootoceni ;. Budeme-li formalné povaZzovat toto pootoceni za predepsané,
bude dalSi postup vypoctu shodny s postupem z prikladu 13.



Priklad 14 - pokracovani

Pribéhy momentl prislusné jednotlivym zatéZovacim staviim jsou patrné z obrazku.
Znaceni je shodné se znacenim pouzitym v prikladu 13.

1h © 1h 1d
S S O |1d
]
M1=8M1 M2=8M2 @
1 1 O 1E/2

D Me=sM, | @ Mo ©




Priklad 14 - pokracovani

V souladu se zvolenou ZS povede vypocet na tfi podminecné rovnice pro Ctyfi neznamé
X1, X, X3, pp. Ctvrtou rovnici pak bude podminka rovnovahy (166).

Princip virtudlnich sil

VE! = OE; (167)

1N
— M'SM'dz = ¢, 0R 168
E]y ZZ:; L z ¥b b ( )

Princip superpozice

M - M0+M1X1 —|—M2X2 +M3X3 (169)
oM = OM10X1 + 0Mod Xy + 0 M36 X5 (170)
0R,, = 0-0X1+d-0Xo+1-0X5 (171)

Dosazenim téchto rovnic do rovnice (168) dostaneme

N
1 . .
= / (Mp + My Xy + Mo Xo + My X3)' - (6My6X, + SMad X + 6My6X3) da
i=1 YL

Y



Postup shodny s postupem z prikladu 13 vede na soustavu podminecnych rovnic. Spo-
le¢né s podminkou rovnovahy (166) dostaneme

011 012 013 O X AY dogo 0
d21 Oog 023 0 X5 Ag R Y B 0
031 032 033 0 X3 * A T _1_'19_/02’) Yo (173)
0 d -1 0 0 0 _f22 0

Resenim sosutavy rovnic (173) obdrzime hodnoty pro neznamé reakce X; a nezndmou
hodnotu pootoceni ;. Zbyvajici reakce plynou z podminek rovnovahy. Pfipomenme, Ze
poddajnosti d;; a deformace A? jsou dény vztahy

N
1
i = —— MM, d
J Ely; Lt
1 N
PN MoM; da



SILOVA METODA - VLIV SYMETRIE
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konstrukce
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SILOVA METODA - VLIV SYMETRIE

AL AARRRRRRRRRR R NN T, &&####&#&##E:j

konstrukce symetrie
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Princip virtualnich posunti - DEFORMACNI METODA
vypoctu staticky neurcitych konstrukci

Pro lepsi pochopeni prechodu od silové metody k metodé derformacni pfipomenme
rovnice (103) a (102).

Silovd metoda

Vychazi z principu virtualnich sil. Zakladnim predpokladem metody je splnéni podmi-
nek rovnovahy. Skutecnd pretvoreni vyjadfujeme v zavislosti na hodnotach vnittnich sil,
které jsou v rovnovaze s vnéjSim zatizenim (staticky pfipustné). Uziti silové metody
pak vede na soustava algebraickych linedrnich rovnic (deformaénich podminek konzis-
tentnich s podminkami podepreni skuteéné konstrukce) pro nezndmé staticky neurcité
reakce definované na tzv. zdkladni soustavé. V silové metodé (aplikované na prutové
konstrukce) tyto reakce vystupuji jako primarni nezndmé. Pocet neznamych tedy uréuje
stupen statické neurditosti (pocet rovnic, které je nutno vyresit).

Deformacni metoda

Vychazi z principu virtualnich posunuti. Zakladnim predpokladem této metody je splnéni
deformacnich podminek. Skute¢né hodnoty vnitfnich sil vyjadfujeme pomoci neznamych
uzlovych (styénikovych) deformaci, posunii a pootoceni styéniki. Tyto deformace vystu-
puji v deformacni metodé jako primarni meznamé. Pocet neznymych tak urcuje stupen
tzv. kinematické neurditosti (pocet rovnic, které je nutno vyresit). Lze tedy olekdvat,
ze uziti deformacni metody povede na soustavu algebraickych linearnich rovnic pro ne-
znamé uzlové deformace.

Poznamka
Vypocetni naro¢nost jednotlivych metod pro danou tlohu Ize tedy posoudit z pohledu



statické, respektive kinematické neurcitosti.



DEFORMACNI METODA - pokragovani

Staticka vs. kinematickd neurditost

e (a) 1x staticky 2x kinematicky

e (b) 2x staticky 1x kinematicky



DEFORMACNI METODA - pokragovani

Prechod od silové k deformacni metodé ukdzeme na prikladu oboustranné vetknutého

prutu.

P¥. 15 - Urcete reakce oboustranné vetknutého nosniku zatizeného podle obrazku. Uzijte
pricip vistualnich sil. Zakladni soustavu uvaZujte podle obrazku. Vliv smyku zanedbejte.

ol
N _
AREREERRRRNAN (A)Hummm
e O I e e — B zatizeni T e — I — 3 — — =
§l 1 J R X f T J T
2 L ‘ f:;'@?gﬂ () or
5=
zZs Ra=X Bo=0s =0,
C ANy \) predepsane
def
Ry =X, R =X, eformace \_4/

Reseni:
Princip virtudlnich sil zapiSeme ve tvaru

M N
/L (E_IyéM + ﬂéN) do = RN A 4+ dRarg01 + 0 Ry 09 (174)



Priklad 14 - pokracovani

Splnéni rovnice (174) vede na rovnici (126). Pro nazornost pripomerime jeji tvar

_ - ( ”r L2
L 0 0 ol + LTy
. L L N f.L>  aAT
viop= 3EI,  6EL, || 0 (T T, T T
0 L L y L} QAT
{au) I 681, 3EL, | (& | 24FEI, b )
(Cx] {A+HaT)

(175)
Pripomenme, Ze rovnice (175) predstavuje soustavu tfi podmineénych rovnic pro vektor
reakci {R}. ReSenim této sosutavy dostanneme

Ry = [R] {4} - {R.} (176)

kde matici [PA(] nazgvame (ziiZenou) matici tuhosti prvku a vektor {R,} nazyvéme
(zGzenym) vektorem zobecnélého zatizeni.

Zuzeny vektor zobecnélého zatizeni {R,} = —{FA3}|{AU}:{0} (rovnice (132))

{Ro} = [R| (&; + Ar) (177)



ZlZena matice tuhosti prvku

EA
- v 0
[R]:[CK]_lz 0 4E[y QE[y (178)
ok, i,
L
[K]

Vyznam jednotlivych prvk( matice tuhosti [R] e patrny z obrazku.

J
N C : l koncove sily RND
< l

~EAIL \ E EAL § EAL N-EAL
N | - N
Us=A=1 W =A=—1
[ — Bet‘hho veta — -

T Ryo=2EL/L

C /?N ED/ (3 D
1!
Ruo=4El/L l R.= —BEl,/P l Ru= 2EL/L ij = —BEI,/ la"'f AEWL
ad Ry BEW/E )
Ro= 6EL/E

Inverzi matice
poddajnosti
z podminky
rovnovahy




DEFORMACNI METODA - MATICE TUHOSTI PRVKU 2D
Zéakladni pojmy
uzel, stycnik
globalni soustava F.o. stycnikove
souradnic l zatizeni \ deformace l

> prutu u

1 Tw . G
Xg x @ 3 (va(p} \_//_) C vyjmuty prut ) _\\T/

z, z, koncove sily
@ @ ix,
X \ / lokalni soustava
1 o prut 4 z, souradnic
BN

Prvek vyjmuty z konstrukce

koncove sily

koncove deformace prurezu

1 (uzlu, stycniku)

Rp - vektor transformovaneho zatizeni
A9,,0, — ryzi deformace

—

U3 wo @ U5 Wh, - stycnikove deformace




MATICE TUHOSTI PRVKU 2D - pokracovani

Koncové sily
Sily, kterymi plsobi styénik na prvek

Vektor transformovaného zatiZeni
Zaporné vzaté reakce na dokonale vetknutém nosniku

Prvek vyjmuty z konstrukce
Vztah mezi zatizenim a sty¢nikovymi deformacemi pro prvek, ktery vyjmeme z kon-
strukce, zapiSeme ve tvaru

[KI{r} = {R} + {Rp} (179)

Pripomenime obdobné vyjadfeni vztahu mezi ryzimi deformacemi a zatizenim (rov-
nice (176)) na prostém nosniku. V pfipadé prutu vyjmutého z konstrukce, Ize hodnoty
deformaci koncovych prifezii prutu (sty¢nikové deformace) sestavit do vektoru

{r} = {u87 Woa ¥y0, ulda WLa SDyL}

{I’} = {u17 Wi, @1, U2, W2, ()02}

Matice tuhosti vyjmutého prutu
Pro sestaveni matice tuhosti prutu [K] (rozmér (6 x 6) ve 2D) zbyva vyjadfit vztah mezi
svislymi poklesy podpor w® w* a koncovymi silami na dokonale vetknutém nosniku.

Vysledek je patrny z nasledujiciho obrazku



MATICE TUHOSTI PRVKU 2D - pokracovani

J— 4—414
yoorsa
>< l
o
IE
bj

oo
4El/NE 2El/E
Ryo= — 6EIy/E Ry=-— 6EIy/E A‘N h '
Y Ci )
-6EI/E i 6EL/L
O
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| R 12E1E Ry=_12ElE  2EME 4EL/E
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¥



Vyjadreni koncovych sil v zavislosti na predepsanych koncovych deformacich sty¢niki
na dokonale vetknutém prutu

r FA FA 7
- L 0
, 1281, -6EI (12BI, 6EI,
L3 L2 L3 L2 ( U1 ) ( Rl = RN()
, —SEL 4BI, GBI,  2EI wy Ry = Roy
L2 L L2 L w1 | ) Rs=Rumo
EA EA U9 o R4 = RNL
e 0 0 — 0 0
L L Wo Rs = Rgr,
o T12BL  G6EI 12EI,  6EI, ( v2 ) U He=lur
L3 L? L3 L? r {E}
, -SEL 28I, 6ElL,  4FI,
L L2 L L2 L 1
(K]
(180)

V pfipadé, Ze na prvek plsobi vnéjsi zatizeni, doplnime rovnici (180) o vektor transfo-
movaného zatizeni. Hodnoty koncovych sil pak vyjadfime ve tvaru

{R} = —{Rp} + K] {r} (181)

kde vektor —{R,} vyjadfuje hodnoty koncovych sil od zatizeni na dokonale vetknutém
nosniku. Zname-li hodnoty koncovych sil (vektor {R}) mizeme bez problému vyjadrit
pribéhy vnitrnich sil v jakémkoli prirezu vyjmutého prutu uzitim podminek rovnovahy
(ekvivalence).



MATICE TUHOSTI PRVKU 2D - pokracovani

Matici tuhosti prutu [K] Ize vyjadiit piimo roz&ifenim zi¥ené matice tuhosti [K] pomoci
tzv. statické, respektive, geometrické matice.

Geometrickd matice [S]

Vyjadfuje vztah mezi ryzimi deformacemi {A,} a vektorem deformaci koncovych sty¢-
nikd vyjmutého prutu {r}

( 3\
-1 0 01007 ™
" 0 ! 10 ! 0 Zl
B = — 1
zl = I % i (182)
2
0 —— 00 = 1| [ w
~- L - ¥2
[S]
Statickd matice [S] T A
Vyjadfuje ekvivalenci mezi vektory {R} a {R}
. [-1 0 0]
Iy o L 1
I - =
2 L L Rt
R3 0 1 0
R [~ 1 0 0 R (183)
R , 11 Rur
o) o 0 1




MATICE TUHOSTI PRVKU 2D - pokracovani
S uzitim (176), za predpokladu {R,} = {0}, Ize matici tuhosti [K] vyjadfit vztahem

K] =157 K] [3] (184)

Krohniiv teorém
Geometrickd a statickd matice jsou vzajemné transponované.

PF. 16 a 17 - urlete pootocleni ve styéniku (a) pro uvazované konstrukce
a b L
F \ qHMHHHMHH

S LR S STR

PF. 18 - uréete pootoceni ve sty¢niku (b) pro uvazovanou konstrukci

22 L }
L4 A \
éra) (%Vg) CS)IA:W%



VyjadfFeni matice tuhosti prutu v globalni soufadnicové soustavé
tranformace souradnic

Pripomernime, Ze matici tuhosti [K] vystupujici v rovnici (180) jsme odvodili pro pfimy
prut za predpokladu, Ze osa = predstavuje osu prutu. V takovém pripadé hovorime o tzv.
lokalni souradnicové soustavé. V nasledujicim textu budeme tuto soustavu v souladu s
rovnicemi (4) a (5) oznacovat 2/, 2’ nebo x;, 2;.

Jak je patrné z nasledujiciho obrazku jsou pruty v konstrukci vzajemné natoceny. Abychom
mohli pracovat s jednotlivymi pruty v konstrukci jednotné, je nutno svazat uzlové defor-
mace jednotlivych prutl s uritou globalni soufadnicovou soustavou z, z nebo x4, z,. K
pfechodu od jedné souradnicové soustavy ke druhé vyuzijeme zndmych transformacnich
vztaht pro vektory, rovnice (4) a (5).

P¥. 19 - urcete vnitrni sily na dané prihradové konstrukci

@ ® @
N




Lokalni vs. globalni soustava souradnic

o—b
I , X=X
z=12

Zg

e (a) samostatny prut v lokélni sofadnicové soustavé

e (b) prut v ramci konstrukce



Matice tuhosti prutu v globalni soufadnicové soustavé - pokracovani

Transformace uzlovych (styénikovych) deformaci
S vyuzitim rovnice (5) Ize vektor uzlovych deformaci v lokdlni soufadnicové soustavé
vyjadrit pomoci slozek vektoru uzlovych deformaci v globdlni souradnicové soustavé

vztahem
!

u cosa  sina 0 U
w = | —sina cosa 0 w (185)
¢ 0 0 1 ©
7]
Transformace vektoru koncovych sil
Ry cosae  sina 0 Ry
R, p=| —sina cosa 0 Rg (186)
Ry’ 0 0 1 Ry

Transformace vektoru uzlovych deformaci prvku
Uvazujme vektor uzlovych deformaci prvku v globalni soufadnicové soustavé {r}

-
{r} = {UIJ Wi, @1, U2, Wo, 302}
Transformacni vztahy pak zapiSeme ve tvaru

{ry = [T]

{r} (187)
{r} =17

{r'} (188)



Matice tuhosti prutu v globalni soufadnicové soustavé - pokracovani
Transformacni matice [T]
[T] = H (189)
Poznamka:

Transformaéni matice [T] je ortogonélni, nebot plati [T]T = [T] .

Transformacni vztah pro matici tuhosti prvku [K]
P¥i odvozeni transformacniho vztahu pro matici tuhosti prvku vyuzijeme skutecnosti, ze

energie vnitrnich sil prvku je skalarni veli¢ina nezavisla na volbé souradnicového systému.
Plati

B - %/VaTedV _ %{r}T{R} — (VTK {1} (190)
5 = /V ATV = SYTRY = (¢)TK () (101)

Uplatnénim rovnosti rovnic (190) a (191) spoleéné s transformacnimi vztahy (187)
a (188) dostaneme (pfipomefime {r'}T = {r}T [T]T)

Ky = {717 KT {r} (192)
K] = [T]T[K][T] (193)



Matice tuhosti prutu v globalni soufadnicové soustavé - priklady

Matice tuhosti tazeného/tlaéeného prvku v lokdlni soufadnicové soustavé

T EA FA ]
- 0 —— 0
0 0 0 0
KI=1 Ea EA
-7 O 7 0
0 0 0 0

c cs  —c —cs
FEA | ¢s s —cs —s2
_ T ! _
K-mTKm =22 e, e
2 2

—CS —S CS S

kde

c=cosa S=sin«a

(194)

(195)



Matice tuhosti prutu v globalni soufadnicové soustavé - priklady

Matice tuhosti taZzeného/tlaeného a ohybaného prvku v globalni soufadnicové soustavé

K] = (196)
EA¢® 12FEI1,s? EA 12F1 6E1,s EA¢®  12EI,s? EA 12E1 6EI,s T
Y 08(7 _ y) Y _ _ Y CS(—i 4 y) Y
L L3 L L3 L2 L L3 L L3 L2
(EA 12Ely) EAs? N 12E1,c? 6E1,c ( EAc N 12Ely) EAs* 12El,*  6FEI,c
L L3 L L3 2 U L3 L L3 L2
6E1,s 6E1,c AEI, 6E1,s 6E1,c 2E1,
L2 L2 L L2 L2 L
EAc?  12EI,s? EA 12EI 6FEl,s EAc® 12EI,s? EA 12EI 6E1,s
_ _ y cs(—— + y) _ y + Y cs(— — y) _ y
L L3 L3 L? L L3 L L3 L?
EA 12EI, EAs® 12EI,* 6EI,c EA 12EI, EAs® 12EI,®*  6EI,c
cs(——— + ) — — cs(— — ) -
L L3 L L3 L2 L L3 L L3 L2
6E1ys 6E1,c 2F1, 6E1ys 6E1,c AEI,
L2 L L2 L2 L

L2



Styc¢nikové nebo uzlové zatizeni

Pod pojmem styénikové (uzlové) zatizeni rozumime sily nebo momenty aplikované pfimo
v uzlu prvku. Pripomenme, ze dosud jsme uvazovali pouze zatizeni pUsobici v ramci
daného prvku. Toto zatizeni pak bylo vyjadreno vektorem transformovaného zatizeni
{Ry} (zatizeni transformované z prvku do uzlii prvku - odtud také nazev transformované
zatizeni).

Pro nazornost uvazujme nasledujici obrazek.

Yy
£ R

| —

! -
’/\M

Cr— DCRQC —

e obr. (a) - 1 prvek, uzlové zatizeni, 1x kinematicky neurcitad konstrukce
{re} = {¢1}" — ur&ime z podminky nulového momentu ve sty&niku 1

e obr. (b) - 2 prvky, styénikové zatizeni, 4x kinematicky neurcita konstrukce
{rg} = {9017 Uz, Wo, (102}1—
nezndmou ¢, vyjadfime z podminky nulového momentu ve sty¢niku 1
nezndmé us, wo, (o urcime z podminek ekvivalence ve sty¢niku 2



Podminky ekvivalence ve sty¢niku 2
> R,=Ri+Ri=F,
> Ri.=Ri+R;=F.
> Ry =Ri+R3=M

Jako dalsi priklad uvazujme jednoduchou rdmovou konstrukci.

E _

_ ¢ M/’?

MAES l HR% A :
— — — — - - R2 C D
oz o R L TRE 1 Rfle RZle

8 2 5
R:

a=-90 m R!
. R!=R] ° .
| ] zm=x viz transformace

-
— 1 v .
R; =R, soufadnic




Transformace vektoru uzlovych sil na prutu 1 ve styéniku 2 - o = —90°

(R-[o ]

Podminky ekvivalence ve sty¢niku 2

> R,=Ri+Ri=F,
Y Ri.=Ri+R3=F.

> Ry =Ri+Ry=M

PF¥. 20 a 21 - urlete pootocleni ve sty¢niku (a) pro uvazované konstrukce

a b

} |
F
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. a _a ¢
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Staticka kondenzace



Zjednodusena deformacni metoda



Deformacéni metoda (DM) vs. zjednoduSena deformaéni metoda (ZDM)

DM - uvazujeme STLACENI prutu
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Deformacéni metoda (DM) vs. zjednoduSena deformaéni metoda (ZDM)

ZDM - predpokladdme, ze prut je NESTLACITELNY
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Priklady uziti zjednodusené deformaéni metody (ZDM)

Pr. 22, 23, 24 - urlete vnitrni sily na danych konstrukcich, reste uzitim zjednodusené

deformacni metody.
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Reseni konstrukci s vyuZitim symetrie nebo antisymetrie

SYMETRIE
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Reseni konstrukci s vyuZitim symetrie nebo antisymetrie

ANTISYMETRIE
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