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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva vedenim tepla a difizi vodnich par ve
stavebnich konstrukcich. Hlavnim cilem je vytvorit jednoduchy sdru-
zeny model, ktery by pri tepelné technickém posouzeni zohlednoval vliv
vlhkosti materialu. Toho se snazime dosahnout zejména presnéjsim ur-
¢enim soucinitele tepelné vodivosti, jenz ma hlavni podil na vysledky
tepelného vypoctu.

Reseni modelu jsme provedli numericky pouzitim metody koneénych
prvki a Newtonovy metody a spravnost vysledkt ovérili porovnanim
s vipoctem podle normy CSN 73 0540. Jako vypoctové prostiedi jsme
pouzili programu MATLAB, ve kterém jsme kromé modelu samotného
vytvorili i jednoduché grafické prostredi pro zadavani dat.

Abstract

This theses deals with heat conduction and water-vapour diffusion in
building constructions. The main objective is to create a simple coupled
model to reflect the impact of humidity on material in the thermal as-
sessment. This is mainly achieved by accurate determination of thermal
conductivity coefficient, which has a major role in the results thermal
calculations.

This model was solved numerically with using finite element method
and Newton’s method. Correctness of the results was verified against

the reference calculations according to CSN 73 0540 code. All simu-
lations were performed in MATLAB, utilizing a simple Graphical User
Interface developed during the thesis.
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Kapitola 1

Uvod

Névrh tepelné izolacniho systému (TIS) budovy je dnes jiz nedilnou soucasti kazdého
nového stavebniho projektu. Obvodové konstrukce maji chranit vnitini prostredi pred
exteriérem, v nasich klimatickych podminkach zarucit zejména vhodnou teplotu pro
uvazovany provoz. Trendem poslednich let je pfedevsim snaha o snizovani energetické
narocnosti novych i stavajicich staveb. O tom svédéi i neustale rostouci obliba nizko-
energetickych domti nebo casté zateplovani a vyména obvodovych plasti stavajicich
objektli s cilem snizit tepelné ztraty objektu.

Spravnému navrhu tepelné obalky budovy bychom ale méli vénovat pozornost i
z jinych divodi nez jen kvili snizeni narokt na vytapéni. Velké problémy s sebou
muze prinést i vlhkost uvnitt obvodového plasté. Zdroji této vlhkosti mtize byt hned
nékolik: zatékani srazkové ¢i povrchové vody do konstrukce v disledku nefunkcénosti
délicich konstrukei, zabudovana vlhkost pri technologickych procesech, vzlinajici (ka-
pilarn{) vlhkost od zemé nebo v neposledni fadé kondenzujici vlhkost z diftize vodnich
par, které se budeme vénovat hloubéji.

Mluvime-li o difizi vodni pary ve stavebnictvi, mame na mysli vétsinou transport
molekul vodni pary ve vzduchu nebo ve vzduchem vyplnénych pérech a kandlcich sta-
vebnich materiala. Typickym prikladem muze byt diftize vodni pary mezi interiérem
a exteriérem!. Samotnd difize vodni pary v konstrukci ni¢emu nevadi. Problém ale
nastava, kdyz prostupujici vodni para v chladnych mistech konstrukce kondenzuje.
K tomu dochazi nejcastéji v zimnim obdobi, kdy diky nizkym teplotam v exteriéru je
vyssi relativni vlhkost vzduchu.

Zejména u tepelné izolacnich stavebnich materidlii je vysrazena vlhkost na pre-
kazku, nebof zvysuje jejich tepelnou vodivost a vede ke vzniku tepelnych mosti. Tim
dochazi nejenom k tepelnym ztratam, ale také ke tvorbé plisni, které vznikaji vzdy na
studenych plochach v kontaktu s interiérovym vzduchem, coz je pravé pripad téchto
tepelnych mosti.

U ostatnich materiali nema sice kondenzace vodni pary tak dramaticky vliv na te-
pelnou vodivost, zptisobuje ale problémy jiného charakteru. Zvlast nepiijemné je ohro-
zeni statiky v disledku hniloby u dfevénych c¢asti staveb, koroze u kovovych a poruseni
mrazem u ostatnich (zdivo, beton). Napriklad obvodova sténa, kterd neni dostatecné
tepelné izolovana, miize promrzat az do poloviny své tloustky. Vzhledem k tomu, Ze
vlhkost po zmrznuti nabyva na objemu, je pochopitelné, ze zde poté dochazi k naru-

1V letnich mésicich pronikd vlhkost skrz obvodovou sténu z exteriéru do interiéru, v zimnich
mésicich obracené.
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KAPITOLA 1. UVOD 13

Sovani vnittni struktury materialti a pozvolné degradaci nosné c¢asti konstrukce.

Podcenéni projektové pripravy stavby v oblasti tepelné techniky vede k témto a
dalsim porucham, které se casto projevi kratce po uvedeni stavby do provozu. Vhod-
nym protiopattenim byva zpravidla kvalitni navrh, ktery v prvé radé vyluc¢uje moznost
kondenzace uvnitt stavebni konstrukce anebo dovoluje odpareni vlhkosti v pribéhu
roku.

Vviev

v v/

tepla. Sou¢asné platna tepelné technickd norma CSN 73 0540 fesi hromadéni konden-
zatu v konstrukci a stanovuje jeho maximéalni mozné limity. Ve vypoctu vedeni tepla
ale nebere na zretel moznou zménu tepelné vodivosti vlivem diftize a kondenzace vodni
pary, a pravé tento vliv nas bude zajimat. Postupné popiseme jednoduchy fyzikalni
model, ktery pTi vypoctu vedeni tepla uvazuje zavislost nejenom na druhu materialu,
ale i na jeho vlhkosti. Tu ziskame krom jiného na zakladé znalosti sorpéni izotermy,
kterd vyjadruje zavislost mezi obsahem vlhkosti v materialu a relativni vlhkosti. Pro
jeji sestrojeni vyuzijeme parametru z databdze programu DELPHIN [7].



Kapitola 2

Popis problému

2.1 Vedeni tepla a difize vodnich par

Vedeni tepla a diftize vodnich par jsou transportni procesy, které jsou si fyzikalné
velmi podobné. K transportu tepla vedenim dochazi ve vSech latkovych skupenstvich
za predpokladu, ze existuje rozdilna teplota mezi dvéma misty (teplotni gradient),
které nejsou mezi sebou tepelné izolovany. My se budeme v této praci zabyvat pouze
vedenim tepla pevnymi télesy. Teplotni gradient a typ materidlu, ve kterém vedeni pro-
bih&, jsou dva nejdilezitéjsi parametry rozhodujici o rychlosti vymeény tepelné energie.
Za timto tcelem se v tepelné technice definuje tzv. soucinitel tepelné vodivosti \ [3,
s. 29], ktery vyjadruje schopnost homogenniho materidlu vést teplo. Materidly Spatné
vedouci teplo maji nizkou hodnotou tohoto soucinitele! a nazyvame je tepelné izo-
lanty. Opakem jsou tepelné vodice.

Podobné definujeme i gradient parcialnich tlakti vodnich par, ktery je hnaci si-
lou diftize. I zde je rychlost transportu urcena timto gradientem a druhem materidlu
¢i konstrukce, jenz obé mista s riznym parcialnim tlakem oddéluje. Vznikne-li mezi
dvéma prosttedimi, které jsou od sebe oddéleny sténou s volnymi pory ¢i kanélky, roz-
dil parcialnich tlaki, zacnou molekuly vody difundovat skrz tuto sténu a vyrovnavat
tim rozdil mezi obéma prostiedimi.

2.2 Pristupy k reseni

Nasim tkolem bude vytvorit sdruzeny model vedeni tepla a difiize vodnich par, jenz
by oba popsané fyzikdln{ jevy ddval do souvislosti. Ulohu jsme vyzkouseli Feit jak
linedrné, tak nelinedrné.

Linearni teseni tlohy spoc¢iva v postupnych opravach funkce teploty. Cely postup
je mozno rozdélit do trech po sobé jdoucich krokii:

1. vypocet vedeni tepla (normovy vypocet)
2. vypocet diftize vodnich par

3. vypocet vedeni tepla zavisly na vlhkosti materialu

'V rozsahu ptiblizné 0,03-0,08 W/(mK).
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KAPITOLA 2. POPIS PROBLEMU 15

V prvnim kroku provedeme prosty vypocet vedeni tepla bez uvazovani vlivu vlhkosti
materidlu. Tento vypocet je identicky vypocétu podle normy CSN 73 0540 Tepelna
ochrana budov. Vysledkem je graf teploty na zjistované oblasti, ktery nam poslouzi
jako pocateéni odhad k dalSimu feseni a také pro srovnani s konecnymi vysledky
naseho modelu. Ve druhém kroku pak stanovime diftizi vodnich par, tzn. jakym zpt-
sobem se méni parcidlni tlak uvniti konstrukce. Vysledkem je graf parcialniho tlaku.
Na zakladé znalosti pribéhu teploty a parcidlniho tlaku vodnich par v konstrukci
jsme schopni ve tretim kroku stanovit hmotnostni vlhkost obsazenou ve vzduchovych
porech materidlu. Nasledné odvodime prirustek soucinitele tepelné vodivosti A, ktery
vyuzijeme k opétovnému vypoctu vedeni tepla. Dostaneme graf teploty, ktery zohled-
nuje obsazenou vlhkost v konkrétnim misté konstrukce zménou soucinitele tepelné
vodivosti A. Ziskame tim novy pribéh teplot a mizeme tak znovu urc¢it hmotnostni
vlhkost v konstrukei a cely treti krok opakovat. Ten opakujeme tak dlouho, dokud se
nebudou vysledky dvou po sobé jdoucich teplot shodovat s pozadovanou presnosti.

Tento pomérné jednoduchy zpusob Teseni se ale pozdéji ukazal byt jako nevhodny.
Pri testovani riznych okrajovych podminek dochazelo k zacykleni vysledki teplot a
konvergence tlohy se zastavila. Pro jiné okrajové podminky se naopak feseni nalézt
podarilo. Proto jsme se rozhodli zvolit druhou moznost feseni, a sice tlohu Tesit ne-
linearné. K tomu jsme vyuzili Newtonovy metody, ktera nakonec konvergovala pro
vsechny testované pripady.

2.3 Zptusob reseni

Analyticky zptisob feseni této tlohy pro jeho velkou slozitost vynechame a pristoupime
rovnou k numerickému teSeni. Pouzijeme metodu koneénych prvkia a jiz zminénou
Newtonovu metodu. Resit tilohu numericky znamen4 casto fesit velké soustavy rov-
nic. Je to proto, ze velkou ¢ast problémi v matematice linearizujeme a prevadime tak
na operace dobfe proveditelné pocitacem (s¢itani, odéitani, nasobeni, déleni). V nékte-
rych pripadech, kdy je napriklad vyzadovano zvlasté presného reseni, miize jit pocet
rovnic v soustavé az do fadu statisicti. Vyteseni takto velkych soustav je narocné na
vypocetni ¢as a vyzaduje kvalitniho softwarového i hardwarového vybaveni. Pro nase
ucely budeme pouzivat programu MATLAB, ktery ma vhodné uzivatelské prostiedi a
je optimalizovan pro praci s maticemi.



Kapitola 3

Formulace vztahu

V této kapitole odvodime zakladni rovnice pro vypocet vedeni tepla a difizi vodnich
par platné pro homogenni material. Zminény model predpoklada transportni déje skrz
svislou konstrukei, tedy pouze v jediném sméru. Pro vypocet samotny uvazujeme v
rozsahu celé této prace vnitini oblast 2 = (0, L) s hranici I' = {0, L}.

3.1 Vedeni tepla

Mnozstvi tepla, které projde plochou za urcity c¢as, oznacujeme jako hustotu tepelného
toku [3, s. 28]. Dle zadani fesime pouze vedeni tepla v ustdleném stavu, tedy nezavislé
na case

_ Q)
kde ¢ [W/m? je hustota tepelného toku,
Q [W] tepelny tok,
A [m?] plocha prifezu.

Z rovnovahy ¢ na elementarnim dilku ziskdme prvni vztah pro odvozeni rovnice vedeni
tepla. Uvnitt oblasti x € Q plati

q(2)A+ Q(x + Az /2)AzA = q(x + Ax)A. (3.1)
——
vtok zdroj viytok
q(x) q(X+AX)
— [ ) —
Q(x+Ax/2)
N

l— AXx -
| |

Obrézek 3.1: Bilance energie na elementarnim dilku

16



KAPITOLA 3. FORMULACE VZTAHU 17

Vydélenim (3.1) objemem Az A

q(x + Ax) — q(x)
Az

—Qx+ Az/2) =0

a limitnim prechodem pro Ax — 0 ziskdvame bilan¢éni rovnici

dq(z)
dx

- Q(z) =0, (3.2)

kterd popisuje rovnovahu tepelné energie na dané oblasti. Druhym vztahem, ktery k
odvozeni pouZijeme, je Fourieriv zikon [12, s. 88]. Na oblasti z € Q je

dT(x)
= —-\Nx)———= 3.3
o(a) = A T, (3.3
kde ¢ [W/m?] je hustota tepelného toku,
A [W/(mK)] soucinitel tepelné vodivosti,
T [°C] teplota.

Dosazenim Fourierova zikona za g(z) do rovnice (3.2) a naslednou upravou ziskdme
rovnici vedeni tepla

d < A T@)

- - ) +Q(z) = 0. (3.4)

Jedna se o diferencidlni rovnici druhého tadu, ke které nélezi na kazdé strané jedna
okrajova podminka. Zadat je muzeme tfemi zpusoby:

a) Dirichletova podminka - pfedepsand teplota T'(z)

T(x)=T(x), x¢€Tly,

¢) Newtonova smiSend podminka - predepsand hustota tepelného toku g(z)

g(x)n(z) = a(@)(T(x) = To(z)), =€ Ty,

kde a [W/(m’K)] je soucinitel pfestupu tepla,
Ty [°C] teplota okolniho prostiedi.

Tepelny tok jde vzdy smérem z teplejsiho mista k mistu chladnéjsimu. U Neumannovy
a Newtonovy okrajové podminky je tento smér ur¢en normélou n(x), jak ukazuje
nasledujici obrazek.
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Obréazek 3.2: Vyznaceni sméru normaly

3.2 Diftize vodnich par

Matematicky je tento jev analogicky predchozimu vedeni tepla. Definujme hustotu
difizniho toku [3, s. 39].

G(z)
kde g [kg/(m?s)] je hustota difizniho toku vodnich par,
G [kg/s] diftzni tok,
A [m?] plocha prifezu.

Plati zde podobna bilan¢ni rovnice, popisujici prenos vodnich par na oblasti z € 2.
Nepredpokladame uz ale vnitini zdroj vodni pary v konstrukci, a proto jen

dg(x)
——= =0. 3.5
T (3.5)
Na dalsim vztahu nazyvaném Fickiv zdkon [12, s. T7-78]
dp(z)
= —0(x)—— 3.6
o) = —o(n) D) (3.
kde ¢ [kg/(m?s)] je hustota diftizniho toku,
] soucinitel difize vodni péry,
p [Pad] parcidlni tlak vodni péry,

muzeme vidét podobnost difiize s vedenim tepla. Tak jako soucinitel tepelné vodivosti
A udava schopnost materialu vést teplo, udava soucinitel diftize § schopnost propoustét
vodni paru. Dosazenim (3.6) do (3.5) obdrzime rovnici difize vodnich par

d dp(z)\
das(é(x) I )—O. (3.7)
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Okrajové podminky k rovnici diftze (3.7) jsou prakticky stejné jako v pripadé vedeni
tepla:

a) Dirichletova podminka - predepsany parcidlni tlak p(x)

p(z) =p(x), =€,
b) Neumannova podminka - pfedepsand hustota difizniho toku g(x)
g(z)n(z) = g(x), zeTy,

¢) Newtonova smisend podminka - pfedepsand hustota diftizniho toku g(x)

g(@)n(z) = B(x)(p(z) — Po()), € Ty,

kde [ [s/m] je soudinitel piestupu vodni pary,
po [Pa] parcialni tlak okolniho prostredi.

Parcidlni tlak okolniho prosttedi py, nutny pro Newtonovu smiSenou podminku, zjis-
time dopoctem ze znalosti teploty a relativni vlhkosti vzduchu. Ta je definovana jako
pomér parcidlniho tlaku vodnich par k parcialnimu tlaku nasycenych vodnich par

p
v, T) = : 3.8
(»,T) e (D) (3.8)
kde ¢ [] je relativn{ vlhkost vzduchu',
P [Pal parcialni tlak vodnich par,
Dsat | Pal parcidlni tlak nasycenych vodnich par, definovany v (3.9).

Relativni vlhkost se muze pohybovat od hranice suchého vzduchu (p = 0) az do
hranice mokrého vzduchu (¢ = 1), kdy je koncentrace vodnich par ve vzduchu maxi-
malni?. Jakékoliv dalsi vypaieni vody vede k okamzité kondenzaci stejného mnozstvi.
Teplota, pri niz je vzduch takto maximalné nasycen vodnimi parami, se nazyva rosny
bod. Zavislost parcialniho tlaku nasycenych vodnich par na teploté rosného bodu
ukazuje obrazek 3.3. Ze vztahu (3.8) nyni vyjadiime p

Do = Psat(10)Po,

kde @q je relativni vlhkost okolniho prosttedi. Zbylé p,.; dopocteme pro teploty v roz-
mezi od -20 do 50°C' z empirickych vzorcu [11, s. 46]

760,54 + 12,567

log psat(T') = , T € (=20,0),

o8 Psat(T) 273+ T (~20,0) .
657,46 + 10, 24T -

log psat(T) = BT T € (0,50).

1V praxi se ¢astéji relativni vlhkost udava v procentech, coz budeme délat i my.
2V interiéru by relativni vlhkost vzduchu pii 20°C méla byt zhruba mezi 4560 %. V exteriéru je
podle teploty ro¢niho obdobi v nasem klimatickém pasmu nejb&zné&ji v rozmezi 60-100 %.
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Psat [Pa] A
12000 +

12275

10000 1
8000 1
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20001
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-20 -10 0

Obrazek 3.3: Graf parcialniho tlaku nasycenych vodnich par

3.3 Uprava soudinitele tepelné vodivosti

Jak uz bylo uvedeno drive, je soucinitel tepelné vodivosti A jednim ze dvou hlavnich
parametri udavajici rychlost vedeni tepla. Jeho spravné urceni ma proto zasadni po-
dil na vysledcich celého vypoctu. V nasledujici tabulce jsou pro srovnani uvedeny
névrhové hodnoty tohoto soucinitele vybranych stavebnich materidala [4, s. 31-38]

material p [kg/m3] || X [W/(m.K)]
vzduch (20°C) 1,2 0,026
mineralni vina MW 50-150 0,037-0,043
pénovy polystyren EPS 10-60 0,037-0,051
drevovlaknité desky 230 0,046
drevotriskové desky 800 0,18
voda (20°C) 998 0,60
sklo 2600 0,76
omitka vapenna 1600 0,88
omitka vap. cem. 2000 0,99
beton hutny 2100-2300 1,23-1,36
zelezobeton 2300-2500 1,43-1,74
ocel uhlikova 7850 50
meéd 8800 372

Tabulka 3.1: Soucinitel tepelné vodivosti vybranych materiala
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Jak muzeme vidét z tabulky 3.1, maji vysokou tepelnou vodivost zejména kovy,
nizsi pak kapaliny a nejhure vedou teplo plyny. Az dosud jsme predpokladali, Ze je
soucinitel A urc¢en pouze typem daného materidlu. To ale neni iplné pravda, protoze
pro zadny materidl neméa stédlou hodnotu [12, s. 88-92]. Zavisi naptiklad na struktute
latky, porovitosti, teploté, tlaku, vlhkosti, stlaceni, atd. Ze vSech téchto typh zavislosti
ma ve stavebnictvi nejvyraznéjsi dopad na tepelnou vodivost praveé vliv vlhkosti.

Prestoze ma voda z celkového hlediska tepelnou vodivost relativné malou, vici
tepelnym izolacim je soucinitel A o rad vétsi. Protoze je vétsina stavebnich materialt
poréznich?, dojde pii nasdknuti téchto poérii ke zvyseni tepelné vodivosti. V otevienych
vzduchovych porech, pres které diive probihala diftize, je nyni pritomna voda, majici
23-krat vétsi tepelnou vodivost nez vzduch.

% Geometrie pora:
E A - oteviené;

B - uzavrené;

C - slepég;
D D - rozvétvené;
E - lahvovité
A

Obrézek 3.4: Rez poréznim materidlem [12, s. 68]

Zvlasté u tepelnych izolaci je tato skutecnost nepiijemna, protoze miize dojit ke tvorbé
tepelnych mostt a dalsim porucham. Nasi snahou je tento vliv vhkosti zahrnout do vy-
poctu. Proto budeme souéinitel A nové urcovat podle vztahu [10, s. 27],

Az p, T) = Mo(a) [ 14 bz) 22T (3.10)
ps()
kde X [W/(mK)] je soudinitel tepelné vodivosti vlhkého materiélu,
Ao [W/(mK)] soucinitel tepelné vodivosti suchého materialu?,
b [ teplotné vlhkostni doplnék,
w  [kg/m?] hmotnostni vlhkost materidlu,
ps |kg/m?] objemova hmotnost suchého materialu.

K urceni hmotnostni vlhkosti w v materialu pouzijeme graf sorpéni izotermy uda-
vajici zavislost mezi obsahem vlhkosti v materidlu a relativni vlhkosti. Jeji pribéh
zavisi predevsim na typu dané¢ho materialu a na nékolika dalsich parametrech, o kte-
rych se zminuje naptiklad [9, s. 1-5]. Rozdilny pribéh sorp¢ni izotermy bude také
podle toho, zda se jednéd o adsorpci (vlhéeni) ¢i desorpci (suseni) nebo tieba pii jaké
teploté se déj odehrava. V tomto modelu vsak vsechny tyto vlivy pro jednoduchost
zanedbame a uvazujeme zavislost sorp¢ni izotermy pouze na druhu materialu.

3Vyjimkou jsou plasty, kovy, sklo a materidly s uzavienymi pory.
4Mysli se piirozené suchého materidlu, tzn. vysuseného pii bézné teploté a tlaku.
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Sorpéni izotermu budeme aproximovat dvouparamterickou funkci, kterou prebi-
rame opét z [10, s. 13].

(a(z) = 1)(p, T)

w(z,p, T) =ws(x 3.11)
e ) =y o 1) (
kde w [kg/m3] je hmotnostni vlhkost materidlu,
wy  [kg/m?] hmotnostni vlhkost materialu pri plném nasyceni,
a [ aproximacni faktor (a > 1),
o |kg/m?] relativni vlhkost vzduchu.

Potiebné parametry wy, a a teplotné vlhkostni doplnék b ze vztahu (3.10) byly zmé-
feny pro bézné stavebni materidly a jsou prevzaty z databaze [7]. Pro ilustraci uvadime
grafy sorpcnich izoterem betonu a mineralni viny dle této aproximace.

120 BETON (2350 kg/m?) 500 MINERALNI VLNA (30 kg/m?)
110 I 800
__100 _
2 [l 2
= 80 = 600
z / z
g 70 B 500
) )
£ 60 <
> > 400
g %0 / =
(%2} [%2]
g 40 /, g 300
o 30 o
E )y E 200
20 -
0 - 100
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
relativni vihkost ¢ [%] relativni vihkost ¢ [%]

Obrazek 3.5: Ukazka aproximace sorpcéni izotermy

Relativni vlhkost vzduchu ¢ dopocitame podle jiz dfive uvedeného vztahu (3.8). Na-
sleduje dosazeni aproximace sorpc¢ni izotermy (3.11) do vztahu (3.10), tj.

b(z)we(z) (a(:c) - 1)90(177 T))

(3.12)

Mz, p, T) = Mo(x) (1 + ps(2) a(x) —p(p,T)

Puvodni soucinitel tepelné vodivosti A(z) v rovnici (3.4) nyni nahradime nové upra-
venym soucinitelem \(z,p, T)

dT(x)
dx

e ()\(x,p(x), T(x)) > +Q(x)=0 (3.13)

a dostavame rovnici, kterd jiz oproti (3.4) uvazuje s vlivem vlhkosti.
Zptesnénim vypoctu vedeni tepla o vliv vlhkosti ale celou situaci znacné kom-
plikuje Pfedné potfebujeme znét nové materialové charakteristiky, které museji byt

vvvvvv
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totiz vyporadat s vysokou nelinearitou soucinitele tepelné vodivosti. Ten je totiz nyni
zavisly nejenom na druhu materialu, ale také na teploté a parcialnim tlaku difunduji-
cich vodnich par. Navic je i rozdil mezi tim, zda je teplota vzduchu vétsi nebo mensi
nez nula — viz empirické vzorce (3.9).

Konec¢ny tvar soucinitele tepelné vodivosti je tak spojenim vSech uvedenych vztahti
a kratké aprave

) M@ awp—
)‘( ) P T) )‘0( ) (1 + ps(2) a<x>10760,333+i%56T ~ p) (3'14)

pro teploty vzduchu od -20 do 0 °C' a

i [1 s @@ aG@p—p
>‘( P, T) )\0( ) (1 + Ps(-fﬁ) a<m)10657,;§;i%247" B p) (315)

pro teploty od 0 do 50 °C.



Kapitola 4

Numerické reseni

Diferencialni rovnice odvozené v predchozi kapitole budeme chtit nyni fesit. Jak uz
bylo feceno, pouzijeme k tomu metodu konec¢nych prvkii a Newtonovu metodu.

4.1 Metoda konec¢nych prvku

4.1.1 Pohled do historie

Metoda konecnych prvka (MKP) se pouzivd pro TeSeni nejruznéjsich inzenyrskych
problémii. Mezi numerickymi metodami si v dnesni dobé drzi zcela dominantni posta-
veni, a to predevsim diky jejimu Sirokému spektru pouziti. Mezi jeji nejvétsi prednosti
patii, ze umoznuje simulaci jevi a déju, které by byly v praxi velmi nakladné nebo
jen stézi uskutecnitelné. Velkd cast fyzikalnich procesu je totiz popsdna systémem
parcialnich diferencialnich rovnic, pro které je analytické feseni klasickymi metodami
u obecnych oblasti velmi obtizné nebo prakticky zcela nemozné najit.

Historicky vznik této metody [2] se odehrél ve 40. letech 20. stoleti. Za jeji pru-
kopniky lze oznacit Alexandra Hrennikoffa (1941) a Richarda Couranta (1942). Svoje
prace napsali nezavisle na sobé a i jejich pristupy se do znacné miry odlisovaly. Spo-
leécnym bodem praci obou téchto védcu vsak bylo rozdéleni urcité spojité oblasti na
konec¢ny pocet podoblasti a praveé tato myslenka je jednim ze zédkladnich kament me-
tody konec¢nych prvki.

Bourlivy rozvoj MKP, ktery byl zaroven pevné spjat s rozvojem pocitaci, zapo-
cal pak v 50. letech. K prvnim pouzitim MKP pattily konstrukéni tlohy v letectvi a
ulohy statiky. Polozenim matematického zakladu, které se odehralo v roce 1973 diky
praci americkych matematiki George Fixe a Gilberta Stranga, se metoda konec¢nych
prvki rozsitila i do dalsich inzenyrskych oborti. Dnes je metoda zakladem mnohych
vypocetnich softwart a jeji vyvoj neustale pokracuje.

4.1.2 Formulace slabého reseni

Reseni tlohy pomoci MKP se miiZe realizovat dvéma odlisnymi pifstupy, které viak
vedou ke stejnym vysledkim [14]. Prvnim z nich jsou variaéni prinicpy zalozené na zjis-
téni, ze procesy v prirodé se bézné odehravaji minimalizované — vyuzitim minimélniho
mnozstvi energie. Druhym je metoda vazenych rezidui, kde se vyuziva slabé formulace

24



KAPITOLA 4. NUMERICKE RESENI 25

diferencialni rovnice. Zatimco variacni principy pracuji s minimalizaci urc¢itého funk-
cionalu (obvykle energetického), metoda vazenych rezidui se snazi o minimalizovani
vazené chyby v oblasti. At uz podle prvniho nebo druhého pristupu, jedna se pokazdé
o prevedeni ptivodni diferencidlni rovnice na soustavu linearnich algebraickych rovnic.

V této praci jsme pro feseni zvolili metodu vazenych rezidui, jejiz specialni formou
je Galerkinova metoda. Hlavni princip spociva v nahrazeni ptivodni tzv. silné formu-
lace jeji integralni formou neboli slabym fesenim a v nasledné diskretizaci. Nastin této
metody provedeme na puvodni (linedrni) rovnici vedeni tepla

CZC (A@)@?) +Q(z) = 0. (4.1)

Nalezenim funkce T'(x), ktera by spliovala tuto rovnici v kazdém bodé oblasti €2,
bychom obdrzeli silné feseni. Oproti tomu u slabého feseni tuto podminku nepozadu-
jeme. Rovnici (4.1) nyni pfendsobme libovolnou vahovou funkei §7'(z) a integrujme

na celé oblasti €2
/Q 0T (x) (jx ()\(:c)dz(;)> + Q(a:)) dr = 0, (4.2)

Jestlize je tento integral roven nule pro vSechny véhové funkce 7' (), u kterych pred-
pokladame na oblasti €2 spojitost a existenci prvni derivace integrovatelné v kvadratu,
nazyvame T'(z) slabym fesenim rovnice (4.1).

Vyhodou slabého teseni je, Ze lze pomérné snadno najit numericky. Rovnici (4.2)
dale rozdélime na soucet dvou integrali

/Q 6T(x)zr()\(x)d7;(;)>dx+ /Q 5T(2)Q(x)dz = 0

a prvni ¢len poté upravime podle Greenovy veéty

/F 5T(x)A(x)de)n(x)ds— /Q d‘sgx)A(x)de)dﬂ /Q ST (2)Q(x)dx = 0.

Vznikly integral na hranici I' rozdélime na soucet t¥i integralti podle tfech okrajovych
podminek

[ o1 A T nwyds = [ @A T wteyds - [ 5Tty as
—a(@) Dirichletova Neumannova
_ /F céT(x)&(x)(T(x) — Ty(a)) ds.

Vahova funkce 67'(z) je uvazovana na hranici I'y nulovd, a proto i cely tento integral
je roven nule. Zbylé dvé okrajové podminky dosadime zpét a dostaneme vyslednou
integralni rovnici

A d(sgm A(x)dj;:(lca:)dx + Jp, ST@a@T(x)ds =

/ T (x)§(x)ds — /F ST (@)a(a)To(a)ds + /Q 0T (2)Q(z)dz, (4.3)

kterou jsme nyni pripraveni déle diskretizovat.
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4.1.3 Diskretizace a volba bazovych funkci

Jak uz samotny nazev prozrazuje, je zdkladem metody konec¢nych prvka prvek ko-
necnych rozméru (na rozdil od infinitesimalniho pohledu). Resenou oblast je potieba
rozdélit na konecny pocet poddoblasti — prvki. Tato faze prechodu od spojité oblasti
k jednotlivym podoblastem se nazyva diskretizace a je dulezitym krokem pii feseni
tilohy pomoci MKP. Regend oblast se beze zbytku rozsituje na jednotlivé prvky, pii-
¢emz hustota sité nemusi byt rovnomérna, ale mize se ménit podle oblasti zajmu.
Rohy téchto prvku (pfipadné i jiné vyznacéné body) jsou uzlovymi body, v nichz se
urcuji neznamé hodnoty funkce. Rozdéleni oblasti, zejména pak volba hustoty sité a
typ koneénych prvki, zdsadnim zptisobem ovliviuji presnost vysledkl a potiebny cas
pro vypocet.

Obrazek 4.1: Ukazka diskretizace dvourozmérné oblasti

Kvalitni diskretizace je v pripadé dvou a trirozmérnych oblasti nelehky tkol, ktery
se jen malokdy déld mechanicky. Vétsina vypocetnich softwarii ma proto v sobé vesta-
vén automaticky ¢i poloautomaticky generator (preprocesor), ktery diskretizaci sim
provede. V nasi situaci, kdy resend oblast je pouze jednorozmérna, je tento tikol velmi
usnadnén. Nemusime totiz zjistovat vhodnou polohu uzlovych boda v prostoru, ale
provedeme pouze rovnomeérné déleni intervalu.

Hledané funkce T'(x) a 67(x) budeme nyni pro tcéely numerického feseni vhodné
aproximovat. Libovolnou funkci v MKP vyjadiujme linearni kombinaci znamych ba-
zovych funkci prenasobenych neznamymi koeficienty v uzlovych bodech, tedy

n

O(x) = Z oi(z)ci,

i=1

kde &(z) je aproximacni funkce,
¢i(x) znamé bazové funkce,
Ci neznamé koeficienty v uzlovych bodech.

Vypoctenim neznamych koeficientti ¢; uréime vlastné hodnoty hledané funkce v uzlo-
vych bodech sité. Ostatni body oblasti, které nejsou uzlovymi body sité, odhadneme
na zékladé aproximacni funkce ®(x).
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Béazové funkce ¢;(z) rozhoduji v podstaté o tvaru aproximaéni funkce ®(z). Tvori
jakousi zakladnu (bézi) pro aproximaci hledané funkce. Jejich vybérem urcujeme zé-
roven presnost vysledného reseni. Mnohdy se vSak ukazuje jako vyhodnéjsi zvolit jed-
noduchy systém bézovych funkei (linedrni, kvadratické) a provést naopak podrobnéjsi
vych polynomt, byva pracna a vynalozené usili se nemusi vzdy vyplatit.

Obecné je pro konvergenci MKP dulezité, aby zvoleny systém bézovych funkei
splioval podminky:

a) dostatecné hladkosti — hledand funkce musi byt aproximovana bazovymi funk-
cemi, které maji spojité derivace o jeden rad nizsi nez ve slabém Teseni,

b) spojitosti — aproximac¢ni funkce musi byt spojité jak uvnit¥ prvku, tak i na jeho
hranici,

¢) tuplnosti — bazové funkce musi byt schopné popsat hledanou funkei (konstantni
i linedrni prubéh)

V této 1uloze volime pro jednoduchost bazové funkce s linearni aproximaci na prvku,
které budeme znacit Ni(x), No(z). Jejich funkéni predpis je

1
Ni(z) =1 — 7O
1
Ny (z) =5

kde h je délka prvku. Aproximaé¢ni funkce ®(x) je potom
O(z) = Ni(x)er + Na(x)co.

Obréazek 4.2 ukazuje princip diskretizace libovolné spojité funkce na e-tém prvku.
V uzlovych bodech jsou hodnoty aproximaéni a spojité funkce navzajem blizké!, v me-
zilehlych bodech je presné feseni nahrazeno aproximacni funkei ®(x) s urc¢itou chybou,
kterou se snazime minimalizovat.

spojita funkce
- / aproximacni funkce
T

\\\\\ \\\‘D (x) = N1(x)c1+Nz(x)c2

C193

Obrazek 4.2: Linedrni bazové funkce

LAni v uzlovych bodech se nejedna o presné, ale pouze piiblizné Feseni.
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Podle uvedeného principu nyni muzeme diskretizovat spojité funkce T'(z), 6T (z) vy-
skytujici se ve slabém Teseni (4.3). Pro vétsi prehlednost budeme déle pouzivat mati-
cového zapisu

T(x) ~ [Nl(x) Ng(x)] [;j = N(x)T, (4.4)

0T (x) ~ [Nl(@ NQ(x)] L;TQ

] — N(2)5T. (4.5)

Ve slabém TeSeni se objevuji i derivace funkei T'(x), 0T (x), které diskretizujme obdob-
nym zpusobem

TCE;’) ~ (B B) l};ﬂ = BT, (4.6)
57;;90) ~ (B B B?j — BST, (4.7)

kde By, By jsou derivace bazovych funkci Ni(z), No(z). V dalsi kapitole pouzijeme
téchto aproximaci k sestaveni soustavy rovnic a vypoc¢tu neznamych teplot v uzlovych
bodech sité.

4.1.4 Sestaveni soustavy rovnic

Ve slabém feseni (4.3) nyni nahradime spojité funkce T'(x),dT(z) a jejich derivace
aproximacemi (4.4) az (4.7). Pro e-ty prvek oblasti € plati tato rovnice

BOTA(z)BTdx + N(z)8Ta(z)N(z)Tds =

Qe Ie.

/F  N(2)8Tq(x)ds — /  N(2)8Ta(x)Tods + /Q N(@)5TQ(x)dz,

qp qc

kterou jesté kratce upravime. Vytkneme nezndmé uzlové teploty T a vahy 8T ven
z integralu

sT” / ' BTA(z)Bdz T + 5T7 / N(2)"a(x)N(z)ds T =

e
qc

sT” /F N () G(z)ds — 8T7 /

e
qp r

N () a(x)Tods + ST” /Q N(@)"Q(x)da

e
qc

a vykracenim 8T ziskdme jeji vyslednou podobu

(/ B\ (@)Bdr + N(I)Toz(:c)N(x)ds)T _

€
re.

/ N(@) g(a)ds - /

r

e
ap qc

N () a(x) Tods + /Q N(@)TQ(x)dz. (4.8)
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V rovnici (4.8) jsou jedinymi neznamymi uzlové teploty 77, T» ve vektoru T. Sec¢tenim
vsech prvkl e na dané oblasti

e

K¢ f
Zi:( BeT)\e (2)Bdx + g Ne(ﬁ)T@e(SC)Ne(:L')ds)T _
tap Tqc £e
;(/ng N (s — [N @ Tgds + [ N@TQ (@ar ) (49)

ziskame soustavu rovnic, ze které vypocteme vektor uzlovych teplot T. Ve zkraceném
zapisu je

(Ko +K:)T= > (f, — f, +5).

e=1 —m—m—m—~—— e=1
Kg

fy

pfi¢emz matici na levé strané soustavy K, nazyvidme globalni matice vodivosti a
pravou stranu f; globalni vektor zatiZeni. Podobné nazyvdme ¢leny v rozsahu jednoho
prvku lokalni matici vodivosti K¢ a lokalnim vektorem zatiZeni f,. Jejich lokalizaci
(umisténim do globalnich objekti) obdrzime soustavu rovnic pro celou oblast sité.
Pro lepsi predstavu ukazeme lokalizaci a celkovy postup pri sestaveni soustavy
rovnic na jednoduchém prikladu. Zacéneme tim, ze oblast 2 rozdélime na tii prvky
o stejné délce h. Trem prvkiam odpovidaji ¢tyti uzlové body, které zapiseme do vektoru

T
15
13
Ty

T =

Vypoctené uzlové teploty 11, Ts, T3, T, urcuji priblizny pribéh funkce teploty f(a:),
jak ukazuje dalsi obrazek.

T =T3
: 2 2 T, T4. T2
T,=T5% \2 -T2 —=
aproximované _}K presné
reseni T(x) feSeni T(x)
[2] ° [3] °
h h

Obrazek 4.3: Grafické znazornéni numerického reseni
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Protoze je déleni oblasti na 3 prvky dosti hrubé, je rezidudlni oblast vétsi [8]. Reziduem
é(), neboli chybovou funkef, nazveme zbytek, ktery ziistane po dosazen{ aproximo-
vané funkce T'(x) do silného Teseni, a sice

e(z) = CZE (A@)ﬁ?) + Q).

Jemnéjsim délenim oblasti na vice prvkii bychom samozrejmeé ziskali presnéjsi aproxi-
maci T'(x). At uz ale danou oblast diskretizujeme na mensi ¢i vétsi pocet prvki, musi
vzdy platit vahové reziduum

/Q e(x)0T(x)dz = 0

pro libovolnou véhovou funkei 7 (x).

Na obrazku 4.3 je také patrny rozdil mezi lokdlnimi a globalnimi teplotami. Lo-
kalni teploty oddélujeme od globalnich hornim indexem znacicim ¢islo prvku. Na-
pifklad globélni teplota T tak odpovidd lokdlnim teplotdm Ty a T%?. Stejné budeme
postupovat i s ostatni pouzitymi globalnimi parametry \¢ a Q. Naopak bazové funkce
Ni(z), Na(x) a jejich derivace By, By rozliSovat nemusime, protoze jsou diky jednotné
délce h na kazdém prvki shodné.

Nyni tedy pristupme k vypoctu jednotlivych ¢lenti soustavy. Lokalni matice vodi-
vosti K§, bude pro kazdy prvek tohoto ukazkového prikladu stejna. Soucinitel tepelné
vodivosti uvazujme jako funkci polohy a pouzitim linearnich bazovych funkci postupné
dostavame

h h
Ki, = [ B'A()Bdz T = B'B [ N(2)\do T* =
0 0
R : X [16] _
= _BJ [B1 B /O [Ni(z) Na(w)] da M [T; -
BBy BiBs| (M w1 [N [TE]
= |B.B, BQBJ/O 1% i) [As Tg) =

(& & [ﬁ @} MN[Te] M+ 1 —1] |17
e g |2 AT 2n -1 1) (T

hZ  h2

2h

. [k —ke] [T
a5 1R

Globalni matice vodivosti Kq je dana souctem tiech lokdlnich matic vodivosti

Pro snazsi orientaci oznac¢ime k¢ =

[k —k! 0 0] T
k' K kK 0| T
Kq = . (4.10)
0 K2 KK K| Ty
0 0 KK T
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Matice vodivosti K charakterizuje tepelnou vodivost celé konstrukce. Sama o sobé je
symetricka, pasova a singularni. Zavedenim okrajovych podminek dojde k regularizaci
soustavy.

Druhé matice Kr , symbolizuje piestup tepla na hranici v Newtonovych okrajo-
vych podminkéch a kterou pricteme k matici vodivosti Kq. Jeji odvozeni je snadné,
nebot soucinitel prestupu tepla « je ur¢eny pouze na hranici I'. Vypoctem hrani¢nich

integralti obdrzime

a0) 00 01T

o 00 0| T
Ki.=| 0o 00 o|mn (4.11)

0 0 0 afL)] T

Levou stranu soustavy mame timto hotovou a podobné ziskame i pravou stranu. Zbylé
okrajové podminky fr_ , fr . jsou opét definovany pouze na hranici I'. Proto

q(0) a(0)To(0)

0 0
frqp + quC - 0 T 0

g(L)]  La(L)To(L)

(4.12)

Posledni ¢len soustavy f charakterizuje vnitini zdroj tepla. Odvozeni je podobné jako
u lokélni matice vodivosti

0

2 1 0 0] [
e _h|1 41 0@
27610 1 4 1] |Qs

00 1 2] Q4

V tomto pripadé se ale jednd o soucin matice a vektoru vnitfniho zdroje tepla Q,
ktery je znam. Po vzajemném vynasobeni

2Q1 + Q2
h |Q144Q2 + Qs
6 |Q2+4Q3 + Q4

Q3 +2Q,

dostaneme sloupcovy vektor, ktery pricteme k pravé strané soustavy.

(4.13)
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Vyslednd soustava rovnic pro vypocet vedeni tepla na oblasti 2 s hranici I' je pfi
diskretizaci na 3 prvky nasledujici:

Ko+Kr,. fr g, +r .+
k' +a(0)  —k! 0 0 7 [0  [a0)+ al0)To(0) + £(2Q1 + @) ]
—k! kK kK 0 Ty BQ1+4Q2+ Q3)
0 —k* K+ k kP Ts - B(Qr+4Q5 + Qu)
. 0 0 —k* K ta(l)] |Th]  [9(L) + (L)To(L) + §(Qs + 2Qu)]

Jejim vyteSenim dostaneme vektor teplot T v uzlovych bodech. Stejnym zplisobem
by se odvodila i soustava rovnic o vice prvcich.

Nastinény postup feseni pomoci MKP by byl stejny i pro jiné jednorozmérné piipady.
Kromé rovnice vedeni tepla budeme stejné fesit i rovnici diftize vodni pary.

4.2 Newtonova metoda

Ve druhé kapitole jsme uvedli, Ze jsme tlohu nejprve tesili linedrné. Postupovali jsme
po krocich metodou postupnych oprav, ale feseni bylo mozné najit jen pro omezenou
skupinu okrajovych podminek. Druhou moznosti bylo tilohu fesit nelinearné, coz jsme
nakonec také udélali. Pouzili jsme k tomu Newtonovu metodu, jejiz princip a pouziti
na této tloze predvedeme.

4.2.1 Princip metody

Zakladni myslenka této velmi oblibené a ¢asto uzivané metody [6, s. 80-83] je velmi
jednoduché. Vysvétlime ji nejprve na pripadu jedné rovnice a poté provedeme rozsireni
na soustavy.

Uvazujme nelinearni rovnici

fla) =0, (4.14)

kde x € R nazyvame korenem (4.14). Newtonova metoda je itera¢ni metodou, kterd
predpokladé znalost pocatecni aproximace z;. Funkce f se v okoli bodu [z;, f(z;)]
nahradi tecnou ke kiivce y = f(z)

y = fla:) + f(@)(x — )

a jako dalsi aproximace se vezme prusecik této tecny s osou x. Zminény postup vede
ke vzorci

T )
7

(4.15)

kde xi.1 je lepsi aproximace kofene x. Takto iterujeme az do ziskani pozadované
presnosti.
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o Ix, fou)] y

y = f(x;)+' (%) (x-x;)

e

X3 )I<2 Xi

Q/

Obrazek 4.4: Newtonova metoda

Volba prvni aproximace z; je dilezita predevsim proto, ze rozhoduje o konvergenci
celé metody. Nékdy se proto pro jeji presnéjsi urceni pouzivaji nékteré priblizné me-
tody (metoda bisekce, regula falsi,...). Pokud se ndm ji podari nalézt nebo ji zname,
konverguje pak Newtonova metoda ke korenu x kvadraticky.

Newtonova metoda pro soustavu nelinearnich rovnic [6, s. 90-93], je pouhym zo-
becnénim jednorozmérného pripadu (4.15). Problém zde ale nastavé s poc¢ateéni apro-
ximaci, nebot v soucasné dobé neni znama zadna uspokojiva univerzalni metoda,
ktera by dokazala spolehlivé urc¢it dobrou pocatecni aproximaci reseni. Pomoci nam
muze znalost konkrétniho problému, ale ¢asto nezbyva nic jiného nez ji odhadnout.
Dodejme, zZe problém feSeni soustav nelinedrnich rovnic je v numerické matematice
jednim z nejobtiznéjsich.

Uvazujme soustavu nelinearnich rovnic

fl(l'l,l‘g,..., )

Tn
fg(l’l,ﬂfz, s axn)

0,
0,
neboli f(x) = o, (4.16)
folz1, 29, .. xy) = 0,
kde sloupcovy vektor x nazyvame fesenim soustavy (4.16). Iterac¢ni predpis je zde
Xi+1 = X — J(IZ)_lf(ZL'Z), (417)

kde J(z) je takzvana Jacobiova matice

ofi ofi af

ox1 Oxo CC Oxn

A Of2  Of2 of2

J(I) — afz — | Ox1 Oz2 " Oz
Oz, : : o

Ofn  Ofn Ofn

o1 Oxre 7" Oxn

Podafi-li se ndm najit vhodnou pocatecni aproximaci, je fad konvergence metody opét
dve.
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4.2.2 Nelinearni reseni rovnice vedeni tepla

Pro zadané okrajové podminky chceme ziskat feseni rovnice vedeni tepla

d‘i <)\(x, p(z), T@))‘Z?) +Q(x) =0, (4.18)

kde A(z,p,T) je dano vztahy (3.14), (3.15). Pro usnadnéni prace vyuzijeme MATLA-
BEM preddefinovanou funkci fsolve, kterd umi nelinedrni ulohy fesit [1]. Jednou z
moznych syntaxi je

fsolve(fun,x0,options),

pritom fun je nami feSena funkce, x0 pocatecni aproximace a options slouzi k na-
staveni zpusobu Teseni. V nasem piipade, kdy jsme spojity problém (4.18) prevedli
pomoci MKP na soustavu rovnic, je funkce

fun = K, T —f, (4.19)

a pocatecni aproximace x0 vektor teplot, na kterém zavisi naslednd konvergence me-
tody. Muzeme ho ziskat napiiklad prostym vyfesenim puvodni (linedrni) rovnice tepla
nezavislé na vlhkosti nebo provedenim nékolika kroki linedrniho feseni (nez se konver-
gence zastavi). Pomoci options nastavueme volby jako tfeba maximéalni pocet iteraci,
presnost metody nebo také pouzity algoritmus feSeni — viz dokumentace [1]. Sestaveni
Jacobiovy matice provede MATLAB numericky bez nutného zasahu uzivatele a je-li
dobte zvolend pocatecni aproximace, tloha po nékolika krocich zkonverguje.
Cemu se ale nevyhneme, je vypocet integralu

A T)d
| Map.T)da

potiebného pro sestaveni lokalni matice vodivosti. Analytické feseni je pro prilis velkou
slozitost (3.14), (3.15) nemozné a nezbyva proto nic jiného nez numerickd integrace.
Pouzili jsme Gaussovu integraci o péti integracnich bodech a také obdélnikového pra-
vidla s moznosti libovolného déleni intervalu. Pro vétsinu zadani tloha bezpecné kon-
verguje s pouzitim Gaussovy integrace, ale v nékterych pripadech vedlo k cili daleko
efektivnéji uziti obdélnikového pravidla s jednobodovou integraci.

Nejvétsi problémy nastavaly zvlasté u tepelné izolace, jejiz sorpéni izoterma ma
pro ¢ > 0,99 velmi strmou derivaci a byla pri¢inou nestability. Konvergence tlohy
se pak vyrazné zpomalila® nebo dokonce zastavila. Resenim bylo pouZit uz zminénou
jednobodovou integraci, ktera vsak s sebou nesla vétsi chybu, anebo sorpéni izotermu
v problémovém useku vyhladit. Pouzili jsme ndhradni aproximaci sorpéni izotermy

w = wf(l — aeﬁ(“’m”"")), (4.20)
s koeficienty «, 3, které jsou
_ a(@max - 1)
Pmaz — @ ’
5 a—1

((pma:p - a) (@max - 1).

2Bylo zapotiebi i vice nez 1000 iteraci.
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Parametr ¢, urcuje poc¢atek vyhlazeni. Hlavnim pozadavkem pfi sestaveni nahradni
aproximace (4.20) bylo, aby pro relativni vlhkost ¢ > @4 se sorpéni izoterma rychle
priblizovala k maximélni hodnoté nasyceni w;. Priklady dvou takovych vyhlazeni

sorp¢ni izotermy pro mineralni vinu jsou vidét na obrazku 4.5.

hmotnostni vihkost [kg/m3]
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Obrézek 4.5: Vyhlazend sorpéni izoterma mineralni viny
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Prakticky priklad

5.1 Zadani prikladu

Pouziti modelu budeme ilustrovat na jednoduchém prikladu, ktery jsme pro ucely di-
plomové préace vypocetli. Uvazujme vicevrstvou konstrukei, kterd oddéluje interiér od
exteriéru. Skladba jednotlivych vrstev s parametry pro vypocet je uvedena v tabulce
5.1 ve sméru tepelného toku (z interiéru do exteriéru). Zamérné jsme pritom posunuli
tepelnou izolaci proti konstrukénim zasadam blize k interiéru, aby doslo ke vzniku
kondenzacni zény, diky které budou vysledky vypoctu zajimaveéjsi.

Vistva Tloustka Souéinit,el Objemovi .Fz?kto/r Teplotné/ Hr?.ot. v/ody Aprvox:
skladb vrsty tepelné hmotnost diftzniho | vlhkostni | pfi plném | macni

Y Y vodivosti odporu | doplnék nasyceni faktor

d[m] | X[W/(mEK)]|ps [kg/m’] | [ bl | wylkg/m’]| al]

Omitka VP 0,02 0,87 1700 6 4,29 300 1,01239
Miner. vina 0,22 0,04 30 3 0,45 900 1,00084
Zelezobeton 0,2 2,1 2350 23 0,65 120 1,13103
Omitka VPC | 0,025 1,05 1800 19 3,42 250 1,02472

Tabulka 5.1: Poradi vrstev ve sméru tepelného toku

interiér ; i exteriér

omitka VP

mineralni vina X

Zelezobeton
omitka VPC

4”4" 0,22 " 0,2 o
0,02 0,025

36
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Okrajové podminky k této tloze predepisujeme Newtonovy, tj. teplotu a relativni
vlhkost vzduchu okolniho prostiedi a téz soucinitel prestupu tepla. Tyto parametry
byly prevzaty z normy [4] a to jak hodnoty navrhové pro zékladni tepelné-technické
posouzeni konstrukce, tak i primérné mési¢ni hodnoty pro celkovou roc¢ni bilanci. Nize
vypsané udaje jsou platné pro tzemi Prahy. Navrhové hodnoty prostredi jsou:

INTERIER: EXTERIER:
teplota vzduchu Ty, = 20 °C teplota vzduchu Ty = -13 °C
relativni vlhkost ¢ = 50 % relativni vlhkost ¢ = 84 %
sou¢. piest. tepla o = 4 W/(m?*K) sou¢. piest. tepla o = 25 W/(m?K)

a priamérné mési¢ni hodnoty v exteriéru® se v pritbéhu modelového roku vyviji nésle-
dujicim zpusobem:

Meésic  Teplota Ty Rel. vlh. ¢ Meésic Teplota Ty Rel. vlh. ¢
1. leden -2,4 °C 81,2 % 7. Cervenec 17,5 °C 70,4 %
2. Unor -0,9 °C 80,8 % 8. srpen 17,0 °C 70,9 %
3. brezen 3,0 °C 79,5 % 9. zar 13,3 °C 74,1 %
4. duben 7,7°C 77,5 % 10. fijen 8,3 °C 77,1 %
5. kvéten 12,7 °C 74,5 % 11. listopad 2,9 °C 79,5 %
6. cerven 15,9 °C 72,0 % 12. prosinec -0,6 °C 80,7 %

5.2 Ovéreni spravnosti modelu

Vysledky modelu ovérime srovnanim s jinym tepelné-technickym programem. Zvolili
jsme program TEPLO 2011 [13], ktery umoznuje zékladni tepelné technické posou-
zeni skladby stavebni konstrukce podle soucasné platnych norem. K dispozici ndm
byly grafy teplot, parcidlnich tlak a mnozstvi akumulované kondenzace.

Teplotné vlhkostni doplnék b [ je ve vztahu (3.10) jakymsi fidicim ¢lenem. Jeho
velikost ovliviiuje, jak velka zména soucinitele tepelné vodivosti bude. Polozenim b = 0
tak snadno odstranime vliv vlhkosti z vypoctu vedeni tepla a pocitame vlastné nor-
movy vypocet, coz nyni potfebujeme ke srovnani vysledk. Timto krokem jsme po
vypocteni zadané konstrukce v MATLABU ziskali stejné pribéhy teplot, parcialnich
tlakti i mnozstvi akumulované kondenzace, jako udava program TEPLO 2011.

Déle jsme také stanovili a porovnali mezi normovym a modelovym vypoctem
znamy soucinitel prostupu tepla U. Ten definuje norma [5, s. 9], jako prevrdcenou
hodnotu celkového tepelného odporu konstrukece Ry, a sice

1 1

e 5.1
Rr Ry + R+ R, (5:.1)
kde U [(W/(m*K)] je soucinitel prostupu tepla,
R [(m2K /W] tepelny odpor konstrukee,
Ry, Ree [m*K/W] odpor pii prestupu tepla? v interiéru, exteriéru.

1V interiéru predpokldddme béhem roku stile hodnoty rovné nivrhovym.
2Je ptevracenou hodnotou soucinitele piestupu tepla ;, ce.
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Tepelny odpor vrstvy konstrukce R [3, s. 32], je ddn podilem
d
A )
kde d je tloustka konstrukce a A\ soucinitel tepelné vodivosti v suchém stavu. V pripadé,
ze pocitana konstrukce je vicevrstva, je tepelny odpor souctem tepelnych odporta

jednotlivych vrstev. Uzitim vztahu (5.1), (5.2) snadno vypocitame souéinitel prostupu
tepla u zadané konstrukce:

R= (5.2)

1.d;, 0,02 0,22 0,2 0,025
R=> T =7 : = 22 564 m2K W
;)\i 0.57 To,00 T o1 A0 T O ME/W
1 | )
U= = = 0,17 W/(m*K).
—+R+— 4564+ —
a; Qe 4 23

Ten je podle normového vypoctu staly béhem celého roku. Soucinitel prostupu tepla
jsme vypocetli i podle naseho modelu s akceptovanim vlivu vlhkosti. Vzajemny rozdil
v obou vypoctech je vidét v grafu.

110 407 1,07
1,0 1 0,94 0,95
Onormovy vypocet
<
NE 0,8 1 O modelovy vypocet
=
®©
& 06
b
>
o
=}
‘g 0,4 1 0,34
S
o)
E 0,2 10,17 0,17 0,17 A7 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 017 017 0,17
[}
(2]
0,0 T T T 1
N S N O f O
66 '\)Q P /Lo 0® Q\Q’ k \ Q .\«\Q’
A & & v;‘ ‘c?’ 4&6@ @ \é\o Q@“"

Obrézek 5.1: Srovnéani soucinitele prostupu tepla U v pritbéhu roku

Muzeme si povsimnout, ze rozdilné hodnoty U jsou v chladnéjsi ¢asti roku, zatimco
od kvétna do zari jsou si rovny. To je dano tim, Ze v téchto mésicich nedochazi ke
kondenzaci vodnich par, které nartist zptsobuji. Nejvétsi rozdil je pak v mésici lednu,
ktery je zaroven nejchladnéjsim mésicem modelovaného roku, a tedy i nejvétsi mnoz-
stvi zkondenzované vlhkosti. Kondenzace dle normy [5, s. 37|, nastava, plati-li

Psat < D- (53)

Graficky je tato podminka splnéna, jestlize kiivka parcidlniho tlaku vodnich par pre-
roste v urcitém misté krivku parcialniho tlaku nasycenych vodnich par. Ve skutec-
nosti je vSak parcialni tlak nasycenych vodnich par maximéalnim moznym tlakem a
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jeho prekroceni uz neni mozné. Podminka (5.3) slouzi pouze pro stanoveni vyskytu

kondenzace.

5.3 Srovnani vysledki

V této ¢asti porovname mezi sebou vysledky vypoctu podle normy s modelovym
vypoctem. Na dalSich trech grafech je srovnani obou typu vypoc¢ta v meésici lednu.
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Obrézek 5.2: Vysledky normového a modelového vypoctu v mésici lednu
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Obrézek 5.3: Vysledky normového a modelového vypocétu v mésici lednu

V prvnim grafu je znazornén pribéh parcialniho tlaku vodnich par a parcidlnich
tlaklt nasycenych vodnich par. Rozdil mezi kifivkami nasycenych parcidlnich tlakt
je zpusoben zménou soucinitele tepelné vodivosti, ktery ovliviiuje rozlozeni teplot, a
ty zase zpétné prubéh nasycenych parcialnich tlaki. V tomto pripadé navic dochéazi
uvnitt konstrukce ke kondenzaci vodnich par, coz ma negativni dopad predevsim na
tepelné izolace. V druhém grafu je tato skute¢nost vyjadrena zménou soucinitele te-
pelné vodivosti, ktery je nejvétsi pravé u mineralni viny. Logickym dtsledkem je pak i
zména prubéhu teplot v konstrukei (treti graf) Tepelna izolace pak prestava plnit svoji
funkci a jednim z dusledki je, ze v konstrukci vznikaji tepelné mosty. Jimi dochéazi
k tniku tepelné energie z objektu a je vytvareno idedlni prostiedi pro rist plisni a
v koneéném dusledku pak nevhodné mikroklima pro pobyt lidi.

5.4 Prinos modelu

Ptinos tohoto modelu je omezeny v tom smyslu, Ze po¢itd pouze stacionarni (ustaleny)
prenos tepla a nebere tedy do tvahy relativné kratky pocet dni, kdy jsou u zvoleného
prikladu okrajové podminky takto neptiznivé. Vyse uvedené grafy jsou proto vlastné
nejhorsim moznym scénarem, ktery muze v konstrukei z hlediska kondenzace nastat.

Zaroven se ale mizeme na zakladé vypoctu podle tohoto modelu dozvédét néco
o kvalité navrzené skladby. V zadani jsme uvedli, ze jsme pro tento pripad zdmérné
posunuli tepelnou izolaci blize k interiéru. To mélo za nasledek vytvoreni kondenzac¢ni
zony a dalsi zminéné chovani. Vime vsak, ze daleko lepSim feSenim by bylo umis-
tit tepelnou izolace (v souladu s konstrukénimi pravidly) k venkovnimu povrchu. To
potvrzuje i vypocet prostupu tepla v prubéhu roku podle naseho modelu. Vysledky
soucinitele prostupu tepla udavané normovym i modelovym vypocétem jsou prakticky
stejné — obrazek 5.4. Oproti predchozi varianté (obrazek 5.1) jde tedy o jednoznacné



KAPITOLA 5. PRAKTICKY PRIKLAD 41

lepsi usporadani vrstev ve skladbé obvodového plasté, nebot i v téch nejneptiznivych
podminkach nedochéazi ke zhorseni tepelné izolac¢nich vlastnosti konstrukce.
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soucini

o
o
.

o
~

o
[N

0,0

Onormovy vypocet

Omodelovy vypocet

| W 1 Hﬂ ‘Hﬂ I Hﬂ Hﬂ Hﬂ Hﬂ I

Q
be’ & & Q \°®
‘{S 00 Q\e Y P

'1/
"\ b° &
@ N N

AN

Obrazek 5.4: Soucinitel prostupu tepla nové skladby
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Zaver

V této praci byl ukazan odlisny zptsob vypoctu vedeni tepla ve stavebni konstrukci
oproti standardnimu postupu podle normy CSN 73 0540. Vytvofili jsme jednoduchy
model, ktery zahrnuje vliv vlhkosti stavebnich materiali pfi vypoctu ustaleného ve-
deni tepla v 1D. Pritom jsme vyuzili externi databazi materialovych charakteristik
programu DELPHIN [7], o kterou se tento model opira. Jako pracovni prostredi ndm
slouzil program MATLAB, ze kterého byly také ziskdny vSechny vysledky uvedené
v této praci (zdrojové soubory jsou k dispozici v elektronické podobé na prilozeném
médiu).

Tento model dava vhled do problematiky tepelné techniky a predstavuje jednu
z moznych cest, kterou se lze ubirat k ziskani presnéjsich vysledki vedeni tepla. Pres-
toze uvazujeme pouze ustalené vedeni tepla, mize byt tento model prinosem naptiklad
pri orienta¢nim posuzovani spravnosti navrzené skladby konstrukce v daném prostiedi
(podrobnéji v predchéazejici kapitole).

Jako dalsi rozsifeni tohto modelu se proto logicky nabizi zahrnout do vypoctu i
casovou zavislost. Ta by prinesla lepsi obraz o pribéhu teplot v konstrukci béhem
roku, ale zaroven bychom nutné pottebovali i nové fyzikalni parametry, jez by tento
vliv ¢asu vyjadtovaly. Vice o tomto tématu [10].
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