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1 Matice, vektory

Definice. Necht’ m a n jsou pfirozena Cisla (cela kladna). m - n Cisel

Ize usporadat do schématu

( air Q2 13 ... Qin \
21 UA22 A23 ... Qop
A= , (1)
\ Am1 Am2 .- Amn )

které se nazyva matici A typu (m, n). Matice A obsahuje m fadka

a n sloupcu.

(Pojem matice zavedl roku 1850 anglicky matematik J. J. Sylvester.)
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Je-lin = 1, obsahuje matice jen jeden sloupec. Takova matice se

nazyva sloupcovym vektorem. V tomto predmeétu se vektorem rozumi

vzdy sloupcovy vektor. Slozky vektorl jsou oznaceny jen jednim

indexem, napf.

[an )

a1

\ @mi

f )

(o)

(%)

oy
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Oznaceni

Matice jsou oznaceny tu¢nymi velkymi pismeny, napi. A,
vektory jsou oznaceny tu¢nymi malymi pismeny, napf. v,

prvky matic jsou oznaceny malymi pismeny se dvéma indexy, napf.

Qi

slozky vektoru jsou oznaceny malymi pismeny s jednim indexem,

napr. v;.
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Skupinu n vektoru vq, v, . . ., V,, Z nichz kazdy obsahuje m slozek,
Ize ulozit do matice V' typu (m, n), jednotlivé vektory tvofi sloupce

matice V. i-t& slozka vektoru v je oznaCena v;(;). Matice V' ma tvar

/ b1y Y2 --- Uin) \
vV — U2(1) U2(2) U2(n) 3)
\ Um(1) Um2) Un)
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Neékteré specialni matice

ctvercova matice: je-li pocCet radku roven poctu sloupcu, tedy

m = n,

diagonalni matice: pro ¢ = j plati a;; # 0, pro ¢ # j plati a;; = 0

/all 0
A — 0 ag
0

\ 0

9\

0

0

0 a,,m)

( aiq

\

Anpn )
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horni lichobéznikova matice: pro 7 < j plati a;; # 0, pro ¢ > j

platl' Qij — 0

( a1; A2 A1m
0 a9 aos Aom,
O O ass aA3m
\ 0 0 @
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horni trojuhelnikova matice: pro ¢ < j plati a;; # 0, pro ¢ > j plati

aij = O
(&11 aga ... ... QA1n \
0 Aoy A923 ... QA9p
A = 0 0 ass ... Qazp . (6)

\O . ... 0 ann)
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Linearni kombinace vektoru

Definice. Necht’ je dano n vektoru v, vo, ..., v,. Vektor
V = Cc1v1 + vy + ... C,V, Se nazyva linearni kombinace vektoru

V1, V9, ..., U,. Pro slozky vektoru v plati

V; = C1V;(1) T C2Vj(2) + - - - F CpUj(n)- (7)

Definice. Vztah (7) definuje nasobeni matice a vektoru

Ve=v, (8)
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coz po slozkach ma tvar

/ V11 V12
V21 U992
\ Uml Um2

o\ [ a )

Von

A

/ C1VU11 + CoV12 + ...+ CuU1p \

C1V21 + CoU22 1 . .. T+ CprU2y,

\ C1Um1 —|— CoUm2 —’— c .. —|— CnUmn )
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2 Gaussuyv eliminacni algoritmus

J. Rohn: Linearni algebra a optimalizace. Nakladatelstvi Karolinum, Praha, 2004: moderni véda
prisuzuje autorstvi Gaussovi (1810); metoda je vSak popsana ve staroCinském traktatu “Matematika v

deviti knihach” z roku 263.

Necht’ je dana matice A typu (m, n) ve tvaru

(all aiz ... aln\

a1 aso ... Aon

\ a/m]_ e o o e o o a/mn )

Snahou je ziskat horni lichobéznikovy tvar matice A pomoci tzv.
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ekvivalentnich uprav.

Nejprve je treba ovérit, zda-li neni mozné ziskat horni lichobéznikovy

tvar matice pouhou vymeénou radku a sloupcu. To je mozné pouze

vyjimecneé.

Priklad. Necht’ je dana matice
[0 2 0)

—2 4

\4 0 -2

Vymeénou prvniho a posledniho radku a dale vymeénou druhého a

A = (11)
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tretiho sloupce se ziska matice

(4 -2 0

4

0 —2 1.
\0 0 2

A= (12)
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Je-li a;; = 0, zméni se poradi radkud a sloupct tak, aby na pozici

(1, 1) byl nenulovy prvek. Je-li a1y # 0, od druhého fadku se odeéte
prvni fadek pfenasobeny 2L. Tim se na pozici (2, 1) objevi nula.
Odectenim prvniho fadku prenasobeného Z—ﬁ od 2-tého fadku se
obejvi nula i na pozici (%, 1). Prvni krok elimina¢niho algoritmu tedy

vynuluje vsechny prvky prvniho sloupce kromé prvku a;1. Po prvnim
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kroku se ziska matice ve tvaru

) 1
() ) o)
o o L o
AWM = 0 af ... o) |. (13)
\ 0 7(71)2 CL?%?”L)

Je-li aé; = (), zméni se poradi radkud a sloupct matice AW tak, aby

na pozici (2, 2) byl nenulovy prvek. Je-i a%) # (, od tretiho fadku se
e

odeéte druhy fadek prenasobeny = (1) Tim se na pozici (3, 2) objevi

oD
nula. Odectenim druhého radku prenasobeneho 5 od -tého radku
G99
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se obejvi nula i na pozici (7, 2). Druhy krok elimina¢niho algoritmu
tedy vynuluje vSechny prvky druhého sloupce pod diagonalnim

prvkem a%). Po druhém kroku se ziska matice

) (2) (2 2
[ off af) .. el
2) (2 2
0 ag; agg) agn)
A = 0 0 a%) ai()i) : (14)
\ 0 0 d% ... Gl
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Pokracovanim algoritmu se ziska nektery z nasledujicich tvaru

S B o M Gt O Gt
0 oV oGl
0 .
AFD = [ 0 0 a7 oG | a8
0 0 0 0 ... 0
\ 0 0 0 0 ... 0
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m—1 m—1 m—1
(a7 aly™ L afrY
0 ar Y oG
Alm—1) _ 22 2n | 16)
0
\ 0 0 0 abp?
[ amD Glm=glm= o glm
m—1 m—1 m—1
A1) _ 0 a;Q ) agg b agn )
0
\ 0 0 0 alm Q)
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Specialni roli hraji matice ve tvaru

n—1 n—1 n—1 n—1
agl ) a§2 b agn ) a<1,n—|—% \
0 It B (O M (L)
A(n_l) _ 22 2n 2,n+1 . (18)
: 0 : : :
\ 0 0 0 am" a0 )
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Priklad. (Budinsky, Charvat: Matematika I, SNTL/ALFA, 1987)

Necht’ je dana matice

(19)

DO
O — Oy W
o
-
|
—_
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Provedenim Gaussova algoritmu vyjde

(13 -2 2 4)

aw_| 04 13 20
00 7 —4 -9
\0 0 0 0 0
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3 Soustavy linearnich algebraickych rovnic
a jejich resitelnost

Definice. Soustavou linearnich algebraickych rovnic se rozumi

soustava
a1 r1 + apTs + ...y, = by
a21T1 —|— A992T9 —|— e Aoy — b2
(21)
Am1T1 + GmoTo +  ...CQmnTn = by,
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Poznamka. Soustava (21) se da usporné zapsat pomoci matice a

vektoru do tvaru

Ax =0
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Definice. Necht’ je dana matice A typu (m, n) v hornim

lichobéznikovém tvaru

/an ais a13 ... ... aln\
O a9 a3 ... ... Qo
0
A= 0 0 0 awm ... am |- (22)
0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 ... O/

Hodnosti matice A se nazyva pocet nenulovych fadku, tj. h.
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Definice. Necht’ je dana soustava m linearnich algebraickych rovnic
o n neznamych ve tvaru Ax = b. Matice A je typu (m, n), vektor
x obsahuje n slozek, b obsahuje m slozek. Matice | A |b) typu

(m,n + 1) se nazyva rozsifena matice soustavy.
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Veéta (o resitelnosti). Necht’ je dana soustava m linearnich
algebraickych rovnic o n. neznamych s matici A typu (m, n),
vektorem x obsahujicim n sloZzek a vektorem b obsahujicim m
slozek.

1. Je-lim = n aje-li hodnost i matice soustavy rovna hodnosti h
rozSitené matice soustavy, pficemz h = h = m = n, ma soustava
praveé jedno reseni.

2. Je-lim < n aje-li hodnost h matice soustavy rovna hodnosti h

rozSitené matice soustavy (pficemz je h = h < m), ma soustava

nekonecné mnoho reseni.

3. Je-lim > n aje-li hodnost h matice soustavy rovna hodnosti h

rozSitené matice soustavy, pticemz je h = h = n, ma soustava
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prave jedno reseni.
4. Je-lim > n aje-li hodnost i matice soustavy rovna hodnosti h

rozSifené matice soustavy, pficemz je h = h < n, ma soustava

nekonecnhé mnoho reseni.

5. Je-li hodnost h matice soustavy mensi nez hodnost h rozsitené

matice soustavy, nema soustava reseni.

Veéta (Frobeniova). Soustava linearnich algebraickych rovnic ma
alespon jedno feSeni pravé tehdy, kdyz matice soustavy a rozSirena

matice soustavy maji tutéz hodnost.
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Priklady.

1. m =n = h = h = 2, soustava ma prave jedno reseni

2 =113
0 2|7

(23)

~

2. h=h=2<m =2 < n =3, soustava ma nekone¢né mnoho
reseni

2 =1 0|7

0 2 3|4

(24)
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3. m=3>n=2= h = h, soustava ma prave jedno feseni

(2 -1

0 2
\ 0 0

3 )
0 )

(25)

~

4. m=4>n=3 > h = h = 2, soustava ma nekone¢né mnoho

reseni

o O = O
-

(26)
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5.h =1 < h = 2, soustava nema reseni

2 =17
0 0 (4
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Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice. Plati-li rovnice

ClU{ + CoVo + ...CL0,, = 0 (28)
pouzeproc; = ¢y = ... = ¢, = 0, nazyva se skupina vektor( v1,
Vo, ..., U, linedrné nezavislou. V opacném pripadé se skupina

vektorll nazyva linearné zavislou.

VVVVVV

Nejdulezitéjsim pripadem je skupina vektort v, V9, .. ., U, Z nichz

kazdy obsahuje n slozek. Vektory Ize uloZit do sloupct matice V'
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typu (n, 1) ve tvaru

/ Vi(1) Yi(2) --- Ul(n) \ ( V11 V12 ... UVin \
U2(1) V2(2) ... U2(n) U1 V22 ... 7U2p
V p— p—
\ Un Un(g ce Un(n) ) \ Unt Un2 ... Upn )
Véta. Necht’ je dano n vektora v, .. ., v, kazdy o m slozkach.

Necht’ jsou tyto vektory uloZeny jako sloupce matice V. Vektory v,
., U, jsou linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz ma soustava

V ¢ = 0 praveé jedno nulové (trivialni) feseni.
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Definice. VSechny vektory o n slozkach tvori vektorovy prostor V.
Bazi vektorového prostoru je libovolna skupina linearné nezavislych

vektort v+, ..., v,.

Véta. Libovolny vektor v z vektorového prostoru V' Ize vyjadfrit jako

linearni kombinaci bazovych vektora ve tvaru

V = C1V1 + CVg + ...CpU,. (30)
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Necht’ je dana baze by, .. ., b,, a pfislusna matice B.
v = v%b)bl + véb)bg +...vY9b, = (31)
= Z vgb)bi — Bo®". (32)
i=1
Necht’ je dana druha baze g, . . ., g,, a piislusna matice G..
v = va‘g)gi = Gv'9. (33)
i=1
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vyjadieni baze g, v bazi b,

W (b) |
g; = Gi(b1 + Gy(b2 + - n(gb —Zgﬁ (34)

v = Zv g, = Zng(z) v, b, —ka by, (35)
i=1 i=1 k=1 k=1
— G(b)fv(g) (36)

vyjadfeni baze b; v bazi g

b = b7 g, +bhg,+...0% g, Zb (37)
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b)
v = Z( b, = bk(z)vZ g, = v, gy (38)
1=1 1=1 k=1 k=1

,U(g) — B(g)fv(b) (39)

v = Z v!”b; —ZZb(g)v g, = (40)
1=1 1=1 k=1
= S:S:Sjgffzz)bég&)vgb)bl szz(b)bl (41)
i=1 k=1 I=1 I=1
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(b) _ (6) 1.(9) , () (®) 1 (9) _
v = gl(k)bkg(z‘)vi = Z gl(k)bkg(z') =0 (42)
i=1 k=1 k=1

v® — g BWLO ~ bl T (43)

Necht’ je dana dalsi baze hq, .. ., h,, a ptislusna matice H .

Vyjadfeni baze h,; v bazi g; ma tvar

(44)

_ (9)
hi = 2 M9
1=1
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Libovolny vektor

v = SR =33 1) Mg, =
=1 1=1 k=1
= >33 g h e =" v,
1=1 k=1 [=1 =1

00 — GO (F(9)4(R)
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4 Kvadraticke formy

Necht’ je dana kvadraticka funkce n promennych ve tvaru

Z Z Qi j Ui lj — (48)

i=1 j=1
= G11T1T1 T A12T1T2 + . . . A1 X1 Ty T+

f(z)

—|— aA21 X921 —|— A29X9X9 —|— e . Aoy —|—

+ Ap1TnT1 + 2 TnTo + ... QppLnly =

= xl Ax. (49)
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Specialni tvar kvadratickych forem

1=1

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132

5 Vlastni cisla a vektory

1. motivace

Rovnice elipsy v soufadnicovém systému 'y’ ma tvar

,27/2 y/2

— + == =1 = b*2” +a*y? = a?b?, (51)
napr.

3°2"% + 5%y = (3-5)° = 225. (52)

Transformace mezi soufadnicemi x’y’ a xy maji tvar

/

r = (r—xzg)cosa+ (y— ys)sina, (53)

/

y = —(r—xg)sina+ (y — ys) cosa, (54)
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Dosazenim transformacnich vztahu (53) a (54) do rovnice elipsy v

souradnicovem systému xy vychazi

(b% cos® a + a® sin? o) x” + (b* sin® a + a” cos® o)y +

sin 2a — a?

2

sin 2a)xy +

2

2% 1 g cos® a — b*yg sin 2o — 2a°x g sin® a + a*yg sin 2a))x +

o — b*xgsin 2a — 2a*yg cos® o + a*x g sin 2a)y +
b*x% cos® o + b*ye sin® a + b*x gy sin 20+

2 .2 2 2 2

(v°
(=
(—2b%yg sin
a“rg sin o+ a’ yScos a—a

Tgys sin 2a — azbz) = 0, (55)
po dosazeni ¢iselnych hodnot pak
14, 762% + 19, 24y* — 15, 36zy — 72z — 54y + 0 = 0. (56)

Problém: Je mozné volbou «¢ odstranit ¢len 15, 36xy?
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Obecnéji: rovnice kvadrik Ize vyjadrit v obecném tvaru

i Ax +b'x +c=0. (57)
Problém: Je mozné transformovat souradnice tak, aby byla rovnice
kvadriky ve tvaru

(x —x,)' D(x —x,) +c =0, (58)

kde D je diagonéalni matice a @, je dany vektor?
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2. motivace

Tenzor setrvacnosti
jednotkovy smérovy vektor s,
pravodi¢ bodu B je x,
vzdalenost bodu B od potatku r = ||| = V!,
velikost pramétu & do sméru s je ' s,

vzdalenost bodu 5 od osy dané vektorem s je
p=+valz—(z's)’
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moment setrvacnosti télesa k ose J = prQ dV

p* = zlx— (z's)(x's) = (59)
— r?sls—slpxls = (60)
= st (TQI — a:a:T) S (61)
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J = / (7“2I - wa) odV = (62)
( y:+ 22—y —xTZ \
/ 0 —yr  x*+ 2 —yz dV = (63)
\ A —zy  x+y?
= Dy J, —D,. (64)
\ _sz Dzy Jz /
J = /pQQ dV = sl Js (65)
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Definice. Necht’ je dana matice A € R"™*™. Cislo A\ a nenulovy
vektor v splnujici rovnici

Av =\ (66)

se nazyvaji vlastni Cislo a vlastni vektor.

V rovnici (66) |ze prevést vyraz na pravé strané na levou, coz vede na

Av - Mv=(A-)X)v=0. (67)

Soustava linearnich algebraickych rovnic (67) je homogenni (ma

nulovou pravou stranu). Takové soustavy maji netrivialni reseni (ij.
v # 0) pravé tehdy, kdyZ je matice soustavy A — A1 singularni. To
Ize vyjadrit napf. vztahem

det(A —AI)=0. (68)
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Je-li matice soustavy singularni, existuje nekone¢né mnoho rfeseni, ze
kterych Ize vzdy vybrat takové, Ze jeho norma (velikost) je rovna
jedné, tedy

viv=1. (69)

Souhrnné Ize psat vSechna vlastni Cisla a vektory
AV =VA (70)
pomoci matice V', jejiz sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory v;, tedy
V=(vivy ...v,) (71)

a diagonalni matice A, na jejiz diagonale jsou vlastni ¢isla A;. Matice

V se nazyva fundamentalni matice.
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Definice. Matice A € R™*" se nazyva matici jednoduché struktury

prave tehdy, kdyz ma n linearné nezavislych vlastnich vektord.

Véta. Vlastni vektory v; a v, pfisludejici riznym vlastnim €islim A; a

A; symetrické matice A jsou ortogonalini, . fv,L-ij = 0.
Dlkaz. \; a v; splfiuji rovnici

Av; = \v; (72)
A; a v, splnuji rovnici

Av; = \v; . (73)

Prenasobenim rovnice (72) vektorem fv]T zleva vyjde

vaAvZ- — )\ivjrfvz- : (74)
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zatimco prenasobenim rovnice (73) vektorem v;-r zleva vyjde

v Av; = \v] v; . (75)

Odectenim rovnice (75) od rovnice (74) vychazi

’U]TA’UZ- —v] Av; = 0= (\; — \))v] v, , (76)

protoze s ohledem na symetrii matice plati

vl Av; = vI A'v; = v] Av; aevidentnd plati v} v; = v] v;.
Protoze jsou podle pfedpokladu véty vlastni &isla A; a A; rGzna, plati
A\i — A\; # 0aproto musi byt v; v,; = 0. Tim je ortogonalita

dokazana.

Véta. Ma-li matice A € R™*" n rdznych vlastnich &isel, tvofi jeji

vlastni vektory v, bazi prostoru R".
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Dukaz. Podle pfedchazejici véty jsou vlastni vektory odpovidajici
dvéma riznym vlastnim Cislim ortogonalni. Proto jsou vSechny
vlastni vektory matice A vzajemné ortogonalni a tvofi proto bazi

prostoru.

Zajimavé vysledky Ize obdrzet zkoumanim kvadratické formy ! Az,
kde A je symetrickd matice. Libovolny vektor x Ize vyjadfit jako
linearni kombinaci vlastnich vektoru v;, které podle predchazejici vety

tvofi bazi prostoru R". Vektory & maji tedy tvar

T=> yv;=Vy, (77)
1=1

kde y; jsou soucinitele linearni kombinace, které mohou byt

shromazdény ve vektoru y. Soucet Y .., y;v; Ize zapsat pomoci
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matice V', jejiz sloupce jsou tvofeny vlastnimi vektory v;. Dosazenim

vyjadreni (77) do kvadratické formy vychazi

' Ar=x2"A z”: yv; = z“: y; Av; =

=’ Z YiAiV; = Z Y;iv; Z YiAiv; | (78)
i=1 j=1 i=1

S uvazenim ortogonality vlastnich tvaru lze provést dalsi Upravy

a:TAa: = i Y;v; i yz)\zvz = i )\zyf — yTAy (79)
7=1 1=1

1=1

V matematickeé literature se radi vlastni Cisla od nejvetsiho k
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nejmensimu, tedy
ALZ A2 A3 2 ...2 A1 2 Ay,

v mechanice naopak od nejmensiho k nejvétsimu, tedy
A< A<l <A <A,

Velikost kvadratické formy x! Az 1ze odhadnout shora i zdola

Aliyf < EnjAz-y? < Aniyf.
1=1 1=1 1=1

T

Za pozornost stoji skalarni sou¢in x* @, jehoz tvar je

n T n n
T _ 2
T T = g Y;U; E YiU; | = E Y;
j=1 i=1 i=1

(80)

(81)

N

83)
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nebo ve vektorovém zapisu

=y V'Vy=y'y.

Kombinaci (82) a (83) vychazi
Yoy xl Ax

A < — < \,.
Lo D i1 y; e ~
Plati tedy
.zl Ax . ylAy
A1 = min = min ,
r xlx y yly
! Ax yl Ay
A, = max — max .
r xlx y yly

(84)

(89)

(86)

(87)
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T Ax
rtx
Rayleighuv kvocient.

Definice. Podil se nazyva Rayleighuv podil nebo také

Definice. Matice V' € R™*" je ortogonalni pravé tehdy, kdyz plati
Viv=vv=I (88)
Definice. Matice V' € R"*P, kde p < n, je semiortogonalni pravé
tehdy, kdyz plati
VIV =I a VV'#I (89)
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Necht’ je dana regularni matice A a soustava linearnich
algebraickych rovnic

Axr=b = x=A'b (90)

Vektor x Ize ale také psat jako linearni kombinaci vlastnich vektoru

matice A. Soustava rovnic ma tedy tvar
AVy =b. (91)
Prenasobenim fundamentalni matici zleva vychazi
VIAVy=Ay=V'b = y=A"'V"p (92)

nebo po slozkach

1
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Vektor & ma tvar

r=Vy=VA'V'b (94)

Porovnanim s (90) vychazi

A't=VA VT (95)
Zapis po slozkach je
T = U = —v,;v; b 96
D Yivi=) ¥ (96)
1=1 1=1
a dale pak
Al = z”: iv-v-T (97)
i=1 At
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Véta. Necht’ je dana regularni matice A € R™*"™. Inverzni matice

A~ matvar

n

1
Al = Z yfviviT — VAV (98)
i=1 "

Dukaz. Byl proveden béhem odvozeni.
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6 Metody reseni soustav linearnich

algebraickych rovnic

e primé (finitni) metody
— Gaussova eliminacni metoda
— LDL" rozkiad (symetrické pozitivné definitni matice)

— LL" rozklad (Choleského rozklad, symetrické pozitivné

definitni matice)
— LU rozklad (obecné soustavy, nékdy nutna pivotaz)
— ridké resice

e iteraCni metody
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— metoda nejvetsiho spadu (symetrické pozitivné definitni

matice, minimalizace ||e|| o)

— metoda sdruzenych gradientl (symetrické pozitivné definitni
matice)

— metoda bi-konjugovanych gradientt (BiCG)
— GMRES (obecné soustavy, nutné restarty)
— ORTOMIN (minimalizace [|72]])

— relaxacni metoda

— Jacobiova metoda (konverguje pro strikiné diagonalnée
dominantni matice)

— Gaussova-Seidelova metoda (konverguje pro striktné

diagonalné dominantni matice)
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— Successive Over Relaxation method (SOR)

— Symmetric Successive Over Relaxation method (SSOR)
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Pocty aritmetickych operaci primych metod

Gaussova eliminace, LU 2’
LDL" an®
pasovy LD L' rozklad 2np?
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6.1 Rozklad LDL'

1. pomocna veta. Soucin dvou dolnich trojuhelnikovych matic je

dolni trojuhelnikova matice.

2. pomocha veta. Inverzni matice k dolni trojuhelnikové matici je

dolni trojuhelnikova matice.

Ar=LDL'z=Lz=b = =z (99)

DL'x=2 = =x (100)
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Api1 =L Ay =

k
(agl)
1 ag?)
(k)
(k) akk
a
- o (®)
ays k41K
0
(k)
_ k. 1 K a£i3
k
al(<:k:) )

alt) )
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[ afi™ )

o
(k+1) (k4+1)
A o g k1 102)
k1l = o1y (
0 Qpy 1 k1
(k4+1) (k+1)
\ 0 &n,k—l—l Ann

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132

—1
Ak+2 — Lk+1 Ak—i—l

[ 1 \

1

_ (k+1)
L}, = - Yo k1 (103)
(k+1)
Aot 1 k41

(k+1)
an,k—l—l

\ B a/(ﬁﬂﬂ /
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A=L"' . L;'L7'A=L"'A (104)

L~ je doIni trojahelnikova matice

A je horni trojuhelnikova matice

~

A = DU (105)
DU=L'A = A=LDU (106)
A'=U'DL" =A=LDU = L'=U (07

A=LDL" (108)
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7 Extrémy kvadratickych funkci, reseni

soustav linearnich rovnic

Kvadratickou funkci n. proménnych f(x) Ize zapsat pomoci matice
A € R"™ avektoru b € R™ takto
1

f(e) = §wTAw —x'b+ec. (109)
Poloviny u koeficientll a;; a znaménka minus pfed koeficienty b; byly
zvoleny s ohledem na dalsi zapis. Pro obecnou kvadratickou funkci n
proménnych Ize vzdy uréit a;; a b; tak, Zze funkce ma vySe uvedeny
tvar. Konstanta ¢ nema vliv na polohu extrému, jen na jeho velikost. V

dalSich Uvahach se bude predpokladat ¢ = 0.

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132

Definice. Matice A € R™*" se nazyva pozitivné definitni pravé

tehdy, kdyZ pro libovolny nenulovy vektor & € R" plati ! Ax > 0.

Poznamka. Velmi mnoho inzenyrskych uloh Ize zformulovat tak, ze se
hleda minimum kvadratické funkce n promeénnych s pozitivné definitni
matici.

Véta. Matice A € R"*" je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz jsou
jeji vSechna vlastni Cisla kladna.

Véta. Necht je matice A symetrické a pozitivné definitni. Funkce

f () nabyva svého minima v bodé & pravé tehdy, kdyz & je fegenim

soustavy linearnich algebraickych rovnic Ax = b.
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Dukaz. Necht funkce f(a) nabyva svého minima v &. Pro libovolny

vektor v a skalarni parametr s pak plati

1 2
f(x+sv) = 5 ' Az + sv’ Az + %’UTA’U —x'b—sv'b

(110)

Vzhledem k tomu, Zze & i v jsou dané vektory, jedinou proménnou je s

a minimum nastava pro

df(x + sv)
ds

= 2l Av+ sv' Av—vlb =0 (111)
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s uvazenim, ze podle pfedpokladu je minimum v &, plati s = 0, coz

vede na vyraz

df(x + sv)

= ' Av—v'b=v' (AzZ —b) =0

(112)

Vzhledem k libovolnosti v musi byt Ax = b.

Necht & spliiuje rovnici AZ = b. Funkci f(x) Ize psat

f(z)

1

§mTAw — a2l Az =

1 1 1

2l Ar — 2T Az + 2T Ax — — 2T Az =
9 92 9

1

1
5(av: — ) A(x — &) — 55:TA5:
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Protoze je matice A pozitivné definitni, minimum f(a) nastava pro

x = & a ma velikost —%C_UTACE.
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Gradient kvadratické funkce f () ma tvar

g(x) = d‘(];(;) = Ax — b (113)

a reziduum ma tvar

r(x) =b— Ax = —g(x) (114)

V numerickych metodach se budou pouzivat aproximace 2 %) vektoru

x, ktery minimalizuje funci f(a). Chyba je definovana
et =z — g (115)
Vztah mezi reziduem a chybou je

r) =b— Az = Ae® (116)
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7.1 Metoda nejvetsiho spadu

Necht’ je dana kvadraticka funkce n proménnych ve tvaru

flx) = %wTAw—a;Tb (117)

kde A € R™™" je symetrickd pozitivné definitni matice a vektor
b € R™. Hledani minima lze provést metodou nejvétsiho spadu, ve

které se hleda nejmensi hodnota ve sméru gradientu.
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Necht’ je znama aproximace x(F) polohy extrému & v k-tém kroku

minimalizace. Nova aproximace se predpoklada ve tvaru

k) — (k) Oé(k)r(k)7 (118)
kde (%) je vektor rezidua (vektor opacny ke gradientu g(k))

r = p— Azx® = g (119)

Dosazenim x**1) do funkce f(x) vychazi

FatD) = }(w(@)TAx(k) — a® (T Ap®) 4
2
1
+ S Ar® — (@®)Tb — o (r )T, (120)

coz je kvadraticka funkce jedné promenné alk).
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Jeji minimum se ur€i z podminky

(k

d](;(ozk))) —  (rT Az® 4 @) (pNT Ap®) _ (nE)Th —
84
(121)
odkud vychazi
K)\T ENT A (K E)\T o (K
) (rNTH — (rNT Age() _ (1N Ty (k) .
(fr(k))TA'r(k) (fr(k))TA'r(k)

Reziduum v k + 1-nim kroku ma tvar

rrtD) —p— Ax* D) =p — Az — o ApH) = B _ o ApF123)
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Algoritmus metody nejvetsiho spadu

volba pocéatecni aproximace x

vypocet pocatecniho rezidua 7o = b — Ax

iterace k = 0,1, ...
B (ren)Tpk)
alt) = (T NT Ap®

w(k+1) — w(k) _|_ a(k)r(k)

P — (k) _ (k) Ap()

pokud ||rF || > ¢||b

, dalsi krok, jinak konec
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Priklad. Soustava rovnic

2 -1 2 T

11 g |\ 1
ma reseni

r |\ [ 3

Y B 4
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7.2 Metoda sdruzenych gradientu

Necht’ je dana kvadraticka funkce n promennych ve tvaru

1
flx) = §:BTAa3—a:Tb

kde A € R™*" je symetrickd pozitivné definitni matice a vektor

b € R™. Hledani minima Ize provést metodou sdruzenych gradientu.
Na rozdil od metody nejvétsiho spadu se smér minimalizace nevoli
totozny s vektorem rezidua, ale uruje se pomoci dodate¢né

podminky.

Vzhledem k vyznamu metody sdruzenych gradientu bude provedeno

pomeérné podrobné odvozeni.
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Voli se pocatecni aproximace xg presného reseni x. Pocatecni
reziduum ma tvar ro = b — Ax,. Nova aproximace fedeni se voli ve

tvaru
1 = Tg + QgSp

kde 8¢ je vektor sméru. Pocatecni vektor s, se voli roven vektoru
rezidua, tedy sg = 1. Dosazenim vektoru x do kvadratické funkce
vychazi

f(xy) = %a:gAazo + apx) Asy + %agsOTAso —xb— st b

Z podminky stacionarity plyne

df(xy) T T T SgTO
—xr Asy +apsy Asyp—s-:b=0 = oy=——
dag S " ST Asg
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Pro dalsi Uvahy je uzitecné vypocitat hodnotu kvadratické funkce pro

X1, vychazi
1 1
flxy) = §mOTAm0 —x b+ apsy Az + §a§sOTA30 — apspb =
1 T 2
— f(wo) — = (STO TO)
2 So ASO

DalsSi aproximace ma tvar
Ly = o+ QpSp + (187

Nyni je vektor 81 neznamy a je treba ho urcit.

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132

Dosazenim vektoru o do kvadratické funkce vychazi

1 1
f(CL‘Q) = =L ACE() -+ QoL AS() + 2&8 0 ASO — a:OTb — pS b +

2
1
-+ 1L A81 —+ Qo118 A81 -+ 2&% A81 — (X184 b

S uvazenim vztahu pro ag a 7y a s ohledem na volbu sg Ize

predchazejici vyraz upravit do tvaru

1 (Sgr0)2 1 2 g T
f(CL‘Q) — f(.’BO) AS -+ Qo118 ASl -+ 2041 1 A81 — 181 To
0

1,

= f(x1) + a8 JAs| + 2041 1 1 Asy — &1S1T"°0
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Bude-li zvolen vektor s; tzv. A-ortogonalni k vektoru Sg, tj. bude-li

platit s7 Asy = 0, bude mit vyraz pro v tvar

B 8{7"0
sl As,

Upravami vychazeji dilezité vztahy

aq

1 = g+ QgSp = 1 — Ly = pSp
proto plati
st Az, — xp) = st Asy =0
a dale
st Ax, — sl Axy = s, Az, — s{ Axg+sib— s b=

si(b— Axy) —s{(b— Ax;) =819 — 817 =0
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Plati tedy dulezity vztah
S{’ro — Sclr’l"l

s jehoz pomoci Ize prepsat vyraz pro vy do tvaru

si 7

Xl =
sl As,

Dalsi aproximace je ve tvaru

L3 = o+ Sy + 1 S1 + 989
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Dosazenim do kvadratické funkce vychazi

fles) =
1 1 1 1

= 5:13‘0 AQBO -+ 204():130 AS() -+ 204133() A81 + 2042370 ASQ T
1 1 1 T 1 T

-+ 505 SAxT) + 2@080 0 Asg + 5 Q0018 As + 500280 Asy +
1 1 1 9 1 T

-+ 50&181 AZB() + 2@105081 ASO + 2@1 ASl + 504105281 A82 +
1 1 1 1

-+ 50&282 AZE‘O + 2&205082 AS() + 20&2&182 A81 + 2043 A82 —

— a:OTb—aos b—cvls b—()égs b
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S ohledem na A-ortogonalitu smérovych vektort s;, vztaht pro o; a

definici rezidua plati

(857“0)2

f(x3) = f(xzo) —

(3?71)2

QngQSO-— 28{f181

_|_

T T T
+ g8, Axy + 5025 Asys — a8, b

1
odkud vychazi
STTQ
QQZZ_JL__'
sl As,
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7

Upravami vychazeji dulezité vztahy
o — Ty = pSp + (187
proto plati
ss A(xy — x) = sy Asy + 185 As; =0
a dale
sy Axy — 85 Axy = S51) — 8579 = 0
vyraz pro <y lze proto prepsat do tvaru

siry

Ay — —F/F
st As,
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Obecné plati

proto
st Az, — ) = a;s; As; = 0

a dale pak

sgfro — s;jf'rk =0 = sfro = sgrk
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Véta. Necht’ je dan vektor . Potom pro kazdé ¢ < k plati

slr, =0.
Dukaz.
j=k—1
slr, = s/ (b—Ax,) =5 |b— Axy— Z a;As,;
j=0

S ohledem na ortogonalitu smérovych vektoru plati

T T T T s/ To 7

S;Tr = S8;To—q;8; As; =8, 70— —w—8; As; =0
s; As;

Véta. Plati 7 s, = 7 1}
Dukaz. Prenasobenim vztahu pro novy smerovy vektor

Sk+1 = Tka1 + BrSk
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vektorem 7/, zleva vychazi

T T T T
Thi1Sk+1 = Tho1Tht1 + BeTh 1Sk = T Tht1

protoze plati predchazejici véta.
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volba pocatecni aproximace x

vypocet pocatecniho rezidua ro = b — Ax

nastaveni pocatec¢niho smérového vektoru sg = 7

iterace k = 0,1, ...
T
o — rir,
sT As,,

Tpr1 = T + QS
Try1 = T — . ASy

pokud |71 1|| < €, konec iterace

5 — r£+1rk+1
k rTr,

Sk+1 = Tka1 + BrSk
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8 Ukladani matic v pameti pocitace

8.1 Soustavy rovnic z MKP

i 1 P
A C

J m q
B D

k n T
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S ohledem na velmi omezeny nosi¢ bazovych funkci obsahuji matice

z MKP extrémné malo nenulovych prvkd.

uloha m
2D vedeni tepla, ¢tyruhelniky 9
rovinna napjatost, ctyruhelniky 18
3D vedeni tepla, Sestistény 27
3D pruznost 81

m je pocet nenulovych prvkl na jednom radku matice soustavy.
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8.2 Typy ukladani

Definice. Matice obsahujici alespon 90% nulovych prvkl se nazyva
ridka.
Definice. Matice, pro kterou plati Vi, j, |t — j| > p: a;; =0, se

nazyva pasova s konstantni sirkou pasu p.

Matice soustav linearnich algebraickych rovnic ziskanych z metody
konecnych prvkl, konecnych diferenci a konecénych objemu jsou

obvykle velmi ridke.
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e plna matice

e pasova matice (konstantni Sirka pasu)
e skyline (proménna Sirka pasu)

e kompresované radky/sloupce

PFi pouziti pasovych matic (s konstantni i proménnou Sirkou pasu) je

vhodné precislovat neznamé.
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Extrémni pripad

NN )

X X X X
X X X X (124)
X X X X

 x ) \xxxxx/
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Skyline—promeénna sirka pasu

prvky matice se ukladaji do jednorozmérného pole a, kromé toho se

sestavuje pole adres diagonalnich prvku adr

ukladaji se véechny prvky sloupcu od diagonalniho prvku az k

nejvzdalenéjSimu nenulovému mimodiagonalnimu prvku

ukladani skyline se pouziva v souvislosti s eliminaci matice
(rozkladem matice na tvar LD L' nebo LL")

prvek matice a;; je na poziciadr [J]+J—-1

napf. agy = —6,7 = 1,7 = 3 (indexy v C), adr [3] =5,
5+3-1=7, al7]=-
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pole a obsahujici prvky matice

15123 15| 3 | 4 (23 0| 6 |3 (15| 0 | 4
-1 1212310 [-19| 0 | 4 1 7| 3|41

2|11 | -3|-6| 3 4 | 1| 7 1 (1-21]-1]-2
3|4 113 | -9 |-1]4 1 |6]-3 15| 0
o,0(0|-3| 4|1 |20 42300
co,00,|6| 3|4 |1 -19

pole adr obsahujici adresy (indexy) diagonalnich prvk

2

5

9

14

20

25

31

38

46

S7

68
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Compressed Rows — kompresované radky

prvky matice jsou ulozeny v jednorozmerném poli a, pro kazdy
ulozeny prvek se uklada jeho sloupcovy index do celoCiselného pole
c 1, kromé toho se sestavuje celoCiselného pole adxr obsahuijici
adresu (index) prvniho prvku v kazdém radku

ukladaji se jen nenulové prvky, postupuje se po radcich

ukladani kompresované radky se pouziva v souvislosti s iteracnimi

metodami, ve kterych se nasobi matice soustavy s néjakym vektorem
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a 15 -4 3 -2 1 -4 23 3 -6 -1 4 -19
ci 1 3 4 5 6 11 2 3 4 5 6 12
a -4 3 15 -4 -2 -1 -4 -3 -2 1 3 -6
ci 1 2 3 5 7 8 9 10 11 12 1 2
a 23 -19 1 4 -3 -6 -1 4 -2 -1 -4 15
ci 4 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 5
a -4 3 -2 1 -4 -3 1 4 -19 23 3 -6
ci 7 8 9 10 11 12 1 2 4 6 7 8
a -1 4 -3 -6 -2 1 -4 3 7 -3 -2 -1
ci 9 10 11 12 3 4 5 6 7 8 9 10
a -1 4 3 -6 -3 11 1 -9 -4 -3 -2 -1
ci 3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6
a -2 1 7 3 -3 -6 1 4 -1 -9 3 11
ci 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10
a -4 -2 -1 -4 -3 15 -19 1 4 -3 -6 23
ci 1 3 4 5 6 11 2 3 4 5 6 12
adr 0 12 22 32 42 52 60 68 76 84 90 96
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Symmetric Compressed Rows — symetrické kompresované radky

pouzivaji se stejna pole jako v ukladani kompresované radky, tedy a,

cli, adr

ukladani symetrické kompresované radky se pouziva pro symetrické

matice

ukladaji se jen nenulové prvky od zacatku radku az k diagonalnim

prvkim vcetné

ukladani kompresované radky se pouziva v souvislosti s iteracnimi

metodami, ve kterych se nasobi matice soustavy s nejakym vektorem
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a 15 23 3 15 3 -6 23 -2 -1
ci 1 2 2 3 1 2 4 1 2
a -4 15 4 -19 23 -2 1 -4 3
ci 3 5 2 4 6 3 4 5 6
a 7 -1 3 -6 -3 11 -4 -3 -2
ci 7 3 5 6 7 8 3 4 5
a -1 -2 7 -3 -6 1 4 -1 -9
ci 6 7 9 3 4 5 6 7 8
a 3 11 -2 -1 -4 -3 15 -19 1
ci 9 10 3 4 5 6 11 2 3
a 4 -3 23

ci 4 5 12

adr 0 1 12 16 21 27 34 42 48 54
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Porovnani zpusobu ukladani
problém | NDOF | S. pasu skyline CR SCR
1D 26,460 18 489,366 952,272 | 489,366

2D 26,532 405 10,753,938 | 1,404,144 | 715,338

3D 26,460 | 1,323 | 34,972,371 | 1,942,362 | 984,411
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9 Metody rozlozeni oblasti na podoblasti,

vypocty na paralelnich pocitacich

e metody bez prekryvu
— Metoda Schurovych doplnku

— Metoda FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting
method): existuje mnoho variant, FETI-1, FETI-2, TFETI,
HFETI

— Metoda FETI-DP (Dual-Primal Finite Element Tearing and

Interconnecting method)

e metody s prekryvem
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— Schwarzova aditivni metoda

— Schwarzova multiplikativni metoda
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Metoda Schurovych doplnkd

Necht’ je dana soustava n linearnich algebraickych rovnic

Kd=f, (125)

kde K € R"",d € R", f € R". Dale necht’ je soustava
rozdélena na bloku ve tvaru

K1 K d; I

Ko Ko do I

: (126)

kde K 11 je regularni.

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132

dy = K| (f, — K1:dy) (127)
(Koo — KK Ki2)do = fo — Kan Ky fy  (128)

Matice (K22 — K21K1_11K12) se nazyva Schurlv doplnék a byva

oznacéena S.

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach



FSv CVUT YNMI K132
Necht’ je uloha rozdélena na m ¢asti.

(K o SAYE AW

11 b ) 7

Ky K| ||

o Kl < ||

ki kPl ||

\ K[lbi] K[zbi] K:[))bi] K?[%i] K[t ) \ 4l \ f[b]
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Oznaceni:

° dgé], kde 7 € {1,2,...,m}, vektory neznamych uvnitt
podoblasti,

e d"” vektor neznamych na hranici podoblasti,

o fgi], kde 7 € {1,2,...,m}, vektory pravé strany obsahuijici jen
slozky uvnitf podoblasti,

o f o) vektory pravé strany obsahujici jen slozky na hranicich
podoblasti.

n = nl -+ Z n[?] (130)
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7 [2] [2] : .
Diagonaini bloky K/ € R™"*"/" jsou regulami. Vektory di’ a f!’
(4] b]
J

- ]
, mimodiagonalni bloky K™ jsouz R" "™,

jsouz R" ;

: .\ —1 : :
di = (Kw) (fm —K[f‘b]d[b]) | (131)
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[ Kl 0 PO\ [ dd A
K", K. d; il
0 K}, K || 4k fi
K ) i
\ K[lbz'] K[bb] ) \ gD ) \ Jz[b] )

Numerické metody v inzenyrskych Ulohach

(132)



FSv CvUT YNMI K132
kde matice K b ma tvar
I~{[bb] _ gl Kgbi] (Kgii])_l K;ib] (133)
a vektor }’[b] ma tvar
]:[b] _ bl _ Kgbil ( Kg?i])_l fg?] (134)

(136)
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10 Soustavy nelinearnich rovnic

Porovnani nelinearnich a linearnich soustav rovnic
e absence véety o resitelnosti - obecné neznamy pocet reseni

e absence univerzalniho algoritmu feseni - neexistuje obdoba

Gaussova eliminacniho algoritmu
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Metody reseni soustav nelinearnich rovnic
e metoda puleni intervalu
e metoda secen
e metoda regula falsi
e metoda prosté iterace

e Newtonova-Raphsonova metoda
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10.1 Newtonova-Raphsonova metoda

10.1.1 Jedna funkce jedné proménné
f(z) =0 (137)

d f(z*)
f(ﬂ?(k_H)) ~ f($(k)) 4 f((ix ) (m(k—l—l) . le(k)) = ((138)

X
(k)
LoD (k) f (") (139)
df (=)

dx
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Priklad - kvadraticka funkce jedné proménné
obecné
flx) = ar*+br+c=0 (140)
fl(x) = 2ax+0 (141)
gD = k) a(@®)? +br® + (142)
2axk) 4+ b
konkrétni funkce
flz) = 2* =112 +10=0 (143)
fl(r) = 2x—11 (144)
f1) =0, f(10)=0 (145)
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I (k) F(a®)

0  0.000000000000e+00 1.000000000000¢-+01
1 9.090909090909¢-01  8.2644628099176-01
9.990999099910e-01  8.101620243033e-03
9.999999100000e-01  8.100000161671e-07

A~ W DN

1.000000000000e+00 7.993605777301e-15
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Priklad - goniometricka funkce

f(x) = sinzx (146)

f'(x) = cosx (147)
in (%)

L) xw_:;l;z(k) (148)
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I (k) F(z®)

0O 8.000000000000e-01 /7.173560908995e-01

1 -2.296385570504e-01 -2.276255837975e-01
4.1235791697/48e-03 4.123567483600e-03
-2.337247535615e-08 -2.33724/7/535615e-08

A~ W DN

3.308722450212e-24  3.308722450212e-24
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A~ W DN

7 (F)
2.200000000000e+00
3.573823056769e+00
3.112499733480e+00

3.141600864433e+00
3.141592653590e+00

f(@®)
8.084964038196e-01
-4.188971239432e-01
2.908881625187e-02
-8.210843004404e-06
1.224606353822¢e-16
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) () F(z®)
0O 1.700000000000e+00 9.916648104525e-01

1 9.396602139459e+00 2.817209343589e-02
2 9.424785419182e+00 -7.458413052948e-06

3 9.424777960769e+00 3.673819061467e-16
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10.1.2 Vektorova funkce mnoha proménnych

o [ filz) )

T = 33_2 f(x) = f2(_$) (149)

\ 70 ) \ e /

f(x)=0 (150)

(k)
flx™ ) = f(x®) + df((iz ) (2D — ™) = q151)
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85131 5)332 axn
Ofa(x) Jfa(x) 0fa(x)

Jz)=| 0x, 0z, oz, (153)

of(x) Ofux)  Ofu(@)
\ 01 Ors Oz, )
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gk J(w(’“)) (154)

FO = (W) (155)

f(/m) ~ f(w 4+ J® (w(k+1> _ wUf)) —0 (156)

P+ — (k) _ (J(k>)_1 £ (157)
1

g kD) — (k) _ EQ) Flax®) (158)
dx
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Priklad - kvadraticka funkce dvou proménnych

vektorova funkce

folz,y) = 2> +3x—y°+3y— 10

fylwy) = —2°—dox+y°+y
reseni

f2(2,3) = 0

f,(2,3) = 0

f(z) — r? + 3x — y* + 3y — 10

—x? —dr+y* +y

(159)
(160)

(161)
(162)

(163)
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20 + 3 —2y + 3
J(x) = (164)
—2xr —4 —2y+1
L 2 (k) y () Fu (@) (k) Fu () ()
0 0.000000000000e+00 0.000000000000e+00 -1.000000000000e+01 0.000000000000e+00
1 6.666666666667¢e-01 2.666666666667¢e+00 -6.666666666667e+00 6.666666666667e+00
2 2.444444444444e+00 3.111111111111e+00 2.962962962963e+00 -2.962962962963e+00
3 2.026143790850e+00 3.006535947712e+00 1.640394719979e-01 -1.640394719979e-01
4 2.000101726813e+00 3.000025431703e+00 6.358022806019e-04 -6.358022806019e-04
5 2.000000001552e+00 3.000000000388e+00 9.701276229394e-09 -9.701276673484e-09
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10.2 Modifikovana Newtonova-Raphsonova metoda

10.2.1 Jedna funkce jedné proménné

f(x)=0 (165)
(k
Fat ) ~ fa®) + 2 é ) (a0 — 29) = 0169
X
(k)
(k+1) _ (k) S (')
T = df(:z:(o)) (167)
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Priklad - kvadraticka funkce jedné proménné

obecne
flx) = az® +br+c=0 (168)
f'(x) = 2ax+b (169)
L) (k) a(z™)? + bt + ¢ (170)
2ax0) + b
konkreétni funkce
flz) = 2* =112 +10=0 (171)
fllz) = 2011 = fF9) =229 —-11 (@172
f1) = 0, f(10)=0 (173)
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0o NO Ok~ 0O~ O @ HF

2o ©

—
(\S)

(k)

0.000000000000e+00
9.090909090909e-01
9.842223891811e-01
9.971539737605e-01
9.994832770351e-01
9.999060746430e-01
9.999829234644e-01
9.999968952018e-01
9.999994354921e-01
9.999998973622e-01
9.999999813386e-01
9.999999966070e-01
9.999999993831e-01

F(a®)

1.000000000000e+01
8.264462809917e-01
1.422474303736e-01
2.562233602103e-02
4.650773686545e-03
8.453370350859e-04
1.536891123779e-04
2.794319300995e-05
5.080571226647e-06
9.237399151022e-07
1.679527020949e-07
3.053685505589e-08
5.552155735167¢e-09
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10.2.2 Vektorova funkce mnoha promeénnych

f(x)=0 (174)
df(x®
f™) = f(2®) + f((ia: ) (" —2) =0
(175)
(D) (k) ( J<0>)‘1 £ (176)
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Priklad

folz,y) = 2432z —y*+3y— 10 (177)
folz,y) = -2 —da+y°+y (178)

2% + 3z — y* + 3y — 10
f(x) = (179)
—xt —dr+y* +y

7" 200 +3  —2y© 43 3 3 180
£ — —
220 —4  —240) 41 —4 1
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k (M) y*) fo (1), y(F) fy(z®),y())

0 0.000000000000e+00 0.000000000000e+00 -1.000000000000e+01 0.000000000000e+00
1 6.666666666667e-01 2.666666666667e+00 -6.666666666667e+00 6.666666666667e+00
2 2.444444444444e+00 3.111111111111e+00 2.962962962963e+00 -2.962962962963e+00
3 1.654320987654e+00 2.913580246914e+00 -2.048468221308e+00 2.048468221308e+00
50 2.000000001650e+00 3.000000000413e+00 1.031398611222e-08 -1.031398655631e-08
51 1.999999998900e+00 2.999999999725e+00 -6.875991774222e-09 6.875992218311e-09
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