
Vnit°ní síly ve 2D - p°íklad 2

15. b°ezna 2020

4 m

3 m 6 m

a

b c

A

Cz

Cx

12, 5 kN/m 20 kN/m

Obrázek 1: Zat¥ºovaí shéma.

Úkol: Ur£ete analytiké pr·b¥hy vnit°níh sil na konstruki a vykreslete je.

�e²ení:

• Pro výpo£et reakí je vhodné si spojité zatíºení nahradit odpovídajíím náhradním b°emenem.

Jelikoº spojité zatíºení je lihob¥ºníkové, bylo by pro n¥j obtíºné ur£it polohu p·sobení náhrad-

ního b°emene. Lihob¥ºníkové zatíºení proto rozloºíme na obdélníkové a trojúhelníkové a náhradní

b°emena ur£íme pro kaºdé z nih zvlá²´, viz Obrázek 2a. Pak spo£ítáme vn¥j²í reake konstruke:

→ : Cx = 0kN (1)

	 a : −112, 5 · 4, 5− 22, 5 · 7 + Cz · 9 = 0 ⇒ Cz = 73, 75 kN (2)

↑ : A− 112, 5− 22, 5 + Cz = 0 ⇒ A = 61, 25 kN (3)

• Zatíºení ²ikmého prutu uvedené v zadání není vztaºeno na délku konstruke, ale na její p·dorysný

pr·m¥t. Tato situae nap°. odpovídá zatíºení sn¥hem, které je vºdy dáno na p·dorysné rozm¥ry.

Pro výpo£et vnit°níh sil je toto zatíºení t°eba p°epo£ítat na zatíºení vztaºené na délku konstruke,

tj. délku ²ikmé £ásti, viz. Obrázek 2b.

• Vnit°ní síly na ²ikmém prutu jsou stejn¥ jako vºdy de�novány vzhledem k lokálnímu sou°adnému

systému. To znamená, ºe normálová síla zahrnuje námáhání podél st°ednie prutu, zatímo posou-

vajíí síla zahrnuje namáhání kolmé ke st°ednii. Proto je t°eba v²ehno zatíºení rozloºit do sm¥ru

shodného se st°ednií prutu a kolmo na ni, viz Obrázek 3:
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Obrázek 2: (a) Náhradní b°emena. (b)Zatíºení na délku konstruke.
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Obrázek 3: Rozklad zatíºení do sm¥r· os lokálního sou°adného systému.

AN = A · sin(α) = 61, 25 · 0, 8 = 49 kN (4)

AV = A · cos(α) = 61, 25 · 0, 6 = 36, 75 kN (5)

fN = f · sin(α) = 7, 5 · 0, 8 = 6 kN/m (6)

fV = f · cos(α) = 7, 5 · 0, 6 = 4, 5 kN/m (7)

• Pokud známe analytiké vyjád°ení pr·b¥hu zatíºení po konstruki, m·ºeme ur£it analytiké vyjá-

d°ení vnit°níh sil pomoí Shwedlerovy v¥ty integraí zatíºení:

N(x) = −

∫
fx(x) dx (8)

V (x) = −

∫
fz(x) dx (9)

M(x) =

∫
V (x) dx (10)

• Na intervalu (a ; b) tedy postupnou integraí a výpo£tem integra£níh konstant z okrajovýh pod-

mínek dostaneme následujíí vnit°ní síly:

fx(x) = −fN = −6 kN/m (11)
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N(x) = −

∫
fx(x) dx = −

∫
−6 dx = C1 + 6x kN (12)

okr. podm. : N(x = 0) = −AN = −49 kN = C1 (13)

N(x) = −49 + 6x kN (14)

fz(x) = fV = 4, 5 kN/m (15)

V (x) = −

∫
fz(x) dx = −

∫
4, 5 dx = C2 − 4, 5x kN (16)

okr. podm. : V (x = 0) = AV = 36, 75 kN = C2 (17)

V (x) = 36, 75− 4, 5x kN (18)

M(x) =

∫
V (x) dx =

∫
36, 75− 4, 5x dx = (19)

= C3 + 36, 75x− 4, 5
x2

2
kNm (20)

okr. podm. : M(x = 0) = 0 kNm = C3 (21)

M(x) = 36, 75x− 2, 25x2 kNm (22)

• Dosazením do rovni (14),(18) a (22) snadno spo£ítáme vnit°ní síly v °ezu b zleva:

N b−(x = 5) = −49 + 6 · 5 = −19 kN (23)

V b−(x = 5) = 36, 75− 4, 5 · 5 = 14, 25 kN (24)

M b−(x = 5) = 36, 75 · 5− 2, 25 · 52 = 127, 5 kNm (25)

• Na intervalu (b ; c)musíme nejprve analytiky vyjád°it zatíºení. Osové zatíºení fx je v tomto p°ípad¥

nulové, ale vertikální zatíºení fz(x) má v tomto p°ípad¥ lineárníh pr·b¥h, hledáme tedy funk£ní

p°edpis pro funki zobrazenou na Obrázku 4. Jelikoº pr·b¥h je lineární, má funk£ní zápis tvar

x [m]60

12, 5

20

7, 5
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Obrázek 4: Analytiký pr·b¥h lineárního zatíºení.

y = a+ bx, kde a p°edstavuje svislý posun p°ímky od po£átku nebo hodnotu funke v bod¥ x = 0,
tj. v tomto p°ípad¥ a = 12, 5, zatímo b p°edstavuje sklon p°ímky, tj. b = 7,5

6
= 1, 25. Funk£ní

p°edpis zatíºení a vnit°níh sil je tedy následujíí:

fx(x) = 0 kN/m (26)

N(x) = −

∫
fx(x) dx = −

∫
0 dx = C1 kN (27)

okr. podm. : N(x = 6) = −Cx = 0kN = C1 (28)

N(x) = 0 kN (29)

fz(x) = 12, 5 + 1, 25x kN/m (30)
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V (x) = −

∫
fz(x) dx = −

∫
12, 5 + 1, 25x dx = (31)

= C2 − 12, 5x− 1, 25
x2

2
= C2 − 12, 5x− 0, 625x2 kN (32)

okr. podm. : V (x = 6) = −Cz = −73, 75 kN = C2 − 12, 5 · 6− 0, 625 · 62 (33)

⇒ C2 = 23, 75 kN (34)

V (x) = 23, 75− 12, 5x− 0, 625x2 kN (35)

M(x) =

∫
V (x) dx =

∫
23, 75− 12, 5x− 0, 625x2 dx = (36)

= C3 + 23, 75x− 12, 5
x2

2
− 0, 625

x3

3
kNm = (37)

= C3 + 23, 75x− 6, 25x2 − 0, 208x3 kNm (38)

okr. podm. : M(x = 6) = 0 kNm = C3 + 23, 75 · 6− 6, 25 · 62 − 0, 208 · 63 (39)

⇒ C3 = 127, 5 kNm (40)

M(x) = 127, 5 + 23, 75x− 6, 25x2 − 0, 208x3 kNm (41)

• Analytikýh pr·b¥h· vyuºijeme pro výpo£et pr·°ezu, kde se nahází maximální moment, tj. kde

posouvajíí síla je nulová:

V (x) = 23, 75− 12, 5x− 0, 625x2 = 0 (42)

x1 = −21, 74m (43)

x2 = 1, 75m (44)

MMAX = M(x2 = 1, 75) = (45)

= 127, 5 + 23, 75 · 1, 75− 6, 25 · 1, 752 − 0, 208 · 1, 753 = 148, 807 kNm (46)

• Dosazením do rovni (29), (35) a (41) spo£ítáme vnit°ní síly v °ezu b zprava:

N b+(x = 0) = 0 kN (47)

V b+(x = 0) = 23, 75− 12, 5 · 0− 0, 625 · 02 = 23, 75 kN (48)

M b+(x = 0) = 127, 5 + 23, 75 · 0− 6, 25 · 02 − 0, 208 · 03 = 127, 5 kNm (49)

• Výsledné pr·b¥hy vnit°níh sil vykreslíme, viz Obrázek 5. V²imn¥te si následujííh detail·:

� Zlom ve st°ednii prutu vyvolává skok v pr·b¥hu normálové i posouvajíí síly, nebo´ ty jsou

závislé na orientai lokálního sou°adného systému.

� Zlom ve st°ednii prutu nemá vliv na pr·b¥h momentu, taºená vlákna z·stavají na stejné

stran¥! (Pozor, a´ moment nevykreslíte z kaºdé strany sty£níku na opa£nou stranu, to by byla

hrubá hyba, sty£ník by byl v nerovnováze.)

Dále se vykreslení °ídí zákonitostmi vyházejíími ze Shwedlerovy v¥ty, shrnutými v Tabule 1.

spojité zatíºení kladné ⊕ záporné ⊖

posouvajíí síla klesajíí ց rostouí ր

ohybový moment konvexní ⌣ konkávní ⌢

Tabulka 1: Zákonitosti vyházejíí ze Shwedlerovy v¥ty.

Tyto zákonitosti m·ºete pouºívat, pokud jim budete rozumn¥t, proto je dobré si p°ipomenout

znalosti z matematiky:

� Funke je rostouí, pokud její derivae je kladná. Toto platí, ale pokud jde o vztah mezi

posouvajíí silou a zatíºením, nezapome¬te na mínus v rovnii (9).
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� Funke je konvexní, pokud její derivae je rostouí. Toto také platí, v rovnii (10) ºádné mínus

není, ale shéma momentu vykreslujete vzh·ru nohama - kladné hodnoty dol·!!!
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Obrázek 5: Pr·b¥hy vnit°níh sil: (a) normálová síla, (b) posouvajíí síla a () ohybový moment.

• Na záv¥r provedeme kontrolu rovnováhy ve sty£níku b, viz Obrázek 6.
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Obrázek 6: Kontrola rovnováhy sil ve sty£níku b.

→ : −N b− cosα− V b− sinα+N b+ = −(−19) · 0, 6− 14, 25 · 0, 8 + 0 = 0 X (50)

↑ : −N b− sinα+ V b− cosα− V b+ = −(−19) · 0, 8 + 14, 25 · 0, 6− 23, 75 = 0 X (51)

	 : −M b− +M b+ = −127, 5 + 127, 5 = 0 X (52)
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