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Vedoućı: doc. Ing. Matěj Lepš, Ph.D.
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2.1.2 Kompletńı matice tuhosti celé konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.3 Lokalizace prvk̊u matice tuhosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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6.3 Optimalizace modulárńı konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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5.1 Zadáńı Př́ıkladu 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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6.1 Výsledky optimalizace modulárńı konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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zpř́ıstupněn zdrojový kód Dı́la.
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá optimalizaćı konstrukce z hlediska stability. Pro lineárńı analýzu

konstrukce byl použit př́ıstup využit́ı rámových prvk̊u. Posouzeńı stability je v úvodu představeno

na stabilitě jednotlivých prut̊u, nicméně pro komplexněǰśı výpočty je v práci použita nelineárńı

analýza konstrukce. Optimalizace množstv́ı materiálu při zachováńı stability je prováděna pomoćı

stochastické metody pro hledáńı globálńıho optima. Jako nejvhodněǰśı optimalizačńı metoda byla

vybrána metoda simulovaného ž́ıháńı. Poté byly stanoveny podmı́nky modularity a provedena op-

timalizace modulárńı konstrukce. V závěru práce je zhodnoceno výsledné optimum a porovnáno

s praćı zabývaj́ıćı se podobným problémem.

Kĺıčová slova: analýza rámových prvk̊u, globáńı stabilita, stabilita př́ımých prut̊u, nelineárńı

analýza rámových prvk̊u, optimalizace, simulované ž́ıháńı, stochastické optimalizačńı metody,

podmı́nky modularity

Abstract

This bachelor thesis deals with the optimization of the structure in terms of stability. For the

linear analysis of the structure, a frame element approach was used. The stability analysis is

presented in the introduction based on the stability of individual straight members. For more

complex calculations, a non-linear analysis of the structure is used in the thesis. The optimization

of the amount of material considering the stability is performed using a stochastic method to

find the global optimum. The simulated annealing was selected as the most suitable optimization

method. Then the modularity conditions were determined and the modular construction was

optimized. At the end, the resulting optimum is evaluated and compared with work dealing with

a similar problem.

Keywords: analysis of frame, global stability, stability of straight elements, nonlinear ana-

lysis of frames, optimization, simulated annealing, stochastic optimization methods, modularity

conditions
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λ Vlastńı č́ıslo
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G Modul pružnosti ve smyku

I Moment setrvačnosti
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PVP Princip virtuálńıch praćı
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Úvod

Většina běžných konstrukćı se posuzuje předevš́ım na únosnost. Řada konstrukćı ale selže daleko

dř́ıve než dojde k úplnému vyčerpáńı únosnosti. Jedńım z d̊uvod̊u, proč tomu tak může být,

je stabilita. Tento problém se týká předevš́ım konstrukćı, které jsou subtilńı. Št́ıhlost prvk̊u

umožňuje větš́ı deformace, než u prvk̊u mohutných. Zatěžováńı na již zdeformované konstrukci

pak vede k ještě větš́ım deformaćım a pokud deformace překroč́ı určitou mez, dojde ke ztrátě

stability a konstrukce zkolabuje.

Běžným zp̊usobem jakým lze zajistit stabilitu konstrukce je užit́ım empirických vztah̊u. To

vede na sice bezpečnou, ale nikoliv ekonomickou variantu řešeńı. Nejlepš́ı variantu nám nab́ıźı

konkrétńı posouzeńı na stabilitu a optimalizace dané varianty pro nejuspokojivěǰśı výsledky.

Dı́ky tomu lze považovat konstrukci za dostatečně robustńı v̊uči ztrátě stability a zároveň bude,

s ohledem na množstv́ı použitého materiálu, ekonomická a ekologická.

1



Kapitola 1

Stabilita př́ımých prut̊u

Stabilita je rovnováha na deformované konstrukci. Pro snadněǰśı pochopeńı stability konstrukćı je

vhodné si nejdř́ıve odvodit stabilitu samotných prut̊u a potom poznatky t́ımto źıskané využijeme

k pochopeńı globálńı stability konstrukćı.

1.1 Eulerovská stabilita př́ımých prut̊u

Nejpouž́ıvaněǰśı metodou stability př́ımých prut̊u je př́ıstup, který definoval Leonhard Euler.

Předpokládáme, že tvar stlačovaného prutu je dokonale př́ımý a výsledná śıla p̊usob́ı v těžǐsti

pr̊uřezu. Pruty pak dle zp̊usobu uložeńı odolávaj́ı r̊uzně velikým silám. Některé př́ıpady si v této

kapitole odvod́ıme a porovnáme mezi sebou.

Oboustranně kloubově uložený prut 1

Pro prvek zobrazený na obrázku 1.1 jsme schopni sestavit rovnice pro přemı́stěńı pr̊uřezu

dx = Rdφ ,

dx′ = (R + z)dφ .
(1.1)

Dosazeńım do rovnice pro poměrné přetvořeńı, źıskáme rovnici

εx = dx′ − dx

dx
= zdφ

Rdφ
= z

R
. (1.2)

S využit́ım předpokladu známé polohy neutrálńı osy lze ohybový moment vyjádřit jako
1zpracováno podle (Patzák, 2022)

2



Eulerovská stabilita př́ımých prut̊u 3

Obrázek 1.1 Oboustranně kloubově uložený prut zat́ıžen silou F

My =
∫

σxz dA . (1.3)

Užit́ım Hookova zákona a dosazeńım rovnice (1.2) do rovnice (1.3) źıskáme

My = E

R

∫
σxz2 dA = E

R
Iy . (1.4)

Křivost R lze vyjádřit pomoćı vztahu

1
R

= −w′′

[1 + w′2]3/2 . (1.5)

Pokud uvažujeme malé deformace, pak 1/R ≈ −w′′. S využit́ım toho vztahu źıskáme diferenciálńı

vztah

EIw′′ = −My . (1.6)

Z obrázku 1.1 lze zapsat momentovou podmı́nku na deformované konstrukci t́ımto zp̊usobem

EIw′′ = −My(x) = −Fw . (1.7)

Úpravou rovnice (1.7) máme rovnici w′′ + F
EI w = 0, pro snadněǰśı operace dosad́ıme za α2 = F

EI ,

č́ımž dostaneme homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

w′′ + α2w = 0 . (1.8)

Euler zjistil, že deformovaný tvar se podobá sinusoidě, d́ıky tomuto zjǐstěńı je možné řešeńı hledat

ve tvaru w = A sin(αx) + B cos(αx). Poznamenejme že, při řešeńı tohoto problému je možné

aproximovat tvar zdeformovaného prutu i jinými postupy, např́ıklad pomoćı aplikaćı variačńıch

princip̊u vysvětlených v (Serv́ıt et al., 1981). Nicméně nejjednodušš́ım zp̊usobem je Eulerovský



Eulerovská stabilita př́ımých prut̊u 4

př́ıstup. V tom př́ıpadě jsou A, B konstanty, které lze určit z okrajových podmı́nek pro daný prut.

Okrajové podmı́nky pro oboustranně kloubově uložený prut jsou nulové svislé posuny v mı́stech

podpor, tedy w(0) = 0; w(L) = 0. T́ım źıskáme soustavu rovnic

A · 0 + B · 1 = 0 ,

A · sin(αL) + B · cos(αL) = 0 .
(1.9)

Jelikož nás zaj́ımá netriviálńı řešeńı této soustavy rovnic, je nutné zjistit, za jakých podmı́nek je

determinant dané soustavy roven nule.

det

 0 1

sin(αL) cos(αL)

 = − sin(αL) = 0 . (1.10)

Aby se výraz − sin(αL) rovnal nule, muśı se ze znalosti funkce sinus αL = nπ, kde n ∈ N+. Pokud

za α dosad́ıme zpátky výraz
√

F
EI dostaneme výraz

√
F

EI = nπ
L . Z tohoto výrazu vyjádř́ıme F ,

č́ımž źıskáme vztah pro kritické zat́ıžeńı Fcrit pro zadaný prut.

Fcrit = EI
(

n2 π2

L2

)
, (1.11)

kde pro n = 1 źıskáme nejnižš́ı kritické břemeno.

Ostatńı př́ıpady uložeńı př́ımého prutu

Možných uložeńı př́ımého prutu je několik, pro naše potřeby však postač́ı uvést prut uložený jako

konzola, oboustranně vetknutý prut s možnost́ı posunu v jednom z vetknut́ı a prut uložený na

jedné straně vetknutě a na druhé straně uložen v posuvném kloubu. Všechny tyto př́ıpady vedou

na podobný postup jako v př́ıpadě prutu uloženým oboustranně kloubově. U některých př́ıpad̊u

je nutné zobecnit homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu (1.8). Zobecněńı se provede dvoj́ı

derivaćı rovnice (1.8), č́ımž źıskáme homogenńı diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu

wIV + α2wII = 0 , (1.12)

pro kterou je nutné sestavit alespoň čtyři okrajové podmı́nky, které lze sestavit pomoćı statických

podmı́nek, tedy podmı́nek pro ohybový moment a posouvaj́ıćı śılu, nebo užit́ım kinematických

podmı́nek, tedy podmı́nek pro pr̊uhyb a natočeńı.

Celý postup źıskáńı jednotlivých vztah̊u pro kritickou śılu pro nás neńı momentálně d̊uležitý,

proto si jen uvedeme výsledky těchto postup̊u. Pro snadněǰśı aplikaci kritické śıly je zavedena
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Obrázek 1.2 Zp̊usob uložeńı prut̊u dle Eulera

proměnná Lcr, která je závislá na délce prutu a zp̊usobu uložeńı. Tato vzpěrné délka představuje

vzdálenost inflexńıch bod̊u na deformované konstrukci a d́ıky této proměnné dostává tento postup

jednotný vzorec a jedinou proměnnou závislou na zp̊usobu uložeńı je Lcr. Vzorec pro kritickou

śılu je poté ve tvaru

Fcrit = EI
π2

L2
crit

. (1.13)

Pro přehlednost jsou jednotlivé vzpěrné délky pro určité zp̊usoby uložeńı uspořádány v tabulce

1.1.

Zp̊usob uložeńı dle: Obr. 1.2(a) Obr. 1.2(b) Obr. 1.2(c) Obr. 1.2(d)
Vzpěrné délky Lcr = L Lcr = 2L Lcr = 0.7L Lcr = 0.5L

Tabulka 1.1 Vzpěrné délky pro r̊uzné zp̊usoby uložeńı



Kapitola 2

Globálńı stabilitńı analýza s

využit́ım rámových prvk̊u

V této kapitole je podrobně popsán postup analýzy s ohledem na globálńı stabilitu. Stabilitńı

výpočet slouž́ı k zjǐstěńı mechanismu ztráty stability konstrukce. Nejprve je nutné vypoč́ıtat

velikost vnitřńıch sil ve styčńıćıch od zadaného zat́ıžeńı a poté vypoč́ıst hodnotu součinitele

kritického břemene pro ztrátu stability konstrukce.

2.1 Analýza konstrukce pomoćı deformačńı metody

Prvńı základy deformačńı metody představil dánský vědec A. Ostenfeld ve svém d́ıle již v roce

1926 (Ostenfeld, 1926). Nicméně množstv́ı a náročnost lineárńıch soustav rovnic bylo v té době

těžce překonatelnou překážkou. Změna přǐsla až s rozmachem výpočetńı techniky v šedesátých

letech dvacátého stolet́ı, kdy došlo k výraznému rozš́ı̌reńı deformačńı metody při řešeńı rámových

soustav.

Zp̊usob řešeńı pomoćı obecné deformačńı metody, zkr. ODM, má hned několik předpoklad̊u.

Konstrukce je rozdělena na plošné nebo prostorové prvky jakýchkoliv tvar̊u, které ve výpočtovém

modelu představuj́ı střednice prvk̊u s přidělenými pr̊uřezovými charakteristikami a vlastnostmi

materiál̊u. V př́ıpadě deformačńı metody jsou tři materiálové parametry, přičemž pouze dvě jsou

na sobě nezávislé. Tyto tři parametry jsou:

E – Young̊uv modul pružnosti; lze vyjádřit jako poměr napět́ı a vyvolané deformace,

G – Modul pružnosti ve smyku; lze vyjádřit jako poměr smykového napět́ı a vyvolané deformace,

6
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Obrázek 2.1 Bisymetrický rámový element

ν – Poissonova konstanta; vyjadřuje poměr protažeńı v podélném a př́ıčném směru při zat́ıžeńı

prvku.

Jednotlivé střednice rámových prvk̊u jsou společně spojeny styčńıky. Zp̊usoby provedeńı

styčńık̊u mohou být r̊uzné s ohledem na omezeńı stupň̊u volnosti pro dané směry. Nejpouž́ıvaněǰśı

propojeńı prvk̊u je tuhý nebo kloubový styčńık, či jejich kombinace. Zat́ıžeńı konstrukce je

vyjádřeno jako bodové zat́ıžeńı v jednotlivých styčńıćıch. Podstatu ODM lze vystihnout tak,

že pro každý styčńık na konstrukci sestav́ıme př́ıslušné globálńı statické podmı́nky rovnováhy

pomoćı deformačńıch proměnných. ODM má dvě formy zápisu, pro snadněǰśı pochopeńı principu

je použ́ıvána skalárńı forma, nicméně pro komplexněǰśı výpočty a algoritmizaci je použ́ıvaněǰśı

maticová forma deformačńı metody.

2.1.1 Kompletńı matice tuhosti jednoho prvku

Zp̊usob vytvořeńı matice tuhosti lze představit na prvku s 12 stupni volnosti, přičemž uvažujeme,

že prut je př́ımý s konstantńım pr̊uřezem po celé délce prvku a který je symetrický v̊uči oběma

hlavńım osám pr̊uřezu. Dı́ky těmto předpoklad̊um je možné uvažovat, že střed smyku se shoduje

s těžǐstěm pr̊uřezu. Budeme uvažovat posuny od osové deformace, ohybové deformace a torzńı

deformace. Posuny vyvolené př́ıčnou smykovou deformaćı a vybočeńı mimo rovinu od torzńıho

zat́ıžeńı zanedbáváme. Tyto předpoklady nám sice omeźı použitelnost prezentovaných vztah̊u, ale

pro analýzu většiny rámů ve stavebnictv́ı jsou dostačuj́ıćı. Orientace koncových sil k lokálńımu

souřadnému systému daného elementu a použité názvoslov́ı je zobrazeno v obrázku 2.1. Pro orien-

taci sil je použ́ıván pravoúhlý pravotočivý souřadný systém. Dı́ky dř́ıve zmı́něným předpoklad̊um

je složeńı matice tuhosti výrazně jednodušš́ı, jelikož je část vliv̊u oddělena. Např́ıklad normálové

śıly Fx vyvolávaj́ı pouze posun u; stejně tak torzńı moment Mx zp̊usobuje pouze pootočeńı θx.

Dı́ky těmto předpoklad̊um jsou některé členy matice tuhosti nulové. Daľśı zjednodušeńı nastává
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d́ıky předpokladu, že ohybové momenty a smykové śıly v jedné rovině nezp̊usobuj́ı deformace

v rovině druhé, což přinese daľśı nulové členy v matici tuhosti. V d̊usledku toho vznikne matice

tuhosti 12 × 12, kterou lze rozdělit na čtyři samostatné př́ıpady. Po sestaveńı matic tuhosti pro

jednotlivé př́ıpady dostaneme následuj́ıćı rovnice:

1. Prut s normálovými silami
Fx1

Fx2

 = EA

L


1 −1

−1 1




u1

u2

 (2.1)

2. Prut pouze s torzńımi momenty
Mx1

Mx2

 = GJ

L


1 −1

−1 1




θx1

θx2

 (2.2)

3. Ohýbaný prut kolem osy Y

Fz1

My1

Fz2

My2



= EIy

L



12
L2

6
L − 12

L2 − 6
L

6
L 4 − 6

L 2

− 12
L2 − 6

L
12
L2 − 6

L

6
L 2 − 6

L 4





v1

θy1

v2

θy2



(2.3)

4. Ohýbaný prut kolem osy Z

Fy1

Mz1

Fy2

Mz2



= EIz

L



12
L2

6
L − 12

L2 − 6
L

6
L 4 − 6

L 2

− 12
L2 − 6

L
12
L2 − 6

L

6
L 2 − 6

L 4





v1

θz1

v2

θz2



(2.4)

Složeńım rovnic (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) do celkové matice tuhosti a dosazeńım za G = E/2(1+
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ν) do př́ıslušných rovnic, dostaneme kompletńı matici tuhosti 12 × 12 pro prut znázorněný na

obrázku 2.1 ve tvaru zmı́něném v knize Matrix Structural Analysis, 2nd Edition (McGuire et al.,

2000). Sestavená matice tuhosti je znázorněna v dodatku (B.1).

2.1.2 Kompletńı matice tuhosti celé konstrukce

Po složeńı matic tuhosti jednotlivých prvk̊u konstrukce, ř́ıkejme jim lokálńı matice tuhosti, je

nutné složit matici tuhosti celé konstrukce, tedy tzv. globálńı matici tuhosti. Pro sestaveńı této

matice je nutné nejprve lokálńı matice tuhosti transformovat z lokálńıch souřadných systémů do

systému globálńıho. K tomu účelu slouž́ı transformačńı matice definovaná v dodatku (A). Trans-

formačńı matice převád́ı vektor z jednoho souřadného systému do jiného souřadného systému

a jednotlivé koeficienty v transformačńı matici představuj́ı směrové cosiny daných souřadných

os v̊uči novému souřadnému systému. V našem př́ıpadě lze provést následuj́ıćı operaci, č́ımž

dostaneme lokálńı matici tuhosti přetransformovanou do globálńıho souřadného systému.

[K] = [T ]T [KL][T ] , (2.5)

kde [K] je globálńı matice tuhosti, [KL] je lokálńı matice tuhosti v lokálńım souřadném systému

a [T ] je transformačńı matice pro daný element.

2.1.3 Lokalizace prvk̊u matice tuhosti

Po transformaci lokálńıch matic tuhosti je dále nutné přǐradit jednotlivé lokálńı proměnné

př́ıslušným neznámým pro danou konstrukci, tento postup se nazývá lokalizace. Lokalizaci lze

provést dvěma zp̊usoby. Pro úplnost si krátce představ́ıme oba.

Lokalizace pomoćı lokalizačńı matice

Lokalizačńı matice [L] je typu n × N , kde n je dimenze lokálńı matice a N představuje celkový

počet přemı́stěńı celé konstrukce. Lokalizačńı matice je sestavena z hodnot 0 a 1, které jsou

rozmı́stěny na odpov́ıdaj́ıćı pozici. Podrobný zp̊usob rozestavěńı jednotlivých hodnot je popsán

v (Kolář et al., 1979) a (Teplý et al., 1993). Pro jednodušš́ı pochopeńı použijeme pro př́ıklad

jednoduchou konstrukci o jednom prostém nosńıku znázorněnou v obrázku 2.2. V každém sloupci

nesmı́ být v́ıce než jedna 1, která se nacháźı na řádku odpov́ıdaj́ıćı nenulovému globálńımu
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Obrázek 2.2 Prostý nosńık s kódovými č́ısly

kódovému č́ıslu. Pro př́ıpad uvedený v obrázku 2.2 lokalizačńı matice [L] nabývá tvaru

[L] =


0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

 (2.6)

Lokalizace matice se poté provede dle

[K] =
m∑

i=1
[Li]T [KL

i ][Li] . (2.7)

Obdobně lze provést lokalizaci vektoru koncových sil

{F} =
m∑

i=1
[Li]T {F L

i } . (2.8)

Lokalizace pomoćı kódových č́ısel

Kódová č́ısla konstrukce představuj́ı oč́ıslováńı jednotlivých neznámých posun̊u a pootočeńı na

konstrukci. Tato kódová č́ısla jsou stejná pro lokálńı i globálńı souřadný systém. Lokalizace se

pak provede vyb́ıráńım hodnot matice se stejnými kódovými č́ısly a sečteńım těchto hodnot.

Nejsnadněji lze tento postup popsat na krátkém algoritmu (1).

Zapsaný algoritmus budeme zkráceně označovat anglickou zkratkou z assembly A
i

. Výraz

vyjadřuj́ıćı lokalizaci pomoćı tohoto algoritmu bude poté mı́t tvar

[K] = A
i

[KL
i ] . (2.9)

Obdobný algoritmus bychom dostali i pro lokalizaci vektoru koncových sil a následný výraz pro
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Algoritmus 1: Lokalizace kódovými č́ısly

1 kc
2 for i =1:n
3 i f kc ( i )>0
4 for j =1:n
5 i f kc ( j )>0
6 K glob ( kc ( i ) , kc ( j ) )=K glob ( kc ( i ) , kc ( j ) )+K loc ( i , j ) ;
7 end
8 end
9 end

10 end

lokalizaci by poté vypadal

{F} = A
i

{F L
i } . (2.10)

2.1.4 Výpočet vnitřńıch sil na konstrukci

Kv̊uli nelinearitě výpočtu globálńı stabilitńı analýzy je nejprve nutné vypoč́ıtat vnitřńı śıly na

jednotlivých elementech od zadaného zat́ıžeńı. S využit́ım globálńı matice tuhosti a vektoru

vněǰśıho zat́ıžeńı, který představuje velikost zat́ıžeńı v jednotlivých styčńıćıch, jsme schopni

snadno vypoč́ıtat vnitřńı śıly. Pro výpočet sil nejprve použijeme následuj́ıćı rovnici, která je

základem deformačńı metody:

[K] · {r} = {f} , (2.11)

kde [K] představuje matici tuhosti, {f} je vektor zat́ıžeńı a {r} vyjadřuje vektor neznámých

přemı́stěńı.

Pomoćı výše zmı́něné rovnice jsme schopni vypoč́ıtat neznámá přemı́stěńı styčńık̊u celé kon-

strukce. Tyto přemı́stěńı v globálńım souřadném systému je nutné zpět přǐradit jednotlivým ele-

ment̊um a poté pomoćı jednotlivých transformačńıch matic element̊u zpátky přetransformovat

do lokálńıch souřadných systémů element̊u pomoćı rovnice:

{rL} = [T ]{r} , (2.12)

kde {r} představuje vektor přǐrazených neznámých přemı́stěńı a {rL} vektor přǐrazených

neznámých přemı́stěńı v lokálńım souřadném systému. Koncové śıly v jednotlivých elementech lze

pak vypoč́ıtat pomoćı lokálńıch matic tuhosti a vektorech s přǐrazenými neznámými přemı́stěńımi

v lokálńım souřadném systému pomoćı rovnice (2.11).
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2.2 Nelineárńı analýza konstrukce s využit́ım rámových

prvk̊u

U jednodušš́ıch stavebńıch konstrukćı se při zatěžováńı uvažuje chováńı lineárně pružné, nicméně

jsou konstrukce u kterých je chováńı nutné posuzovat jako nelineárńı. Jsou to št́ıhlé konstrukce,

některé oblouky, vysoké budovy, atd. Ovšem téměř všechny konstrukce před dosažeńım meze

únosnosti vykazuj́ı nelineárńı chováńı. V př́ıpadě běžných konstrukćı je nelineárńı odezva řešena

několika zp̊usoby, bud’ to empirickými vzorci, které zohledňuj́ı nelineárńı chováńı, nebo např́ıklad

individuálńım posouzeńım nelinearity.

Při nelineárńı analýze se snaž́ıme určitým zp̊usobem zvýšit kvalitu analytické simulace kon-

strukce. Hlavńım ćılem je však zlepšeńı návrhu, tak abychom źıskali spolehlivěǰśı návrh, d́ıky

jasněǰśı předpovědi chováńı zkoumaného systému. Při lineárně pružné analýze uvažujeme, že

materiál, ze kterého je vytvořena konstrukce, je nepoddajný a jeho vlastnosti jsou neměnné.

Veškeré rovnice se formuluj́ı na nezdeformované konstrukci, popř́ıpadě na konstrukci s počátečńı

deformaćı, ale předpokládá se, že následné deformace jsou již tak malé, že jejich vliv na rov-

nováhu a zp̊usob odezvy konstrukce je zanedbatelný. Dı́ky tomu jsme v předešlé podkapitole

mohli poč́ıtat, že osová śıla vyvozuje pouze osové deformace, č́ımž jsme si výpočty výrazně zjed-

nodušili i při zachováńı dostatečně přesného výpočtu. Zdroje nelinearity ve výpočtu mohou být

r̊uzné, pro naše potřeby nám však budou stačit pouze geometrické nelinearity, tzn. že uvažujeme

materiál stále pružný, ale již zahrnujeme vliv deformace při sestavováńı rovnic rovnováhy.

I nadále je však lineárně pružná analýza nepostradatelná. Jej́ım základńım prvkem je matice

tuhosti [K], v př́ıpadě globálńı analýzy pak rovnice

[K]{∆} = {P} . (2.13)

Předpokládáme-li, že při metodách nelineárńı analýzy byly základńı nelineárńı rovnice redu-

kovány na množinu, pro kterou je možné využ́ıt řešeńı simultánńıch algebraických rovnic. Pak

lze chováńı sledovat iterativně a každou metodu lze symbolicky zapsat

[Kt]{d∆} = {dP} . (2.14)

V rovnici (2.14) představuje [Kt] obecnou nelineárńı tečnou matici tuhosti, která se skládá

z lineárńı pružné matice tuhosti a jeden nebo v́ıce komponent̊u zohledňuj́ıćı zat́ıžeńı nebo defor-

mace na začátku př́ır̊ustku. Různé úrovně nelineárńı analýzy se poté lǐśı v [Kt], která zahrnuje

dané nelinearity. Zp̊usob, jak jsou rovnice formulovány, či zp̊usob řešeńı rovnic může vyžadovat
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jistou diskretizaci prutu, tedy rozděleńı jednotlivých prut̊u na menš́ı části, např. pro efektivněǰśı

vystižeńı tvaru deformace konstrukce. V našem př́ıpadě, tedy analýze druhého řádu, se při for-

mulaci rovnic zohledňuj́ı konečné deformace a posuny, č́ımž rovnice (2.14) nabývá tvaru

[K + Kσ]{d∆} = {dP} , (2.15)

kde [Kσ] představuje matici počátečńıch napět́ı (známou také jako matici geometrické tuhosti).

Tato matice vyjadřuje změnu tuhosti v závislosti na aktuálńı napjatosti. Zp̊usob vytvořeńı matice

[Kσ] lze provést několika zp̊usoby, které si ukážeme v daľśıch částech této práce. Nicméně, tento

zp̊usob analýzy vyžaduje diskretizaci prut̊u pro dosažeńı uspokojivých výsledk̊u.

Pro výpočet velikosti kritické břemena se rovnice (2.15) převede do zobecněné úlohy vlastńıch

č́ısel, ve kterém je rovnice rovnováhy v kritickém stavu v následuj́ıćım tvaru

[K + λKref
σ ]{∆} = {0} , (2.16)

kde [Kσ] je matice geometrické tuhosti vypočtená pro referenčńı zat́ıžeńı {Pref }, λ (vlastńı

č́ıslo) součinitel kritického zat́ıžeńı pro zat́ıžeńı {Pref } a vektor {∆} (vlastńı vektor) vyjadřuje

deformovaný tvar konstrukce pro jednotlivá vlastńı č́ısla. Tato rovnice vede tedy k řešeńı úlohy

vlastńıch č́ısel, která lze pomoćı výpočetńıch programů vcelku snadno vyřešit. Zp̊usob použitého

řešeńı je vysvětlen v podkapitole 2.3.

2.2.1 Sestaveńı matice geometrické tuhosti

V této podkapitole je vysvětlen zp̊usob vytvořeńı geometrické matice tuhosti ve tvaru použ́ıvaném

pro výpočet kritického zat́ıžeńı konstrukce z hlediska globálńı stability. Pro snadněǰśı pochopeńı

sestav́ıme nejdř́ıve matici počátečńıch napět́ı pro rovinný prvek s osovou silou, poté rovinný prvek

zat́ıžen osovou silou a ohybem kolem jedné osy. Daľśım prvkem bude rovinný prvek s osovou silou

a torzńım momentem. Poté sestav́ıme matici geometrických tuhost́ı pro prvek s dvanácti stupni

volnosti. Stejně jako v př́ıpadě matice tuhosti slož́ıme matici geometrických tuhost́ı v lokálńım

souřadném systému, jej́ı transformace a sestaveńı globálńı matice geometrických tuhost́ı se pro-

vede stejným zp̊usobem jako u matice tuhosti.

Rovinný prvek s normálovou śılou

Zat́ımco u lineárńı analýzy bylo zanedbáńı nekonečně malých deformaćı podstatou tohoto řešeńı,

v př́ıpadě nelineárńı analýzy je nutné uvažovat nekonečně malé deformace diferenciálńı délky. Pro

výpočet uvažujeme dokonale př́ımý a nedefermovaný prvek viz obrázek 2.3a). Jelikož v tomto
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př́ıpadě uvažujeme pouze normálové deformace, lze tento problém považovat matematicky za

jednorozměrný.

Obrázek 2.3 Deformace rovinného prvku (McGuire et al., 2000)

V obrázku 2.3b) je p̊uvodńı délka elementu označena jako dx, nicméně pokud prvek pootoč́ıme

a budeme uvažovat zat́ıžeńı pouze v normálovém směru, lze délku prvku vyjádřit

a′b′ =
[
1 + 2du

dx
+
(du

dx

)2
+
(dv

dx

)2]1/2
dx . (2.17)

Pokud rovnici rozlož́ıme pomoćı binomického rozvoje a zanedbáme členy vyšš́ıho řádu (což lze

zanedbat pro malé konečné deformace) dostaneme předchoźı v rovnici v novém tvaru

a′b′

dx
= 1 + du

dx
+ 1

2

[(du

dx

)2
+
(dv

dx

)2]
. (2.18)

Pokud definujeme poměrné přetvořeńı pro konečnou deformaci jako, efin = (a′b′ − ab)/dx, lze

rovnici upravit takto

efin = du

dx
+ 1

2

[(du

dx

)2
+
(dv

dx

)2]
. (2.19)

Nyńı využijeme principu virtuálńıch praćı a následuj́ıćı rovnice vycházej́ıćı z PVP, stejnou rovnici
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bychom dostali pokud bychom integrovali rovnici (2.19) přes výšku pr̊uřezu.

δWint =
∫

Ω
σxδefin dΩ , (2.20)

Dosazeńım za efin, źıskáme

δWint =
∫ L

0
σxA

(dδu

dx

)
dx + 1

2

∫ L

0
σxA

[
δ
(du

dx

)2
+ δ
(dv

dx

)2]
dx . (2.21)

V prvńım integrálu rovnice (2.21), jsme využili předpokladu δ(du/dx) = (dδu/dx), což lze využ́ıt,

pokud uvažujeme nekonečně malé deformace. Nyńı využijeme v prvńım integrálu známého vztahu

Hookova zákona pro σx a v druhém integrálu známé rovnice Fx2 = σxA. Výsledná rovnice je

δWint =
∫ L

0

(du

dx

)
EA
(dδu

dx

)
dx + 1

2Fx2

∫ L

0

[
δ
(du

dx

)2
+ δ
(dv

dx

)2]
dx . (2.22)

Prvńı integrál v rovnici (2.22) představuje matici tuhosti z rovnice (2.1), z druhého integrálu lze

odvodit matici počátečńıch napět́ı [Kσ]. Na tuto část se nyńı zaměř́ıme. Operátor δ může být

uvažován jako diferenciálńı operátor s proměnnými du/dx a dv/dx, vnitřńı virtuálńı práci pro

tento člen lze zapsat jako

δWint g = Fx2

∫ L

0

[(dδu

dx

du

dx

)
+
(dδv

dx

dv

dx

)]
dx . (2.23)

Pokud použijeme tvarovou funkci u = N1u1 + N2u2 dostaneme

[Kσ] = Fx2

∫ L

0

[
{N ′

u}{N ′
u} + {N ′

v}{N ′
v}
]

dx , (2.24)

kde {N ′
u} a {N ′

v} jsou tvarové funkce 1 pro prvek zat́ıžený pouze osovou silou, s využit́ım relativńı

polohy ξ = x/L v rovnićıch

u = (1 − ξ)u1 + ξu2 ,

v = (1 − ξ)v1 + ξv2 .
(2.25)

dostaneme

{N ′
u} =

[
− 1

L

1
L

]
,

{N ′
v} =

[
− 1

L

1
L

]
.

(2.26)

1tvarové funkce jsou odvozeny v kapitole 7 v knize (McGuire et al., 2000)
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Užit́ım rovnic (2.25) - (2.26) v rovnici (2.24) źıskáme matici počátečńıch napět́ı pro prvek

namáhaný osovou silou

[Kσ] = Fx2

L

u1 v1 u2 v2


1 0 −1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1

, F =





Fx1

Fy1

Fx2

Fy2

, (2.27)

kde [Kσ] je matice počátečńıch napět́ı a F je vektor koncových vycházej́ıćı z obrázku 2.1

Rovinný prvek s kombinaćı normálové śıly a ohybu

Pro zavedeńı vlivu ohybu v matici počátečńıch napět́ı je nutné zohlednit deformaci zp̊usobenou

ohybem prvku obr. 2.3c) v rovnici (2.19). Konečná deformace s vlivem ohybu se tedy rovná

efin = du

dx
− y
( d2v

dx2

)
+ 1

2

[(du

dx

)2
+
(dv

dx

)2]
. (2.28)

Přidáńım nové části rovnice do rovnice (2.20), dosazeńım za σx = −yMz/Iz, integrováńım přes

výšku pr̊uřezu, dosazeńım výrazu
∫

A
y2 dA = Iz a užit́ım rovnosti δ(d2v/dx2) = (d2δv/dx2)

máme mı́sto rovnice (2.21), rovnici

δWint =
∫ L

0
σxA

(dδu

dx

)
dx +

∫ L

0
Mz

(d2δv

dx2

)
+ 1

2

∫ L

0
σxA

[
δ
(du

dx

)2
+ δ
(dv

dx

)2]
dx . (2.29)

Nyńı využijeme stejných předpoklad̊u, jako při vytvářeńı rovnice (2.22) a rovnosti Mz = EIz
d2v
dx2 ,

č́ımž źıskáme rovnici

δWint =
∫ L

0

(du

dx

)
EA
(dδu

dx

)
dx +

∫ L

0

( d2v

dx2

)
EIz

(d2δv

dx2

)
dx + 1

2Fx2

∫ L

0

[
δ
(du

dx

)2
+ δ
(dv

dx

)2]
dx

(2.30)

Prvńı integrál jsme již identifikovali jako matici tuhosti pro prvek zat́ıžený osovou silou, druhý

integrál je také matićı tuhosti, ale prvku ohýbaného. Zbývá tedy pouze třet́ı integrál, který

muśıme upravit pomoćı tvarových funkćı 2

u = (1 − ξ)u1 + ξu2 ,

v = (1 − 3ξ2 + 2ξ3)v1 + (1 − 2ξ + ξ2)xθz1 + (3ξ2 − 2ξ3)v2 − (ξ − ξ2)xθz2 .
(2.31)

2tvarové funkce jsou odvozeny v kapitole 7 v knize (McGuire et al., 2000)
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Zderivováńım a použit́ım tvarových funkćı v rovnici (2.24) źıskáme matici počátečńıch napět́ı

pro prvek zat́ıžený osovou silou a ohybem

[Kσ] = Fx2

L

u1 v1 θz1 u2 v2 θz2



1 0 0 −1 0 0
6
5

L
10 0 − 6

5
L
10

2L2

15 0 − L
10 − L2

30

1 0 0

Sym. 6
5 − L

10
2L2

15

, F =





Fx1

Fy1

Mz1

Fx2

Fy2

Mz2

, (2.32)

kde [Kσ] je matice počátečńıch napět́ı a F je vektor zat́ıžeńı vycházej́ıćı z obrázku 2.1

Prvek zat́ıžený kombinaćı normálové śıly a torzńıho momentu

Krouceńı má zásadńı vliv na chováńı konstrukce, např́ıklad v př́ıpadě interakce krouceńı a po-

souvaj́ıćıch sil docháźı k posun̊um ve všech třech rovinách. Nicméně pokud se zaměř́ıme pouze na

normálovou śılu a torzńı moment, lze využ́ıt předpokladu, že moment tuhosti v krouceńı, který

definoval Saint-Venant, je jediný zp̊usob odporu konstrukce proti tomuto namáháńı. Dı́ky těmto

předpoklad̊um lze takový prvek analyzovat pomoćı rozš́ı̌reńı postupu použitého v podkapitole

2.2.1. Budeme uvažovat obdélńıkový tenkostěnný prvek na obrázku 2.4, prvek je zat́ıžen osovou

silou Fx2 a točivým momentem Mx2. Na levém konci nosńıku je zabráněno krouceńı a posunu.

Pr̊uřez je ve vzdálenosti x pootočen o úhel θx a změna polohy bodu p ve stěně je znázorněna

v obr. 2.4b). Pro malé rotace jsou posuny v rovině pr̊uřezu

v = −zθx ,

w = yθx .
(2.33)

Proto

dv

dx
= −z

dθx

dx
,

dw

dx
= y

dθx

dx
.

(2.34)
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Obrázek 2.4 Prostorový prvek zat́ıžený torzńım momentem a normálovou silou (McGuire et al., 2000)

Rozš́ı̌reńım rovnice (2.19) se konečná deformace podélných vláken procházej́ıćı bodem p rovná

efin = du

dx
+ 1

2

[(du

dx

)2
+
(dv

dx

)2
+
(dw

dx

)2]
. (2.35)

Zaměř́ıme-li se pouze na část s matićı počátečńıch napět́ı a pokud dosad́ıme rovnici (2.34) źıskáme

efin = 1
2

[
z2
(dθx

dx

)2
+ y2

(dθx

dx

)2]
= 1

2[z2 + y2]
(dθx

dx

)2
. (2.36)

T́ımto postupem jsme źıskali deformaci, která v př́ıpadě normálového zat́ıžeńı představuje vnitřńı

virtuálńı práci. Obdobným zp̊usobem jako v př́ıpadě rovnice (2.20) lze virtuálńı práci zapsat

δWint = 1
2

∫
vol

σxδ
(dθx

dx

)2
[z2 + y2] dA dx . (2.37)

Dosazeńım σx = Fx2/A a integrováńım rovnice (2.37) dostaneme

δWint = 1
2

Fx2Ip

A

∫ L

0
δ
(dθx

dx

)2
dx , (2.38)

přičemž Ip =
∫

A
(z2 + y2)dA je polárńı moment setrvačnosti pr̊uřezu. Z rovnic (2.23) - (2.26) lze

odvodit, že pokud se pro θx uvažuj́ı lineárńı tvarové funkce, pak rovnice (2.38) vede k matici
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počátečńıch napět́ı ve tvaru

[Kσ] = Fx2Ip

AL

θx1 θx2[ ]
1 −1

−1 1
, F =

{ }
Mx1

Mx2

, (2.39)

kde [Kσ] je matice počátečńıch napět́ı a F je vektor zat́ıžeńı vycházej́ıćı z obrázku 2.1.

Trojrozměrná matice počátečńıch napět́ı

V lineárńı analýze je rozd́ıl mezi analýzou v rovině a v prostoru v podstatě pouze v délce výpočt̊u,

zat́ımco základńı rovnice jsou stejné. Nicméně v př́ıpadě nelineárńı analýzy je nár̊ust v délce

výpočtu stejný, avšak je nutné očekávat složitěǰśı rovnice v př́ıpadě prostorové analýzy. Matici

tuhosti pro tř́ırozměrný problém jsme již sestavili v kapitole 2.1.1. Matici počátečńıch napět́ı lze

vytvořit přidáńım matice (2.32) a přidáńım matice pro ohyb v rovině xz, vytvořené obdobným

zp̊usob jako v rovině xy, do rovnice (2.39). S ohledem na znaménka je výsledkem matice uvedená

v apendixu (B.2)

Nicméně takto vytvořená matice má mnoho omezeńı pro použit́ı, jelikož v této matici neńı

zohledněna interakce krout́ıćıch sil a ohybových moment̊u. Pro univerzálněǰśı použit́ı je vhodné

zavést vlivy ohybových moment̊u. Pro sestaveńı př́ıslušných rovnic je nutné použ́ıt komplexněǰśı

základńı principy mechaniky konstrukćı. Pro úplné pochopeńı rovnic a předpoklad̊u použitých pro

tuto komplexněǰśı matici počátečńıch napět́ı je nutné objasnit teorii, která za ńı stoj́ı. Kompletńı

zp̊usob vytvořeńı této matice neńı součást́ı této práce, jej9 sestaveńı a objasněná teorie jsou

detailně vysvětleny v apendixu A knihy (McGuire et al., 2000). Matice počátečńıch napět́ı pro

interakci krout́ıćıch a ohybových moment̊u, vycházej́ıćı z této knihy, je poté ve tvaru

[Kσ] =

w1 θy1 w2 θy2



0 Mx2
L 0 − Mx2

L

Mz1
L

Mz1+Mz2
6 − Mz1

L − Mz1+Mz2
6

Mx2
L 0 − Mx2

L − Mx2
2

0 − Mx2
L 0 Mx2

L

Mz2
L − Mz1+Mz2

6 − Mz2
L

Mz1+Mz2
6

− Mx2
L

Mx2
2

Mx2
L 0

, (2.40)

Při použit́ı stejných předpoklad̊u aplikovaných pro ohybový moment My a torzńı moment
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Mx, dostaneme obdobnou matici počátečńıch napět́ı jako v (2.40).

[Kσ] =

v1 θz1 v2 θz2



0 Mx2
L 0 − Mx2

L

My1
L

My1+My2
6 − My1

L − My1+My2
6

Mx2
L 0 − Mx2

L − Mx2
2

0 − Mx2
L 0 Mx2

L

My2
L − My1+My2

6 − My2
L

My1+My2
6

− Mx2
L

Mx2
2

Mx2
L 0

, (2.41)

Dosazeńım matic (2.40) a (2.41) do matice (B.2), źıskáme kompletńı matici počátečńıch napět́ı

se zohledněńım interakce ohybových a krout́ıćıch moment̊u. Finálńı zápis je uveden v dodatku

(B.3).

2.3 Výpočet kritického břemene s využit́ım zobecněného

problému vlastńıch č́ısel

V úvodu kapitoly 2.2, jsme došli k zjǐstěńı, že výpočet kritického zat́ıžeńı vede k matematickému

problému vlastńıch č́ısel. Nyńı se tedy pokuśıme rovnici (2.16) vyřešit problému pomoćı vlastńıch

č́ısel. Nejprve si krátce uvedeme, co vlastńı vektor a vlastńı č́ıslo představuj́ı. Nejsnadněji si to

můžeme představit v rovnici

[A]{u} = λ{u} , (2.42)

kde {u}, tedy vlastńı vektor matice [A], je takový nenulový vektor, který se po transformaci ma-

tićı [A] změńı pouze o násobek skaláru, kterým je vlastńı č́ıslo {λ}. V př́ıpadě globálńı stability

je vlastńı vektor tvar konstrukce, tedy zdeformovaný tvar pro jednotlivá vlastńı č́ısla, která

představuj́ı násobky referenčńıho zat́ıžeńı konstrukce při ztrátě stability. U stability je tedy

nejd̊uležitěǰśı nejmenš́ı absolutńı hodnota vlastńıho č́ısla, protože při tomto násobku zat́ıžeńı

dojde ke ztrátě stability.

Pro připomenut́ı uvedeme rovnici (2.16), která představuje řešeńı problému globálńı stability

pomoćı vlastńıch č́ısel:

[Ke + λKσ]{∆} = {0} , (2.43)

kde λ je vlastńı č́ıslo a ∆ je vlastńı vektor. Pro matice malých rozměr̊u je možné použ́ıt jako

řešeńı soustavu lineárńıch rovnic. Nicméně při rozměrech matice n > 4, je tato metoda ne-

použitelná. Proto je nutné použ́ıt nějakou z numerických metod pro řešeńı vlastńıch č́ısel. Pro
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naše potřeby nám bude zcela dostačovat řešeńı částečného problému vlastńıch č́ısel, které ne-

hledaj́ı všechna vlastńı č́ısla, ale jen některá. Jak už jsme zmiňovali výše, primárně nás zaj́ımá

nejmenš́ı vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě a jeho př́ıslušný vlastńı vektor. Pro řešeńı tohoto

problému je vhodné použ́ıt např́ıklad Inverzńı mocninnou metodu, která hledá nejbližš́ı vlastńı

č́ıslo zadané hodnotě s, v našem př́ıpadě s = 0. Nicméně v př́ıpadě velkých rozměr̊u matic, jako

v našem př́ıpadě, je nejlepš́ım řešeńım použ́ıt programový systém MATLAB (Mathworks, 2021),

který má v sobě implementovanou funkci eig. Dı́ky této funkci jsme schopni rychle a správně

vyřešit zobecněný problém vlastńıch č́ısel a poté jen vybrat vlastńı č́ıslo s nejnižš́ı absolutńı

hodnotou, které představuje součinitel kritického břemene. Pokud je kritické břemeno záporné

představuje to takové zat́ıžeńı, které má opačný směr než bylo zadané referenčńı zat́ıžeńı.



Kapitola 3

Globálńı optimalizace globálńı

stability

Tato kapitola se zaměřuje na globálńı optimalizaci našeho řešeńı. Nejprve je uveden krátký úvod

k optimalizaci, kde si definujeme základńı předpoklady a principy jednotlivých metod optima-

lizace. Dále je uveden ćıl optimalizace globálńı stability a je představena implementace našeho

problému.

3.1 Úvod do optimalizace

Obrázek 3.1 Princip simulovaného ž́ıháńı (Lepš, 2021)

Optimalizace představuje proces, kterým se snaž́ıme naj́ıt minimum nebo maximum optima-

22
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lizované funkce. V našem př́ıpadě je pro nás d̊uležité naj́ıt globálńı extrém našeho problému,

proto jsme pro hledáńı extrému zvolili metodu simulovaného ž́ıháńı , zkráceně SA z anglického

Simulated Annealling, která patř́ı mezi stochastické optimalizačńı metody. Jak už název napov́ıdá

tyto metody jsou inspirované př́ırodou. Stochastické optimalizačńı metody využ́ıvaj́ı k hledáńı

optima náhodných č́ısel. Dı́ky tomuto faktoru docháźı k náhodnému chováńı a algoritmus je

schopný uniknout z lokálńıho extrému viz obrázek 3.1 a nalézt globálńı extrém.

3.2 Simulované ž́ıháńı

Metoda SA patř́ı mezi stochastické metody založené na fyzikálńıch zákonech. SA využ́ıvá analogii

mezi ž́ıháńım kov̊u a optimalizačńım problémem. Tato metoda byla nezávisle na sobě definována

již počátkem 80. let v (Kirkpatrick et al., 1983) a (Černý, 1985).

Obrázek 3.2 Závislost uspořádáńı krystal̊u na teplotě (Lepš, 2021)

Ž́ıháńı v metalurgii představuje proces, kdy se těleso umı́st́ı do vyhřáté pece a postupným

pomalým snižováńım teploty docháźı k uspořádáńı krystal̊u v tělese. Všechny krystaly se při

pomalém ochlazováńı maj́ı možnost dostat do rovnovážného stavu, nejlépe si to lze představit na

obrázku 3.2. Tento proces je založen na myšlence, že pokud materiál ochlazujeme dostatečně po-

malu, dostaneme ho na energeticky nejnižš́ı hodnotu. Analogie s optimalizaćı spoč́ıvá v myšlence,

že optimalizačńı algoritmus vyhledává náhodně v okoĺı již známého řešeńı a přijme i horš́ı řešeńı

optimalizované funkce v závislosti na pravděpodobnosti, vyjádřenou Boltzmannovým rozděleńım

pravděpodobnosti

Pr(E) = exp
(

−∆E

κBT

)
. (3.1)

Tento vztah popisuje rozděleńı energie v závislosti na teplotě. T představuje teplotu tělesa, E

energii tělesa a κB je Boltzmannova konstanta. Pokud teplota T klesá, pak Boltzmannovská

pravděpodobnost upřednostňuje stavy, kde je energie E menš́ı. Když se teplota T bĺıž́ı nule,

tak pravděpodobnost přijmut́ı horš́ıho řešeńı klesá. Pokud v metalurgii těleso ochlazujeme př́ılǐs

rychle, nedojde k dostatečnému ustáleńı krystal̊u. Stejně tak je tomu tak i u SA, kde pokud

př́ılǐs rychle ochlazujeme může doj́ıt k uv́ıznut́ı v nějakém z lokálńıch minim a nenalezeńım toho
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globálńıho.

3.2.1 Algoritmus SA

V této části je sepsaný obecný algoritmus (2) pro SA. Uvedený algoritmus vycháźı z (Lepš, 2021).

Jednotlivé kroky tohoto algoritmu jsou ńıže podrobněji popsány.

Algoritmus 2: Simulované ž́ıháńı

1 T = Tmax,
2 P
3 F(P)
4 while i t e r < iterMax
5 count = 0
6 succ = 0
7 while count < countMax && succ < succMax
8 i t e r = i t e r + 1
9 count = count + 1

10 N = P − randn
11 p = exp ( (F(N) − F(P) ) /T)
12 i f rand < p
13 succ = succ + 1
14 P = N
15 end
16 end
17 end
18 T = T ∗ Tmult

Krok 1 Nastaveńı počátečńı teploty Tmax vyžaduje experimentováńı, ideálńı počátečńı teplota

by měla být zvolena tak, aby procento přijatých jedinc̊u bylo přibližně 50%.

Krok 2-3 Zvoleńı počátečńı proměnné a ohodnoceńı. F představuje optimalizovanou funkci.

Krok 4 Zastavovaćı podmı́nka algoritmu je většinou zvolena jako maximálńı počet všech iteraćı

algoritmu.

Krok 5-7 countmax představuje maximálńı počet iteraćı a succmax představuje maximálńı

počet úspěšných iteraćı na dané teplotńı hladině.

Krok 10 Vytvořeńı nového řešeńı N pomoćı odečteńı náhodného č́ısla, dle normálńıho Gaus-

sovského rozděleńı pravděpodobnosti, od p̊uvodńıho řešeńı P .

Krok 11-12 Pravděpodobnost přijet́ı nového řešeńı.
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Krok 18 Ochlazeńı, sńıžeńı teploty pomoćı Tmult. Zvolené např. dle (Lepš, 2000). Parametr

snižuj́ıćı teplotu je poté ve tvaru

Tmult =
(

Tmin

Tmax

)succmax/itermax

,

kde itermax představuje maximálńı počet iteraćı, succmax maximálńı počet úspěšných iteraćı

v daném kroku, Tmin je minimálńı teplota a Tmax je maximálńı teplota. Dı́ky tomuto vztahu

dosáhne algoritmus při maximálńım počtu iteraćı minimálńı teploty. Hodnotu minimálńı teploty

je vhodné zvolit Tmin = 0.01 · Tmax.

3.3 Ćılová funkce

Abychom mohli porovnávat jednotlivé výsledky naš́ı optimalizace, je nutné definovat jeden

parametr, který bude zohledňovat veškeré proměnné našeho návrhu. V našem př́ıpadě je je-

diná proměnná, kterou optimalizujeme celkový objem materiálu použitý na konstrukci. Se zo-

hledněńım tohoto parametru ćılové funkce nabývá jednoduchého tvaru

f(X) = V

Vmin
. (3.2)

Kde V je objem materiálu konstrukce a Vmin je minimálńı objem ze všech přijatých řešeńı.

3.4 Optimalizované proměnné

V př́ıpadě optimalizace globálńı stability se soustřed́ıme na optimalizaci množstv́ı materiálu

potřebného pro stabilńı stav konstrukce. V této práci je předvedena optimalizace, při které

rozměry prvk̊u jsou konstantńı a jedinou proměnnou, která je měněna je poloměr trubkového

pr̊uřezu. Pr̊uřez je po celé délce prutu konstantńı a symetrický v̊uči oběma osám. Konstantńı

pr̊uřez zásadně zkracuje výpočet a z inženýrského hlediska dává smysl.

3.5 Omezeńı vstupńıch proměnných

Při hledáńı optima muśıme dodržovat určité podmı́nky, abychom našli reálné optimum. V našem

př́ıpadě jde o podmı́nku, že plocha pr̊uřezu muśı být už z podstaty kladná, tedy jednotlivé

poloměry pr̊uřezu muśı být kladné. Tuto podmı́nky je nutné zohlednit v algoritmu. Pro minimálńı

poloměr byla zvolena podmı́nka, že pokud je poloměr ro menš́ı než poloměr minimálńı ro,min,

pak ro = ro,min.
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Algoritmus 3: Podmı́nka vstupńıch parametr̊u

1 r omin = 0 .1
2 i f r o < r omin
3 r o = r omin
4 end

3.6 Penalizačńı funkce

Podmı́nku pro kritický součinitel λ ≥ 1 lze nejlépe vyjádřit pomoćı penalizačńı funkce. Tato

funkce má za úkol vyřadit řešeńı, která nesplňuj́ı vyjádřený požadavek. Zp̊usob aplikace těchto

funkćı spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı ćılové funkce (3.2) o tzv. penaltu, která vyjadřuje splněńı či nesplněńı

daných kritéríı. Penalizačńı funkce lze zapsat ve tvaru

pfi(X) = 1
|λ|

. (3.3)

Ćılová funkce s rozš́ı̌reńım penalizačńı funkce poté nabývá tvaru

f(X) = V

Vmin
+ 1

|λ|
. (3.4)



Kapitola 4

Implementace globálńı stabilitńı

analýzy

Tato kapitola se věnuje implementaci řešeńı globálńı stability př́ıhradových konstrukćı s využit́ım

rámových prvk̊u. Pro implementaci byly použity postupy a vztahy odvozené v předchoźıch ka-

pitolách. Úvodńı př́ıklad je popsán konkrétně a ostatńı př́ıklady obsahuj́ı pouze výsledky.
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Obrázek 4.1 Zadáńı Př́ıkladu 1

4.1 Př́ıklad 1

Př́ıklad z knihy (McGuire et al., 2000)(Example 9.14) Pr̊uřezové charakteristiky konstrukce na

obrázku 4.1 jsou :

Prut AB, AC, AD : A = 2 × 103 mm2, Iy = Iz = 3 × 106 mm4, Ip = 6 × 106 mm4

Prut AE : A = 2 × 102 mm2, Iy = Iz = 3 × 105 mm4, Ip = 3 × 105 mm4

Materiálové parametry: E = 200 GPa, ν = 0.3

Ćılem výpočtu je stanovit kritické břemeno Pcrit, přičemž každý prut konstrukce je dělen na dva

elementy. Pro podrobný zp̊usob výpočtu budou uvažovány pruty, které nejsou dělené na elementy.

Bezpochyby to vnese velkou chybu do výpočtu, nicméně při děleńı prut̊u exponenciálně nar̊ustá

počet neznámých, tud́ıž pro přehlednost si nejprve předvedeme tuto variantu a poté uvedeme

výsledky, které dostaneme při děleńı na v́ıce element̊u.

Postup výpočtu

Nejprve si pro přehlednost oč́ıslujeme pruty, dle tabulky 4.1.
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Č́ıslo prutu Počátečńı bod Koncový bod
Prut 1 Bod B Bod A
Prut 2 Bod C Bod A
Prut 3 Bod D Bod A
Prut 4 Bod E Bod A

Tabulka 4.1 Oč́ıslováńı prut̊u

Matice kódových č́ısel

Nyńı si oč́ıslujeme přemı́stěńı v konstrukci pomoćı kódových č́ısel. Matice obsahuj́ıćı tyto kódová

č́ısla, kde č́ıslo řádku odpov́ıdá č́ıslu prutu a sloupce odpov́ıdaj́ı jednotlivým přemı́stěńım v pořad́ı

{u1, v1, w1, θx1, θy1, θz1, u2, v2, w2, θx2, θy2, θz2} ,

nazveme matićı kódových č́ısel [ID]. Pro tento př́ıklad je matice [ID] ve tvaru

[ID] =


0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6

 .

Vektor vněǰśıho zat́ıžeńı

Konstrukci máme zat́ıženou jen osamělou silou P . Ćılem tohoto výpočtu je výpočet kritického

břemena Pcrit, které bude představovat násobek zadaného zat́ıžeńı. My si jako zadané zat́ıžeńı

zvoĺıme P = 1. Tato śıla p̊usob́ı proti směru globálńı osy Y , proto je výsledný vektor vněǰśıch

koncových sil roven

F =



0

−1

0

0

0

0
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Transformačńı matice

Při dodržeńı postup̊u uvedených v A dostaneme transformačńı matici [R] pro 4 pruty ve tvaru

[RP rut1] =


0.8575 −0.5145 0

0.5145 0.8575 0

0 0 1

 ,

[RP rut2] =


0.7715 −0.1543 0.6172

0.1205 0.9880 0.0964

−0.6247 0 0.7809

 ,

[RP rut3] =


0.7715 −0.1543 0.6172

0.1205 0.9880 −0.0964

0.6247 0 0.7809

 ,

[RP rut4] =


0.8575 0.5145 0

−0.5145 0.8575 0

0 0 1

 .

Ve vyč́ıslených transformačńıch matićıch je zřejmá podobnost pro Prut 2 a Prut 3 a stejně tak

pro Prut 1 a Prut 4. Je tomu tak d́ıky symetrickému zadáńı úlohy.

Matice tuhosti

Daľśım krokem je sestaveńı globálńı matice tuhosti lokalizaćı a transformaćı lokálńıch matic

tuhosti zp̊usobem uvedeným v podkapitole 2.1, pomoćı rovnice (B.1). Výsledkem popsaného

postupu dostaneme globálńı matici tuhosti [K] ve tvaru



1.29 × 108 −4.19 × 107 0 0 0 −7.55 × 104

−4.19 × 107 2.30 × 107 0 0 0 −2.32 × 105

0 0 4.71 × 107 7.55 × 104 2.32 × 105 0

0 0 7.55 × 104 5.66 × 105 2.01 × 105 0

0 0 2.32 × 105 2.01 × 105 1.08 × 106 0

−7.55 × 104 −2.32 × 105 0 0 0 9.66 × 105


.
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Výpočet vnitřńıch sil

Využit́ım źıskané globálńı matice tuhosti a globálńıch vektor̊u zat́ıžeńı jsme schopni pomoćı ODM

vypoč́ıtat vnitřńı śıly na jednotlivých prutech. Matice obsahuj́ıćı sloupcové vektory koncových

sil jednotlivých prut̊u je v našem př́ıpadě v tvaru

−1.7374 0.6399 0.6399 0.5846

9.7426 × 10−4 0.0010 0.0010 −3.3084e − 05

0 −3.4113 × 10−4 3.4113 × 10−4 0

0 0.0013 −0.0013 0

0 0.0014 −0.0014 0

0.0058 0.0053 0.0053 1.9742 × 10−4

1.7374 −0.6399 −0.6399 −0.5846

−9.7426 × 10−4 −0.0010 −0.0010 3.3084 × 10−5

0 3.4113 × 10−4 −3.4113 × 10−4 0

0 −0.0013 0.0013 0

0 8.5052 × 10−4 −8.5052 × 10−4 0

−9.8306 × 10−5 0.0012 0.0012 −3.9033 × 10−4



Fx1

Fy1

Fz1

Mx1

My1

Mz1

Fx2

Fy2

Fz2

Mx2

My2

Mz2

.

Matice počátečńıch napět́ı

Pro sestaveńı lokálńıch matic počátečńıch napět́ı jsme využili rovnici (B.2). Tyto matice jsme

poté stejným zp̊usobem, jako v př́ıpadě matice tuhosti, transformovali a lokalizovali do globálńı

matice počátečńıch napět́ı. Výsledkem je poté matice

[Kσ] =



−0.0053 0.0304 0 0 0 −0.0994

0.0304 −0.0092 0 0 0 −0.00032

0 0 0.0153 0.0997 0.00016 0

0 0 0.0997 −0.2125 0.6622 0

0 0 0.00016 0.6622 −0.4186 0

−0.0994 −0.00032 0 0 0 0.2122


.
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Výpočet kritického břemene

Nyńı máme vytvořené veškeré potřebné vstupy pro výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

rovnice (2.16). Vlastńı č́ısla uložené ve vektoru λ jsou

λ =



1.850 × 109

−1.486 × 109

−4.540 × 106

−1.401 × 1010

−2.702 × 106

6.044 × 105


.

Tomu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory uložené v matici ∆ ve tvaru

∆ =



0.4215 −0.4220 −8.66 × 10−4 0 0 0

−1 −1 −0.0116 0 0 0

0 0 0 −1 5.90 × 10−4 −7.00 × 10−4

0 0 0 0.1197 1 −1

0 0 0 0.1890 0.7177 0.7266

0.1950 −0.1990 −1 0 0 0


.

Nyńı pouze stač́ı naj́ıt nejmenš́ı vlastńı č́ıslo v absolutńı hodnotě a jemu př́ıslušný vektor.

Nejmenš́ı vlastńı č́ıslo je na pozici 6 vektoru λ a tomu př́ısluš́ı vlastńı vektor obsažený v sloupci

6 matice ∆, který vyjadřuje vlastńı tvar konstrukce.

Jelikož jsme za referenčńı zat́ıžeńı P v zadáńı dosadili P = 1 N. Kritické břemeno se poté

rovná Pcrit = 6.044 × 105 × P = 6.044 × 105N= 604.38003 kN. Což je násobně v́ıc než uvád́ı

výsledek v (McGuire et al., 2000), kde Pcrit = 116.1kN. Nicméně už v úvodu zadáńı jsme se

rozhodli, že prut nebude dělen na v́ıce element̊u. Tedy, že si zadáńı uprav́ıme pro větš́ı přehlednost

výpočt̊u.

Nyńı celý postup zopakujeme s př́ıstupem, že každý prut na konstrukci je dělen na dva

elementy, tedy toto zadáńı už bude odpov́ıdat zcela zadáńı z (McGuire et al., 2000). Při tomto

zadáńı nar̊ustá počet neznámých a t́ım i dimenze globálńıch matic tuhosti a počátečńıch napět́ı

z dimenze 6 × 6 na dimenzi 30 × 30. Proto už uvedu pouze výsledek, který nám vyšel. Tedy

Pcrit = 116.10780 kN, což už se rovná výsledku z (McGuire et al., 2000).

Pro zaj́ımavost je v tabulce 4.2 uvedeno jakých výsledk̊u dosahujeme při děleńı prut̊u na v́ıce

element̊u. Z tabulky je tedy zřejmé, že se k hledanému kritickému břemenu bĺıž́ıme ze shora,

tedy zvyšováńım počtu element̊u se kritické břemeno snižuje. Nicméně je z tabulky patrné, že
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Počet element̊u na prutu Dimenze globálńıch matic Kritické břemeno [kN]
1 6 × 6 604.380
2 30 × 30 116.107
5 102 × 102 115.030
10 222 × 222 114.727
20 462 × 462 114.707
40 942 × 942 114.703

Tabulka 4.2 Závislost kritického břemena na počtu element̊u

v tomto př́ıpadě je rozd́ıl v př́ıpadě 2 a v́ıce element̊u v rámci jednotek kN. Což je přijatelná

chyba, kterou si do výpočt̊u vnáš́ıme.

4.2 Př́ıklad 2

Obrázek 4.2 Zadáńı Př́ıkladu 2

U následuj́ıćıch př́ıklad̊u bude uvedeno pouze zadáńı a porovnáńı výsledk̊u. Př́ıklad z knihy

(McGuire et al., 2000)(Example 9.5). Pr̊uřezové charakteristiky konstrukce na obrázku 4.1 jsou :

Prut AB a BC : A = 2.5 × 104mm2, Iy = Iz = 6.36 × 108mm4

Prut BD a CE : A = 1.76 × 104mm2, Iy = Iz = 8.61 × 108mm4

Materiálové parametry: E = 200 GPa, ν = 0.3

Každý prut obsahuje pouze jeden element. Pomoćı postupu vysvětleného v této práci jsme došli

k výsledku Pcrit = 6629.625 kN. Výsledek uvedený v knize (McGuire et al., 2000) je Pcrit = 6630

kN.
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4.3 Př́ıklad 3

Obrázek 4.3 Zadáńı Př́ıkladu 3

Př́ıklad z knihy (McGuire et al., 2000)(Example 9.3). Pr̊uřezové charakteristiky konstrukce

na obrázku 4.1 jsou :

Prut AB : A = 1.27 × 104 mm2, Iy = Iz = 3.66 × 107 mm4

Materiálové parametry: E = 200 GPa, ν = 0.3

Prut je rozdělen na dva elementy. Pomoćı postupu vysvětleného v této práci jsme došli k výsledku

Pcrit = 1137.327 kN. Výsledek uvedený v knize (McGuire et al., 2000) je Pcrit = 1137 kN. Protože

se tato konstrukce skládá jen z jednoho prutu jsme schopni snadno vypoč́ıtat kritické břemeno

Eulerovským př́ıstupem. Konstrukce je připojena na obou konćıch kloubově, vztah pro výpočet

odvozený v 1.11 je

Fcrit = EI
(

n2 π2

L2
crit

)
,

kde d́ıky kloubovému uložeńı Lcrit = L = 8 a n = 1 pro prvńı vlastńı tvar. T́ım źıskáme

Fcrit = 200 × 109 × 3.66 × 10−5
(π2

82

)
= 1.1288 × 106 .

Kritické břemeno vypočtené dle Eulerovské stability je Pcrit = 1129 kN. Rozd́ıl tedy neńı nijak

výrazný, nicméně je opět patrné, že ke kritickému břemenu se bĺıž́ıme ze shora.
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4.4 Př́ıklad 4

Obrázek 4.4 Zadáńı Př́ıkladu 4

Př́ıklad z knihy (McGuire et al., 2000)(Example 9.9). Pr̊uřezové charakteristiky konstrukce

na obrázku 4.4 jsou :

Prut AB : A = 48 in2, Iy = Iz = 1152 in4, Ip = 2304 in4

Materiálové parametry: E = 29000 ksi, ν = 0.3

Prut je rozdělen na dva elementy. Zobrazený př́ıklad je zadán v imperiálńıch jednotkách, nejprve

si tedy převedeme vše do metrických jednotek.

Prut AB : L = 6.096 m, A = 0.031 m2, Iy = Iz = 4.795 × 10−4 m4, Ip = 9.590 × 10−4 m4

Materiálové parametry: E = 199.99 GPa, ν = 0.3

Pomoćı postupu vysvětleného v této práci jsme došli k výsledku Pcrit = 25661.488 kN. Výsledek

uvedený v knize (McGuire et al., 2000) je Pcrit = 5724 kips = 25461.62 kN. Výsledek už se mı́rně

lǐśı nicméně chyba je necelé 1%.
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4.5 Př́ıklad 5

Obrázek 4.5 Zadáńı Př́ıkladu 5

Př́ıklad převzatý z úvodu článku (Torii et al., 2015). Pr̊uřez konstrukce na obrázku 4.5 je

trubkový o vněǰśım poloměru ro = 4 cm a vnitřńı poloměru ri = 3.5 cm. Materiálové parametry

jsou modul pružnosti E = 210 GPa a Poisson̊uv součinitel ν = 0.3. Každý prut je rozdělen na 16

rámových element̊u. Při použit́ı postup̊u uvedených v této práci nám vycháźı Pcrit = 98.4644 kN.

Vykresleńı odpov́ıdaj́ıćıho prvńıho vlastńıho tvaru je na obrázku 4.6, vlastńı tvar je vykreslen

pomoćı kódu v programu FemCAD (FemCAD, 2022).

Obrázek 4.6 Vykresleńı prvńıho vlastńıho tvaru

Výsledky uvedené v článku (Torii et al., 2015) odpov́ıdaj́ı hodnotě Pcrit = 82.37 kN, což se

podstatně lǐśı oproti našemu výsledku. Pro porovnáńı výsledk̊u lze tuto konstrukci namodelovat

se stejnými parametry ve výpočetńım programu SCIA Engineer (Nemetschek, 2019). Výsledky,

který program vypočetl jsou znázorněny v obrázku 4.7. Výsledek vypočtený pomoćı programu
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Obrázek 4.7 Výsledky z programu SCIA Engineer

SCIA je tedy téměř rovný výsledku dle postupu v této práci, proto lze uvažovat, že je náš výsledek

správný.

4.6 Př́ıklad 6

Obrázek 4.8 Zadáńı Př́ıkladu 6

Vzorový př́ıklad vypočtený v (Máca et al., 2003)(EX9). Zadáńı:

A = 5.4 × 10−3m2, I = 85 × 10−6m4, E = 210 GPa, prut je dělen na 1 element. Př́ıklad

je zadán v rovině, nicméně pokud si urč́ıme kódová č́ısla dle 4.8, lze kritické břemeno vypoč́ıtat

stejným zp̊usobem jako pro konstrukci v prostoru. Námi vypočtené kritické břemeno se rovná

Pcrit = 5295.9406 kN. Břemeno vypočtené dle zadáńı je Pcrit = 5295 kN.
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4.7 Porovnáńı výsledk̊u

Většina př́ıklad̊u, které jsme analyzovali vyšla téměř totožně se zadáńım, pro větš́ı přehled jsou

výsledky zobrazené v tabulce 4.3.

Název Výsledek z Výsledek dle Procentuálńı
př́ıkladu p̊uvodńıho zdroje postupu v této práci chyba
Př́ıklad 1 116.1 116.108 0.01%
Př́ıklad 2 6630 6629.625 0.01%
Př́ıklad 3 1137 1137.327 0.03%
Př́ıklad 4 25461.62 25661.488 0.78%
Př́ıklad 5 82.37 98.464 19.54%
Př́ıklad 6 5295 5295.94 0.02%

Tabulka 4.3 Porovnáńı řešeńı globálńı stabilitńı analýzy



Kapitola 5

Implementace optimalizace

globálńı stability

Tato kapitola se věnuje implementaci řešeńı optimalizace globálńı stability. Pro optimalizaci byly

použity postupy uvedené v kapitole 3.

5.1 Př́ıklad 1

Obrázek 5.1 Zadáńı Př́ıkladu 1

Př́ıklad na optimalizaci byl převzat z (Torii et al., 2015)(Example 1). Materiálové parame-
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try jsou E = 210 GPa, ν = 0.3. Všechny pruty maj́ı trubkový pr̊uřez, kde vněǰśı poloměr je

ro a vnitřńı poloměr je ri = 0.9ro. Zaměřujeme se na optimalizaci objemu potřebného materiálu,

nicméně tuto proměnnou lze vyjádřit vněǰśım poloměrem, proto optimalizovanou proměnou je

poloměr ro. Uvažujeme vetknut́ı v každém styčńıku a diagonály 2 a 3 nejsou vzájemně spojeny.

Konstrukce je zat́ıžena silou F = 150 kN. Minimálńı pr̊uměr prutu je stanoven na ro,min = 0.1

mm. Každý prut je dělen na dva elementy. Jako výchoźı poloměr prut̊u byla zvolena společná

hodnota ro = 70 mm. V rámci společného postupu uvedeného v (Torii et al., 2015) jsme uvažovali

pevný směr śıly F , tedy při porovnáváńı vlastńıch č́ısel jsme brali v potaz pouze kladná λ, kde

kladné znaménko určuje směr p̊usobeńı shodný se zadaným.

Obrázek 5.2 Porovnáńı 50 spuštěńı algoritmu

Na obrázku 5.2 je srovnáńı pro 50 spuštěńı algoritmu s r̊uzně nastavenou hodnotou ma-

ximálńıho počtu iteraćı. Modrý čárkovaný graf představuje minimum a maximum optimalizo-

vaných řešeńı, červený čerchovaný graf představuje pr̊uměr těchto řešeńıch. Z grafu je zřejmé,

že od 10000 iteraćı už algoritmus optimalizuje přijatelné řešeńı. Ze všech přijatých řešeńıch jsme

došli k nejoptimálněǰśımu řešeńı obsaženém v tabulce 5.1. V této tabulce je pro porovnáńı uve-

deno řešeńı z p̊uvodńı práce. V př́ıpadě, že poloměr dosáhne minimálńı hodnoty jeho plocha

bude A = 0.006 mm2. Při této ploše je možné uvažovat, že prut nemá na stabilitu vliv. Tento

předpoklad si lze snadno ověřit vypočteńım kritického břemene na upravené konstrukci ve které
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Název Původńı řešeńı z článku Nové řešeńı
Prut 1 [mm] 56.793 61.4599
Prut 2 [mm] 50.566 57.5023
Prut 3 [mm] 0.001 0.1000
Prut 4 [mm] 48.887 5.9437
Prut 5 [mm] 0.001 0.1000
Prut 6 [mm] 60.175 62.6488
Prut 7 [mm] 41.126 3.8066
krit. břem. λ 1.0000 1.0075
Objem [cm3] 36397.60 29687.9

Tabulka 5.1 Výsledky optimalizace

nezahrneme pruty na minimálńı hranici poloměru. Tato konstrukce bude mı́t tvar dle obrázku

5.3. Po analýze globálńı stability dostaneme téměř stejně velké vlastńı č́ıslo λ = 1.0077. Z tabulky

Obrázek 5.3 Optimalizovaná konstrukce

5.1 je zřejmé, že jsme našli ještě lepš́ı řešeńı než je uvedené v článku. Globálńı stabilitńı analýza

byla v článku řešena stejným zp̊usobem, jako v př́ıpadě této práce, tedy dle (McGuire et al.,

2000). Správnost implementovaného postupu globálńı stabilitńı analýzy byla ověřena v kapitole

4 na několika př́ıkladech a nebyla nalezena chyba. Nicméně pokud provedeme globálńı stabilitńı

analýzu optimalizovaného řešeńı z článku dle postupu uvedeným v této práci, nedostaneme kri-

tické břemeno uváděné v p̊uvodńım článku λ = 1.00, ale kritické břemeno bĺıž́ıćı se nule, tedy

nestabilńı stav konstrukce. Z toho vyplývá, že v článku nejsṕı̌s nepoužili stejný postup. V článku

(Torii et al., 2015) je v úvodu uveden př́ıklad pouze na globálńı stabilitu, pro nalezeńı nesrovna-

lost́ı. Tento př́ıklad byl proto vyřešen v kapitole 4.5, kde bylo zjǐstěno, že výsledek se neshoduje.

Tud́ıž postup uvedený v článku neodpov́ıdá postupu uvedeným v této práci.



Kapitola 6

Modularita konstrukce

V této kapitole je popsána modularita konstrukćı, jej́ı výhody a podmı́nky potřebné pro jej́ı

stanoveńı. Modulárńı konstrukce je v kapitole optimalizována pomoćı metody SA a jej́ı výsledky

jsou porovnány s výsledky z kapitoly 5.

6.1 Úvod do modularity konstrukćı

Modularita je vhodný zp̊usob řešeńı optimalizačńıch problémů v př́ıhradových konstrukćıch.

Konstrukce sestavené z modulárńıch blok̊u nab́ızej́ı velké množstv́ı výhod oproti nemodulárńım

konstrukćım. Mezi největš́ı výhody patř́ı možnost hromadné výroby, která je nejen ekonomičtěǰśı,

ale zajǐst’uje předevš́ım větš́ı produktivitu a lepš́ı kontrolu kvality jednotlivých modul̊u. Pro

naše potřeby nám postač́ı optimalizace modul̊u s ručńı definićı rozložeńı modul̊u. Kompletńı

optimalizaci topologie a modularity konstrukćı lze nalézt v (Tyburec, 2021).

6.2 Implementace modularity na konstrukci

Nyńı se zaměř́ıme na konkrétńı konstrukci z kapitoly 5.1. Optimalizaćı celkového objemu ma-

teriálu jsme nalezli minimum na Vmin = 29687.9 cm3. Nyńı provedeme optimalizaci modulárńı

konstrukce, která sice nepovede k optimálněǰśımu řešeńı z hlediska množstv́ı použitého materiálu,

ale d́ıky opakovatelnosti modul̊u bude jednoznačně praktičtěǰśı. Nyńı je třeba rozdělit konstrukci

na jednotlivé moduly abychom tak mohli učinit, je nutné trochu změnit zadanou konstrukci dle

obrázku 6.1. Konstrukce je rozdělena na dva moduly. Modul má tvar dle obrázku 6.2. V každém

modulu jsou pouze dva typy prut̊u: modul je rozdělen na pásnice (prut 1 a 4) zobrazeny tučně

červeně a diagonály (prut 2, 3 a 5) zobrazeny slabš́ı zelenou čárou. Dı́ky těmto předpoklad̊um
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Obrázek 6.1 Upravená konstrukce

klesá počet optimalizovaných proměnných. Bez modularity konstrukce jsme měli 7 vněǰśıch po-

loměr̊u trubek, pro každý prut jeden. Nyńı d́ıky modul̊um tento počet klesl jen na dvě, vněǰśı po-

loměr pro pásnice a vněǰśı poloměr pro diagonály. Rozděleńı modulu na skupiny prut̊u se stejnými

Obrázek 6.2 Modul konstrukce

pr̊uřezovými charakteristikami lze provést pomoćı lokalizačńı matice [G] dle (Posṕı̌silová et al.,

2013). Rozš́ı̌rená lokalizačńı matice o Kronecker̊uv součin je lokalizačńı matice [Q], která obsahuje

pouze 1 a 0. Kde sloupec s 1 odpov́ıdá č́ıslu prutu kterému je přǐrazena pr̊uřezová charakteristika,

která odpov́ıdá řádku na kterém se 1 nacháźı. V našem př́ıpadě máme pouze 2 skupiny prut̊u,
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pásnice a diagonály. Vektor {X} = [ro,p, ro,d] obsahuje poloměry jednotlivých skupin, index p pro

pásnice a index d pro diagonály. Lokalizačńı matice je poté ve tvaru

[Q] =

 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1

 . (6.1)

Přǐrazeńı se poté provede součinem matice [Q] a vektoru {X} výsledkem této operace bude vektor

obsahuj́ıćı jednotlivé poloměry pro jednotlivé pruty dle rozděleńı do skupin

{P} =
{

ro,p ro,d ro,d ro,p ro,d ro,p ro,d ro,d ro,p ro,d

}
. (6.2)

6.3 Optimalizace modulárńı konstrukce

Dı́ky redukci optimalizovaných proměnných se zjednodušuje řešeńı optimalizace. Postup optima-

lizace je ovšem stejný jako v kapitole 5. Každý prut je opět dělen na dva elementy, materiálové

parametry jsou shodné s minulým řešeńım. Optimalizované řešeńı je zobrazeno v tabulce 6.1.

Název Optimalizované řešeńı
Pásnice 57.3580
Diagonály 41.9953
krit. břem. λ 1.0003
Objem [cm3] 63661.9

Tabulka 6.1 Výsledky optimalizace modulárńı konstrukce

6.4 Srovnáńı modulárńı konstrukce s konstrukćı p̊uvodńı

V tabulce 6.2 je srovnáno jaké výsledky dává optimalizace modulárńı a nemodulárńı konstrukce.

Konstrukce s moduly obsahuje v́ıce než dvakrát v́ıce materiálu než optimalizace v kapitole 5.

Nicméně konstrukce s moduly má mnoho jiných, již zmı́něných výhod.

Název Modulárńı kce Nemodulárńı kce Procentuálńı rozd́ıl
krit. břem. λ 1.0003 1.0075 -
Objem [cm3] 63661.9 29687.9 214.43%

Tabulka 6.2 Srovnáńı optimalizace modulárńı a nemodulárńı konstrukce



Závěr

V této práci bylo představeno řešeńı optimalizace globálńı stability. Ćılem práce bylo nastudováńı,

popis a implementace globálńı stabilitńı analýzy a implementace alespoň jedné metody globálńı

optimalizace. Posledńım ćılem bylo zavedeńı podmı́nek modularity. Všechny ćıle byly naplněny.

V prvńıch dvou kapitolách byl rozebrán problém stability konstrukćı. Byly představeny

zp̊usoby řešeńı toho problému a sestaveny vztahy potřebné k jej́ımu vyřešeńı. Třet́ı kapitola

byla zaměřena na problém optimalizace konstrukćı s ohledem na stabilitu. Byla uvedena zvolená

optimalizačńı metoda a stanovené veškeré specifikace této metody.

Implementačńı část práce se zabývala v kapitolách 4, 5 a 6 zp̊usobem aplikace stanovených

vztah̊u pro stabilitńı analýzu a jej́ı následnou optimalizaci. V závěru 5. kapitoly byla nalezena

nesrovnalost optimalizace s výsledky z jednoho ze zdroj̊u a byla snaha naj́ıt chybu v postupu uve-

deným v této práci. Veškeré postupy byly ověřeny na několika př́ıpadech a nebyla nalezena chyba,

která by zapř́ıčinila rozd́ılné výsledky. V šesté kapitole byla představena modularita konstrukćı,

jej́ı podmı́nky a optimalizace takové konstrukce.

Možnost́ı rozš́ı̌reńı této práce je nalezeńı d̊uvodu rozd́ılných výsledk̊u a ověřeńı představeného

postupu na v́ıce zdroj́ıch zabývaj́ıćıch se t́ımto problémem.
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Př́ıloha A

Transformačńı matice

Pro transformaci lokálńıho souřadného systému, označme ho jako xyz, do libovolného globálńıho

souřadného systému, označme ho jako XY Z lze využ́ıt transformačńı matici. Tato matice po-

otoč́ı pravoúhlou soustavu o úhly α, β, γ kolem os souřadného systému xyz. Dı́ky známým trans-

formačńım vztah̊um definovaným v (Kolář, 1970) v́ıme, že složky PL v lokálńım souřadném

systému souvisej́ı se složkami vektoru vektoru PG v globálńım souřadném systému. Tento vztah

je lineárńı a lze vyjádřit pomoćı transformačńı matice R. Dimenze této matice je 3 × 3 a matice

obsahuje siny a kosiny úhl̊u pootočeńı α, β, γ. Transformačńı matice má tedy tvar

[R] =


cos β cos γ − cos α sin γ + sin α sin β cos γ sin α sin γ + sinβ cos α cos γ

cos β sin γ cos α cos γ + sin α sin β sin γ − cos γ sin α + cos α sin β sin γ

− sin β sin α cos β cos α cos β

 .

(A.1)

Jelikož parametry přemı́stěńı jsou složeny z vektor̊u posun̊u a pootočeńı a protože jsou na každém

konci prutu dvakrát, je nutné transformačńı matici rozš́ı̌rit na dimenzi 12 × 12. Stejně tomu je

i u zat́ıžeńı prvku, kde jsou vektory sil a moment̊u na každém konci prutu opět dvakrát. Rozš́ı̌reńı

matice [R] na kompletńı transformačńı matici [T ] se provede dle následuj́ıćıho vztahu

[T ] =


R 0 0 0

0 R 0 0

0 0 R 0

0 0 0 R

 . (A.2)
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Tato matice tedy převád́ı lokálńı souřadný systém na globálńı. Pro názorný př́ıklad je uvedena

transformace lokálńıho vektoru zat́ıžeńı FL na globálńı vektor koncových sil F

F = TFL . (A.3)

Pro transformaci opačným směrem z globálńıho souřadného systému na lokálńı souřadný systém

je nutné použ́ıt transformovanou transformačńı matici. Výsledný vztah pro převod z globálńıho

souřadného systému na lokálńı pro vektor zat́ıžeńı je

FL = T T F . (A.4)

A.1 Algoritmizace transformačńı matice

Globálńı souřadnice u konstrukce jsou vždy jednoznačně dané, nicméně u lokálńıch souřadnic

to tak jednoznačné neńı. Osa x je bezpochyby střednićı prutu, ale osy z a y je nutné si vhodně

zvolit. zvoleńı se provede jednoznačným určeńım vektoru, který společně s vektorem x tvoř́ı

rovinu jedné z neznámých os. V našem př́ıpadě jsme zvolili vektor lež́ıćı v rovině XY . Dı́ky této

rovině jsme schopni jednoznačně určit osu z, pokud uvažujeme pravotočivý pravoúhlý souřadný

systém a následně pomoćı lokálńıch os x a z určit zbývaj́ıćı lokálńı osu y.

Nyńı máme vše potřebné a je možné složit transformačńı matici. Nicméně v př́ıpadě algoritmi-

zace postupu analýzy konstrukce je vhodné zvolit jiný zp̊usob sestaveńı matice R. Transformačńı

matici lze sestavit dle postupu uvedeném v (McGuire et al., 2000). Uvedený př́ıstup nepoč́ıtá

s jednotlivými úhly pootočeńı, ale uvažuje členy transformačńı matice jako směrové kosiny jed-

notlivých lokálńıch os. Tento postup lze nejlépe vysvětlit na postupu ńıže.

Máme zadaný lokálńı souřadný systém, směry lokálńıch souřadných os jsou zadány jednot-

kovými vektory, pro osu x vektorem vx, pro osu y vektorem vy a pro osu z vektorem vz. Trans-

formačńı matice lze pak zapsat

[R] =


vx

x

∥vx∥
vy

x

∥vx∥
vz

x

∥vx∥
vx

y

∥vy∥
vy

y

∥vy∥
vz

y

∥vy∥
vx

z

∥vz∥
vy

z

∥vz∥
vz

z

∥vz∥

 . (A.5)

Výraz ∥vx∥ vyjadřuje normu vektoru vx, vx
x představuje složku x vektoru vx,vy

x představuje složku

y vektoru vx, vz
x představuje složku z vektoru vx, obdobně je tomu pro vektory vy a vz. Doplněńı

matice T se provede stejným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıstupu apendixu A.



Př́ıloha B

Kompletńı rovnice

Z d̊uvodu velkého množstv́ı člen̊u v matićıch jsou následuj́ıćı rovnice vypsány zde v př́ıloze.
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B.1 Matice tuhosti


Fx1

Fy1

Fz1

Mx1

My1

Mz1

Fx2

Fy2

Fz2

Mx2

My2

Mz2



= E



A
L 0 0 0 0 0 − A

L 0 0 0 0 0

0 12Iz

L3 0 0 0 6Iz

L2 0 − 12Iz

L3 0 0 0 6Iz

L2

0 0 12Iy

L3 0 − 6Iy

L2 0 0 0 − 12Iy

L3 0 − 6Iy

L2 0

0 0 0 J
2(1+ν)L 0 0 0 0 0 − J

2(1+ν)L 0 0

0 0 − 6Iy

L2 0 4Iy

L 0 0 0 6Iy

L2 0 2Iy

L 0

0 6Iz

L2 0 0 0 4Iz

L 0 − 6Iz

L2 0 0 0 2Iz

L

− A
L 0 0 0 0 0 A

L 0 0 0 0 0

0 − 12Iz

L3 0 0 0 − 6Iz

L2 0 12Iz

L3 0 0 0 − 6Iz

L2

0 0 − 12Iy

L3 0 6Iy

L2 0 0 0 12Iy

L3 0 6Iy

L2 0

0 0 0 − J
2(1+ν)L 0 0 0 0 0 J

2(1+ν)L 0 0

0 0 − 6Iy

L2 0 2Iy

L 0 0 0 6Iy

L2 0 4Iy

L 0

0 6Iz

L2 0 0 0 2Iz

L 0 − 6Iz

L2 0 0 0 4Iz

L





u1

v1

w1

τx1

τy1

τz1

ux2

vy2

wz2

τx2

τy2

τz2
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B.2 Zjednodušená matice počátečńıch napět́ı

[Kσ] = Fx2

L

u1 v1 w1 θx1 θy1 θz1 u2 v2 w2 θx2 θy2 θz2



1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
6
5 0 0 0 L

10 0 − 6
5 0 0 0 L

10
6
5 0 − L

10 0 0 0 − 6
5 0 − L

10 0
Ip

A 0 0 0 0 0 − Ip

A 0 0
2L2

15 0 0 0 L
10 0 − L2

30 0
2L2

15 0 − L
10 0 0 0 − L2

30

1 0 0 0 0 0
6
5 0 0 0 − L

10
6
5 0 L

10 0

Sym.
Ip

A 0 0
2L2

15 0
2L2

15

, F =





Fx1

Fy1

Fz1

Mx1

My1

Mz1

Fx2

Fy2

Fz2

Mx2

My2

Mz2
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B.3 Matice počátečńıch napět́ı

[Kσ] =

u1 v1 w1 θx1 θy1 θz1 u2 v2 w2 θx2 θy2 θz2



Fx2
L 0 0 0 0 0 − Fx2

L 0 0 0 0 0
6Fx2
5L 0 My1

L
Mx2

L
Fx2
10 0 − 6Fx2

5L 0 My2
L − Mx2

L
Fx2
L

6Fx2
5L

Mz1
L − Fx2

10
Mx2

L 0 0 − 6Fx2
5L

Mz2
L − Fx2

10 − Mx2
L

Fx2Ip

AL − 2Mz1−Mz2
6

2My1−My2
6 0 − My1

L − Mz1
L − Fx2Ip

AL − Mz1+Mz2
6

My1+My2
6

2Fx2L
15 0 0 − Mx2

L
Fx2
10 − Mz1+Mz2

6 − Fx2L
30

Mx2
2

2Fx2L
15 0 − Fx2

10 − Mx2
L

My1+My2
6 − Mx2

2 − Fx2L
30

Fx2
L 0 0 0 0 0

6Fx2
5L 0 − My2

L
Mx2

L − Fx2
10

6Fx2
5L − Mz2

L
Fx2
10

Mx2
L

Sym.
Fx2Ip

AL
Mz1−2Mz2

6 − My1−2My2
6

2Fx2L
15 0

2Fx2L
15

(B.3)
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