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2009



Prohlášeńı
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vedeńı vedoućıho práce Doc. Ing. Jana Zemana, Ph.D.
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ABSTRAKT

Podstatou této bakalářské práce je homogenizace materiálu s náhodnou mikrostruk-
turou z hlediska tepelné vodivosti. Jsou představeny základy dvou analytických homo-
genizačńıch metod (metody ř́ıdké aproximace a metody Mori-Tanaka), jejichž výsledkem
je hodnota efektivńı tepelné vodivosti materiálu v závislosti na tepelných vodivostech
jednotlivých složek, jejich objemovém zastoupeńı a tvaru.

Dále je do výpočtu zaveden vliv nedokonalého tepelného rozhrańı nehomogenit a mat-
rice (tzv. Kapitz̊uv odpor na ploše kontaktu) a t́ım i vliv absolutńı velikosti nehomogenit.
Na analytických i experimentálńıch výseldćıch je ukázán pokles efektivńı tepelné vodi-
vosti se zmenšuj́ıćı se velikost́ı nehomogenit (při konstantńım Kapitzově odporu). Dále je
představena numerická metoda pro řešeńı ustáleného vedeńı tepla založená na diskretizaci
Voronoiovým diagramem a jej́ı aplikace ve výše zmı́něných analytických metodách.

ABSTRACT

This thesis deals with homogenization of thermal properties of materials with random
microstructure. Basic principles of two analytical homogenization approaches, namely the
dilute approximation and the Mori-Tanaka method, are discussed in detail. The resulting
relations for effective thermal conductivity incorporate effects of thermal conductivities
of individual components, their volume fractions and shapes.

These method are further extended to address the influence of imperfect interfacial
properties between inhomogeneities and matrix (the interfacial Kapitza resistance), which
also allows to take into account real size of particles. On the basis of analytical as well as
experimental data, it is shown that the effective conductivity decreases with decreasing
size of inhomogeneities (for constant values of Kapitza resistance). Finally, a numerical
method for the analysis of steady-state heat transfer based on the Voronoi discretization
is presented and applied to verify the aforementioned analytical methods.
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2.2.2 Rovnice jednorozměrného vedeńı tepla . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.1.2 Koncentračńı faktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4.4 NEDOKONALÝ KONTAKT, VLIV VELIKOSTI . . . . . . . . . . . . . . 29
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1 SLOVO ÚVODEM

Tepelná vodivost materiál̊u může mı́t pro stavebńı konstrukce (zvláště pak pro konstrukce
pozemńıch staveb) značný význam. Málokterý stavebńı materiál použ́ıvaný ve staveb-
nictv́ı je ale čistě homogenńı a jednosložkový, naopak většina jsou materiály nehomogenńı
v́ıcesložkové (např́ıklad beton), které ale obvykle maj́ı známé složeńı. Je tedy výhodné
mı́t k dispozici nástroj, kterým by bylo možno předpovědět celkovou (efektivńı) tepel-
nou vodivost materiál̊u v závislosti na jejich složeńı. Ćılem této práce je právě vytvořeńı
takového modelu pro výpočet efektivńı tepelné vodivosti, nav́ıc s uvažováńım možnosti
nedokonalého spojeńı složek daného materiálu.

Organizace vlastńı práce je zvolena následuj́ıćım zp̊usobem. V kapitole 2 jsou defi-
novány základńı pojmy a rovnice vedeńı tepla. V kapitole 3 se vyšetřuje vliv osamocené
nehomogenity umı́stěné v nekonečné matrici na teplotńı pole, jehož znalost se následně
v kapitole 4 použije pro určeńı efektivńı tepelné vodivosti materiálu v závislosti na jeho
známém složeńı a vlastnostech (objemovém zastoupeńı a tepelné vodivosti) jednotlivých
složek. Pro výpočet jsou představeny dvě metody, metoda ř́ıdké aproximace a metoda
Mori-Tanaka. Dále je diskutován vliv náhodné orientace a náhodného tvaru nehomoge-
nit na výslednou efektivńı vodivost a následně je do výpočtu zaveden vliv nedokonalého
tepelného kontaktu mezi nehomogenitami a matrićı, č́ımž se do výpočtu zahrne i vliv abso-
lutńı velikost nehomogenit. V kapitole 5 je dále představena numerická metoda pro řešeńı
teplotńıho pole a jej́ı použit́ı ve výše jmenovaných analytických metodách. V závěru práce
v kapitole 6 jsou odvozené vztahy a metody ověřeny aplikaćı na skutečné experimentálńı
hodnoty, převzaté z odborné literatury.

2 ÚVOD DO TERMODYNAMIKY

Dle [14] je termodynamika obor fyziky, který se zabývá teplem a tepelnými jevy, zkoumá
vzájemné vztahy mezi veličinami charakterizuj́ıćımi makroskopický stav systému a změny
těchto veličin při fyzikálńıch děj́ıch. Termodynamiku můžeme rozdělit na tzv. klasickou,
která se zabývá systémem z makroskopického hlediska, a statistickou, která studuje chová-
ńı velkého množstv́ı částic za pomoci metod teorie pravděpodobnosti a vycháźı z kinetické
teorie látek (obor molekulové fyziky).

Dále můžeme termodynamiku rozdělit na rovnovážnou (stacionárńı), zabývaj́ıćı se
studiem systémů v rovnovážném stavu (kdy se jednotlivé veličiny neměńı s časem), a ne-
rovnovážnou (nestacionárńı), zabývaj́ıćı se systémy ve stavu nerovnovážném, tedy tako-
vými, kde jsou termodynamické veličiny časově proměnné.

2.1 ZÁKLADNÍ POJMY

Základńı pojmy jsou převážně převzaty z [13].

Teplota (T )
Jedńım ze základńıch pojmů termodynamiky je teplota. Dle definice z [15] je teplota
vnitřńı skalarńı intenzivńı veličina charakterizuj́ıćı tepelný stav hmoty. Jednotkou teploty
je Kelvin, znač́ı se K. Kelvin je jednou ze základńıch jednotek soustavy SI.
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Teplo (Q)
Podle 1. věty termodynamiky je teplo systémem přijaté při tepelné výměně rovno zvýšeńı
vnitřńı energie systému zvětšenému o systémem vykonanou práci. V př́ıpadě nulové vy-
konané práce můžeme teplo popsat jako mı́ru změny vnitřńı energie systému při styku
s jiným materiálem. Jednotkou tepla je Joule, J = m2 kg s−2, rozměrově se tedy jedná
o energii.

Tepelná kapacita (C)
Tepelná kapacita vyjadřuje schopnost tělesa přij́ımat teplo. Č́ıselně se tepelná kapacita
rovná teplu potřebnému k ohřát́ı daného tělesa o jeden Kelvin. V závislosti na podmı́nkách
ohřevu se zavád́ı pro dva ideálńı př́ıpady (měrná) tepelná kapacita za stálého objemu a za
stálého tlaku (viz kapitolu 2.2.1).

C =
dQ

dT
(2.1)

Kde C je tepelná kapacita v J K−1 = m2 kg s−2 K−1

dQ dodané teplo
dT př́ır̊ustek teploty zp̊usobený dodaným teplem

Měrná tepelná kapacita (c)
Měrná tepelná kapacita je teplo potřebné k ohřát́ı jednotky hmotnosti dané látky o jeden
K, jedná se o materiálovou konstantu (která ale obvykle bývá závislá na aktuálńı teplotě).

c =
C

m
=

1

m

(
dQ

dT

)
(2.2)

Kde c je měrná tepelná kapacita v J kg−1 K−1 = m2 s−2 K−1

C tepelná kapacita
m hmotnost dané látky
dQ dodané teplo
dT př́ır̊ustek teploty

Tepelný tok (IQ)
Tepelný tok je teplo dodané za jednotku času.

IQ =
dQ

dτ
(2.3)

Kde IQ je tepelný tok v J s−1 = W = m2 kg s−3

dQ přivedené teplo
dτ za čas τ

Hustota tepelného toku (q)
Hustota tepelného toku je definována pod́ılem tepelného toku a plochy, j́ıž tento tok kolmo
procháźı. Někdy se však hustota tepelného toku zkráceně nazývá tepelný tok, a i v této
práci tak někdy budeme činit, vždy ale s označeńım výhradně q či D (respektive q, D).
Oproti netučně značeným skalarńım veličinám tučně značené veličiny vyjadřuj́ı vektory
či tenzory 2. řádu.

q =
dIQ
dS

, qTn =
dIQ
dS

(2.4)
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Kde q je hustota tepelného toku v W m−2 = kg s−3

dIQ tepelný tok
dS plocha v m2

n jednotkový normálový vektor plochy dS

Tepelná vodivost (K)
Tepelná vodivost vyjadřuje schopnost látky vést teplo. Je to materiálová konstanta, která
ale opět může být závislá na aktuálńı teplotě. Č́ıselně je tepelná vodivost (resp. součinitel
tepelné vodivosti) rovna záporné hodnotě hustoty tepelného toku při jednotkovém tep-
lotńım gradientu. Znač́ı se jako λ nebo K. V obecném př́ıpadě trojrozměrného vedeńı
tepla je součinitel tepelné vodivosti tenzor druhého řádu rozměru 3× 3. Následuj́ıćı rov-
nice vyjadřuj́ı tzv. Fourier̊uv zákon.

q = −K dT

dx
(2.5)

nebo v obecném př́ıpadě
q = −K∇T (2.6)

Kde K je součinitel tepelné vodivosti (tenzor 3× 3) ve W m−1 K−1 = m kg s−3 K−1

q hustota tepelného toku, q = (qx, qy, qz)
T

∇T teplotńı gradient

∇T = (∇x T,∇y T,∇z T )T =

(
∂T

∂x
,
∂T

∂y
,
∂T

∂z

)T

(2.7)

Tepelná propustnost (h)
Tepelná propustnost tělesa (vrstvy) je č́ıselně rovna záporné hodnotě hustoty tepelného
toku při jednotkovém teplotńım rozd́ılu na opačných površ́ıch dané vrstvy.

q = −h∆T, qTn = −h∆T (2.8)

Jinou definićı tepelné propustnosti může být, že tato je tepelná vodivost připadaj́ıćı
na tloušt’ku dané vrstvy.

h =
K

t
(2.9)

Kde h je tepelná propustnost ve W m−2 K−1 = kg s−3 K−1

q hustota tepelného toku
∆T teplotńı rozd́ıl
K součinitel tepelné vodivosti
t tloušt’ka dané vrstvy
n jednotkový normálový vektor vrstvy

2.2 ZÁKLADNÍ ROVNICE VEDENÍ TEPLA

Základńı podmı́nkou pro š́ı̌reńı tepla prostřed́ım jsou rozd́ılné teploty v r̊uzných mı́stech
prostřed́ı. Přirozeně potom teplo z mı́st s vyšš́ı teplotou postupuje do mı́st s teplotou
nižš́ı. Dle 2. termodynamického zákona tomu ani samovolně nemůže být obráceně. Teplo
se může š́ı̌rit třemi zp̊usoby:
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• vedeńım (kondukćı)

• prouděńım (konvekćı)

• sáláńım (radiaćı)

Tato práce se výhradně zabývá š́ı̌reńım tepla vedeńım (kondukćı).

2.2.1 1. termodynamický zákon

Základńı rovnice vedeńı tepla vycháźı z již zmı́něného 1. termodynamického zákona, který
ř́ıká, že teplo systémem přijaté při tepelné výměně je rovno zvýšeńı vnitřńı energie systému
zvětšenému o systémem vykonanou práci (zákon zachováńı energie).

∆Q = ∆W + ∆U (2.10)

Kde ∆Q je teplo, kladné v př́ıpadě, že systém teplo přij́ımá
∆W práce systémem vykonaná
∆U změna vnitřńı energie systému, kladná v př́ıpadě nár̊ustu

Tato rovnováha muśı platit pro libovolný časový interval. Po vyděleńı celé rovnice časem
a limitńım přechodu k časové derivaci dle [11] dostáváme:

IQ =
dW

dτ
+

dU

dτ
(2.11)

Kde IQ je tepelný tok
dW/ dτ časová derivace práce, tedy výkon
dU/ dτ časová změna vnitřńı energie systému

Jednotky jsou J s−1 = W. V př́ıpadě, že jediným výskytem práce soustavy je změna ob-
jemu, pak W můžeme vyjádřit jako W = p dV , kde p je tlak. Rovnice (2.11) má dva
speciálńı př́ıpady: děj izochorický (za konstantńıho objemu) a děj izobarický (za kon-
stantńıho tlaku)

IQ,v =
dU

dτ
= mcv

dT

dτ

IQ,p =
dH

dτ
= mcp

dT

dτ
(2.12)

Kde H je entalpie, H = U + pV
cv měrná tepelná kapacita pro stálý objem
cp měrná tepelná kapacita pro stálý tlak

V ideálńım př́ıpadě dokonale tuhé (nestlačitelné) látky se obě měrné tepelné kapacity
rovnaj́ı cv = cp = c, z čehož plyne výraz pro tepelný tok:

IQ =
dU

dτ
= mc

dT

dτ
(2.13)
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2.2.2 Rovnice jednorozměrného vedeńı tepla

Kombinaćı rovnic (2.5) a (2.6) Fourierova zákona můžeme postupně vyjádřit základńı
rovnici vedeńı tepla, nejdř́ıve pro jednorozměrný př́ıpad (pro jednoduchost budeme už
na začátku předpokládat nezávislost tepelné vodivosti na poloze v prostoru i na teplotě
a absenci vnitřńıch zdroj̊u tepla):

�
�
��

�
�
��

�
�
��

- -
IQ(x)

IQ(x+ δx)

- x

x
x+ δx

A, ρ, T = T (x, τ)���

Na obrázku je znázorněn výsek materiálu s hustotou ρ, plochou A, tloušt’kou δx a hmot-
nost́ı m = ρAδx. Daľśı popis daného výseku je realizován pomoćı teploty T , která je
funkćı polohy x a času τ (T = T (x, τ)), a tepelného toku po obou stranách výseku IQ(x)
a IQ(x+ δx).

Kombinaćı rovnic (2.4) a (2.5) dostáváme:

IQ = Aq = −AK∂T

∂x
(2.14)

Změnu tepelného toku na obou stranách výseku vyjádř́ıme takto:

IQ,net = IQ(x+ δx)− IQ(x) = −KA
∂T
∂x
|x+δx − ∂T

∂x
|x

δx
δx = −KA∂

2T

∂x2
δx (2.15)

Ztráta tepelného toku odpov́ıdá dle rovnic (2.11) a (2.13) změně vnitřńı energie uzavře-
ného izochorického systému:

−IQ,net =
dU

dτ
= mc

∂T

∂τ
= ρcA

∂T

∂τ
δx (2.16)

Porovnáńım rovnic (2.15) a (2.16) po úpravě dostáváme:

∂2T

∂x2
=
ρc

K

∂T

∂τ
=

1

α

∂T

∂τ
(2.17)

Kde α = K/ρc je součinitel teplotńı (nikoliv tepelné) vodivosti. Rovnice jednorozměrného
vedeńı tepla (2.17) neobsahuje veličinu IQ, je to parciálńı diferenciálńı rovnice pouze pro
neznámou funkci teploty T . Pro stacionárńı př́ıpad, kdy časová změna teploty (pravá
strana rovnice) je nulová, dostaneme:

∂2T

∂x2
= 0 (2.18)

2.2.3 Obecná rovnice vedeńı tepla v prostoru

Pro obecný př́ıpad se opět vycháźı z rovnice (2.13). Představme si těleso o objemu V
a povrchu S. Těleso má v každém bodě x = (x, y, z)T svého povrchu normálový vektor
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n = (nx, ny, nz)
T. Dle rovnic (2.6), (2.4) se tepelný tok přes element plochy dS (ven

z tělesa) spočte takto:

dIQ,out = qT(n dS) = (−K∇T )T(n dS) (2.19)

Dále uvažujme v tělese rozložený objemový zdroj tepla Q(x) s jednotkou W m−3. Tento
může být např́ıklad zp̊usoben chemickými či jadernými procesy v tělese, elektrickým od-
porem při pr̊uchodu proudu, vněǰśımi podněty apod. Výraz pro celkový tepelný tok pro-
dukovaný tělesem potom bude (součet výkonu zdroje a tepelného toku do tělesa):

IQ = −
∫
S
(−K∇T )T(n dS) +

∫
V
Q dV (2.20)

Časová změna vnitřńı energie tělesa V dle rovnice (2.13):

IQ =
dU

dτ
=
∫
V
ρc
∂T

∂τ
dV (2.21)

Kombinaćı rovnic (2.20) a (2.21) a úpravou dostáváme:∫
S
(K∇T )Tn dS =

∫
V

(
ρc
∂T

∂τ
−Q

)
dV (2.22)

Užit́ım Gaussova teorému pro konverzi plošného integrálu na integrál objemový∫
S

vT n dS =
∫
V
∇ · v dV (2.23)

a substitućı v = K∇T dostaneme:∫
V

(
∇ ·K∇T − ρc∂T

∂τ
+Q

)
dV = 0 (2.24)

Rovnice (2.24) muśı platit pro libovolnou (integračńı) oblast, výslednou rovnici tedy
zaṕı̌seme bez integrálu:

∇ ·K∇T +Q = ρc
∂T

∂τ
(2.25)

Toto je obecná rovnice pro trojrozměrné vedeńı tepla. Pokud bychom uvažovali součinitel
tepelné vodivosti izotropńı (stejný ve všech směrech a nezávislý na volbě souřadného
systému) a nezávislý na teplotě, můžeme rovnici (2.25) upravit na tvar:

∇2T +
Q

K
=

1

α

∂T

∂τ
(2.26)

Pro stacionárńı př́ıpad dostaneme formu:

∇2T = −Q
K

(2.27)

Nyńı zopakujeme předpoklady, pro které jsme odvodili rovnici (2.25):

• Materiál je dokonale tuhý (nestlačitelný), při p̊usobeńı tlaku neńı konána žádná
práce

• Při přenosu tepla se neuplatňuje prouděńı (konvekce) ani sáláńı (radiace)

a rovnici (2.27):

• Prostřed́ı je izotropńı

• Součinitel tepelné vodivosti K je nezávislý na teplotě

• Vedeńı tepla je stacionárńı (ustáleně, časově neměnné)
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3 VLIV OSAMOCENÉ NEHOMOGENITY

Mnoho homogenizačńıch metod je odvozeno od chováńı jediné nehomogenity umı́stěné
v nekonečné základńı hmotě (matrici). Náplńı této kapitoly je určeńı vlivu osamocené
cizorodé částice na teplotńı pole uvnitř této částice a v jej́ım okoĺı.

3.1 POTENCIÁL TEPLOTNÍHO POLE

Jako potenciál teplotńıho pole budeme chápat skalarńı veličinu, pomoćı ńıž můžeme
vyjádřit některé fyzikálńı veličiny (např́ıklad teplotu). V této kapitole budeme definovat
několik typ̊u potenciál̊u, jejich značeńı a význam jsou následuj́ıćı: ṕısmenem ϕ vyjádř́ıme
potenciál bodového (nekonečně malého) zdroje, φ pak bude značit potenciál tělesa Ω
konečných rozměr̊u. Horńım indexem T vyjádř́ıme teplotńı potenciál závislý na poloze,
vlastnostech prostřed́ı (tepelné vodivosti) a př́ıpadně na tvaru a rozměrech tělesa, jehož
potenciál zkoumáme. Potenciál bez horńıho indexu znač́ı geometrický potenciál závislý
pouze na poloze, tvaru a rozměrech tělesa. Dolńı index 1D vyjadřuje jednorozměrný
př́ıpad, 2D dvojrozměrný př́ıpad, výrazy bez dolńıho indexu vyjadřuj́ı obecný (troj-
rozměrný) př́ıpad. Např́ıklad ϕT1D vyjadřuje jednorozměrný teplotńı potenciál bodového
zdroje, φ potom geometrický potenciál pro trojrozměrný př́ıpad.

3.1.1 Jednorozměrný př́ıpad

Představme si nekonečný drát o ploše pr̊uřezu A a vodivosti K a v něm v počátku soustavy
souřadnic zdroj tepla Q zauj́ımaj́ıćı celý pr̊uřez drátu v oblasti Ω.

Q v Ω δt

A

x

Bereme-li v úvahu ustálený stav a předpokládáme-li, že se teplo v drátu bude š́ı̌rit syme-
tricky od zdroje tepla, bude podle zákona zachováńı energie platit:

QδtA = IQ = q 2A (3.1)

z čehož plyne:

Qδt = −2K
dT

dr
(3.2)

Kde r je vzdálenost od zdroje tepla Q. Úpravou dostaneme:

dT = −Qδt
2K

dr

∫
dT = −

∫ Qδt

2K
dr

T = −Qδt
2K

r + C1 (3.3)
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Kde C1 je integračńı konstanta. Po předepsáńı teploty T0 v mı́stě zdroje tepla a substituci
r = |x| dostaneme:

T = T0 −
Qδt

2K
|x| (3.4)

K obdobnému výsledku bychom dospěli i po umı́stěńı počátku soustavy souřadnic do jiné-
ho bodu. Potom pro zdroj v bodě x′ a teplotu zjǐst’ovanou v bodě x plat́ı:

T = T0 −
Qδt

2K
|x− x′| = T0 +QϕT1D (3.5)

Kde

ϕT1D = − δt

2K
|x− x′| (3.6)

je jednorozměrný teplotńı potenciál bodového zdroje tepla. Dle zákona superpozice źıská-
me jednorozměrný potenciál tělesa konečné délky φT1D součtem (integraćı) všech bodových
zdroj̊u v oblasti Ω, tedy:

φT1D = −
∫

Ω

1

2K
|x− x′| dt = − 1

2K

∫
Ω
|x− x′| dt = − 1

2K
φ1D (3.7)

φ1D =
∫

Ω |x− x′| dt je jednorozměrný geometrický potenciál tělesa. Při umı́stěńı počátku
do středu tělesa dostaneme integraćı v meźıch −t0 až +t0 výsledný potenciál:

φ1D =
∫ t0

−t0
|x− x′| dx′ =

 x2 + t20 v Ω

2|x|t0 mimo Ω
(3.8)

Prvńı a druhé derivace geometrického potenciálu vypadaj́ı následovně:

dφ1D

dx
= φ′1D =

 2x v Ω

±2t0 mimo Ω
(3.9)

d2φ1D

dx2
= φ′′1D =

 2 v Ω

0 mimo Ω
(3.10)

Všimneme si několika vlastnost́ı potenciálu. Za prvé je potenciál v celé délce spojitý, jako
funkce x se chová v oblasti Ω kvadraticky, mimo Ω lineárně, z čehož plynou i vlastnosti
jeho derivaćı: prvńı derivace je v Ω lineárńı, mimo Ω konstantńı, druhá derivace je v Ω
konstantńı, mimo Ω je rovna nule.

3.1.2 Dvojrozměrný př́ıpad

Podobnou posloupnost́ı a úvahou vyjádř́ıme i potenciál pro 2D (kde q(r) znač́ı hustotu
tepelného toku ve vzdálenosti r od tepelného zdroje a o(r) je obvod kruhu o poloměru r,
tedy délka hranice, přes kterou př́ıslušný tepelný tok protéká):

r = |x− x′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 (3.11)

t dS Q = IQ = q(r) o(r) = −K dT

dr
2πr (3.12)
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dT = − Q dS

2πKr
dr

T = T0 −
Q dS

2πK
ln r = T0 +QϕT2D

ϕT2D = − dS

2πK
ln r

φ2D =
∫

Ω
ln r dS (3.13)

Q v Ω

r o(r)

3.1.3 Trojrozměrný př́ıpad

A konečně i pro př́ıpad trojrozměrný, kde q(r) je opět hustota tepelného toku ve vzdálenos-
ti r a S(r) je povrch koule o poloměru r, tedy plocha hranice, přes kterou př́ıslušný tepelný
tok protéká):

r = |x− x′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (3.14)

dV Q = IQ = q(r)S(r) = −K dT

dr
4πr2 (3.15)

dT = − Q dV

4πKr2
dr

V předchoźıch dvou př́ıpadech jsme předepisovali teplotu T0 v počátku soustavy souřadnic.
V tomto př́ıpadě ale teplota v počátku neńı v̊ubec definována, proto teplotu předeṕı̌seme
v jiném bodě, a to v nekonečnu. Pokračováńım integraćı a podmı́nkou T (r → ∞) = T0

dostaneme

T = T0 +
Q dV

4πKr
= T0 +QϕT

ϕT =
dV

4πKr
=

1

4πK
ϕ

φ =
∫

Ω

1

r
dV =

∫
Ω

1

|x− x′|
dV (3.16)
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3.1.4 Potenciál tělesa tvaru elipsoidu

Je-li tělesem elipsoid s poloosami a, b, c a s rovnićı

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (3.17)

pak se dle odvozeńı např́ıklad v [4] nebo [10] geometrický potenciál redukuje na:

φ = πabc
∫ ∞
λ

U(s)

∆(s)
ds

U(s) = 1−
(

x2

a2 + s
+

y2

b2 + s
+

z2

c2 + s

)
(3.18)

∆(s) =
√

(a2 + s)(b2 + s)(c2 + s)

kde λ = 0 pro vnitřńı body elipsoidu (x ∈ Ω) a je největš́ım kořenem rovnice U(s) = 0 pro
body mimo elipsoid (x 6∈ Ω). Prvńı a druhé derivace potenciálu uvnitř elipsoidu vypadaj́ı
následovně:

φ = πabc
∫ ∞

0

(
1− x2

a2 + s
− y2

b2 + s
− z2

c2 + s

)
ds

∆(s)
(3.19)

φ′x = −2πabc
∫ ∞

0

x

(a2 + s)

ds

∆(s)

φ′y = −2πabc
∫ ∞

0

y

(b2 + s)

ds

∆(s)
(3.20)

φ′z = −2πabc
∫ ∞

0

z

(c2 + s)

ds

∆(s)

φ′′xx = −2πabc
∫ ∞

0

ds

(a2 + s) ∆(s)

φ′′yy = −2πabc
∫ ∞

0

ds

(b2 + s) ∆(s)
(3.21)

φ′′zz = −2πabc
∫ ∞

0

ds

(c2 + s) ∆(s)

φ′′xy = φ′′yx = φ′′xz = φ′′zx = φ′′yz = φ′′zy = 0 (3.22)

Všimneme si, že druhé derivace potenciálu jsou v celé oblasti elipsoidu konstantńı. Pokud
se druhé derivace elipsoidu poskládaj́ı do matice, dostaneme:

Φ′′ =


φ′′xx φ′′xy φ′′xz
φ′′yx φ′′yy φ′′yz
φ′′zx φ′′zy φ′′zz

 (3.23)

Dle [8] se druhá derivace potenciálu na ploše elipsoidu skokově měńı podle vztahu

(Φ′′)s+ − (Φ′′)s− = 4πn nT (3.24)
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kde n = (nx, ny, nz)
T je jednotkový normálový vektor plochy elipsoidu. Index s+ znač́ı

limitu funkce, kdy se k ploše přibližujeme z vněǰsku, s− potom limitu zevnitř. Jedno-
duchým roznásobeńım a úvahou n2

x + n2
y + n2

z = 1 dostaneme pro libovolný vektor v
vztah

(n nT v)Tn = vTn, (3.25)

čehož využijeme v následuj́ıćıch kapitolách.

3.2 METODA EKVIVALENTNÍ INKLUZE

q0 q0

q0 q0

x

y

z

Ω (K(I))

V − Ω (K(m))

x

y

z

Ω (K(m))

V − Ω (K(m))

D

(a)

(b)

Obrázek 1: Převedeńı nehomogenity s K(I) (a) na ekvivalentńı
inkluzi s K(m) (b) dle [8]

Představme si nekonečné izotropńı prostřed́ı s tepelnou vodivost́ı K(m) = K(m)I (kde
I je jednotková matice) obsahuj́ıćı osamocenou nehomogenitu s vodivost́ı K(I). Dále na
okraj́ıch nekonečného prostřed́ı předeṕı̌seme konstantńı tepelný tok q0 (tzv. vzdálený
tok, rovnoměrný tok). Principem metody ekvivalentńı inkluze (equivalent inclusion me-
thod v anglicky psané literatuře) je nahrazeńı nehomogenity s vodivost́ı K(I) ekvivalentńı
inkluźı s vodivost́ı K(m) okolńıho prostřed́ı, doplněnou o rovnoměrný předepsaný

”
inklu-

zivńı“ tok D v oblasti nehomogenity (inkluze).

3.2.1 Jednorozměrný př́ıpad

Úvod př́ıkladu je analogický k odvozeńı jednorozměrného potenciálu v kapitole 3.1.1,
vektorové veličiny z prostorového př́ıpadu maj́ı jen jednu složku, znač́ıme je tedy netučným
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ṕısmem. Stejně tak gradient přejde v obyčejnou derivaci podle x. Počátek souřadného
systému umı́st́ıme do středu inkluze délky 2t0. Dále rozděĺıme celkovou teplotu T (I) (index
I znamená, že se jedná o teplotńı pole vzniklé p̊usobeńım nehomogenity označené jako
I - z anglického

”
inhomogeneity“) na rovnoměrnou teplotu T 0 závislou na předepsaném

rovnoměrném toku q0 a teplotu fluktuačńı T̃ (I) závislou na předepsaném inkluzivńım
toku D.

T (I) = T 0 + T̃ (I) (3.26)

T 0 = Tr +∇T 0 x (3.27)

q0 = −K(m)∇T 0 → ∇T 0 = − q0

K(m)
(3.28)

kde Tr je referenčńı teplota v počátku souřadného systému, ∇T 0 je konstantńı teplotńı
gradient definovaný rovnićı (3.28). V př́ıpadě, že druhá derivace potenciálu je v oblasti ne-
homogenity konstantńı (u jednorozměrného př́ıpadu splněno identicky), fluktuačńı teplota
T̃ (I) se urč́ı podle vztahu (viz [8]):

T̃ (I)(x) = DφT1D
′
= D

dφT1D
dx

(3.29)

kde φT1D je teplotńı potenciál. Kombinaćı rovnic (3.7), (3.9), a (3.10) můžeme zapsat:

T̃ (I) = − D

K(m)
x v Ω (3.30)

T̃ (I) = − D

K(m)
t0 mimo Ω (3.31)

∇T̃ (I) =
dT̃ (I)

dx
= − D

K(m)
v Ω (3.32)

∇T̃ (I) =
dT̃ (I)

dx
= 0 mimo Ω (3.33)

Daľśı derivaćı je ukázáno, že fluktuačńı teplota T̃ (I) splňuje rovnici (2.18)

∇2T̃ (I) =
d2T̃ (I)

dx2
= 0 (3.34)

ve všech bodech jednorozměrného prostoru. Podle rovnic (3.32) a (3.33) je zřejmé, že
teplotńı gradient se skokově měńı na hranićıch inkluze:

(∇T̃ (I))s+ − (∇T̃ (I))s− = D/K(m) (3.35)

Jak již bylo řečeno dř́ıve, s+ znač́ı limitu hranice zvněǰsku, s− limitu hranice zevnitř.
I když se měńı teplotńı gradient, tepelný tok muśı z̊ustat spojitý:

(q(I))s+ = (q(I))s− (3.36)

K(m)(∇T (I))s+ = K(I)(∇T (I))s− (3.37)

K(m)[(∇T 0)s+ + (∇T̃ (I))s+] = K(I)[(∇T 0)s− + (∇T̃ (I))s−] (3.38)
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K(m)[(∇T 0)s+ +(∇T̃ (I))s+− (∇T̃ (I))s−+(∇T̃ (I))s−] = K(I)[(∇T 0)s−+(∇T̃ (I))s−] (3.39)

K(m)[(∇T 0)s+ +D/K(m) + (∇T̃ (I))s−] = K(I)[(∇T 0)s− + (∇T̃ (I))s−] (3.40)

Uváž́ıme-li fakt, že teplotńı gradient rovnoměrné teploty ∇T 0 je všude konstantńı a defi-
nićı

∇TD =
D

K(m)
(3.41)

stanov́ıme vztah mezi skutečnou nehomogenitou (pravá strana) a ekvivalentńı inkluźı
(strana levá)

K(m)(∇T 0 +∇T̃ (I) +∇TD) = K(I)(∇T 0 +∇T̃ (I)), (3.42)

z čehož dosazeńım a úpravou vyjádř́ıme vztah mezi gradientem rovnoměrné teploty ∇T 0

a gradientem souhrnné teploty v inkluzi ∇T (I) jako

K(m)(∇T (I) +∇TD) = K(I)∇T (I) (3.43)

∇TD =
K(I) −K(m)

K(m)
∇T (I) (3.44)

∇T̃ (I) = − D

K(m)
= −∇TD (3.45)

∇T (I) = ∇T 0 +∇T̃ (I) = ∇T 0 −∇TD = ∇T 0 − K(I) −K(m)

K(m)
∇T (I) (3.46)

∇T (I) =

(
1− K(m) −K(I)

K(m)

)−1

∇T 0 =
K(m)

K(I)
∇T 0 (3.47)

3.2.2 Obecný trojrozměrný př́ıpad

V obecném trojrozměrném př́ıpadě se postupuje analogicky k př́ıpadu jednorozměrnému,
jen některé veličiny nejsou skalarńı, ale tenzorové. Zopakujeme v úvodu kapitoly zavedené
veličiny K(m) = K(m)I, K(I), q0, D, dále souřadnicový vektor x = (x, y, z). Stejně jako
v jednorozměrném př́ıpadě zavedeme rozděleńı teploty

T (I) = T 0 + T̃ (I) (3.48)

T 0 = Tr + (∇T 0)T x (3.49)

q0 = −∇T 0K(m) → ∇T 0 = − q0

K(m)
(3.50)

V př́ıpadě, že nehomogenita má tvar elipsoidu, jsou druhé derivace v oblasti inkluze kon-
stantńı. Analogicky k jednorozměrnému př́ıpadu a rovnici (3.29) můžeme zapsat (viz [8])

T̃ (I)(x) = (ΦT ′)T D =
1

4πK(m)
(Φ′)T D (3.51)

kde Φ′ = (Φ′x,Φ
′
y,Φ

′
z) je gradient (geometrického) potenciálu (ΦT ′ je gradient potenciálu

teplotńıho). V př́ıpadě neelipsoidálńı nehomogenity by bylo nutné fluktuačńı teplotu T̃ (I)

(př́ıpadně př́ımo vztah mezi teplotou rovnoměrnou T 0 a teplotou souhrnnou T (I)) vyšetřit
numericky.
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Opět se dá dokázat, že fluktuačńı teplota splňuje rovnici (2.27)

∇2T̃ (I) =
Q

K
= 0 (3.52)

Pokračováńım z rovnice (3.51) dostane gradient fluktuačńı teploty (elipsoidu) tvar

∇T̃ (I) =
1

4πK(m)
Φ′′D, (3.53)

kde Φ′′ je dán rovnićı (3.23). Ze znalosti rovnice (3.24) můžeme skok v teplotńım gradientu
přes plochu inkluze zapsat následovně:

(∇T̃ (I))s+ − (∇T̃ (I))s− =
1

4πK(m)
[(Φ′′)s+ − (Φ′′)s−] D =

1

K(m)
n nTD (3.54)

Zároveň však muśı platit, že tok přes plochu inkluze je spojitý, analogicky k jedno-
rozměrnému př́ıpadu můžeme odvodit (kde v · n = vT n):

[(q(I))s+] · n = [(q(I))s−] · n (3.55)

[ K(m)(∇T (I))s+] · n = [ K(I)(∇T (I))s−] · n (3.56)

K(m)[(∇T 0)s+ + (∇T̃ (I))s+] · n = ( K(I)[(∇T 0)s− + (∇T̃ (I))s−]) · n (3.57)

[(∇T 0)s+ + (∇T̃ (I))s+ − (∇T̃ (I))s− + (∇T̃ (I))s−] · n =

(
K(I)

K(m)
[(∇T 0)s− + (∇T̃ (I))s−]

)
· n

(3.58)

[(∇T̃ (I))s+− (∇T̃ (I))s−] ·n =

(
K(I)

K(m)
[(∇T 0)s− + (∇T̃ (I))s−]− [(∇T 0)s+) + (∇T̃ (I))s−]

)
·n

(3.59)
Vzhledem k faktu, že rovnoměrný teplotńı gradient ∇T 0 je všude konstantńı a dosazeńım
rovnice (3.54) pokračujeme

[ n nTD/K(m)] · n = [(K(I)/K(m) − I)(∇T 0 +∇T̃ (I))] · n (3.60)

Využit́ım znalosti vzorce (3.25) dostaneme:

[ D/K(m)] · n = [(K(I)/K(m) − I)(∇T 0 +∇T̃ (I))] · n (3.61)

Je zřejmé, že pokud se sobě budou rovnat výrazy v hranatých závorkách, rovnice bude
splněna.

D/K(m) = (K(I)/K(m) − I)(∇T 0 +∇T̃ (I)) (3.62)

Substitućı

∇TD =
D

K(m)
(3.63)

a daľśı úpravou dostaneme

K(m)(∇T 0 +∇T̃ (I) +∇TD) = K(I)(∇T 0 +∇T̃ (I)), (3.64)

což je opět vztah mezi skutečnou nehomogenitou (pravá strana) a ekvivalentńı inkluźı
(strana levá), který dále můžeme upravovat

K(m)(∇T (I) +∇TD) = K(I)∇T (I) (3.65)
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∇TD = (K(m))−1(K(I) −K(m))∇T (I) (3.66)

Definićı

∇T̃ (I) =
1

4πK(m)
Φ′′D =

Φ′′

4π

D

K(m)
=

Φ′′

4π
∇TD (3.67)

a dosazeńım rovnice (3.66) můžeme rovnici (3.48) rozepsat jako

∇T (I) = ∇T 0+∇T̃ (I) = ∇T 0+
Φ′′

4π
∇TD = ∇T 0+

Φ′′

4π
(K(m))−1(K(I)−K(m))∇T (I) (3.68)

∇T 0 = [ I− Φ′′

4π
(K(m))−1(K(I) −K(m))]∇T (I) (3.69)

∇T (I) = [ I− Φ′′

4π
(K(m))−1(K(I) −K(m))]−1∇T 0 (3.70)

Dále definujeme Eshelbyho tenzor

S = −Φ′′

4π
(3.71)

pomoćı nějž zaṕı̌seme veličiny
∇T̃ (I) = −S∇TD (3.72)

∇T (I) = [ I− S(K(m))−1(K(m) −K(I))]−1∇T 0 (3.73)

Z výše uvedených rovnic plyne fakt, že teplotńı gradient v oblasti inkluze tvaru elipsoidu
je v celém objemu inkluze konstantńı.

3.3 ESHELBYHO TENZOR S

Eshelbyho tenzor

S = −Φ′′

4π
= Sij (3.74)

urč́ıme z rovnic (3.21) a (3.22). Je zřejmé, že

Sij = 0 pro i 6= j. (3.75)

Z výraz̊u pro druhou derivaci potenciálu (3.21) odvod́ıme pro diagonálńı prvky tenzoru
tvar

φ′′ii = −2πabc
∫ ∞

0

ds

(a2
i + s) ∆(s)

(3.76)

Sii = −φ
′′
ii

4π
=
abc

2

∫ ∞
0

ds

(a2
i + s) ∆(s)

=
abc

2

∫ ∞
0

ds

(a2
i + s)[(a2 + s)(b2 + s)(c2 + s)]1/2

(3.77)
kde i nabývá ve výrazu Sii hodnot od 1 do 3, v φ′′ii znač́ı př́ıslušnou souřadnici (x, y nebo
z) a v ai znač́ı př́ıslušnou poloosu elipsoidu (a, b nebo c). Konkrétně tedy:

S11 =
abc

2

∫ ∞
0

[(b2 + s)(c2 + s)]−1/2(a2 + s)−3/2 ds (3.78)

S22 =
abc

2

∫ ∞
0

[(a2 + s)(c2 + s)]−1/2(b2 + s)−3/2 ds (3.79)

S33 =
abc

2

∫ ∞
0

[(a2 + s)(b2 + s)]−1/2(c2 + s)−3/2 ds (3.80)

17



3.3.1 Speciálńı tvary Eshelbyho tenzoru

Pro některé speciálńı tvary je možno Eshelbyho tenzor vyjádřit analyticky [8]:

• Koule (a = b = c)

S11 = S22 = S33 =
1

3
(3.81)

• Eliptický válec (c→∞)

S11 =
b

a+ b
, S22 =

a

a+ b
, S33 = 0 (3.82)

• Stěna (b→∞, c→∞)
S11 = 1, S22 = S33 = 0 (3.83)

• Tenká čočka (penny-shape) (a = b� c)

S11 = S22 =
πc

4a
, S33 = 1− πc

2a
(3.84)

• Zploštělý (diskovitý) sféroid (=rotačńı elipsoid [16]) (oblate spheroid) (a = b > c)

S11 = S22 =
a2c

2(a2 − c2)3/2

arccos
(
c

a

)
− c

a

(
1− c2

a2

)1/2
 (3.85)

S33 = 1− 2S11 (3.86)

• Protáhlý (doutńıkovitý) sféroid (prolate spheroid) (a = b < c)

S11 = S22 =
a2c

2(c2 − a2)3/2

 c
a

(
1− c2

a2

)1/2

− arccosh
(
c

a

) (3.87)

S33 = 1− 2S11 (3.88)

K určeńı Eshelbyho tenzoru pro obecný elipsoid je v dodatku A.1 představen algoritmus
dle [5].

3.3.2 Porovnáńı numerického a analytického výpočtu

Pro porovnáńı využijeme konkrétńı hodnoty výše zmı́něných obecných výraz̊u. Pro každý
př́ıklad jsou nejdř́ıve vypsány vstupńı hodnoty, na prvńım řádku následuje výsledek ana-
lytického výpočtu a poté výsledek numerického algoritmu z dodatku dodatku A.1. Dle
očekáváńı se sobě jednotlivé hodnoty rovnaj́ı.

• Koule: a = 2, b = 2, c = 2

S11 = S22 = S33 = 1/3 = 0,3333 (3.89)

S11 = S22 = S33 = 0,3333 (3.90)
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• Eliptický válec: a = 1, b = 3, c→∞(c = 9999)

S11 = 3/4 = 0,75 S22 = 1/4 = 0,25 S33 = 0 (3.91)

S11 = 0,7500 S22 = 0,2500 S33 = 0,0000 (3.92)

• Tenká čočka: a = 3, b = 3, c = 0, 01

S11 = 0,0026 S22 = 0,0026 S33 = 0,9948 (3.93)

S11 = 0,0026 S22 = 0,0026 S33 = 0,9948 (3.94)

• Zploštělý sféroid: a = 5, b = 5, c = 3

S11 = 0,2621 S22 = 0,2621 S33 = 0,4758 (3.95)

S11 = 0,2621 S22 = 0,2621 S33 = 0,4758 (3.96)

• Protáhlý sféroid: a = 5, b = 5, c = 9

S11 = 0,4030 S22 = 0,4030 S33 = 0,1941 (3.97)

S11 = 0,4030 S22 = 0,4030 S33 = 0,1941 (3.98)

4 URČENÍ EFEKTIVNÍ TEPELNÉ VODIVOSTI

Obrázek 2: Princip homogenizace

q(x) = K(x)∇T (x) q∗(x) = K∗∇T ∗(x)
|V |

⇐⇒

Ve své podstatě každý reálný materiál má strukturu (byt’ na mikroúrovni), kterou
můžeme označit jako nehomogenńı. Na druhou stranu se u praktického řešeńı inženýrských
úloh považuje většina materiál̊u z makroskopického hlediska za homogenńı. Úkolem homo-
genizace je nalézt takové makroskopické vlastnosti (modul pružnosti, tepelnou vodivost
atd.), jež by nahradily složité vlastnosti mikroskopické a pomoćı nichž by bylo možno
materiál modelovat jako homogenńı. Tyto makroskopické vlastnosti se označuj́ı jako mak-
roskopické, pr̊uměrné, ekvivalentńı, efektivńı atd.

Představme si reprezentativńı (dostatečně velký) výsek materiálu o objemu V a po-
vrchu S. Pr̊uměrný (ekvivalentńı) teplotńı gradient a tepelný tok se spočtou následovně:

q∗ =
1

|V |

∫
V

q(x) dV (4.1)
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∇T ∗ =
1

|V |

∫
V
∇T (x) dV (4.2)

Kde index * znač́ı pr̊uměrné hodnoty.
Pro daľśı postup homogenizace v následuj́ıćıch kapitolách předeṕı̌seme na povrchu

dané oblasti homogenńı okrajové podmı́nky

T (S) = (∇T 0)T x, qn(S) = (q0)T n (4.3)

kde T (S) je teplota na povrchu S, x je souřadnicový vektor bod̊u povrchu, qn(S) je
normálová složka tepelného toku, n je vněǰśı jednotkový normálový vektor plochy S a∇T 0

a q0 jsou rovnoměrný teplotńı gradient a rovnoměrný tepelný tok.
Z Fourierova zákona je efektivńı tepelná vodivost K∗ tenzor, který splňuje rovnici

q∗ = −K∗∇T ∗ (4.4)

Za daných okrajových podmı́nek se dá ukázat že plat́ı

∇T ∗ = ∇T 0 (4.5)

Zároveň ale nemuśı obecně platit obdobná rovnice s tepelnými toky, tedy

q∗ 6= q0 nebo q∗ = q0 (4.6)

Následuje představeńı principu metody ř́ıdké aproximace a metody Mori-Tanaka pro
určeńı efektivńı tepelné vodivosti, vhodné pro materiály s výskytem nehomogenit známého
objemového zastoupeńı, avšak náhodného výskytu (předpokládá se ale z makroskopického
hlediska rovnoměrné rozmı́stěńı nehomogenit).

Uvažujeme N -fázový kompozitńı materiál, kde jednotlivé fáze jsou oč́ıslovány od 1
do N , přičemž č́ıslo 1 je rezervováno pro matrici, která se pro přehlednost též často
označuje indexem m.

Obrázek 3: Př́ıklad 4-fázového kompozitu
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Obrázek 4: Deformované teplotńı pole pro eliptickou nehomo-
genitu. K(m)/K(I) = 2

4.1 METODA ŘÍDKÉ APROXIMACE (DA)

4.1.1 Předpoklady

Metoda ř́ıdké aproximace (dilute approximation, DA), jak už název napov́ıdá, před-
pokládá ř́ıdkou hustotu nehomogenit, kdy se tyto vzájemně prakticky neovlivňuj́ı (nebo
jen minimálně) a fluktuačńı část teplotńıho pole v relativně malé vzdálenosti od nehomo-
genity v podstatě vymiźı (viz obrázek 4). Také č́ım v́ıce se poměr vodivosti matrice a ne-
homogenity bĺıž́ı 1, t́ım v́ıce se výše jmenované předpoklady bĺıž́ı realitě. Předpokladem
metody je tedy vzájemná nulová interakce mezi nehomogenitami, v d̊usledku čehož mů-
žeme teplotńı gradient v každé jednotlivé nehomogenitě i rozdělit na část rovnoměrnou
a část fluktuačńı

∇T (i) = ∇T 0 +∇T̃ (i) (4.7)

Pro nehomogenity tvaru elipsoidu dospějeme metodou ekvivalentńı inkluze k výrazu

K(m)(∇T 0 +∇T̃ (i) +∇TD(i)) = K(1)(∇T 0 +∇T̃ (i)), (4.8)

a daľśı úpravou
∇T (i) = [ I− S(i)(K(m))−1(K(m) −K(i))]−1∇T 0 (4.9)

4.1.2 Koncentračńı faktor

Z předchoźı rovnice definujeme pro elipsoidálńı nehomogenity koncentračńı faktor Ā
(i)
dil

Ā
(i)
dil = [ I− S(i)(K(m))−1(K(m) −K(i))]−1 (4.10)

pomoćı nějž vyjádř́ıme vztah mezi teplotńım gradientem v jednotlivých inkluźıch ∇T (i)

a vzdáleným (rovnoměrným) teplotńım gradientem ∇T 0:

∇T (i) = Ā
(i)
dil∇T 0 (4.11)
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Pro obecný elipsoid (s hlavńımi poloosami rovnoběžnými se souřadným systémem) má
koncentračńı faktor nulové nediagonálńı členy. Stejně jako Eshelbyho tenzor má i koncen-
tračńı faktor Ā

(i)
dil (v závislosti na dosazeném tenzoru S) pro některé speciálńı elipsoidy

sv̊uj speciálńı tvar:

• Koule (a = b = c), všechny diagonálńı prvky maj́ı tvar:

A
(i)
dil =

3K(m)

2K(m) +K(i)
(4.12)

• Kruhový válec (a = b, c→∞), prvek A33 = 1, zbylé diagonálńı prvky maj́ı tvar:

A
(i)
dil =

2K(m)

K(m) +K(i)
(4.13)

• Stěna (b→∞, c→∞), A22 = A33 = 1, A11 má tvaru (srovnej s (3.47)):

A
(i)
dil =

K(m)

K(i)
(4.14)

Pro př́ıpad neelipsoidálńıch nehomogenit se postupuje obdobně. Představme si osamo-
cenou nehomogenitu obecného tvaru umı́stěnou v nekonečné matrici (analogie k metodě
ekvivalentńı inkluze). Po vystaveńı takovéto soustavy vzdálenému toku můžeme určit
pr̊uměrný teplotńı gradient v nehomogenitě Ω jako

∇T (i) =
1

|Ω|

∫
Ω
∇T (x) dΩ (4.15)

Koncentračńı faktor nehomogenity je definován jako svazuj́ıćı tenzor rovnoměrného teplot-
ńıho gradientu a pr̊uměrného teplotńıho gradientu v nehomogenitě (který už ale na rozd́ıl
od elipsoidálńıho př́ıpadu nebude v celém objemu nehomogenity konstantńı):

∇T (i) = Ā
(i)
dil∇T ∗ (4.16)

Analytické vyjádřeńı koncentračńıho faktoru by bylo značně složité a v naprosté většině
př́ıpad̊u nemožné, lze ale použ́ıt řešeńı numerického (viz kapitola 5).

4.1.3 Výpočet K∗ pomoćı DA

Ř́ıdká aproximace předpokládá, že (pr̊uměrný) teplotńı gradient v každé jednotlivé ne-
homogenitě neńı ovlivněn jinou nehomogenitou a je závislý na rovnoměrném teplotńım
gradientu prostřed́ı ∇T 0 dle vztahu (4.11). Vztah (4.2) poté uprav́ıme dle výše zmı́něných
předpoklad̊u pro N druh̊u nehomogenit s objemovým zastoupeńım jednotlivých fáźı ξ(i)

∇T ∗ =
1

|V |

∫
V
∇T (x) dV =

N∑
i=1

1

|V |

∫
V (i)
∇T (i) dV =

N∑
i=1

∇T (i)

|V |

∫
V (i)

dV =

=
N∑
i=1

∇T (i) |V (i)|
|V |

=
N∑
i=1

ξ(i)∇T (i) (4.17)
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Tento vztah využijeme i při metodě Mori-Tanaka, diskutované daľśım odd́ılu. Pro metodu
ř́ıdké aproximace dosad́ıme rovnici (4.11) a (4.5) a rovnici (4.17) můžeme dále rozepsat
jako

∇T ∗ =
N∑
i=1

ξ(i)∇T (i) =
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil∇T ∗, (4.18)

což muśı platit pro libovolné ∇T ∗, tedy

I =
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil ⇒ ξ(m)Ā

(m)
dil = I−

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil (4.19)

Dále zaṕı̌seme rovnici pro (pr̊uměrný) tok v nehomogenitě i

q(i) = −K(i)∇T (i) (4.20)

a analogicky k zápisu pr̊uměrného teplotńıho gradientu zaṕı̌seme výraz pro pr̊uměrný
tepelný tok v celé oblasti V , který rozš́ı̌ŕıme

q∗ =
N∑
i=1

ξ(i)q(i) = −
N∑
i=1

ξ(i)K(i)∇T (i) = −
(

N∑
i=1

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil

)
∇T ∗ (4.21)

Porovnáńım rovnice (4.21) a (4.4) vyjádř́ıme efektivńı tepelnou vodivost jako

K∗ =
N∑
i=1

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil (4.22)

Daľśı úpravou a dosazeńım rovnice (4.19) dostaneme:

K∗ =
N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil+K(m) ξ(m) Ā

(m)
dil =

N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil+K(m)

(
I−

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil

)
, (4.23)

odkud konečně vyjádř́ıme vztah pro určeńı efektivńı tepelné vodivosti metodou ř́ıdké
aproximace:

K∗ = K(m) +
N∑
i=2

ξ(i)(K(i) −K(m))Ā
(i)
dil (4.24)

kde koncentračńı faktor Ā
(i)
dil je dán vzorcem (4.10) pro nehomogenitu tvaru elipsoidu,

př́ıpadně vzorcem (4.16) pro nehomogenitu obecného tvaru.
Ještě jednou zopakujeme, že metoda ř́ıdké aproximace dává t́ım přesněǰśı výsledky,

č́ım je hustota nehomogenit řidš́ı a č́ım v́ıc se poměr vodivost́ı nehomogenit a matrice
bĺıž́ı k 1.

4.2 METODA MORI-TANAKA

4.2.1 Předpoklady

Metoda Mori-Tanaka je podobná metodě ř́ıdké aproximace, vycháźı však z jiných před-
poklad̊u. Na rozd́ıl od ř́ıdké aproximace uvažuje vzájemnou interakci jednotlivých nehomo-
genit. Jak je uvedeno v [2], pr̊uměrný teplotńı gradient v matrici ∇T (m) a v jednotlivých
fáźıch kompozitu ∇T (i) můžeme rozdělit takto:

∇T (m) = ∇T 0 +∇T̃ (m) (4.25)

∇T (i) = ∇T 0 +∇T̃ (m) +∇T̃ (i) (4.26)
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kde ∇T̃ (m) je pr̊uměrný gradient fluktuačńı teploty v matrici v d̊usledku př́ıtomnosti ne-
homogenit a ∇T̃ (i) je již dř́ıve zmı́něný pr̊uměrný gradient fluktuačńı teploty jednotlivých
fáźı kompozitu. Kombinaćı rovnic (4.25) a (4.26) vyjádř́ıme

∇T (i) = ∇T (m) +∇T̃ (i) (4.27)

a dosazeńım do úvodńıch rovnic metody ekvivalentńı inkluze (v celém výpočtu pouze
nahrad́ıme gradient ∇T 0 gradientem ∇T (m)) dostaneme

K(m)(∇T (m) +∇T̃ (i) +∇TD) = K(i)(∇T (m) +∇T̃ (I)) (4.28)

∇T (i) = Ā
(i)
dil∇T (m) (4.29)

V metodě Mori-Tanaka tedy koncentračńı faktor Ā
(i)
dil svazuje pr̊uměrný teplotńı gradi-

ent nehomogenity ∇T (i) s pr̊uměrným teplotńım gradientem matrice ∇T (m) (oproti ∇T 0

v DA). Pro názornost předchoźı rovnici ještě jednou oṕı̌seme a doplńıme k ńı vztah mezi

teplotńımi gradienty ∇T (i) a ∇T ∗ pomoćı nového koncentračńıho faktoru Ā
(i)
MT (kde index

MT znač́ı faktor metody Mori-Tanaka).

∇T (i) = Ā
(i)
dil∇T (m) (4.30)

∇T (i) = Ā
(i)
MT ∇T ∗ (4.31)

Vyjádřeńı Ā
(i)
MT se budeme věnovat dále.

4.2.2 Výpočet K∗ pomoćı MT

Všimneme si, že pro i = 1 vyjádř́ıme z rovnice (4.30)

∇T (m) = Ā
(m)
dil ∇T (m) → Ā

(m)
dil = I (4.32)

Z rovnice (4.17) dále odvod́ıme

∇T ∗ =
N∑
i=1

ξ(i)∇T (i) =
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil∇T (m) (4.33)

z toho

∇T (m) =

(
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil

)−1

∇T ∗ =

(
ξ(m) I +

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil

)−1

∇T ∗ (4.34)

Kombinaćı rovnic (4.30) a (4.34) zaṕı̌seme

∇T (i) = Ā
(i)
dil∇T (m) = Ā

(i)
dil

(
ξ(m) I +

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil

)−1

∇T ∗ (4.35)

porovnáńım s rovnićı (4.31) můžeme koncentračńı faktor pro metodu Mori-Tanaka vy-
jádřit jako

Ā
(i)
MT = Ā

(i)
dil

(
ξ(m) I +

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil

)−1

(4.36)

24



kde pro Ā
(i)
dil viz (4.10). Analogickým postupem jako v př́ıpadě DA od rovnice (4.20)

odvod́ıme vztah pro efektivńı tepelnou vodivost pro metodu Mori-Tanaka ve tvaru [3]

K∗ = K(m) +
N∑
i=2

ξ(i)(K(i) −K(m))Ā
(i)
MT (4.37)

nebo ve tvaru [6]

K∗ =
N∑
i=1

ξ(i)K(i)Ā
(i)
MT =

N∑
i=1

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil

(
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil

)−1

(4.38)

K∗ =

[
N∑
i=1

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil

] [
N∑
i=1

ξ(i) Ā
(i)
dil

]−1

(4.39)

nebo

K∗ =

[
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil

] [
ξ(m)I +

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil

]−1

(4.40)

Výsledné rovnice (4.37), (4.39) a (4.40) jsou navzájem ekvivalentńı.
Speciálńı tvary výrazu pro efektivńı tepelnou vodivost můžeme vyjádřit kombinaćı

rovnic (4.37), (4.36), (4.12) a (4.13). Následuj́ıćı rovnice vyjadřuje efektivńı tepelnou vo-
divost dvoufázového kompozitu obsahuj́ıćıho pouze kulové nehomogenity. Dle očekáváńı je
makroskopická vodivost takovéhoto materiálu izotropńı (stejná ve všech směrech), výraz
je proto zapsán ve skalarńı formě.

K∗ = K(m) 2K(m) +K(I) + 2ξI(K(I) −K(m))

2K(m) +K(I) − ξI(K(I) −K(m))
(4.41)

Obdobně se vyřeš́ı i efektivńı tepelná vodivost dvoufázového materiálu obsahuj́ıćıho
nehomogenity ve tvaru rovnoběžných rotačńıch válc̊u. Efektivńı vodivost ve směru osy
válc̊u je dána prostým váženým pr̊uměrem vodivost́ı jednotlivých fáźı ve vztahu k jejich
objemovému zastoupeńı (tzv. paralelńı model), ve směru kolmém pak vypadá následovně:

K∗ = K(m)K
(m) +K(I) + ξI(K(I) −K(m))

K(m) +K(I) − ξI(K(I) −K(m))
(4.42)

kde horńı index I znač́ı vlastnosti (tepelnou vodivost a objemové zastoupeńı) nehomoge-
nit.

Pro úplnost ještě doplńıme výraz pro výpočet efektivńı tepelné vodivosti dvoufázového
vrstevnatého materiálu. Ve směru rovnoběžném s rovinnými vrstvami se efektivńı tepelná
vodivost spočte opět pomoćı paralelńıho modelu, ve směru kolmém na vrstvy potom
vypadá takto (tzv. sériový model):

1

K∗
=

ξ(m)

K(m)
+

ξ(I)

K(I)
→ K∗ = K(m) K(I)

K(I) − ξI(K(I) −K(m))
(4.43)
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4.3 NÁHODNÁ ORIENTACE NEHOMOGENIT

V minulé kapitole jsme uvažovali fázi kompozitńıho materiálu jako skupinu nehomogenit
známého objemového zastoupeńı a vzhledem k použitým metodám i stejného koncen-
tračńıho faktoru Ā

(i)
dil. Tento fakt má za následek, že v př́ıpadě nekulových nehomogenit

bychom každou jinak orientovanou částici uvažovali jako samostatnou fázi (při změně

orientace nehomogenity se měńı Eshelbyho tenzor S a tud́ıž i koncentračńı faktor Ā
(i)
dil).

Za takovýchto předpoklad̊u je praktická použitelnost výše zmı́něných metod značně dis-
kutabilńı.

Tento nedostatek ale v této kapitole odstrańıme. Postup bude opět obdobný, zač́ınaj́ıćı
od vlivu osamocené nehomogenity, pokračuj́ıćı metodou ř́ıdké aproximace a konč́ıćı u me-
tody Mori-Tanaka. Zavedeme nejprve pojem transformace složek tenzoru při změně báze.
Uvažujme ortonormálńı bázi v tř́ırozměrném prostoru (kartézskou soustavu souřadnic)

e = (e1, e2, e3) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (4.44)

a jinou (čárkovanou) bázi e′ = (e′1, e
′
2, e
′
3). Báze e′ je také ortonormálńı (všechny bázové

vektory jsou navzájem kolmé) a z p̊uvodńı báze e je vytvořena prostorovým pootočeńım.
Libovolná plocha souřadného systému v prostoru je jednoznačně určena třemi úhly (tzv.
Eulerovy úhly [17]) α (otočeńı kolem osy z), β (otočeńı kolem osy y), γ (otočeńı kolem osy
z′ - již pootočené osy z). Úhly α a γ nabývaj́ı hodnot 〈0, 2π), úhel β pak hodnot 〈0, π).
Transformačńı matice jednotlivých pootočeńı vypadaj́ı následovně:

R1 =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 (4.45)

R2 =


cos β 0 − sin β

0 1 0

sin β 0 cos β

 (4.46)

R3 =


cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 (4.47)

Výsledná transformačńı matice má tvar (přičemž zálež́ı na pořad́ı jednotlivých pootočeńı):

R = R3R2R1 (4.48)

Bázové vektory v našem př́ıpadě jsou vždy normované (jednotkové) a vztah mezi trans-
formačńı matićı a jednotlivými bázemi můžeme dle [9] vyjádřit jako:

R = e′ e → e′ = R (4.49)

z čehož plyne, že transformačńı matice R je zároveň pootočenou báźı a dle následuj́ıćıho
vzorce i matićı směrových kosin̊u (kosin̊u úhl̊u mezi bázovými vektory jednotlivých báźı)
C = cosφij.

C = e′ e = R (4.50)
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Dále uvažujme tenzor druhého řádu T. Transformace složek tenzoru T v maticovém
zápisu má tvar:

T′ = R T RT (4.51)

4.3.1 Náhodně orientované elipsoidy

Jak již bylo řečeno, pro každý elipsoid, jehož osy jsou rovnoběžné se souřadným systémem,
můžeme definovat diagonálńı Eshelbyho tenzor S a pomoćı něj i diagonálńı koncentračńı
faktor Ā

(i)
dil. Transformace složek tenzoru S můžeme zapsat jako

S′ = R S RT (4.52)

a transformovaný koncentračńı faktor se vyjádř́ı následovně:

Ā
(i)
dil
′ = [I− K(m) −K(i)

K(m)
S′]−1 = [I− K(m) −K(i)

K(m)
R S RT]−1 =

= R [ I− K(m) −K(i)

K(m)
S]−1 RT (4.53)

tedy
Ā

(i)
dil
′ = R Ā

(i)
dil R

T (4.54)

Matlabovská implementace d̊ukazu posledńı úpravy je vypsána v dodatku A.2.1. Důsled-
kem je, že při transformaci Eshelbyho tenzoru se koncentračńı faktor transformuje dle
rovnice (4.51).

Stopa matice tenzoru T je součet jej́ıch diagonálńıch člen̊u, znač́ı se tr(T). Stopa
matice Eshelbyho tenzoru je dle rovnic (2.27), (3.21), (3.23) a (3.71) konstantńı a rovna 1.
Stopa matice tenzoru je konstantńı (invariantńı) i při transformaci souřadného systému,
pro d̊ukaz viz dodatek A.2.2. Toto tvrzeńı plat́ı nejen pro Eshelbyho tenzor, ale např́ıklad
i pro koncentračńı faktor, čehož využijeme dále.

Nejprve definujeme
”
pr̊uměrný“ koncentračńı faktor Ā

(i)
dil,avg, který je pro konkrétńı

Eshelbyho tenzor výsledkem transformace (otáčeńı) elipsoidu do všech možných orientaćı

Ā
(i)
dil,avg =

1

n

n∑
k=1

Ā
(i)
dil
′ → 1

8π2

2π∫
0

π∫
0

2π∫
0

Ā
(i)
dil
′ sin(β) dα dβ dγ =

=
1

8π2

2π∫
0

π∫
0

2π∫
0

R Ā
(i)
dil R

T sin(β) dα dβ dγ (4.55)

kde sin(β) je Jakobián a konstanta 8π2 je mı́ra množiny transformačńıch úhl̊u

2π∫
0

π∫
0

2π∫
0

sin(β) dα dβ dγ = 8π2 (4.56)

Výsledkem rovnice (4.55) je diagonálńı matice se shodnými diagonálńımi prvky tvaru (viz
dodatek A.2.3)

Ā
(i)
dil,avg =

tr(Ā
(i)
dil)

3
I (4.57)
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Důsledkem tohoto faktu je dále dokázaná tepelně-vodivostńı makroskopická izotropie ma-
teriálu s náhodně orientovanými elipsoidálńımi nehomogenitami.

Pro řešeńı opět vyjdeme z metody ř́ıdké aproximace (DA). Výše odvozené výrazy
dosad́ıme do rovnice (4.24) a uprav́ıme.

K∗ = K(m) +
N∑
i=2

n∑
k=1

1

n
ξ(i)′(K(i) −K(m))Ā

(i)
dil
′ = K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)(K(i) −K(m))
n∑
k=1

1

n
Ā

(i)
dil
′ =

= K(m) +
N∑
i=2

ξ(i)(K(i) −K(m))Ā
(i)
dil,avg (4.58)

Ve výrazu znamená ξ(i)′ objemové zastoupeńı právě jedné orientace nehomogenity, po
sumě přes všechny možné polohy nehomogenity obdrž́ıme objemové zastoupeńı celé fáze
daných nehomogenit stejného tvaru a vodivosti.

Výraz pro metodu Mori-Tanaka źıskáme obdobnou úvahou z rovnice (4.40).

K∗ =

[
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil,avg

] [
ξ(m)I +

N∑
i=2

ξ(i) Ā
(i)
dil,avg

]−1

(4.59)

V této rovnici jsou všechny matice násobky jednotkových matic, tud́ıž i výsledná matice
tenzoru efektivńı tepelné vodivosti bude násobkem jednotkové matice. Podáno jinými
slovy to znamená již zmı́něný fakt, že z makroskopického hlediska se materiál s náhodně
orientovanými elipsoidálńımi nehomogenitami náhodných tvar̊u chová izotropně, rovnici
tedy můžeme zapsat ve skalarńı formě:

K∗ =
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil,avg

ξ(m) +
N∑
i=2

ξ(i)Ā
(i)
dil,avg

(4.60)

Co se týče velikosti tepelné vodivosti, dá se ukázat, že č́ım v́ıce se tvary částic bĺıž́ı
tvaru koule a č́ım v́ıce se tepelná vodivost nehomogenit bĺıž́ı k tepelné vodivosti matrice,
t́ım přesněji se dá efektivńı tepelná vodivost modelovat pomoćı náhradńıch kulových ne-
homogenit stejného objemového zastoupeńı jako skutečné nekulové nehomogenity. Vzorce
pro výpočet efektivńı tepelné vodivosti materiál̊u, které jsou tvořené pouze kulovými ne-
homogenitami, jsou velmi jednoduché, výše zmı́něný fakt je tedy poměrně zásadńı pro
praktickou použitelnost metod použ́ıvaných v této práci.

Pro lepš́ı představu následuje př́ıklad: pro hodnoty K(m) = 1,16 Wm−1K−1, K(i) =
0,19 Wm−1K−1, ξ(i) = 0,5 (viz kapitolu 6.1) a rozměry nehomogenit 5 : 1 : 1 čińı rozd́ıl
mezi spočtenou efektivńı tepelnou vodivost́ı pro eliptické a kulové nehomogenity 1, 76%,
Pro rozměry elipsoidu 1 : 5 : 5 pak necelé 6, 52%.

4.3.2 Náhodně orientované nehomogenity obecného tvaru

Obdobně jako v př́ıpadě nehomogenit tvaru elipsoidu zavedeme transformaci koncen-
tračńıho faktoru i pro nehomogenity obecného tvaru (4.54) a stejným zp̊usobem defi-
nujeme pr̊uměrný koncentračńı faktor (4.55) s výsledkem dle rovnice (4.57):

Ā
(i)
dil,avg =

tr(Ā
(i)
dil)

3
I (4.61)
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Stejným zp̊usobem jako pro nehomogenity tvaru elipsoidu (rovnice (4.58), (4.59),
(4.60)) dospějeme k výrazu pro efektivńı tepelnou vodivost metodou Mori-Tanaka:

K∗ =
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i)Ā
(i)
dil,avg

ξ(m) +
N∑
i=2

ξ(i)Ā
(i)
dil,avg

(4.62)

Analogicky k př́ıpadu elipsoidálńıch nehomogenit má tato rovnice význam takový, že
i pro nehomogenity obecného náhodného tvaru a orientace je efektivńı tepelná vodivost
izotropńı. Stejně tak plat́ı i tvrzeńı, že č́ım v́ıce se tvary jednotlivých nehomogenit bĺıž́ı
tvaru kulovému a č́ım v́ıce se k sobě bĺıž́ı vodivosti matrice a nehomogenit, t́ım přesněǰśı je
(z hlediska efektivńı tepelné vodivosti) modelováńı materiálu s obecnými nehomogenitami
jako materiálu s nehomogenitami kulovými. Pro potvrzeńı této teorie viz kapitolu 6.1.

4.4 NEDOKONALÝ KONTAKT, VLIV VELIKOSTI

Obě metody (DA a MT) ve své základńı podobě předpokládaj́ı dokonalý tepelný kontakt
mezi jednotlivými složkami kompozitu, z čehož vyplývá např́ıklad to, že efektivńı vodivost
záviśı pouze na tvaru a objemovém zastoupeńı nehomogenit, ale nezáviśı na jejich veli-
kosti. To znamená, že jedno jest, vezmeme-li např́ıklad N kulových nehomogenit pr̊uměru
d nebo 64N kulových nehomogenit pr̊uměru d/4, nebot’ jejich objem je stejný.

Reálné kompozitńı materiály však výše zmı́něnou podmı́nku nemuśı splňovat (např́ı-
klad v betonu mohou mezi cementovou matrićı a zrny kameniva vznikat vzduchové bub-
linky atp.). Zavedeńı vlivu nedokonalého (imperfektńıho) tepelného kontaktu (spojeńı)
na rozhrańı materiál̊u a současně i zavedeńı vlivu velikosti nehomogenit je představeno
v této kapitole.

4.4.1 Jednorozměrný př́ıpad

Pro názornost je opět úvod kapitoly předveden na jednorozměrném př́ıpadu, jeho výsledky
však př́ımo využijeme i pro řešeńı obecné prostorové. Nedokonalý kontakt mezi složkami
kompozitu budeme modelovat jako tenkou vrstvu na rozhrańı materiál̊u, která má odlǐsné
vlastnosti než obě soused́ıćı složky. Tloušt’ku vrstvy budeme uvažovat jako zanedbatelně
malou vzhledem k rozměr̊um nehomogenit a jej́ı vlastnosti poṕı̌seme tepelnou propustnost́ı
h (viz rovnici (2.8)).

qTn = −h∆T (4.63)

což znamená to, že v požitém modelu se teplota na rozhrańı materiál̊u skokově měńı. Již
tradičně započneme řešeńı u osamocené nehomogenity v nekonečné matrici, nyńı jen pro
jednorozměrný př́ıpad.

Analogicky k metodě ekvivalentńı inkluze předeṕı̌seme rovnoměrný tepelný tok q0,
z čehož bude rovnoměrný teplotńı gradient roven

∇T 0 = − q0

K(m)
(4.64)

Při dokonalém tepelném kontaktu bychom vztah mezi teplotńım gradientem v matrici
a v nehomogenitě zapsali jako kombinaci rovnic (4.11) a (4.14), tedy:

∇T (I) = Ā
(I)
dil∇T 0 =

K(m)

K(I)
∇T 0 (4.65)
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K(m) h K(I) h K(m)

Obrázek 5: Znázorněńı nedokonalého kontaktu na rozhrańı
složek a pr̊uběh teploty: černě skutečný stav, červeně náhradńı
teplotńı pole

V př́ıpadě nedokonalého kontaktu přisoud́ıme rozhrańı k oblasti nehomogenity a budeme
předpokládat, že pro náhradńı (replacement, proto index r) nehomogenitu (spojená zá-
kladńı nehomogenita a nedokonalé rozhrańı, na obrázku 5 vyznačeno červeně) bude platit:

∇T (I,r) = Ā
(I,r)
dil ∇T 0 =

K(m)

K(I,r)
∇T 0 (4.66)

V jednorozměrném př́ıpadě je tepelný tok všude stejný (za předpokladu ustáleného ve-
deńı tepla a absence vnitřńıch zdroj̊u), můžeme tedy jednoduše zapsat změny teploty
v jednotlivých částech prostřed́ı, nejprve pro vlastńı nehomogenitu délky L:

q0 = −K(I) ∆T (I)

L
→ ∆T (I) = −q0 L

K(I)
(4.67)

a dále pro vrstvu na rozhrańı materiálu:

q0 = −h∆T (h) → ∆T (h) = −q0 1

h
(4.68)

Celková změna teploty (popisuj́ıćı celkové chováńı náhradńı nehomogenity) poté bude

∆T (I,r) = ∆T (I) + 2∆T (h) = −q0
(

L

K(I)
+

2

h

)
(4.69)

Dále definujeme náhradńı vodivost K(I,r), což je vodivost splňuj́ıćı následuj́ı rovnici:

q0 = −K(I,r) ∆T (I,r)

L
= −K

(I,r)

L

(
−q0

(
L

K(I)
+

2

h

))
(4.70)

z toho:

K(I,r) =
L

L
K(I) + 2

h

= K(I) Lh

Lh+ 2K(I)
(4.71)

Rovnici (4.70) můžeme rozš́ı̌rit a vyjádřit tak vztah mezi rovnoměrným teplotńım gradi-
entem a náhradńım teplotńım gradientem nehomogenity

q0 = −K(m)∇T 0 = −K(I,r)∇T (I,r) → ∇T (I,r) =
K(m)

K(I,r)
∇T 0 (4.72)
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Porovnáńım s rovnićı (4.65) definujeme náhradńı koncentračńı faktor Ā
(I,r)
dil jako

∇T (I,r) = Ā
(I,r)
dil ∇T 0 , kde Ā

(I,r)
dil =

K(m)

K(I,r)
(4.73)

č́ımž jsme potvrdili platnost předpokladu z rovnice (4.66) o náhradńım koncentračńım

faktoru Ā
(I,r)
dil . Odvozeńı efektivńı tepelné vodivosti pro náhradńı nehomogenity je ana-

logické k odvozeńı p̊uvodńımu, jen s náhradńımi veličinami. Celá procedura tedy bude
stejná, jediný rozd́ıl bude v indexu r u náhradńıch veličin. Konečný výraz pro ř́ıdkou
aproximaci je

K(∗) = K(m) +
N∑
i=2

ξ(i)(K(i,r) −K(m))Ā
(i,r)
dil (4.74)

a pro metodu Mori-Tanaka:

K∗ =
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i,r)Ā
(i,r)
dil

ξ(m) +
N∑
i=2

ξ(i)Ā
(i,r)
dil

=
K(m)

ξ(m) +
N∑
i=2

ξ(i)K(m)/K(i,r)

(4.75)

4.4.2 Trojrozměrný př́ıpad – kulové nehomogenity

Analytické vyjádřeńı provedeme pro kulovou nehomogenitu, již tradičně zač́ınaj́ıce od
osamělé nehomogenity umı́stěné v nekonečné matrici. Řešeńı vycháźı z faktu, že teplotńı
gradient v celé oblasti nehomogenity je konstantńı a rovnoběžný s předepsaným rov-
noměrným vzdáleným gradientem. V kulové nehomogenitě pr̊uměru d zavedeme lokálńı
souřadný systém, kde osa x je rovnoběžná s předepsaným gradientem. Dále zavedeme
sférické souřadnice α a β, kde úhel α je odklon od osy x a β je rotace kolem osy x .
Nehomogenitu rozděĺıme na vlákna rovnoběžná se směrem předepsaného vzdáleného toku
(osou x). Každé vlákno má délku l = d cosα. Dále definujeme jednotkový normálový
vektor plochy nehomogenity n = (cosα, sinα cos β, sinα sin β)T.

n

α
l

h

K(m)K(i)

Obrázek 6: Schema kulové nehomogenity s nedokonalým kon-
taktem na rozhrańı mezi nehomogenitou a matrićı

V každém vláknu definujeme změnu teploty pro jednotlivé části systému (analogicky
k jednorozměrnému př́ıkladu). Pro konstantńı tok v nehomogenitě q(I) = (q(I), 0, 0) defi-
nujeme změny teploty v nehomogenitě a ve vrstvě rozhrańı jako:

q(I) = −K(I) ∆T (I)

l
= −K(I) ∆T (I)

d cosα
→ ∆T (I) = −q(I)d cosα

K(I)
(4.76)
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q(I)Tn = q(I) cosα = −h∆T (h) → ∆T (h) = −q(I) cosα

h
(4.77)

Celkovou změnu teploty vlákna vyjádř́ıme jako

∆T (I,r) = ∆T (I) + 2∆T (h) = −q(I)

(
d cosα

K(I)
+

2 cosα

h

)
(4.78)

Náhradńı vodivost je opět vodivost splňuj́ıćı podmı́nku

q(I) = −K(I,r) ∆T (I,r)

l
= −K(I,r) ∆T (I,r)

d cosα
= −q(I) K(I)

d cosα

(
d cosα

K(I)
+

2 cosα

h

)
(4.79)

z toho úpravou źıskáme náhradńı tepelnou vodivost pro každé vlákno

K(I,r) = K(I) dh

dh+ 2K(I)
(4.80)

Náhradńı tepelná vodivost je stejná v každém vlákně, je tedy stejná i pro celou kulovou
nehomogenitu. Všimneme si několika fakt̊u této rovnice. Pokud se tepelná propustnost h
bĺıž́ı nekonečnu (tepelný odpor rozhrańı je nulový), je limitńı hodnotou náhradńı vodi-
vosti K(I,r) = K(I) a jedná se tedy o př́ıpad s dokonalým tepelným rozhrańım. Naopak
č́ım je tepelná propustnost h nižš́ı, t́ım je i náhradńı vodivost nižš́ı. Obdobná pravidla
plat́ı i pro velikost částic d. S rostoućı velikost́ı částic vliv nedokonalého rozhrańı klesá,
naopak bĺıž́ı-li se velikost částic 0, dle rovnice (4.80) se i náhradńı tepelná vodivost bĺıž́ı
0. Ve skutečnosti bychom ale (pro nenulovou hodnotu h) nulové náhradńı vodivosti nikdy
nedosáhli. Důvodem je předpoklad, že tloušt’ka vrstvy rozhrańı je mnohem tenč́ı než veli-
kost nehomogenity. Bĺıž́ı-li se ale velikost nehomogenity nule, je tento předpoklad porušen
a k výpočtu by bylo třeba zvolit jiný př́ıstup.

V duchu jednorozměrného př́ıpadu definujeme z rovnice (4.12) náhradńı koncentračńı
faktor pro kulové nehomogenity s tepelně nedokonalým rozhrańım jako

Ā
(i,r)
dil =

3K(m)

2K(m) +K(i,r)
(4.81)

a pomoćı něj a rovnic (4.24) a (4.37) výraz pro efektivńı tepelnou vodivost metodou ř́ıdké
aproximace

K∗ = K(m) +
N∑
i=2

ξ(i)(K(i,r) −K(m))Ā
(i,r)
dil (4.82)

a pro metodu Mori-Tanaka

K∗ =
ξ(m)K(m) +

N∑
i=2

ξ(i)K(i,r)Ā
(i,r)
dil

ξ(m) +
N∑
i=2

ξ(i)Ā
(i,r)
dil

(4.83)

4.4.3 Trojrozměrný př́ıpad – nekulové nehomogenity

Analytické odvozeńı vztah̊u tak, jak bylo provedeno pro kulové nehomogenity, neńı prak-
ticky pro nekulové nehomogenity možné. V [3] je zmı́něn př́ıpad elipsoidálńıch nehomoge-
nit s konfokálńım rozhrańım (vnitřńı i vněǰśı okraj vrstvy rozhrańı má shodná ohniska),
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Obrázek 7: Deformované teplotńı pole pro kruhovou nehomoge-
nitu a r̊uzné propustnosti rozhrańı. Všimneme si konstantńıho
gradientu uvnitř nehomogenity a skokové změny teploty na roz-
hrańı

kdy při vystaveńı osamocené nehomogenity vzdálenému toku je teplotńı gradient v celé
oblasti nehomogenity opět konstantńı.

Pro nehomogenity obecného tvaru je opět nutno sáhnout k numerickým výpočt̊um (viz
kapitola 5) a pomoćı nich spoč́ıtat požadované veličiny (náhradńı vodivost, koncentračńı
faktor apod.).

At’ se však jedná o kulové či nekulové nehomogenity, veličiny K(i,r), Ā
(i,r)
dil i Ā

(i,r)
MT

a tud́ıž i efektivńı tepelná vodivost K∗ jsou závislé na rozměrech nehomogenit, tzn. že
do výpočtu je zahrnuta absolutńı velikost částic (jako d̊usledek nedokonalého tepelného
kontaktu na rozhrańı nehomogenit a matrice).

Bez újmy na obecnosti můžeme ř́ıci, že č́ım v́ıce se tvar nehomogenit bĺıž́ı tvaru ku-
lovému, t́ım přesněǰśı je modelováńı materiálu jako materiálu s kulovými nehomogenitami
a nedokonalým rozhrańım přesněǰśı. Měřeńı propustnosti vrstvy rozhrańı nehomogenit ve-
likosti řádu mikrometr̊u je velmi obt́ıžné, a často se pouze nepř́ımo zjǐst’uje, např́ıklad výše
zmı́něnými metodami. Většina metod je ale založena na př́ıtomnosti pouze kulových ne-
homogenit, výsledná spočtená

”
výpočtová“ tepelná propustnost je ale jiná než skutečná

tepelná propustnost rozhrańı materiál̊u, nicméně pokud je naš́ı prioritou zjistit makro-
skopickou efektivńı tepelnou vodivost, můžeme tento fakt s klidem přijmout.

Taktéž obecně plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: č́ım je částice menš́ı, t́ım je náhradńı tepelná
vodivost a tud́ıž i efektivńı tepelná vodivost materiálu také menš́ı. Znamená to, že č́ım
jsou částice menš́ı, t́ım větš́ı hraje uvažováńı nedokonalého rozhrańı roli. Pro použit́ı
představených metod má uvažováńı nedokonalého rozhrańı ten význam, že každá velikost
částic je uvažována jako samostatná fáze (každá má svou náhradńı tepelnou vodivost
i náhradńı koncentračńı faktor). Takto je metoda použita např́ıklad v aplikaci v kapitole
6.2.
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5 DISKRÉTNÍ NUMERICKÉ ŘEŠENÍ

Jak již bylo naznačeno v předchoźıch kapitolách, plně analytické řešeńı efektivńı tepelné
vodivosti je možné jen pro omezené množstv́ı tvar̊u nehomogenit (tvaru elipsoidu). V této
kapitole bude představena numerická metoda pro řešeńı teplotńıho pole při ustáleném
vedeńı tepla s okrajovými podmı́nkami a jej́ı aplikace na výpočet koncentračńıho faktoru
nehomogenity (vstupńı hodnoty metody ř́ıdké aproximace a metody Mori-Tanaka).

Stejný princip metody, avšak bez odvozeńı, je použit pro výpočet transportu vlhkosti
v [7].

5.1 PRINCIP METODY

Princip metody (jakož i jej́ı aplikace) budou pro názornost a jednoduchost ukázány pouze
pro dvojrozměrný př́ıpad, kde si snadno můžeme teplotu graficky představit jako funkci
souřadnic x a y (teplota je potom prostorová plocha nad rovinou xy, pro názornost viz
obrázky 11, 14 a 16).

5.1.1 Diskretizace

Diskretizaćı se mysĺı rozděleńı kontinua (spojitého prostřed́ı) na samostatné nespojité
(diskrétńı) úseky. Prvńı krok diskretizace této metody spoč́ıvá v definici bod̊u, ve kterých
budeme zjǐst’ovat teplotu (viz dále). Dále definujeme pojem Voronoiova buňka. Pro každý
definovaný bod (dále jen bod) můžeme sestrojit osy spojnic tohoto bodu se všemi ostatńımi
definovanými body. Voronoiova buňka je potom vnitřńı obálka těchto os (mnohoúhelńık,
jehož strany lež́ı na bodu nejbližš́ıch osách mezi pr̊useč́ıky s jinou bodu nejbližš́ı osou).
Voronoi̊uv diagram je množina všech Voronoiových buněk (dále jen buněk). Tento zp̊usob
diskretizace se použ́ıvá i v buňkově orientované metodě konečných objemů (cell-centered
finite volume method).

Duálńı operace k Voronoiově diagramu je Delaunayova (někdy nazývána též přirozená)
triangulace. Jedná se v podstatě o trojúhelńıkovou śıt’ spojnic bod̊u sousedńıch buněk.
Vznikne tak jakási

”
př́ıhradová“ nebo

”
prutová“ soustava. Vlastnosti Voronoiova dia-

gramu i Delaunayovy triangulace využijeme dále. Schematicky jsou diskretizace a jej́ı
součásti znázorněny na obrázku 8.

V každém bodě i definujeme teplotu Ti. Dvě sousedńı buňky bod̊u i a j maj́ı společnou
hranici, jej́ıž krajńı body tvoř́ı s definovanými body čtyřúhelńıkovou oblast ij (na obrázku
8 vyznačena šedě). Spojité teplotńı pole nahrad́ıme v každé takové oblasti novým teplot-
ńım polem, jehož gradient je v celé oblasti konstantńı a rovnoběžný se spojnićı bod̊u i a j
(gradient je na obrázku 8 naznačen v šedé oblasti šipkami).

5.1.2 Výpočet

V daľśım kroku vysvětĺıme princip výpočtu teplotńıho pole v diskrétńı podobě. Jak již
bylo zmı́něno, v každém bodě i je definována teplota Ti. Mezi dvěma body sousedńıch
buněk i a j má diskrétńı teplotńı pole konstantńı teplotńı gradient tvaru

∇TT
ij nij =

∆Tij
Lij

=
Tj − Ti
Lij

(5.1)
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j

i

j

i

Obrázek 8: Ukázka diskretizace: definice bod̊u (vlevo nahoře),
Voronoi̊uv diagram (vpravo nahoře), Delaunayova triangulace
(vlevo dole) a vše dohromady (vpravo dole). Šedě je vyznačena
oblast ij

i

Ti

IQ,ij

j
IQ,ji

Tj

K,Sij, Lij → Kij

Obrázek 9: Schematické znázorněńı oblasti ij
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kde Lij je vzdálenost bod̊u i a j a nij je normálový vektor hranice buněk i a j, čili směrový
vektor spojnice ij Delaunayovy triangulace.

Zopakujme zákon zachováńı energie pro stacionárńı př́ıpad (rovnice (2.20))∫
S
K∇TT n dS +

∫
V
Q dV = 0 (5.2)

Pro buňku i a pro př́ıpad výše popsané diskretizace (pro každý úsek hranice je normálový
vektor i teplotńı gradient konstantńı) můžeme tuto rovnici přepsat jako

Qi =
∑
j

IQ,ij = −
∑
j

K∇TT
ij nij Sij (5.3)

kde Qi je celkové dodané teplo buňkou i (tepelný výkon buňky, výkon tepelného zdroje
v buňce), IQ,ij je tepelný tok z buňky i do buňky j a Sij je délka společné hranice buněk
i a j. Vztah pro tepelný tok mezi buňkami i a j zaṕı̌seme a dosad́ıme rovnici (5.1):

IQ,ij = −K∇TT
ij nij Sij = −K Sij ∆Tij/Lij = −Kij(Tj − Ti) = Kij(Ti − Tj) (5.4)

kde

Kij =
K Sij
Lij

(5.5)

je vodivost oblasti Aij [W/K] (analogie k tuhosti prutu [N/m] v mechanice).
Pro každou oblast ij můžeme zapsat rovnice pro tepelný tok z jedné buňky do druhé

(schematicky znázorněno na obrázku 9)

IQ,ij = Kij(Ti − Tj)
IQ,ji = Kij(Tj − Ti) (5.6)

V maticové podobě: IQ,ij

IQ,ji

 =

 Kij −Kij

−Kij Kij

 Ti

Tj

 = Kij

 1 −1

−1 1

 Ti

Tj

 (5.7)

nebo
IQij = KijTij (5.8)

kde

Kij = Kij

 1 −1

−1 1

 (5.9)

je matice vodivosti oblasti ij.
Toto jsou rovnice pro jednu oblast. Pro soustavu všech oblast́ı zaṕı̌seme rovnici jako

Q = K T (5.10)

kde T a Q jsou sloupcové matice teplot jednotlivých bod̊u a tepelných výkon̊u (zdroj̊u)
odpov́ıdaj́ıćıch buněk. K je matice vodivosti celé soustavy oblast́ı. Matice K se źıská tzv.
lokalizaćı (každé pole matice soustavy o souřadnićıch a, b je součtem všech poĺı se stejnými
souřadnicemi a, b matic jednotlivých oblast́ı). Rovnice (5.10) je zároveň zápisem soustav
rovnic (5.3) pro všechny buňky (zákon zachováńı energie pro každou jednotlivou buňku).
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Opět podotkneme analogii k úlohám mechaniky, a sice k řešeńı př́ıhradových konstrukćı
deformačńı metodou, kde posun styčńıku odpov́ıdá teplotě bodu a tepelný výkon buňky
odpov́ıdá vněǰśımu silovému zat́ıžeńı styčńıku.

Pro vyřešeńı rovnice (5.10) muśı být v každém bodě (resp. oblasti) známa bud’to
teplota nebo tepelný výkon (zdroje) buňky. Rozděĺıme proto body (buňky) na dvě skupiny,
prvńı s předepsanou teplotou (označeńı t) a druhou s předepsaným tepelným výkonem
(s označeńım q). Rovnici (5.10) poté rozděĺıme Q(q)

Q(t)

 =

 K(qq) K(qt)

K(tq) K(tt)

 T(q)

T(t)

 (5.11)

Q(q) a T(t) jsou známé veličiny, výrazy pro veličiny neznámé můžeme zapsat následovně:

T(q) = [K(qq)]−1[Q(q)−K(qt)T(t)] (5.12)

Q(t) = K(tq)T(q) + K(tt)T(t) (5.13)

Rozděleńı na předepsanou teplotu a předepsaný tepelný výkon je opět analogické k př́ıhra-
dovým konstrukćım mechaniky (předepsané styčńıkové posuny a předepsané styčńıkové
vněǰśı śıly).

5.1.3 Výsledky

Interpretace výsledk̊u je podobná jako v metodě konečných prvk̊u (MKP). Aproximace
pole primárńı neznámé veličiny (teploty) je nejpřesněǰśı v definovaných bodech (analo-
gie k uzl̊um MKP), naopak nejmenš́ı přesnosti se dosahuje na okraj́ıch oblast́ı (v roźıch
buněk), kde při zvolené aproximaci konstantńım teplotńım gradientem kolmým na hranici
buněk (bez uvažováńı složky gradientu rovnoběžné s hranićı, která ale obecně př́ıtomna
je) docháźı k nespojitosti teplotńıho pole.

Aproximace pole sekundárńı neznámé (teplotńıho gradientu či tepelného toku, respek-
tive jejich kolmé složky) je naopak nejpřesněǰśı uvnitř oblast́ı pobĺıž jejich středu (analogie
k prvk̊um MKP).

Využ́ıvaj́ıce skutečnosti o nejpřesněǰśı aproximaci teplotńıho pole v definovaných bo-
dech zavedeme novou aproximaci teplotńıho pole. Delaunayova triangulace rozděĺı rovinu
na trojúhelńıkové oblasti, jejichž vrcholy tvoř́ı právě ony definované body (viz obrázek
8). Teplotńı pole v každém takovém trojúhelńıku (oproti oblasti v p̊uvodńı diskretizaci)
je aproximováno polem s konstantńım teplotńım gradientem (funkci teploty na daném
trojúhelńıku si můžeme představit jako rovinu, danou souřadnicemi bod̊u a jejich teplotou
- viz obrázky 11, 14 a 16). Teplotńı gradient se urč́ı pro každý trojúhelńık a pomoćı něj se
může na každém trojúhelńıku určit i hustota tepelného toku (pomoćı vodivosti každého
trojúhelńıku, viz dále)

5.2 POUŽITÍ NA VÝPOČET K∗ a Ā(I)
num

V úvodu kapitoly jsme definovali několik pojmů. Pro přehlednost následuje shrnut́ı s od-
kazem na obrázek 8:

• Bod - Definovaný bod, primárńı geometrická diskretizace, výsledkem metody je
aproximace teplotńıho pole právě v těchto bodech. Na obrázku 8 vyznačeny jako
černé tečky.

37



• Buňka - Voronoiova buňka, geometrie v závislosti na předem definovaných bodech,
pro každou buňku se řeš́ı energetická rovnováha. Na obrázku 8 vyznačeno zeleně.

• Oblast - Oblast mezi sousedńımi definovanými body a krajńımi body hranice, před
výpočtem je teplotńı pole mezi definovanými body aproximováno na těchto oblas-
tech. Na obrázku 8 vyznačeno šedě.

• Trojúhelńık - Delaunaẙuv trojúhelńık, po výpočtu je teplotńı pole aproximováno
na těchto trojúhelńıćıch. Na obrázku 8 vyznačeno světle modře.

Pro numerické modelováńı byl použit výhradně program Matlab, pomoćı nějž byly
vytvořeny všechny obrázky teplotńıch poĺı v této práci. Teoretický analytický model je
založen na pr̊uměrech teplotńıch gradient̊u a tepelných tok̊u. Pro modelováńı byla zvolena
čtvercová oblast V s vodivost́ı matrice K(m), do které je uprostřed (co nejbĺıže středu)
zasazena nehomogenita jako (mnohem) menš́ı oblast Ω s vodivost́ı K(I).

Takovémuto systému byly pro dva navzájem kolmé směry (x a y) předepsány ho-
mogenńı okrajové podmı́nky, čili předepsaná teplota hraničńıch bod̊u je rovna jejich
souřadnici (x-ové souřadnici v prvńım př́ıpadě a y-ové souřadnici v př́ıpadě druhém).
Je tedy předepsán jednotkový rovnoměrný teplotńı gradient ∇T 0 (v x-ovém a y-ovém
směru). Pro každý (Delaunaẙuv) trojúhelńık se spočte jeho obsah a teplotńı gradienty pro
dva výše zmı́něné zatěžovaćı stavy (označeńı horńım indexem (x) nebo (y) v závislosti
s kterou osou je předepsaný rovnoměrný gradient rovnoběžný). Pr̊uměrné teplotńı gradi-
enty a pr̊uměrné tepelné toky se spočtou následovně:

∇T ∗(x) = ∇T 0(x) = (1, 0)T (5.14)

∇T ∗(y) = ∇T 0(y) = (0, 1)T (5.15)

q∗(x) =
1

|V |

∫
V

q(x)(x) dV = − 1

|V |

∫
V
K(x)∇T (x)(x) = −

∑
iKi∇T (x)

i Vi∑
i Vi

(5.16)

q∗(y) = −
∑
iKi∇T (y)

i Vi∑
i Vi

(5.17)

index i znamená trojúhelńık a Vi je obsah trojúhelńıku i. Suma je přes všechny trojúhel-
ńıky soustavy V .

Efektivńı vodivost je tenzor splňuj́ıćı rovnici (4.4). Ze dvou zatěžovaćıch stav̊u můžeme
zapsat dvě maticové rovnice

q∗(x) = −K∗∇T ∗(x) (5.18)

q∗(y) = −K∗∇T ∗(y) (5.19)

a z nich jednoznačně čtyři neznámé složky tenzoru efektivńı vodivosti vypoč́ıtat. Vezmeme-
li v úvahu, že pr̊uměrné teplotńı gradienty jsou jednotkové a navzájem kolmé, můžeme
efektivńı tepelnou vodivost zapsat jako

(q∗(x),q∗(y)) = −(K∗∇T ∗(x),K∗∇T ∗(y)) = K∗

 1 0

0 1

 (5.20)

K∗ =
(
−q∗(x),−q∗(y)

)
=

∑iKi∇T (x)
i Vi∑

i Vi
,

∑
iKi∇T (y)

i Vi∑
i Vi

 (5.21)
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Koncentračńı faktor se spočte obdobnou úvahou pomoćı pr̊uměrných teplotńıch gra-
dient̊u v oblasti nehomogenity Ω

∇T (I)(x) =
1

|Ω|

∫
Ω
∇T (x)(x) dΩ =

∑
j∇T

(x)
j Vj∑

j Vj
(5.22)

∇T (I)(y) =

∑
j∇T

(y)
j Vj∑

j Vj
(5.23)

(∇T (I)(x),∇T (I)(y)) = Ā(I)
num(∇T ∗(x),∇T ∗(y)) = Ā(I)

num

 1 0

0 1

 (5.24)

Ā(I)
num = (∇T (I)(x),∇T (I)(y)) =

∑j∇T
(x)
j Vj∑

j Vj
,

∑
j∇T

(y)
j Vj∑

j Vj

 (5.25)

kde suma přes j znamená součet přes všechny trojúhelńıky v nehomogenitě. Dolńı index
num znač́ı koncentračńı faktor spočtený numerickou metodou. V grafech na obrázku 12
je tento porovnáván jak s koncentračńım faktorem metody ř́ıdké aproximace tak metody
Mori-Tanaka.

Co se diskretizace týče, jej́ı použit́ı záviśı na typu úlohy. Jednotlivá konkrétńı použit́ı
jsou diskutována v následuj́ıćıch kapitolách. Obecně lze ř́ıci, že tam, kde předpokládáme
nevelké změny v teplotńım poli (na okraj́ıch matrice), postačuje řidš́ı śıt’, naopak v mı́s-
tech, kde předpokládáme větš́ı až náhlé změny teplotńıho pole (v okoĺı hranice nehomo-
genity a matrice), voĺıme śıt’ jemněǰśı.

Pro homogenńı prostřed́ı a výše popsané okrajové podmı́nky dává popsaná metoda
poč́ıtačově přesné výsledky pro libovolnou (i zcela náhodnou) diskretizaci.

5.2.1 Dokonalý tepelný kontakt

Obrázek 10: Zvolená diskretizace: zleva celý Voronoi̊uv dia-
gram, detail diagramu v bĺızkosti hranice a detail triangulace
v bĺızkosti hranice

Pro nehomogenity oblého tvaru (např. tvaru elipsy) je princip diskretizace následuj́ıćı:
nejd̊uležitěǰśım mı́stem pro výslednou přesnost metody je hranice mezi nehomogenitou a
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matrićı. Jako výhodné se ukazuje zvolit základńı diskretizačńı body na hranici, a od nich
pak odvodit body následuj́ıćı. Sousedńı vrstva bod̊u se voĺı tak, aby s p̊uvodńımi body
na hranici tvořily po obou stranách přibližně rovnostranné trojúhelńıky. T́ım se zajist́ı,
že každý Delaunaẙuv trojúhelńık bude celý bud’ v matrici, nebo v nehomogenitě. Nav́ıc
každá oblast se nacháźı bud’ celá uvnitř nehomogenity, celá vně nehomogenity, nebo je
hranićı nehomogenity a matrice přibližně p̊ulena.

Vodivost oblast́ı (dosazená do rovnice (5.5)) spojuj́ıćıch body hranice a body vněǰśı
(resp. vnitřńı) bude K(m) (resp. K(I)). Oblasti spojuj́ıćı dva hraničńı body lež́ı přibližně
jednou polovinou v matrici a jednou polovinou v nehomogenitě. Jejich vodivost se tedy
spočte paralelńım modelem.

S indexy (m) pro matrici, (I) pro nehomogenitu a (b) pro hraničńı oblasti pak vodivosti
zaṕı̌seme jako

K(m) = K(m)

K(I) = K(I) (5.26)

K(b) =
K(m) +K(I)

2

Prvńı dva výrazy z rovnic 5.26 plat́ı i pro všechny ostatńı oblasti dané následnou
diskretizaćı, která již nemuśı být tak př́ısná a směrem ke kraj̊um se může volit hrubš́ı.
Zároveň plat́ı prvńı dva výrazy i pro vodivosti př́ıslušných trojúhelńık̊u (které, dle již
zmı́něného faktu, lež́ı celým svým objemem bud’ v matrici nebo v nehomogenitě) dosazo-
vaných do rovnic (5.16), (5.17) a (5.21). Pro názornost výše zmı́něných vztah̊u a tvrzeńı
viz. obrázek 10.

Obrázek 11: Teplotńı pole: zleva pro K(m) = K(I), pro
K(I)/K(m) = 10 a pro K(I)/K(m) = 10 je teplota znázorněna
jako prostorový graf T = f(x, y)

Přesnost metody je ovlivněna několika faktory. V grafech na obrázku 12 je ukázán
vztah mezi velikost́ı modelované nehomogenity, hustotou śıtě a odchylkou mezi analy-
ticky a numericky spočtenými veličinami (koncentračńım faktorem a efektivńı tepelnou
vodivost́ı). Pro př́ıklad je tvar i orientace nehomogenity stejná jako v obrázku 10 (známe
analytické řešeńı a materiál je nav́ıc anizotropńı). Modelovaným výsekem materiálu je
čtverec o velikosti strany 10, vodivost matrice K(m) = 1 a nehomogenity K(I) = 2. Na
vodorovné ose v grafech je vynesena délka deľśı poloosy elipsy. Ukázka hustoty použitých
śıt́ı je znázorněna na obrázku 13. V grafech si všimneme několika skutečnost́ı: Přesnost

40



Obrázek 12: Grafy odchylek [%] numerického a analytického

řešeńı: zleva Ā
(I)
MT , Ā

(I)
dil , K∗, horńı řádek znázorňuje rov-

noběžnou a spodńı kolmou složku. Zeleně jsou vykresleny
výsledky pro nejhrubš́ı śıt’ (s označeńım 1), modře pro středně
jemnou śıt’ (2) a červeně pro nejjemněǰśı śıt’ (3)–viz obr. 13.

Obrázek 13: Celé śıtě a detaily śıt́ı použitých pro zjǐst’ováńı
přesnosti metody: zleva 1, 2 a 3
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výpočtu efektivńı tepelné vodivosti (v porovnáńı s analytickou hodnotou K∗MT ) ve směru
předepsaného gradientu je vynikaj́ıćı pro všechny uvažované př́ıpady. Složka koncen-
tračńıch faktor̊u ve směru ∇T 0 také vycháźı s vynikaj́ıćı odchylkou (porovnáńı s Ā(i)

num

vycháźı lépe pro Ā
(i)
MT nežli pro Ā

(i)
dil). Naopak přesnost výpočtu kolmých složek efektivńı

tepelné vodivosti a koncentračńıch faktor̊u vycházej́ı s přesnost́ı řádově horš́ı (v tomto

př́ıpadě porovnáńı s Ā(i)
num vycháźı lépe pro Ā

(i)
dil). V grafech je ale vidět pokles od-

chylky (všech veličin) se zmenšuj́ıćı se velikost́ı nehomogenity, vhodnou volbou rozměr̊u
modelu lze tedy přesnost výpočtu zlepšit. Také č́ım použijeme jemněǰśı śıt’, t́ım v́ıce se
numericky spočtené hodnoty (dle očekáváńı) bĺıž́ı hodnotám analytickým (v grafech od-
pov́ıdaj́ı tři r̊uzné čáry třem hustotám śıtě, ve všech př́ıpadech vycházej́ı pro nejjemněǰśı
śıt’ nejpřesněǰśı výsledky a pro nejhrubš́ı śıt’ výsledky s největš́ı odchylkou).

Pro modelováńı ostrohranných nehomogenit je výhodněǰśı použ́ıt diskretizaci popsa-
nou v následuj́ıćı kapitole s vysokou hodnotou tepelné propustnosti vrstvy rozhrańı (čili
s ńızkou hodnotou tepelného odporu vrstvy rozhrańı), č́ımž vlastně modelujeme materiál
s dokonalým tepelným kontaktem mezi složkami.

5.2.2 Nedokonalý tepelný kontakt

Obrázek 14: Teplotńı pole pro kruhovou nehomogenitu
(K(m) = 1, K(I) = 6, h = 5). Zřetelně je vidět skoková změna
teploty na hranici nehomogenity matrice.

Stejně jako pro nehomogenity s dokonalým tepelným kontaktem je i pro př́ıpad nedo-
konalého rozhrańı kritickým mı́stem pro přesnost výpočtu hranice mezi nehomogenitou
a matrićı. Diskretizace je podobná jako v př́ıpadě dokonalého tepelného kontaktu s t́ım
rozd́ılem, že namı́sto základńıho prstence bod̊u lež́ıćıch na hranici se jako základ na hra-
nici definuje dvojprstenec tak, že vzdálenost mezi oběma prstenci je mnohem menš́ı než
vzdálenost sousedńıch bod̊u v daném prstenci a nav́ıc osa odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u tvoř́ı
přibližně tečnu k povrchu nehomogenity. Nedokonalé rozhrańı je tedy geometricky mode-
lováno jako tenká vrstva na povrchu nehomogenity (s jinými vlastnostmi než nehomoge-
nita a matrice - viz dále). Každý Delaunaẙuv trojúhelńık opět lež́ı bud’ celý v nehomoge-
nitě, celý v matrici, anebo nově celý ve vrstvě rozhrańı. Oblasti spojuj́ıćı body základńıho
(jednoho) prstence lež́ı téměř celé uvnitř (resp. vně) nehomogenity a jejich vodivost je
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modelována jako vodivost oblast́ı lež́ıćıch celým svým objemem uvnitř (resp. vně) neho-
mogenity, tedy K(I) (resp. K(m)). Poloha oblast́ı spojuj́ıćıch dva body základńı dvojvrstvy
je naopak taková, že celé lež́ı uvnitř vrstvy rozhrańı a jejich střed lež́ı přibližně uprostřed
této vrstvy. Jejich vodivost je potom určena sériovým modelem (polovina oblasti má vo-
divost K(I), polovina K(m) a mezi těmito polovinami je propustnost h - obdoba hranice
z obrázku 5). Opět s indexy (m) pro matrici, (I) pro nehomogenitu a (b) pro hraničńı
oblasti (lež́ıćı celé ve vrstvě rozhrańı) zaṕı̌seme jednotlivé vodivosti jako

K(m) = K(m)

K(I) = K(I) (5.27)

1

K(b)
=

L

2K(m)
+

L

2K(I)
+

1

h

kde L je délka oblasti (vzdálenost př́ıslušných bod̊u i a j) a L/2 v posledńım výrazu
znamená již zmı́něnou polovinu oblasti. V př́ıpadě trojúhelńık̊u plat́ı tyto vzorce jen pro
trojúhelńıky lež́ıćı celým svým objemem v matrici nebo v nehomogenitě. Pro trojúhelńıky
hraničńı přechodové vrstvy (rozhrańı) plat́ı vzorec (dle rovnice (2.9)).

K(b) = ht (5.28)

kde t je modelová tloušt’ka vrstvy rozhrańı.
Ukázka detailu diskretizace v oblasti hranice nehomogenity a matrice (v ostatńıch

částech je stejná jako pro př́ıpad dokonalého kontaktu) je na obrázku 15.

Obrázek 15: Detail śıtě pro modelováńı nedokonalého te-
pelného kontaktu (Voronoi̊uv diagram a Delaunayova trian-
gulace). Vrstva rozhrańı je pro názornost poměrně široká, pro
výpočet by se patrně zvolila užš́ı.

Popsaný zp̊usob diskretizace je vhodný i pro modelováńı ostrohranných nehomogenit,
kdy pro nedokonalé rozhrańı bychom použili výše zmı́něné vzorce beze změny a pro doko-
nalé rozhrańı je jediný rozd́ıl v tepelné propustnosti vrstvy, kterážto, bĺıž́ıc se nekonečnu
(h→∞), určuje vodivost oblast́ı lež́ıćıch uvnitř základńı dvojvrstvy ve tvaru

1

K(b)
=

L

2K(m)
+

L

2K(I)
(5.29)
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Obrázek 16: Výpočet teplotńıho pole (K(m) = 1, K(I) = 5,
h = 3) v bĺızkosti ostrohranné nehomogenity. Zleva Voronoi̊uv
diagram a Delaunayova triangulace, graf izoterem a prostorový
graf.

Př́ıklady ostrohranné nehomogenity a jej́ı výpočet viz obrázek 16.
Procedura výpočtu hledaných veličin je obdobná s př́ıpadem dokonalého kontaktu,

tedy
∇T ∗(x) = ∇T 0(x) = (1, 0)T (5.30)

∇T ∗(y) = ∇T 0(y) = (1, 0)T (5.31)

q∗(x) = −
∑
iKi∇T (x)

i Vi∑
i Vi

(5.32)

q∗(y) = −
∑
iKi∇T (y)

i Vi∑
i Vi

(5.33)

K∗ =

∑iKi∇T (x)
i Vi∑

i Vi
,

∑
iKi∇T (y)

i Vi∑
i Vi

 (5.34)

suma přes i opět znač́ı součet přes všechny trojúhelńıky soustavy V .
Do výpočtu pr̊uměrných teplotńıch gradient̊u a koncentračńıho faktoru nehomogenity

zahrneme i vrstvu rozhrańı. Zápis doplńıme (v souladu s analytickým řešeńım) indexem
r, znač́ıćım náhradńı veličiny pro nehomogenitu včetně vrstvy rozhrańı:

∇T (I,r)(x) =

∑
j∇T

(x)
j Vj∑

j Vj
(5.35)

∇T (I,r)(y) =

∑
j∇T

(y)
j Vj∑

j Vj
(5.36)

Ā(I,r)
num =

∑j∇T
(x)
j Vj∑

j Vj
,

∑
j∇T

(y)
j Vj∑

j Vj

 (5.37)

suma přes j znamená součet přes všechny trojúhelńıky nehomogenity včetně všech troj-
úhelńık̊u vrstvy rozhrańı.
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Nově se u nedokonalého (oproti dokonalému) tepelného kontaktu objevuje pojem
náhradńı tepelná vodivost nehomogenity. V souladu s [3] definujeme náhradńı tepelnou
vodivost K(I,r) jako tenzor splňuj́ıćı rovnici

K∗ = K(m) + ξ(I)(K(I,r) −K(m))Ā(I,r)
num (5.38)

Numerická hodnota náhradńı tepelné vodivosti je tedy určena z již předem numericky
spočtených veličin.

Obrázek 17: Grafy odchylek [%] analytického a numerického
řešeńı. Modře K∗, zeleně K(I,r) a červeně A(I,r)

num

Přesnost metody pro př́ıpad nedokonalého tepelného kontaktu mezi složkami je zná-
zorněna v grafech na obrázku 17. Zde je možno pozorovat (stejně jako pro př́ıpad do-
konalého tepelného kontaktu) snižováńı odchylek analytických a numerických výsledk̊u
se zjemňováńım śıtě (ukázky použitých śıt́ı jsou na obrázku 18). Dále je vidět pokles
odchylek výsledk̊u se zmenšuj́ıćı se tloušt’kou modelové vrstvy rozhrańı (se zmenšuj́ıćı se
tloušt’kou přechodové vrstvy se numerické modelováńı bĺıž́ı analytickým předpoklad̊um).
Oproti dokonalému kontaktu ale neplat́ı pravidlo o obecném snižováńı odchylek výsledk̊u
se zmenšuj́ıćı se velikost́ı nehomogenity. Za konstantńı tepelné propustnosti h vrstvy roz-
hrańı a zmenšuj́ıćı se velikosti nehomogenity klesá přesnost výpočtu, zvláště pak výpočtu
náhradńı tepelné vodivosti a náhradńıho koncentračńıho faktoru. To je dáno jednak kon-
stantńı tloušt’kou vrstvy (jej́ıž obsah se započ́ıtává do celkového obsahu nehomogenity)
a jednak t́ım, jak se náhradńı tepelná vodivost nehomogenity bĺıž́ı k nule a změny v tep-
lotńım poli nabývaj́ı na razanci. Z toho vyplývá výše zmı́něný fakt, že přesnost metody
lze obnovit zmenšeńım modelové tloušt’ky vrstvy a zjemněńım śıtě.

5.3 DALŠÍ MOŽNOSTI METODY

Téměř celá tato kapitola byla věnována numerické metodě pro dvojrozměrné ustálené ve-
deńı tepla. Celé odvozeńı pro 2D je poměrně jednoduché a pr̊uhledné a výsledky teplotńıho
pole jako prostorové funkce nad rovinou xy jsou snadno představitelné a prezentovatelné.

Stejně tak by bylo možné tuto metodu použ́ıt i pro 3D př́ıpad s několika rozd́ıly (postup
je však analogický s 2D př́ıpadem). Definice základńıch bod̊u je stejná, Voronoiovy buňky
(mnohoúhelńıky) přejdou na prostorové mnohostěny, hranice buněk (úsečky) na rovinné
mnohoúhelńıky, čtyřúhelńıkové oblasti taktéž na prostorové mnohostěny, Delaunayovy
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Obrázek 18: Śıtě a detaily śıt́ı pro ověřováńı přesnosti metody
pro nedokonalý tepelný kontakt. Zleva: a, b, c.

trojúhelńıky na tetraedry (čtyřstěny). Daľśı postup je v podstatě stejný, prvotńı apro-
ximace spoč́ıvá v nahrazeńı teplotńıho pole každé oblasti novým polem s konstantńım
teplotńım gradientem rovnoběžným se spojnićı př́ıslušných bod̊u a délka hranice přejde
na obsah hraničńı oblasti. Výpočet pro 3D řešeńı je identický s odvozeńım v kapitole
5.1.2, včetně rozměr̊u matic oblast́ı (2 × 2). Výsledkem metody je opět aproximace tep-
lotńıho pole v definovaných bodech. Definitivńı numerická aproximace primárńı neznámé
je teplotńı pole s konstantńım teplotńım gradientem na každém Delaunayově tetraedru.
Použit́ı na výpočet efektivńı tepelné vodivosti a koncentračńıho faktoru je stejný jako
pro 2D př́ıpad, jediný rozd́ıl bude v rozměrech výsledných vektor̊u a tenzor̊u. Pro zjevně
náročněǰśı tvorbu neńı numerická metoda pro 3D př́ıpad v této práci řešena.

Stejně jako pro př́ıpad ustáleného vedeńı tepla s rovnićı

∇2T = −Q
K

(5.39)

je metoda použitelná pro všechny fyzikálńı jevy popsané diferenciálńı rovnićı

∇2F (x) = f(x) (5.40)

kde F je primárńı neznámá veličina. Takovou rovnićı jsou popsány např́ıklad (nejen tep-
lotńı) ustálené př́ıpady transportńıch proces̊u, např́ıklad transportu vlhkosti.
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6 APLIKACE

Dosud odvozené vzorce a metody nyńı ověř́ıme a aplikujeme na několik konkrétńıch ex-
perimentálńıch výsledk̊u.

6.1 CEMENTO-GUMOVÉ KOMPOZITY

Obrázek 19: Opticko-mikroskopická fotografie cemento-
gumového kompozitu [1]

Na následuj́ıćım př́ıkladě z literatury [1] ověř́ıme možnost modelováńı nehomogenit
nejr̊uzněǰśıch tvar̊u jako kulových nehomogenit. Materiál, na kterém byl experiment pro-
váděn, je složen z cementové matrice a odpadńı gumy. Guma je vyrobena z odpadu
(skládkované automobilové pneumatiky) drceńım a řezáńım (mechanical shredding), proto
maj́ı gumové částice značně nekulové tvary.

Materiál Cement Guma Vzduch

Tepelná vodivost 1,16 0,19 0,024

Č́ıslo Objemové zastoupeńı Výsledky

Vzorku Cement Guma Vzduch Exp. MT

1 98 0 2 1,16 1,13

2 85,5 9,5 5 0,86 0,96

3 73,04 18,26 8,7 0,76 0,81

4 61,74 26,46 11,8 0,67 0,68

5 51,6 34,4 14 0,54 0,58

6 41,5 41,5 17 0,47 0,48

Tabulka 1: Vstupńı materiálové údaje a složeńı jednotlivých
vzork̊u
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Zopakujeme poznatek z kapitoly 4.3.1, totiž že při uvažováńı dvoufázového kompozitu
z cementovou matrićı a gumovými částicemi jako nehomogenitami a pro př́ıklad nehomo-
genity s poměrem velikost́ı 1 : 1 : 5 (kdy se částice tvarem už bĺıž́ı vláknu a dle obrázku
19 tento tvar můžeme označit za extrémńı) je rozd́ıl mezi efektivńı tepelnou vodivost́ı
materiálu složeného s takovýchto nehomogenit a materiálu s kulovými nehomogenitami
1,8%. Naopak u vzduchových bublin (kdy poměr vodivosti matrice a vzduchu je přibližně
50 a tedy předpoklad poměrně podobných vodivost́ı z kapitoly 4.3.1 neńı splněn), kdy
odchylka od kulového tvaru již má značný vliv na efektivńı tepelnou vodivost, můžeme
opět na obrázku 19 pozorovat, že vzduchové póry podmı́nku přibližného kulového tvaru
vzorně splňuj́ı.

Výsledný materiál byl připraven s r̊uzným obsahem gumových částic a r̊uznou po-
rozitou. Vstupńı údaje experimentu a výsledky jak experimentálńı, tak teoretické jsou
uvedeny v tabulce 1, grafické znázorněńı výsledk̊u pak v grafu na obrázku 20, přičemž
plná čára znázorňuje teoretický model a čtverce experimentálńı výsledky.

Obrázek 20: Závislost efektivńı tepelné vodivosti na obje-
movém zastoupeńı gumových částic v pevné fázi kompozitu

6.2 Al-Si/SiC KOMPOZITY

Na daľśım př́ıkladu z literatury [12] ověř́ıme platnost metod pro určeńı efektivńı tepelné
vodivosti materiál̊u s nedokonalým rozhrańım. Ačkoliv je uvažovaný materiálový systém
použ́ıvaný hlavně v elektrotechnickém pr̊umyslu, svým založeńım přesně vyhovuje zadáńı
této práce. Al-Si/SiC kompozity jsou materiály, jejichž matrice je tvořena slitinou hlińıku
a křemı́ku (Al-Si), do ńıž se přidávaj́ı SiC (karbid křemı́ku) částice. SiC částice chemicky
reaguj́ı s matrićı a vytvářej́ı tenkou vrstvičku mezi nehomogenitami a matrićı, právě ono
uvažované tepelně-nedokonalé rozhrańı z kapitoly 4.4. V p̊uvodńı literatuře byla tepelná
vodivost matrice odvozena nepř́ımo z jej́ı elektrické vodivosti a parametry tepelné vodi-
vosti nehomogenit a tepelné propustnosti rozhrańı stanoveny také nepř́ımo z naměřených
hodnot. Autoři pro určeńı efektivńı tepelné vodivosti použili model pán̊u Hasselmana a
Johnsona (který odpov́ıdá metodě Mori-Tanaka s uvažováńım všech nehomogenit jako
kulových o stejné velikosti) a dosáhli odchylky od experimentu 2%. Nyńı si ukážeme, že
v př́ıpadě uvažováńı rozložeńı velikost́ı částic můžeme metodou Mori-Tanaka dosáhnout
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Obrázek 21: Fotografie plniva č́ısla 100 (a) a 400 (b) a řez
výsledným kompozitem s plnivem 100 (c) a 400 (d)

přesnosti ještě vyšš́ı (při stejném zp̊usou určováńı vstupńıch údaj̊u, totiž minimalizaćı
čtverc̊u odchylek experimentálńıch a teoretických hodnot).

Označeńı D(10) D(90) S

100 110 229 0,71

180 46 131 1,02

240 39 75 0,66

320 23 50 0,79

400 14 34 0,86

500 10 24 0,82

800 4,8 14 1,05

Tabulka 2: Vlastnosti jednotlivých použitých frakćı (velikost
v µm)

Pro každou frakci SiC plniva jsou známy pr̊uměry D(10), D(90) a S = [D(90) −
D(10)]/D(50) (viz tabulka 2). Dle [3] definujeme

µ = ln(D(50)) (6.1)

σ =
1

1,2816
ln

(
S +
√
S2 + 4

2

)
(6.2)

a z toho celkové lognormálńı rozděleńı objemového zastoupeńı jednotlivých velikost́ı plniva

ξ(d) =
exp

(
−
[

ln(d)−µ
σ
√

2

]2)
dσ
√

2π
(6.3)

Jsou uvažovány velikosti plniva v řádu 10−28−1020 m, celý interval je logaritmicky rozdělen
na 1000 část́ı, každá část je aproximována lineárńı funkćı spojuj́ıćı krajńı body inter-
valu a takto spočtené objemové zastoupeńı je přisouzeno logaritmicky středńı velikosti
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Č. ξSiC Exp. MT

100 0,58 219 217,8

180 0,58 210 212,3

240 0,60 208 208,5

320 0,59 198 199,9

400 0,58 195 190,8

500 0,55 184 182,5

800 0,53 160 161,3

Tabulka 3: Vstupńı údaje a experimentálńı i teoretické
výsledky

částic plniva. Jako vstupńı údaje jsou brány hodnoty z tabulky 3, dále pak K(m) =
187 Wm−1K−1, K(I) = 252,5 Wm−1K−1 a h = 72,5 · 106 Wm−2K−1. Z experimentálńıch
i teoretických výsledk̊u plyne již zmı́něný fakt, že se zmenšuj́ıćı se velikost́ı nehomogenit
klesá efektivńı tepelná vodivost materiálu (grafické znázorněńı této závislosti je uvedeno
na obrázku 22).

Odchylka od experimentálńıch výsledk̊u

O =

√√√√∑i(Kexp −KMT )2∑
iK

2
MT

= 1,1% (6.4)

dokazuje lepš́ı odhad efektivńı tepelné vodivosti s uvažováńım rozděleńı velikosti částic
než s uvažováńım pouze jedné velikosti, a t́ım pádem i oprávněné užit́ı mı́rně složitěǰśı
metody Mori-Tanaka.

Obrázek 22: Závislost efektivńı tepelné vodivosti na středńı
velikosti částic plniva. Plná čára znázorňuje teoretický model,
čtverce potom experimentálńı data
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7 ZÁVĚR

V této práci byl odvozen a aplikován vzorec metody Mori-Tanaka pro určeńı efektivńı te-
pelné vodivosti kompozitńıch materiál̊u. Byla diskutována možnost modelováńı materiálu
s náhodně orientovanými nehomogenitami náhodného tvaru jako materiálu s pouze ku-
lovými nehomogenitami a na konkrétńım př́ıkladě (kapitola 6.1) ukázána oprávněnost
tohoto zjednodušeńı.

Také byl do výpočtu zaveden vliv nedokonalého rozhrańı mezi plnivem a matrićı a t́ım
i vliv absolutńı velikosti částic plniva a opět na konkrétńım reálném př́ıkladu (kapitola
6.2) ukázán fakt, že při snižuj́ıćı se velikosti nehomogenit se snižuje efektivńı tepelná
vodivost. Dále byl ověřen fakt, že při uvažováńı rozděleńı velikost́ı nehomogenit dává
metoda Mori-Tanaka přesněǰśı výsledky než při uvažováńı pouze jediné (středńı) velikosti
nehomogenit.

Použité analytické vztahy byly ověřeny numerickou metodou založenou na diskretizaci
Voronoiovými polygony (kapitola 5).
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zájem o mechaniku a spř́ızněné vědńı obory.
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A DODATKY

A.1 NUMERICKÝ VÝPOČET ESHELBYHO TENZORU S

A.1.1 Obecný algoritmus

Výpočet ukážeme na př́ıkladu prvku tenzoru S11 (rovnice 3.78), ostatńı prvky se urč́ı
analogicky (s jiným pořad́ım konstant a, b, c v integrálu RD).

S11 =
abc

2

∫ ∞
0

[(b2 + s)(c2 + s)]−1/2(a2 + s)−3/2 ds =
abc

3
RD(b, c, a) (A.1)

kde

RD(b, c, a) =
3

2

∫ ∞
0

[(b2 + s)(c2 + s)]−1/2(a2 + s)−3/2 ds (A.2)

je Carlson̊uv úplný eliptický integrál druhého druhu. Pro jeho výpočet použijeme algorit-
mus uvedený v [5]. Nejdř́ıve zaṕı̌seme integrál pro obecné konstanty k, l,m.

RD(k, l,m) =
3

2

∫ ∞
0

[(k2 + s)(l2 + s)]−1/2(m2 + s)−3/2 ds (A.3)

Pro zvolenou toleranci tol definujeme:

k0 = k, l0 = l, m0 = m, A0 =
k + l + 3m

5
(A.4)

Q = (tol/4)−1/6max{|A0 − k|, |A0 − l|, |A0 −m|} (A.5)

Pro n = 0, 1, 2, . . . definujeme

λn =
√
kn ln +

√
knmn +

√
lnmn, An+1 =

An + λn
4

(A.6)

kn+1 =
kn + λn

4
ln+1 =

ln + λn
4

mn+1 =
mn + λn

4
(A.7)

Spoč́ıtáme An pro n = 1, 2, . . . , N , kde 4−N Q < |AN |. Definujeme

K =
A0 − k
4NAN

, L =
A0 − l
4NAN

, M = −(K + L)/3 (A.8)

E2 = KL− 6M2, E3 = (3KL− 8M2)M (A.9)

E4 = 3(KL−M2)M2, E5 = KLM3 (A.10)

E =
(

1− 3

14
E2 +

1

6
E3 +

9

88
E2

2 −
3

22
E4 −

9

52
E2E3 +

3

26
E5

)
(A.11)

Poté vyjádř́ıme integrál RD s odchylkou menš́ı než tol jako

RD(k, l,m) ≈ 4−NA
−3/2
N E + 3

N−1∑
n=0

4−n
√
mn(mn + λn)

(A.12)

Následuje zdrojový kód pro numerický výpočet v programu Matlab.
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A.1.2 Implementace do Matlabu

Pro výpočet použijeme subor Sij.m a Carlson_2nd_kind.m pro vstupńı hodnoty a, b, c.
• Soubor Sij.m:

a = 1;

b = 1;

c = 1;

%a, b, c poloosy elipsoidu, vstupni udaje

S(1,1) = a*b*c/3*Carlson_2nd_kind(b^2,c^2,a^2);

S(2,2) = a*b*c/3*Carlson_2nd_kind(a^2,c^2,b^2);

S(3,3) = a*b*c/3*Carlson_2nd_kind(a^2,b^2,c^2);

S

• Soubor Carlson_2nd_kind.m

function [Rd] = Carlson_2nd_kind(k,l,m)

tol=eps;%tolerance od presneho reseni

ki=k;

li=l;

mi=m;

A0=(k+l+3*m)/5;

Q=(tol/4)^(-1/6)*max([abs(A0-k),abs(A0-l),abs(A0-m)]);

n=0;

A=A0;

mm(1)=m;

while 4^(-n)*Q>=abs(A)

lambda=sqrt(ki*li)+sqrt(li*mi)+sqrt(mi*ki);

ll(n+1)=lambda;

A=(A+lambda)/4;

ki=(ki+lambda)/4;

li=(li+lambda)/4;

mi=(mi+lambda)/4;

n=n+1;

mm(n+1)=mi;

end

R=0;

for i=1:n

R=R+4^(-(i-1))/((mm(i)+ll(i))*sqrt(mm(i)));

end

K=(A0-k)/(4^n*A);

L=(A0-l)/(4^n*A);

M=-(K+L)/3;

E2=K*L-6*M^2;
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E3=(3*K*L-8*M^2)*M;

E4=3*(K*L-M^2)*M^2;

E5=K*L*M^3;

EE=1-3/14*E2+1/6*E3+9/88*E2^2-3/22*E4-9/52*E2*E3+3/26*E5;

Rd=4^(-n)*A^(-3/2)*EE+3*R;

A.2 TRANSFORMACE TENZORŮ

A.2.1 Důkaz rovnice (4.53)

Následuj́ıćı matlabovský soubor provede d̊ukaz rovnosti (4.53) a to t́ım, že pod́ıl odpov́ı-
daj́ıćıch si prvk̊u matic na obou stranách rovnice je roven 1

%Dukaz rovnosti matic Adil a Adil2

syms a b g A B C Km Ki real

ca=cos(a);

sa=sin(a);

cb=cos(b);

sb=sin(b);

cg=cos(g);

sg=sin(g);

R1=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a

R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb 0 cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b

R3=[cg -sg 0;sg cg 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g

R=simplify(R3*R2*R1);

Adil=simplify(inv(eye(3)-R*(Km-Ki)/Km*diag([A B C],0)*R’));

Adil2=simplify(R*inv(eye(3)-(Km-Ki)/Km*diag([A B C],0))*R’);

simplify(Adil./Adil2)

%podil jednotlivych clenu roven 1

A.2.2 Stopa matice transformovaného tenzoru

Daľśı matlabovský soubor provede d̊ukaz toho, že stopa matice tenzoru je invariantńı při
transformaci souřadnic rotaćı (i po rotaci je stopa transformované matice rovna stopě
matice výchoźı).

%Dukaz konstantnosti stopy matice tenzoru pri trasformaci

syms a b g a11 a12 a13 a21 a22 a23 a31 a32 a33 real

ca=cos(a);

sa=sin(a);

cb=cos(b);

sb=sin(b);

cg=cos(g);

sg=sin(g);

R1=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a

R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb 0 cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b

R3=[cg -sg 0;sg cg 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g
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R=simplify(R3*R2*R1);

T=[a11 a12 a13;a21 a22 a23;a31 a32 a33];

T=R*T*R’;

simplify(trace(T))

A.2.3 Důkaz rovnice (4.57)

Matlabovský zápis d̊ukazu rovnice (4.57), totiž že
”
pr̊uměrný“ tenzor, vyniklý rotaćı

obecného tenzoru T do všech možných poloh v prostoru, je právě roven identickému
tenzoru násobenému třetinou stopy matice tenzoru p̊uvodńıho.

Tavg =
tr(T)

3
I =


tr(T)/3 0 0

0 tr(T)/3 0

0 0 tr(T)/3

 (A.13)

syms a b g a11 a12 a13 a21 a22 a23 a31 a32 a33 real

ca=cos(a);

sa=sin(a);

cb=cos(b);

sb=sin(b);

cg=cos(g);

sg=sin(g);

R1=[ca -sa 0;sa ca 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z o uhel a

R2=[cb 0 -sb;0 1 0;sb 0 cb];%otoceni kolem osy Y o uhel b

R3=[cg -sg 0;sg cg 0;0 0 1];%otoceni kolem osy Z’ o uhel g

T=simplify(R3*R2*R1);

Adil=[a11 a12 a13;a21 a22 a23;a31 a32 a33];

Adil=T*Adil*T’;

tr_Adil=simplify(trace(Adil));

Adil_avg=(int((int((int(Adil*sb,a,0,2*pi)/pi),b,0,pi)/8),g,0,2*pi)/pi);

Adil_avg=simplify(Adil_avg);

Adil_avg(find(Adil_avg==tr_Adil/3))=’tr(Adil)/3’
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