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Abstrakt

Mechanika poskozeni je vhodnym néastrojem pro modelovani materialt oslabenych roz-
vijejicimi se defekty, napr. trhlinami. Lokalni modely poskozeni vsak neposkytuji objek-
tivni popis chovani materialt po ztrate elipticnosti, ktera miize byt detekovana klasickymi
metodami lokaliza¢ni analyzy zalozenymi na singularité akustického tenzoru. Tato prace
se zaméiuje na analyzu lokaliza¢nich vlastnosti modelt izotropniho poskozeni s jednim
skalarnim parametrem poskozeni a s rtiznymi definicemi ekvivalentni deformace a mo-
delu pro beton se dvéma skalarnimi parametry, ktery byl navrzen v [1]. Jsou odvozeny
nutné podminky pro vznik slabych nespojitosti (skoki v poli deformace) a je diskuto-
vana orientace potencialni plochy nespojitosti. Vysledky lokaliza¢ni analyzy jsou ovéreny

numerickymi vypocty.

Continuum damage mechanics provides an appropriate modeling framework for ma-
terials weakened by evolving defects. However, local damage models fail to provide an
objective description of the material behavior after the loss of ellipticity, which can be
detected by classical methods of localization analysis based on the acoustic tensor. This
paper presents analysis of localization properties of the family of isotropic damage mo-
dels with one scalar damage variable driven by the equivalent strain, and also of a more
sophisticated model proposed by [1] and designed specifically for concrete. Necessary
conditions for the formation of a weak discontinuity (jump in strain) are derived and the
dependence of the orientation of potential discontinuity surface and of the critical tan-
gent modulus on the stress state is discussed. The results are confirmed by finite element

simulations.
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1 Mechanika poskozeni

Pro popis porusovani kvazikiehkych materiali, jako je naptiklad beton, je potfeba
konstitutivni zakon se zmékéenim. Jak je znamo, zmékéeni muze vést k lokalizaci nepru-
zné deformace. Pro tradi¢ni modely mechaniky kontinua mtze dochazet k nerealistickjym
jevim, jako je lokalizace do libovolné malych zon, pii kterych se disipovand energie blizi
k nule. Tyto vysledky nejsou fyzikalné prijatelné. Dalsi obtize nastavaji pri numerickém
feSeni metodou konecénych prvki, nebof vysledky velmi silné zaviseji na poc¢tu prvki,
hovofime o tzv. ”patologické zavislosti” FeSeni na poc¢tu kone¢nych prvki. Z matema-
tického hlediska mame tlohu s eliptickym operatorem, ale zmékcovani vede ke ztraté
elipticnosti. Ztrata eliptiénosti ma za nasledek nejednoznacnost feSeni, ze kterého vy-
modely mechaniky poskozeni schopné objektivné popsat readlné chovani materialu. Z to-
hoto divodu je vhodné se zabyvat podminkami za, kterych dochézi k lokalizaci nepruzné
deformace.

Hlavnim cilem této prace je zjistit nutné podminky pro vznik slabych nespojitosti pro

izotropni modely poskozeni

e s jednim skalarnim parametrem poskozeni a s riznymi definicemi ekvivalentni de-

formace (Mazarsova definice, Rankinova definice, upravena von Misesova definice),

e se dvéma skalarnimi parametry, ktery pro beton navrhli Comi a Perego.

2 Modely poskozeni s jednim skalarnim parametrem

Tato skupina modeli je popsana konstitutivnim vztahem
c=(1-w)D,.:e (1)

kde o je tenzor napéti, € je tenzor deformace, D, je tenzor pruzné tuhosti a w je vnitini

proménna popisujici poskozeni. Rozvoj poskozeni je fizen zakonem poskozeni
w = g(k) (2)
a zatézovacimi—odtézovacimi podminkami
fle, k) =eeyle) —k <0, k>0, fle,r)k =0 (3)

kde f je zatézovaci funkce, g je funkce poskozeni souvisejici s tvarem pracovniho diagramu

pro jednoosou napjatost, €., je ekvivalentni deformace (tj. skalarni mira hladiny dosazené
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deformace) a vnitfni proménna ~ predstavuje maximalni hodnotu ekvivalentni deformace
dosazenou v dosavadnim priitbéhu deformacniho procesu. Konkrétni volba vyrazu pro
ekvivalentni deformaci silné ovliviiuje tvar obalky pevnosti a také lokalizac¢ni vlastnosti

modelu, jak bude predvedeno pozdéji.

2.1 Zakon poskozeni
Pokud chceme, aby zakon poskozeni odpovidal skutecnému chovani materiali, mtzeme

vyjit z pracovniho diagramu jednoosé tahové zkousky. Zde zminime tii typy zadkona pos-

kozeni.
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Obrazek 1: Pracovni diagramy pro riizné modely poskozeni

P1i pouziti linearniho zakona poskozeni dostavame jak vzestupnou tak sestupnou cast

pracovniho diagramu linearni.Vztah pro poskozeni zapiseme

pro 0 < k < &y,
(4)

pro ¢ < k < g5,

pro ¢y < K.

Kde ¢y je deformace ptfi dosazeni meze pevnosti a € znac¢i deformaci pii tplném posko-

zeni.
U exponencialniho zakona poskozeni se material chova pruzné az po dosazeni meze pev-
nosti, poté napéti klesa exponencialné pri zvysujici se deformaci
pro 0 < Kk < g,

(5)

K—€Q

9(k) = _
e /7% pro gy < K.
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Pokud dochézi k rozvoji defektii jiz kratce po zacatku zatézovani, zvolime vyhlazeny

zékon poskozeni,
g(r) =1—e= (6)

2.2 Ekvivalentni deformace

: —
L w
/ v
Rankine 5t
_ T max Mazars
Eeq = B 10 3
Eeq = 2(51>2
15 =1
220 ‘\ - :
~ 20 15 10 5 0

modifikovany Mises
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Obrazek 2: Obalky pevnosti pro rtizné definice ekvivalentni deformace v prostoru hlavnich
napéti

Uvedeme zde tii definice ekvivalentni deformace, u kterych budeme déle zkoumat loka-
liza¢ni vlastnosti. Pro dalsi vypocty vyuzijeme i derivaci ekvivalentni deformace podle

tenzoru deformace, kterou oznac¢ime jako n.

e Mazarsova ekvivalentni deformace

€eq

ey je I-ta hlavni deformace a () zna¢i kladnou hodnotu z.

e Rankinova ekvivalentni deformace

1900, 0o 1 1 v
n—Ea—a-g—E(pI@)pl).De—1+V(1_2V6‘|‘p1®p1> (10)
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o1 je nejvétsi hlavni napéti a p, prislusny hlavni smér. I/ a v jsou pruznostni

konstanty.

e upravenda von Misesova ekvivalentni deformace

12k,
L2+ = 11
T—2)2 " T xp (11)

€eg= i~ + =

(k—DI. 1 |(k—1)?
2k(1—2v) ' 2k

Ptitom [, = Tr(e) a Jo- = 1e : e, kde e znadi deviatorickou ¢ast deformace. Pfi

derivaci von Misesovy ekvivalentni deformace vyuzijeme vztaht

alls -5 8J25

de Oe
2k — 1)? 12k
s
I e S (e 7 L (7 (12)
2]<7(1 - 21/) n (k _ 1)2 I2 N 12[€J25
(1 _ 2y)2 le (1 + V)2

4 je jednotkovy tenzor 2. fadu.

3 Model Comi—Perego

Tento izotropni model se dvéma parametry poskozeni je vhodny pro popis betonu. Podle
néj je objemovy modul pruznosti K redukovan faktorem (1 — w;)(1 — w,.), pokud je
objemovéa ¢ast deformace I;. = Tr(e) kladn4, respektive (1 — w,), pokud je zaporné.
Smykovy modul G je vzdy redukovan faktorem (1 — w;)(1 — w.). Vztah mezi napétim a

deformaci je vhodné rozdélit na objemové a tvarové zmeény:
om = (1 = we) K [(1 —wi)(fe) — (= 1) (13)

5= (1—w)(l —w)2Ge (14)

Ptitom o, = Tr(o)/3 je stfedni (hydrostatické) napéti, s je deviatorickd ¢ast tenzoru
napéti a e je deviatorickd ¢ast tenzoru deformace. Vyraz (I;.) znaci kladnou ¢ast ob-
jemové deformace a (—I.) jeji zapornou ¢ast. Pro I;. > 0 mtzeme rovnice (13) a (14)

prepsat do tvaru
oc=(1—-w)D¢: e (15)
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kde
D= (K—-2G°)d®d+2GT (16)

e

je tenzor se¢né tuhosti, G¢ = (1 — w.)G je smykovy modul redukovany tlakovym posko-
zenim, I je symetricky jednotkovy tenzor 4. fadu.

Na rozdil od predeslych modelt nejsou parametry poskozeni piimo zavislé na ekvivalentni
je sdruzeny s jinou zatézovaci funkci, takze vyvoj tahového a tlakového poskozeni je
nezavisly. Zatézovaci funkce byly ptuvodné definovany v prostoru napéti, ale po dosazeni

z rovnic (13)—(14) je lze prepsat v zavislosti na deformaci a poskozeni:

file,wiwe) = 4(1 — wy)?(1 — we)2G2 e — 9K %a,[(1 — w)? (1) + (1 — we)?(—11.)?
+ 3K by (w)[(1 — w){I1) — (1 — we)(—11)] — (1 — awe)kyr? (wy)
(17)

fole,wi,we) = 4(1 — we) (1 — we)2G?Jae 4+ 9K %ac[(1 — w)? (1) + (1 — wo)*(—11.)7]
+ 3Kbere(we)[(1 — wi)(f1e) — (1 —we)(—11e)] — kcr?(WC)

(18)
kde «, ay, ac, by, be, k; a k. jsou nezaporné parametry a r; a 7. jsou bezrozmérné funkce,
které souviseji s tvarem pracovniho diagramu v jednoosém tahu a jednoosém tlaku. Pri-
pady, kdy obé funkce poskozeni nabyvaji zapornych hodnot, odpovidaji pruznému stavu
a poskozeni zistava konstantni. Jakmile je dosazeno hodnoty f; = 0, material se zacne
poskozovat v tahu a w; zacne rist. Obdobné w, roste, pokud je f. = 0. Kladné hodnoty

zatézovacich funkei jsou nepripustné. To vSe lze popsat podminkami
ft(sawtawc) S 07 wt Z Oa ft(eawtawc)wt =0 (19)

fele,w,we) <0, we 2 0, fele,wy,we)we =0 (20)

Jak jiz bylo zminéno, tvar pracovniho diagramu zavisi na bezrozmérnych funkcich r, a

r.. Jejich konkrétni podoba, kterou navrhli Comi a Perego, je

2
1—(1—;—;) (1—:’02) pro w; < wy;
Ti(wi) = ¢;70.75
[1 — (—“i_w°i> ] pro w; > wo;

1—wo;

i=t,c (21)

Pfitom index ¢ nabyva hodnot ¢ nebo ¢, o.; pfedstavuje mezni pruzné napéti (mez tmeér-
nosti), op; je maximalni napéti na vrcholu pracovniho diagramu (pevnost), wg; je odpo-

vidajici poskozeni a c¢; je bezrozmérny parametr.
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4 Tenzor teéné tuhosti

4.1 Modely rizené ekvivalentni deformaci

Pfi analyze modelu poskozeni mohou nastat dva stavy.

1. Material je v pruzném stavu a poskozeni se neméni. Vztah mezi napétim a defor-
maci mizeme diferencovat podle ¢asu a hodnotu poskozeni povazovat za konstantu.

Tim dospéjeme k prirtstkovému tvaru

c=(1—-w)D,:é€ (22)

2. Pokud okamzity stav spliluje podminku ., = ~, mize dochézet k pruznému od-
tizeni za konstatniho poskozeni nebo k ristu poskozeni. Poskozeni tedy neni kon-

stantni a musime ho také diferencovat podle casu:

6=(1-w)D.,:é—-D,:ew (23)

Parametr poskozeni w je funkci vnitini proménné k, vyjadiime ho tedy jako w =

g(k) a pomoci pravidla pro derivaci slozené funkce

&= gr) = — g'i (24)

V piipadé ristu poskozeni je funkce poskozeni nulovd a plati rovnost £ = &.
Pti derivaci ekvivalentni deformace podle ¢asu opét pouzijeme pravidlo o derivaci

slozené funkce, nebot ekvivalentni deformace je funkci deformace e:

= = _—= :' 2
Feq dt oe dt 1€ (25)
kde 9
Eeq
— 26
n= 5 (26)

Je treba dodat, Ze k rozvoji poskozeni materialu dochazi pokud je
Eeq=M:€>0 (27)

a rychlost poskozeni je dana vztahem
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Po dosazeni do (23) ziskdme hledany vztah mezi pfiristkem napéti a prirtistkem
deformace
cd=[1—wD,:é—g¢d&onle (29)

Vyraz
Deg=[(1-w)D, - g'd ®n] (30)

je tenzor tec¢né tuhosti poskozujiciho se materialu. Konkrétni hodnota tenzoru te¢né
tuhosti zavisi na okamzitém stavu, ve kterém se material nachazi, ale také na volbé

ekvivalentni deformace.

4.2 Model Comi—Perego

Pi vypoctu rychlosti poskozeni, pro model Comi—Perego, vyjdeme z podminky konzis-

tence
ofr . Of: .
—_ —w; =0 31
9e ST 0w, (31)
7 této rovnice dostavame
awt

Po dosazeni do (23) dostaneme tenzor tuhosti. Vyslednd struktura tenzoru tuhosti se
neméni, pouze tenzor N a ¢’ maji jiny vyznam. Tenzor 7, ktery mél pro izotropni modely
zalozené na ekvivalentni deformaci vyznam derivace ekvivalentni deformace podle ten-

zoru deformace, ma v tomto pfipadé vyznam derivace funkce poskozeni podle tenzoru

deformace: o7
t
= = 33
e (33)
Skalarni veli¢ina ¢’ se vypocita nasledovné
1
e 34
9= 5 (34)
&ut

5 Lokalizace poskozeni

Problém lokalizace poskozeni objasnime na jednoduchém piikladu tazeného prutu.
Uvazujme prut o konstantnim pritfezu A, délky L, ktery je natahovan silou F'. Prut se
chova linearné pruzné az po dosazeni deformace ¢y, které odpovida napéti, jez oznacime

jako mez pevnosti v tahu f;. Poté uvazujme ten nejjednodussi (lineérni) zadkon poskozeni.
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Colliat-Dangus, 1988 Johansson, 2002

Obrazek 3: Priklady lokalizované nepruzné deformace v zeminé a betonu

V kazdé ¢asti prutu klesa napéti, bud pii klesajici deformaci (prut se pruzné odtézuje)
nebo pii rostouci deformaci (prut zmékéuje). Ze statickych rovnic plyne, ze napéti musi
zustat stejné po celé délce prutu. Pro jakékoliv efektivni napéti o mezi 0 a f; existuji dve
hodnoty deformace, které vyhovuji materidlovym rovnicim. Problém nastava v tom, ze
zadna rovnice nam neurcuje, jakd ¢ast prutu se pruzné odtézuje a kterd ¢ast prutu zmé-
kéuje. Reseni tedy neni jednozna¢éné. Pokud ma mala ¢ast prutu mensi priifez, naptiklad
v dusledku néjaké imperfekce, pak je v tomto prifezu dosazeno pevnosti f; dfive nez v
ostatnich ¢astech prutu. V této ¢asti prutu zacne dochéazet ke zmékcéovani, zatimco zbyla
délka prutu se pruzné odtézuje, nebot pevnosti f; jesté nebylo dosazeno. Z toho vyplyva,
ze velikost oblasti, kterda zmékcuje, je dana velikosti oblasti s nejmensi pevnosti. Pii vy-
poc¢tech metodou kone¢énych prvki miZzeme sif zjemiovat a méli bychom dostévat stale
presnéjsi feseni. AvSak v tomto piipadé se poskozeni muze lokalizovat stale do mensiho
segmentu prutu. Velikost tohoto segmentu je dana rozmérem prvku. Lokalizaci posko-
zeni pti vypoctech metodou konecnych prvki ovliviiuje nejenom velikost prvki, ale také
jejich orientace, pravidelnost sité a dalsi faktory. Otazkou tedy zistava, jak se bude cho-
vat skutecna konstrukce, nebot pogkozeni, které vzniké rozvojem trhlin a jinych defekti,
se nemuze lokalizovat do libovolné malého segmentu prutu, ale lokalizuje se do zény o
velikosti, ktera odpovida vnitini charakteristické délce materialu. Izotropni model pos-
kozeni vsak o této vnitini charakteristické délce materialu nic neudava. Z matematického
hlediska je diisledkem nejednoznacnosti feSeni pii zmékcovani materidlu ztrata eliptic-
nosti diferencialni rovnice, kterou je problém popsan. Pfi popisu materidlu izotropnim

modelem poskozeni dochéazi k témto nesrovnalostem:

1. Deformace a poskozeni se lokalizuji do zény, ktera miize byt libovolné mala.

2. Prace vykonané vnéjsimi silami (prace vykonanda pfi poruseni konstrukce) je libo-

volné mala.
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3. Pii feseni metodou konecnych prvku je vysledek patologicky zavisly na poctu ko-

necnych prvki.

6 LokalizaCni analyza

Uvazujme téleso rozdélené plochou nespojitosti na dvé ¢asti. Oznac¢ime je V=~ a V.
Vektor n je normalovy vektor na tuto plochu a je orientovan z V'~ do V. Rychlosti
napéti jsou vazané podminkou

n-ot=mn-o- (35)

a rychlosti deformaci v jedné a druhé ¢asti télesa podminkou

(%) 2 () seom -

Pro lepsi predstavu mtzeme c rozlozit jako soucin ¢ = ém, ¢ znaci velikost skoku a
c

m = je normovany tenzor prvniho fadu zvany polarizaéni vektor. Uhel mezi

el
vektory m a m udava, o ktery méd poruseni se jedna. Pokud n = m, jedna se o tzv.
tahovy mdd. Jeli m kolmé na m, jednéa se o méd smykovy. V teorii malych deformaci je
deformace definovand jako symetrickd ¢ast gradientu posunti. Rovnici (36) vyjadiime ve
tvaru

1
s+:é_+§(m®n+n®m)é (37)

Vztah mezi napétim a deformaci v oblasti V* a V~
ot=D":¢" o =D :é& (38)

KdeD~ a D" je tenzor tuhosti na jedné a druhé ¢sti télesa. Po dosazeni rovnice (37)
do rovnice (38), vyuziti malé symetrie tenzoru tuhosti a nékolika tpravach dostavame
rovnici

(n-D"-n)-mé=n-(D” —D%): e (39)

Pokud uvazujeme tenzor tuhosti na obou stranach télesa stejny, rovnice se nam zjed-
nodus$i. Vylou¢ime é = 0, nebot tato situace neodpovida skuteéné bifurkaci. Po téchto
upravach dostavame

(n-D-n)-m=0 (40)

Vyraz n - D - n oznadime jako @ a nazveme lokaliza¢ni tenzor. Z rovnice (40) je zfejmé,
ze lokaliza¢ni podminka je ekvivalentni singularité lokaliza¢niho tenzoru. Vektor m od-
povida vlastnimu vektoru pro nulové vlastni ¢islo lokaliza¢niho tenzoru. Dostavame tedy

klasickou lokaliza¢ni podminku
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det Q =0 (41)

Singularita lokaliza¢niho tenzoru je ekvivalentni jiz zminéné ztraté elipti¢nosti.

Obréazek 4: Médy lokalizace: (a) tahovy méd (b) smykovy méd

P1i lokaliza¢ni analyze musime najit vektor n tak, aby byla splnéna rovnice (40). Kdyz

takovy vektor neexistuje, pole napéti musi zistat spojité.

6.1 Lokaliza¢ni analyza izotropnich modeli poskozeni

Pti lokaliza¢ni analyze musime rozlisovat tii stavy:

1. Pruzné odtézovani na obou stranach. V tomto pfipadé mtizeme polozit
D-=Dt=D,=(1-w)D, (42)

Lokaliza¢ni tenzor poté vypada nasledovné:

Qu=(1—-wn-De-n=(1—-w)Qe (43)

Neni tézké ukazat, ze Q. je pozitivné definitni, lokalizacni podminka tedy nemuize

byt splnéna.

2. K rtstu poskozeni dochazi na obou stranach. Tentokrat je opét tenzor tuhosti na

obou stranach stejny, ale ma vyznam tecné tuhosti materialu.

D~ =D* =D, (44)

Qed = (1—w)Qe—gl(n'5)®(”7'n) :Qu_g/&n®nn (45)
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7

Je-li Q.4 singularni, musi existovat nenulovy vektor m tak, ze Q.4 - m = 0. Po

dosazeni dostavame
Q. -m=yg'&n(n, m) (46)

Jelikoz je Q. vzdy pozitivné definitni, je invertibilni. Prava strana rovnice je pouze
skalarnim néasobkem &,, m mizZeme vyjadiit jako aQ, ' - &r, kde a je zatim

neznamé ¢islo. Po dosazeni do rovnice (46)
(1—gn,- Q' - 6n)ac,=0 (47)

Pokud je a nebo &, rovno nule, dostavame trivialni feseni, které neodpovida sku-
tecné bifurkaci. Pokud chceme, aby rovnice (47) byla spléna, musi byt nulovy vyraz

v zavorce. Odtud plyne podminka

g Q' ow=1 (48)

Vysledek soudinu 7, - Q,' - &, zévisi na elastickjch konstantach, na okamzitém
stavu materialu a na sméru plochy nespojitosti. Pro dany material a dany stav ma-
teridlu je vysledek funkei jednotkového vektoru n. Minimélni hodnota ¢’ potfebné
k bifurkaci je

(49)

, JR—
Gerit =

.V tomto pripadé je tenzor tuhosti na kazdé strané télesa jiny a musime vychazet z

rovnice (39). Refeni je v tomto piipadé komplikovandjsi a zde ho zmitovat nebu-
deme. Da se ukézat, ze podminka singularity lokaliza¢niho tenozru je postacujici.

Reseni je k nalezeni v [2].

Lokalizac¢ni analyza za rovinné napjatosti

V této casti se budeme zabyvat analyzou ve dvou rozmeérech za predpokladu rovinné

napjatosti. Tenzor pruzné tuhosti za rovinné napjatosti ma tvar

— UV

De:2G<I+1V 5®5> (50)

kde v je Poissontiv soucinitel. Prislusny elasticky akusticky tenzor je

Qe:n.De-n:G<6—|—1+V’n®n) (51)

— VvV
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Pro dosazeni do (49) potfebujeme vypocitat inverzi tenzoru Q, = (1 — w)Q.,

1 1 1+v
-1 _ -1 _ S — 2
Pro ptehlednost zavedeme funkci
1 1
R 1 L R A e L ROICR 0] IS

Pokud tuto funkci prepiseme ve slozkovém zapisu vzhledem k hlavnim smérim tenzori

o a n (oba maji stejné hlavni sméry), dostaneme polynom 4. stupné

1

fomme) = g |

_ _ I+wv _ _
o+ o = L o )0+ o) G0

Tento polynom musime maximalizovat s omezenim n? + n3 = 1, nebot n je jednotkovy
vektor. Oznac¢ime-li n? = N; a polozime Ny = 1 — Ny, piejde funkce f na kvadratickou
funkci jedné proménné N;. Musime ale zabezpecit splnéni omezujici podminky 0 < N; <
1.

Za ptedpokladu o; > a5 a 1y > 1 je maximalizovand funkce konkavni a globalniho

maxima nabyva pro

Moy + vneay — (1 + v)(moe + 1n261) /2
(1+v)(m —n2) (51 — 02)

Nl,crit = (55)
Pokud je tato hodnota zaporné, je hledanym fesenim V; ..;; = 0 a plocha nespojitosti je
kolmé na smér nejvétsiho hlavniho napéti. Pokud je vétsi nez 1, je feSenim Nj oy = 1
a plocha nespojitosti je kolmé na smér nejmensiho hlavniho napéti. Kritickd hodnota ¢’

v . ! _ _ _
5€ Vypocte JakO gcrit - 1/f(n1,cm't7 n2,crit): kde nl,crit -V Nl,cm't a n2,crit -V 1— Nl,crit-

Lepsi predstavu o chovani modelu nez ¢/, ndm da kritickd hodnota te¢ného modulu

Federit = (1 —w — ¢l1Eeq) E = (1 —w— Seq )> E (56)

f (nl,cm‘tv n2,crit

7.1 Vysledky lokaliza¢ni analyzy

Vysledky lokalizacni analyzy pro tfi definice ekvivalentni deformace za rovinné na-
pjatosti jsou zndznornény na obrazcich 5-9. Smér potencidlni plochy nespojitosti je
popsan lokaliza¢nim thlem «, coz je tthel mezi normalou na plochu nespojitosti a
hlavni osou, odpovidajici nejvétsimu hlavnimu napéti. Tento thel se vypocita jako
Qv = arccos Ny cpit = ArccoS \/m Misto hodnoty g, je vykreslen kriticky pomeér tec-

ného a setného modulu E,q ot/ Fy. Méd lokalizace je zndzornén thlem mezi vektory m
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Obrazek 5: Vysledky lokalizacni analyzy pro Mazarsovu definici ekvivalentni deformace:
(a) zavislost sméru plochy nespojitosti na typu namahani, (b) zavislost kritického te¢ného
modulu na typu naméhani

(a) (b)

mod lokalizace

o 8 35 B8 8 8
AT

0
00

40
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Obréazek 6: Typ mdédu nespojitosti v zavislosti na typu namahani: (a) Mazarsova definice
ekvivalentni deformace, (b) Rankinova definice ekvivalentni deformace

a n. Lokalizac¢ni tthel, hodnota kritického modulu i méd lokalizace zaviseji na zvoleném
typu ekvivalentni deformace, Poissonové souciniteli a napjatosti. Napjatost je charakteri-
zovana pomérem o /1. Pro jeji ndzorny popis zavedeme v roviné hlavnich napéti polarni
thel 0, pro ktery plati 6, = ccosf a g5 = csinf, kde ¢ = \/m je nezaporné cislo.
Pro ; > G5 je 6 € [—135°45°]. Hodnoty # = —135°, —90°, —45°, 0°, 45° odpovidaji
dvojosému tlaku, jednoosému tlaku, smyku, jednoosému tahu a dvojosému tahu.
Vysledky lokalizacni analyzy jsou ponékud piekvapivé. Pro Mazarsovu definici ekviva-
lentni deformace (obrazek 5) je za jednoosého tahu lokaliza¢ni tthel nulovy a lokaliza¢ni
mod tahovy pouze v pripadé nulového Poissonova soucinitele. Pro typickou hodnotu
v = 0.2 je plocha nespojitosti odklonéna a neprochéazi tedy kolmo k hlavnimu napéti,
navic nenastava tahovy mod. Jesté vice prekvapujici je kritickd hodnota tecného modulu.
V néekterych pripadech miize k lokalizaci dochazet dokonce jesté pred dosazenim vrcholu
pracovniho diagramu. Neplati tedy prili§ zjednodusend predstava, ze lokalizace nastava
pouze pfi zmékcovani.

Na obrazku 7 jsou zobrazeny lokalizacni vlastnosti modelu s Rankinovou definici ekvi-

valentni deformace. Pokud jsou obé hlavni napéti zaporna, k lokalizaci nemtize dochéazet.
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Obrazek 7: Vysledky lokalizacni analyzy pro Rankinovu definici ekvivalentni deformace:
(a) zavislost sméru plochy nespojitosti na typu namahani, (b) zavislost kritického te¢ného
modulu na typu naméhani

¥ B & 28 8 2 8 B8

uhel lokalizace o
kriticka hodnota Eed/Eu
1

o o

-20 1} =01} 40 -120 =100 -80 ~&0 40 -20 a 20 40

Obrazek 8: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro upravenou von Misesovu definici ekviva-
lentni deformace: (a) zavislost sméru plochy nespojitosti na typu namahéni, (b) zavislost
kritického tecného modulu na typu namahani

To je logické, protoze v tomto pfipadé neni ekvivalentni deformace podle Rankinovy
definice kladna a nedochéazi viibec k rozvoji poskozeni. Pro jednoosy tah je lokalizacni
thel opét nulovy pouze pii nulovém Poissonové souciniteli. Tahovy mdd lokalizace za
jednoosého tahu nastavéa také pouze pii hodnoté v = 0. Ve vétsiné pripadt je kriticka
hodnota tecného modulu kladné a k lokalizaci opét mize dochazet ve zpeviiujici Casti
pracovniho diagramu.

Nakonec uvazujme upravenou von Misesovu definici ekvivalentni deformace (obrazek
8). Na prvni pohled se zdaji byt tyto vysledky v dobrém souladu s nasim oc¢ekévanim,
napiiklad za jednoosého tahu je lokaliza¢ni thel nulovy a plocha nespojitosti je tedy
kolma ke sméru zatizeni, thel mezi vektory m a m je taktéz nulovy. Avsak tec¢ny modul
dosahuje v tomto pfipadé vyrazné kladné hodnoty a lokalizace miize nastat velmi brzy
pred dosazenim vrcholu pracovniho diagramu.

Vlastnosti modelu Comi—Perego zaviseji na celé fadé parametri. Lokaliza¢ni analyza
byla provedena pro néasledujici hodnoty (pfevzaté od autortt modelu): E = 31.84 GPa,
a; = 0.25, by = 3.16 MPa, k;, = 9.8 MPa?, oy, = 2.882 MPa, 0., = 1.729 MPa, wy, = 0.3,
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mod lokalizace

Obréazek 9: Typ modu nespojitosti v zavislosti na typu namahéani: upravena von Misesova
definice ekvivalentni deformace

(a) (b)
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Obrazek 10: Vysledky lokaliza¢ni analyzy pro model Comi—Perego: (a) zavislost sméru
plochy nespojitosti na typu namahéni, (b) zavislost médu lokalizace na typu naméhani

¢ = 2, a. = 0.003, b, = 2.804 MPa, k., = 233.4 MPa?, oo, = 30.84 MPa, 0., = 15.42
MPa, wg. = 0.555, ¢, = 2. Vysledky lokaliza¢ni analyzy modelu navrzeného Comi a
Peregem jsou patrné z obrazku 10. Pro tento model je za jednoosého tahu lokalizacni
thel nulovy nejen pro hodnotu v = 0, ale i pro standardni hodnoty Poissonova soucinitele
v = 0.2, v = 0.3. Pro v = 0.4 a vétsi k lokalizaci jiz nedochazi kolmo na zatizeni. Pii
smyku je lokalizac¢ni tthel roven 45°. Za jednoosého tlaku je hodnota zavisla na Poissonoveé
souciniteli a pohybuje se v rozmezi 60 az 70 stupni.

Pokud dochazi k lokalizaci tlakového poskozeni, ihel mezi vektory n a m lezi v intervalu
(110°,145°). Pro 6 rovno pfiblizné 83° zacind dochézet k lokalizaci tahového poskozeni a

mod lokalizace je pro vSechny hodnoty v velice blizko médu tahovému.

7.2 Simulace lokalizace metodou konec¢nych prvkii

Nékteré vysledky ziskané teoretickou analyzou byly ovéfeny numericky metodou konec-
nych prvkd. Simulovany vzorek obdélnikového tvaru byl zatizen jednoosym tahem. Vy-
poc¢ty metodou kone¢nych prvki byly provedeny za predpokladu rovinné napjatosti,
prvky byly ¢tyituhelnikové izoparametrické s bilinearni aproximaci a ¢tyrbodovou inte-
graci. Bylo sestrojeno nékolik Sikmych siti, obsahujicich natocené pasy prvki. Ukazalo

se, ze numerické feseni spontanné lokalizuje do vrstvy prvki, ktera je natocena o thel
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Obrazek 11: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou konecnych prvka na dvou
ruznych sitich pro (a) Mazarsovu, (b) Rankinovu definici ekvivalentni deformace
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Obrazek 12: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou kone¢nych prvki pro uprave-
nou von Misesovu definici ekvivalentni deformace s pomérem pevnosti (a) & = 1, (b)
k=10

velmi blizky thlu predpovézenému teoretickou analyzou.

Obrazky 11-12 dokumentuji vliv sité kone¢nych prvkia na lokalizac¢ni vlastnosti, Pois-
sontv soucinitel byl pevné zvolen jako v = 0.2. Na obrazku 11a jsou pfedvedeny vysledky
pro dvé rizné sité s izotropnim modelem poskozeni a Mazarsovou definici ekvivalentni
deformace. Lokalizované poskozeni je znazornéno cervené, modra ¢ara znaci tthel urcéeny
teoretickou analyzou. Obdobné jsou prezentovany vysledky na obrazku 11b pro model s
Rankinovou ekvivalentni deformaci.

Obrazek 12 ukazuje lokalizaci pro upravenou von Misesovu definici ekvivalentni defor-
mace na stejné siti, pro rizné hodnoty parametru k, ktery udava pomér pevnosti v
jednoosém tlaku a tahu. Déle byl simulovan vliv Poissonova c¢isla na thel lokalizace
na obrazku 13 jsou zobrazeny dvé sité s Mazarovou definici ekvivalentni deformace a s
riznym Poissonovym cislem. Na poslednim obrazku 14 je mdéd nespojitosti, Sipkou je
naznacen teoreticky smér, ve kterém by se méla nespojitost sitit. Je patrné, ze vysledky

simulace jsou v dobré shodé s teoretickou analyzou.

ARERAANNNNN SN T T T
L X . Py e
RN : . RARR AR

Obrazek 13: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou kone¢nych prvkt pro Mazar-
sovu definici ekvivalentni deformace s Poissonovym soudinitelem (a) v =0, (b) v = 0.5



REFERENCE 19

Obrazek 14: Vysledky simulace jednoosého tahu metodou koneénych prvki : méd nespo-
jitosti pfi Poissonové souciniteli (a) v =0, (b) v = 0.5
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