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Abstrakt

Predmétem této prace je studium a im-
plementace metod pro reseni uloh kva-
dratického programovani s omezujicimi
podminkami ve formé linedrnich rovnic
a nerovnic a s vyuzitim postupd déleni
oblasti.

Prace se zabyva dualni metodou Fi-
nite Element Tearing and Interconnecting
(FETI), metodou aktivni mnoziny a je-
jich kombinaci v rdmci metody metody
FETI-C.

Metoda FETI-C je ilustrovana na dvou-
rozmeérné uloze kontaktu sady prutia s roz-
dilnou tuhosti a zatizenim.

Kli¢ova slova: doménova dekompozice,
iterativni metody, metoda nejvétsiho
spadu, metoda sdruzenych gradienti,
kontaktni tlohy, metoda aktivni mnoziny,
FETI, FETI-C

Skolitel: Ing. Martin Dogkaf, Ph.D
Katedra mechaniky
Fakulta stavebni
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Abstract

The purpose of this thesis is to study
and implement methods for solving the
problems of quadratic programming with
boundary conditions in the form of linear
equalities and inequalities with emphasis
on the principles of domain decomposi-
tion.

In particular, this thesis focuses on the
Finite Element Tearing and Interconnect-
ing (FETT) method, the active set method,
and also their combination within one
method, FETI-C.

The FETI-C method is illustrated with
a 2D problem dealing with the contact of
a set of struts with varying stiffness and
loading.

Keywords: domain decomposition,
iterative methods, method of steepest
descent, conjugate gradient method,
contact problems, active set method,
FETI, FETI-C

Title translation: Dual domain
decomposition methods
for contact problems
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Kapitola 1
Uvod

vvvvv

metodami. Numerické metody se zabyvaji zpusoby jak urcit vysledek zadaného
problému s co nejmensi spotiebou ¢asu a energie. Zaroven umoznuji snizeni
presnosti feseni za ticelem zvyseni rychlosti vypodtu, takze jejich vystupem
neni dokonale presny vysledek, ale feseni velice blizké skutecné hodnoté.

V inzenyrské praxi ve vétsiné piipadl nejsme schopni nalézt vstupni hodnoty
pro jakykoliv problém s dostatec¢nou presnosti a mirou jistoty, aby se ndm
vyplatilo presné resit velké soustavy rovnic.

Proto maji numerické vypocty v praxi své misto. Jejich vyznam s rozvojem
technologii stale stoupa a my se s nimi setkavame stale castéji.

Numerické fesiCe se ¢asto vyuzivaji pro feseni rozmanitych problému hledani
extrému funkce.

Na prvnich nékolika strankéch se tedy budeme zabyvat zadklady numerickych
metod. Ukazeme, jak prevést soustavy linedrnich rovnic na kvadratickou formu
a jak nalézt jeji optimum. Predvedeme zakladni tvary kvadratickych forem a
zakladni gradientni metody.

Gradientni metody jsou iterativni numerické tesice, které vyuzivaji geome-
trickych vlastnosti dlohy a hledaji optima predlozené funkce pomoci jejiho
gradientu. Z téchto metod se budeme predevsim vénovat metodé nejvétsiho
spadu a metodé sdruzenych gradienti.

Tim v8im si pfipravime ptidu pro metody z rodiny FETI. Tyto metody
vyuzivaji duality funkeci a tedy se fadi mezi dudlni metody. Soucasti metody
FETTI je déleni na oblasti a je pro ni mozné vyuzit feseni gradientnimi resici.

Nasledné tyto metody zobecnime pro feseni kontaktnich tiloh. Kontaktni
ulohy predstavuji problém, jehoz soucasti je dotek dvou prvki nebo rozvoj
trhlin a podobné. V takovych mistech se prenaseji sily jen potom, nebo do té
doby, nez dana konstrukce dosdhne urcitych deformaci.

V ramci prace budou skalarni veli¢iny znaceny pomoci kurzivy, a, vektory
budou psany kurzivou a tucné, napt. &, a matice budou zapisovany pomoci
tuc¢ného rezu pisma, A. Intervaly jsou znaceny kurzivou a lomenymi, ¢i
kulatymi zavorkami (a;b),(a;b). Hranaté zavorky budou vyhrazeny pro znaceni
souradnic nebo rozepsany maticovy zapis a slozené zavorky budou znacit
mnozinu. Odkazy na obrazky a definice nebudou rozliseny, odkazy na rovnice
budou uvedeny v kulatych zédvorkach.



1. Uvod

B 11 cile prace a motivace

Jak uz bylo feceno vyse, cilem prace je ukazat ruzné zpusoby reSeni soustav
linedrnich rovnic pomoci numerickych metod, predstavit zdkladni gradientni
metody a vysvéetlit jejich geometrické vlastnosti. Vysledkem prace bude pred-
staveni metody FETI a metody aktivni mnoziny a nasledné jejich propojeni
do metody FETI-C.

Soucasné s tvorbou textové ¢asti prace probihd i implementace vsech
uvedenych metod pro jednoduché ptiklady. Cilem je pochopit a vyzkouset si
jednotlivé metody a naucit se feSeni kontaktnich loh.

Tyto znalosti a zkuSenosti budou podkladem pro dalsi studium a imple-
mentacni snazeni v oblasti delaminac¢nich poskozeni materialu.



Kapitola 2

Uvod do numerickych metod

B 2.1 Viastni &sla a vlastni vektory

Vlastni ¢isla a vektory jsou dulezitym ukazatelem v teorii numerickych metod.
Urcuji, které metody je vhodné pouzit, a davaji ndm informace o vlastnostech
dlohy. Jejich vypocet je vSak zdlouhavy, a proto neni vhodné je vyuzivat
primo pro vypocet.

Vlastni ¢isla jsou tedy jakymsi analytickym aparatem, ktery nebude vyuzit
v nasledujicich metodach, ale jehoz znalost je nutnd pro pochopeni princip
uvedenych metod.

Definice 2.1. O vlastnich vektorech [She94|
Necht existuje ¢tvercova matice K € R™*™ | kde n € N. Pak nenulovy vektor
v je vlastnim vektorem matice K, pokud plati:

Kv = \v, (2.1)

kde A je oznacovano jako vlastni c¢islo matice.

P1i aplikaci matice na libovolny vektor dochazi k pootoceni a zméné délky
vektoru. Z rovnice (2.1) vyplyva, ze aplikujeme-li matici na jeji vlastni vektor,
tento vektor se nepootoci, ale pouze zméni svou délku.

Iterativni metody byvaji ¢asto zalozeny na opakovaném soucinu matice
s vektorem. Jedna-li se o vlastni vektor, pak se tento vektor bud postupné
zmensuje k nule nebo zvétsuje az k nekonecnu.

Véta 2.2. [She94]

Je-li |\| < 1 pak se pri opakované aplikaci K vlastni vektor v odpovidajici
vlastnimu ¢islu A zmensuje az k nule.

Je-li naopak |\| > 1 pak se pri opakované aplikaci K vlastni vektor v
odpovidajici A zvétsuje az k nekonecnu.

Pro obecny vektor, lze souc¢in matice s vektorem zapsat jako soucet jednot-
livych soucinu vlastnich vektoru s matici K, neboli jako linedrni kombinace
vlastnich vektoru. [She94]

Kz =Kvi+Kvo+---+Kv; = \jv1 + ovo+ -+ A\ v, (2.2)

Vsimnéme si, ze vlastnich ¢isel je presné tolik, kolik mé ¢tvercova matice K
radki. V pripadé, Ze matice je singuldrni, budou néktera vlastni ¢isla nulova.

3



2. Uvod do numerickych metod

Lze dokazat, ze pokud vektor & pii rozlozeni na soucet vlastnich vektora dle
(2.2) obsahuje alespon jeden vlastni vektor, jemuz ptislusi vlastni ¢islo matice
K, které je vetsi nez jedna, pak opakovana aplikace matice K na vektor z
bude smérovat k nekone¢nu. Zaroven, pokud bude velikost vSech vlastnich
¢isel mensi nez jedna, pak bude opakovana aplikace K na & smérovat k nule.

7 tohoto duvodu byl zadefinovan spektralni polomér matice.

p(K) = max |\, (2.3)

s ¥z

kde \; je vlastni ¢islo matice K, i € {1,2,...n}.

B 22 Soustavy linearnich rovnic a jejich kvadraticka
forma

Soustavy linedrnich rovnic obecné oznacuji mnozinu jedné, ¢i vice rovnic,
alespon se dvéma proménnymi. Tyto soustavy rovnic se bézné zapisuji v
maticovém tvaru, nebof takovy zapis ma vyhodu nejen v jednoduchosti, ale i
v tom, ze pro jednotlivé matice mizeme uvazovat uzitecné vlastnosti, které
usnadnuji jejich reseni.

V nasem pripadé se zamérime na reseni redlnych tloh mechaniky, pro které
obecné plati, Ze matice tuhosti, kterd definuje soustavu linearnich rovnic, je
¢tvercova, symetrickd a pozitivné definitni.

Definice 2.3. Necht matice K € R"*™ a u € R™ a f € R" jsou sloupcové
vektory, kde n € N. Pak nami reSend soustava linearnich rovnic ma tvar

Ku = f. (2.4)

Tento zapis je vhodny pro primé feseni (jako je Gaussova eliminace), ale
ta se stavaji neefektivnimi pokud K nabyva na velikosti. Proto se snazime
prevést linedrni problém na problém kvadraticky, pro ktery by bylo mozno
vyuzit minimaliza¢ni Tesice. Zadefinujeme tedy takzvanou kvadratickou formu
vyrazu (2.4)

f(z)= %xTKx—fo, (2.5)

ktera plati pro libovolny vektor & € R™

Lze jednoduse dokazat, ze pokud je K symetrickd a pozitivné definitni
matice, pak skutecné reSeni u rovnice (2.4)) minimalizuje tuto kvadratickou
formu.

1 1
Vi(x)= iKijLiKm—f. (2.6)
Pokud je K symetrickd muzeme gradient f(z) zjednodusit na [She94]
Viz)=Kz—f. (2.7)

V pripadé, kdy je splnéno, ze matice K je pozitivné definitni, je zaruceno,
ze existuje minimum funkce f(z). Toto minimum se bude nachazet v bodg¢,

4



2.2. Soustavy linedrnich rovnic a jejich kvadraticka forma

pro ktery plati Vf(z) = 0. Nemusime dokazovat, ze tento vyraz odpovida
rovnici (2.4) a tedy minimum funkce f(z) odpovidd ndmi hledanému feSeni
u.

1
u = argmin (Qa:TK.'z:—fo> (2.8)

B 2.2.1 Viliv vlastnich ¢&isel na tvar kvadratické formy

Pro pochopeni, pro¢ je fesenim rovnice (2.4) pravé minimalizace, a ne tfeba
maximalizace kvadratické formy (2.5)), je nutné pochopit, jaky ma kvadraticka
forma geometricky vyznam a jaky vliv maji na tvar kvadratické formy vlastni
¢isla matice K

Definice 2.4. Pozitivné definitni matice
Necht K € R™*™ je ¢tvercova matice a * € R™ je libovolny nenulovy sloup-
covy vektor, pak matice K je pozitivné definitni, pokud plati:

'Kz >0 VreR"|z|#0 (2.9)

Mtzeme si vSimnout, Ze tato definice je specidlnim pripadem kvadratické
formy. Ze skutecnosti, ze libovolny vektor x se da zapsat jako linedrni kombi-
nace vlastnich vektort a z definic [2.1] a [2.4|1ze odvodit, Ze pokud je matice K
pozitivné definitni musi mit vsechna vlastni ¢isla kladna.

Dosadime-li do definice 2.4 libovolny vlastni vektor dostavame vztah

vIKv > 0. (2.10)

Naésledné rozlozime levou stranu nerovnice podle definice o vlastnich vektorech.

v Kv = wlv (2.11)
Mwlv >0 (2.12)
A>0 (2.13)

Je snadno vysledovatelné, ze pokud se bude zvétsovat velikost vektoru x,
pak se musi zvétsovat i hodnota soucinu (2.9) a to kvadraticky. Soucin z” f
pak znamend pouze linedrni zvétseni ¢i zmenseni hodnoty kvadratické formy.
To znamend, ze tvar kvadratické formy s pozitivné definitni symetrickou
matici bude konvexni paraboloid. Lze podobné odvodit i tvary pro negativné
definitni, ¢i indefinitni matice.

Ctvercova matice K € R™™ je

negativné definitnf, kdyz z'Kx <0, VzeR" |z|#0 (2.14)
negativné semidefinitni, kdyz z? Kz <0, Ve e R"||z|| #0 (2.15)
pozitivné semidefinitni, kdyz 2 Kz > 0, Ve e R" |lz||#0 (2.16)

indefinitni, kdyz 'Kz >0 A y' Ky <0,

. (2.17)
dz,y e R", [|z]| # 0, [ly]| # O



2. Uvod do numerickych metod

c) d)
Obrazek 2.1: Piiklad tvarti kvadratickych funkei pro K € R%%2,

a)Pozitivné definitni matice, b)Negativné definitni{ matice,
¢) Pozitivné semidefinitni (singuldrni) matice, d) Indefinitni matice.
Barevnost oznacuje odchylku plochy od optiméalnich hodnot.

Je tedy zfejmé, ze chceme-li nalézt feSeni rovnice jako stacionérni bod
kvadratické formy , pak, pokud je K pozitivné definitni, se toto reseni
nachézi v minimu kvadratické formy. Pokud by K byla negativné definitni,
pak by bylo feseni v maximu (2.5)).

U indefinitni matice bychom prostou minimalizaci feSeni nedosahli, protoze
se jednd o sedlobodovou tlohu. Z toho divodu nelze bézné gradientni metody,
o kterych se budeme bavit déle, vyuzit pro reseni indefinitnich uloh.

Tvary kvadratickych forem z obrazku lze zobecnit do libovolného poctu
rozméril a z nich vyplyvajici poznatky lze uzit pro libovolné rozmérnou tlohu.

Zmalost vlastnich ¢isel a tedy i tvaru kvadratické formy nam tedy dava
moznost predem posoudit, zda metoda, kterou budeme chtit pouzit, je vhodna
a zda vysledné feseni je jednoznac¢né nebo nikoliv.



Kapitola 3

Metoda nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu, nebo-li ,Method of the steepest descent®, bude
prvnim z nékolika iterac¢nich postupii, kterymi se budeme v tomto textu
zabyvat. PTi tomto zptisobu vypoctu neni nasim tikolem spocist vysledek
naprosto bezchybné, ale dovolujeme si drobnou nepresnost. Tato skutecnost
nam dovoluje nevyjadrovat vysledek pfimo z rovnic, ale pouzit postup, ktery
je svou podstatou opac¢ny. Nejprve odhadneme vysledné feseni a poté ovérime,
ze toto Teseni odpovida zadanym rovnicim. Tento postup pak opakujeme,
dokud nedosdhneme pozadované odchylky od skutec¢ného reseni.

V nasem pripadé piipadé hleddme minimum na kvadratické plose. Pri
aplikaci metody nejvétsiho spadu je tedy nejprve zvolen pocatecni bod xg, ze
Smér nejvétsiho klesani je ddn opaénym smérem gradientu funkce f(z) a je
tedy snadno urcitelny jako zapornd rovnice (2.7)).

—Vf(xl) :f—KIIJi (3.1)

Méame bod x; a smér, ve kterém muzeme postoupit, abychom zmensili
odchylku nasledujiciho bodu od skute¢ného feseni. Tuto odchylku nelze primo
zjistit, protoze nezname vektor u.

Definice 3.1. Odchylka od skutec¢ného reseni |[She94|
Pokud u € R™ je vektorem skutecného reseni a x; € R" je vektorem reseni
dosazeného v kroku ¢ € N, pak vektor

e, =x,—u (3.2)
nazyvame chybou, nebo odchylkou od skutecného reseni.

Pokud vektor f a matice K odpovidaji vyse zadefinovanému problému
(2.5), pak
r,= f — K(Ei (3.3)

nazyvame reziduem.

Reziduum zobrazuje, jak velky je rozdil sou¢inu Ka; a skutecné hodnoty
f, neboli Ku. Je zfejmé, ze reziduum r; odpovida chybé e; projektované pres
matici —K do stejného prostoru, v jakém lezi f.

ri=f—-K(e,+u)=f—-Ku—Ke; (3.4)
T, = —Kei (35)



3. Metoda nejvétsiho spadu

Je dilezité si uvédomit, ze

ri=—Vf(z). (3.6)

Tedy reziduum je zaroven smérem nejvétsiho klesani a tedy i smérem
postupu do nasledné iterace vyjadreny explicitné.

Uz tedy vime, jaky smérem se mame vydat, abychom se dostali do nejhlub-
stho mista plochy. Zbyva zjistit, jak dlouhy by dany krok mél byt.

Zadefinujme tedy tzv. délku kroku a € R, pro kterou plati [She94]

Zir1 =, tar; (37)

pro vSechna i € N

Zaroven jsme tak explicitné zapsali to, o ¢em jsme hovorili vyse, ze z bodu
z; do bodu ;11 se dostaneme prictenim rezidua s optimalni délkou.

Predstavujeme-li si ndmi feSenou kvadratickou formu jako paraboloid,
pak reziduum r je vektor pohybujici se na definiénim oboru funkce f(z).
funkéni hodnotou. VSechny funkéni hodnoty prislusici danému sméru maji
tvar kolmého priamétu piimky dané smérem r a bodem &; na plochu funkce
f(z). Takovy pramét ma tvar konvexni kiivky.

a) b)

Obrazek 3.1: Zobrazeni rezidua na kvadratickou formu
a) Narysny pohled na pramét rezidua na plochu f(z),
b) axonometricky pohled na primét rezidua na plochu f(z)

Optimalni smér rezidua tedy lze nalézt z minima této kiivky, zjisténé z
parcidlni derivace podle « rovné nule. [She94]

d

Tl @ir1(@)) =0 (3:8)
A dale pomoci fetizkového pravidla
d
Vf(miH)Tdai zi1(a)=0 (3.9)
7 d
Vf(:l?i_H) do (.’L‘Z + airi) =0 (310)
Vi(zi)Tri=0. (3.11)



3. Metoda nejvétsiho spadu

Rovnice (3.11) doslovné znamend, ze optimalni « je takové, pro které je
Vf(.’L‘H_l) kolmé na r;.
Spojime-li rovnice (3.6)) a (3.11) pak [She94]

riari=0 (3.12)

a vyuzijeme-li rovnici |3.3| dostavame postup

(f —Kzip1) 'ri=0 (3.13)
[f —K(zi+ i) ri =0 (3.14)
(_f — K(L'i)TTZ' — (OziK’I"Z‘)TTi =0 (315)

_ N o — (. N o

7 K=K”
rir; = arl Kr; (3.17)
rlp;

P = . 3.18
“ rI’Kr; (3.18)

Definice 3.2. Délka kroku

Je-li r; reziduum zadefinované rovnici (3.3) a matice K je symetricka a
pozitivné definitni, pak

T

riT

= 3.19
rI'Kr; (3.19)

Q;

nazyvame délkou kroku nejvétsiho klesani, pro libovolné ¢ € N.

Spojime-li tedy jednotlivé rovnice, dostaneme kompletni algoritmus pro
vypocet metodou nejvétsiho spadu.

Definice 3.3. Metoda nejvétsiho spadu [She94]

Necht K € R™"*™ a je symetricka a pozitivné definitni a vektor f € R™. Pak
problém zapsany rovnici Ku = f, Ize pro libovolné zvoleny pocatecni bod x
resit jako:

S R"” (3.20)
while ||r;|| > €
T
= 3.22
i TZTK’I‘i ( )
X1 =X; +our; (3.23)

end

pro i € N. Konstanta € znaci nami zvolenou toleranci chyby v reziduu r;.
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Obrazek 3.2: Piiklad priibéhu metody nejvétsiho spadu, K € R?*2

a) b)

Obrazek 3.3: Pohledy na piiklad priubéhu metody nejvétsiho klesani

a) Priubéh r pfi metodé nejvétsiho spadu,
b) Pohled na zménu f(z) pfi metodé nejvétsiho spddu
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Kapitola 4

Metoda sdruzenych gradientu

Metoda nejvétsiho spaddu méa svou vyhodu ve své jednoduchosti. Pokud se
nam navic povede zvolit xg tak, ze vektor r( je roven vlastnimu vektoru, pak
dojdeme ke spravnému reseni hned po prvni iteraci.

Tato metoda ma ale i své nevyhody. Pouziva vzdy smér z predchoziho
kroku, ktery je ve sméru nejvétsiho spadu. Jak muizete vidét z obrazku 3.3,
tento smér nejde k feseni primou cestou, ale jeji prubéh méa tvar mnohocetné
lomenice. Pro rozsireni informaci ke konvergenci metody nejvétsiho klesani
viz [She94].

Nebylo by tedy mozné najit smér, ktery by byl lepsi?

Vime napiiklad, ze kazdé dva po sobé jdouci sméry r v metodé nejvétsiho
spadu jsou na sebe kolmé. Co kdyby naptiklad kazdy krok byl prave tak
dlouhy, aby vektor vysledné chyby e;11 byl kolmy na dany smér? To by v
podstaté znamenalo, ze v kazdém kroku budeme schopni zarovnat nase reseni
k jedné souradnici skute¢ného reseni.

Zkusme tedy zadefinovat novou rovnici pro hledani nasledujictho bodu
iterace.[She94]

Tiy1 =x; + oyd;, (4.1)

kde dy,d; ...d,,_1 je fada na sebe kolmych vyhleddvacich sméru pro d; €
R™Vie{1,2,...,m—1},m € N. Pro kazdé d; navic plati

dlei 1 =0 (4.2)

tedy, ze kazdy vyhledédvaci smér bude kolmy na néslednou odchylku od
skutec¢ného Teseni.

Zkusme tedy odvodit délku kroku ;. Nemusime dokazovat, ze pri¢temi-li
zménu bodu z, neboli ad, k chybé, dostaneme stejnym zpusobem jako jsme
dostali nové & i novou chybu e. [She94]

dl (e;+aid;) =0 (4.3)
T .
%:_23 (4.4)

Nanestésti délka sméru « zavisi na neznamé chybé e;, proto nemtzeme za
téchto podminek délku kroku spocitat.

Mohlo by se zdat, ze jsme s rovnici (4.4) uvizli na mrtvém bodé, ale
zadefinujme pojem konjugovanych (sdruzenych) vektori.

11



4. Metoda sdruzenych gradientii

Definice 4.1. Konjugované vektory [She94]
Plati-li
d]'Kd; =0, (4.5)

pro libovolné d;,d; € R™ a K € R"*", kde n € N, pak vektory d; a d; nazyvime
konjugované (sdruzené) pres matici K, nebo-li K-orthogonalni.

Geometricky vyznam této vlastnosti je velmi zajimavy. Ve své podstaté ndm
tato definice 11k, Zze pokud nase tiloha Ku = f m4 kvadratickou formu, jejiz
tvar je mnohorozmérny, elipticky ¢i rotac¢ni paraboloid, a ve stejném prostoru
se nachdzeji dva vektory d; a d;, pak pokud tento prostor zdeformujeme tak,
aby se z této kvadratické formy stala rota¢ni plocha, pak tyto vektory budou
na sebe kolmé.

N
|

\

'\\\ \,\ \ \\\ }
\ \ ) |
=
MMINNAAAN /)

Obrazek 4.1: Konjugované vektory, zndzornéni kolmosti d;fp na Kd;

12



4. Metoda sdruzenych gradientii

Obrazek 4.2: Konjugované vektory, kolmost d; a d; na konjugovaném prostoru

Predstavme si tedy, ze chyba je tisecka urcend vektorem e a pocatkem ve
skutecném reseni ilohy, tedy v misté vrcholu kvadratické plochy. Zavedeme-li
podminku, ze d; je K-ortogondlni na e;;; zjistime, ze d; je vektor teény ke
kiivkam, které predstavuji ekvidistanty.

Idedlni délka kroku ve sméru vektoru d; je tedy takovd, kterd minimalizuje
funkéni hodnotu f (z;+1(a;)), a to je takova, pii které se dostaneme pirimo
do bodu, ve kterém je v definiénim oboru vektor d; teény k ekvidistanté.

7 toho vyplyva, ze predpoklad K-ortogonality chyby a vyhledavaciho sméru
muzeme ovérit obdobnym postupem jako v rovnici u metody nejveétsiho
klesani. |She94

o f(@ia(a) =0 (16)
Vf($i+1(ai))T%$i+1(Oéi) =0 (4.7)

Z rovnice (3.6) vime, ze 7,41 = =V f(Zi+1).
d
—ri+1%(z‘i —|—Otidi) =0 (4.8)
—rl, d; =0 (4.9)
A reziduum je pouze projektovanou chybou viz (3.5). Tedy r;11 = —Ke; .

el K'd;=0 (4.10)
d'Ke; 1 =0 (4.11)

13



4. Metoda sdruzenych gradientii

Predpoklad K-ortogonality je tedy splnén a my muzeme poopravit rovnici
(4.2)) a postup, ktery ji nésleduje. [She94]

dIK(e; +ad;) =0 (4.12)
leKCZ
) (4.13)
dZT’l"Z'
TRd (4.14)

Tento vyraz uz dokdzeme bez potizi spocitat, navic pokud se d bude rovnat
reziduu, dostaneme opét vyrazy pro metodu nejvétsiho spadu. Tento vzorec
je tedy zobecnénim vyse odvozenych vztahi.

Problémem naddle zustava, co je a jak se vypocita vektor d.

Vektor d odvodime pomoci Gram-Schmidtovy ortogonalizace.

Definice 4.2. Vektor d z Gram-Schmidtovy ortogonalizace [She94]
Necht existuje mnozina m linearné nezavislych vektoru l;,i € {0,1,...m — 1},
m € N, potom pro kazdé i vznikne vektor d; z vektoru l; odstranénim vSech
slozek, které nejsou K-ortogonalni na predchazejici vektory dg,d;...d;_1.

do =1 i=0 (4.15)
i1

di=1;+ Zﬁikdk i#0 (4.16)
k=1

Gramm-Schmidtova ortogonalizace nam tedy generuje sadu vektoru d, z
nichz kazdy je K-ortogondalni na vSechny ostatni.
Pokud predpokladame, ze i > j, lze z K-ortogonality vektori d odvodit S;.
i—1
0=d/Kd;=1]Kd;+_ Bid; Kd, (4.17)
k=1

Vsimnéme si, ze pokud k # j, pak se dngj =0.

—I7 Kd; = B;;d; Kd, (4.18)
I Kd;

Bij = ———? (4.19)
dI Kd;

Problém Gram-Schmidtovy ortogonalizace je, ze musime v paméti drzet
vSechny predchozi vektory pro vypocet dalsich, takze naroc¢nost tlohy po-
stupné stoupa.

Vratme se ted k metodé sdruzenych gradientii. Metoda sdruzenych gradientti
dosazuje za vektory l rezidua. Z rovnice (4.11) vime, ze d; je K-ortogonalni
na e;1. Pro kazdou nasledujici chybu v kroku ¢+ p, ¢ +p < m — 1 musi platit

14



4. Metoda sdruzenych gradientii

m—i—1
eivp=eir1+ Y (Qiipditp) (4.20)
p=1
m—i—1
—d/Keip=—dKei1—d] K > (cvigpdisp). (4.21)
\—0,_/ —1
0

Nulovost druhé éasti vyrazu vyplyva z predpokladu, ze vektor d; je K-
ortogonani na vsechny nésledujici vyhleddvaci sméry d;,. Pokud tedy prepi-
Seme predchozi rovnici tak, ze j =7+ p, pak

—dI'Ke; =0 i< j (4.22)
d/r;=0 i< j. (4.23)

Navézu-li na rovnice (4.16]) a (4.23)), mohu odvodit vlastnost, kterd bude
uzita az pozdéji.

1—1
dirj=rirj+) Budir; (4.24)
k=0
pro i<j rir; =0 (4.25)
pro i=j riri=dlr; (4.26)

Dle rovnice (3.5) 1ze navic odvodit, ze vektor r;y; je linearni kombinaci
Kei a Odei

rir1 = —Ke;it (4.27)
rit1 = —K(e; +a;d;) (4.28)
riv1 = —Ke; — ; Kd; (4.29)
riv1 =1 —o;Kd; (4.30)

Pokud do rovnice (4.15) z Gramm-Schmidtovi ortogonalizace dosadime
dosadime l; = r;, dostaneme vztah

do =T0 (4.31)

Nésledné muzeme zobecnit rovnici (4.30) a z ni zjistime ze libovolné r;
sestava z vektori d.

j—1

r;= do — Z (Oszdk) (4.32)
k=1

Z (4.23) a predchozi rovnice vyplyva, ze kazdé reziduum musi byt kolmé
na vsSechny ostatni vektory r.

15



4. Metoda sdruzenych gradientii

j—1
rirj=rldy—r] Y (a;Kdy) i #0 (4.33)
0 k=1
0
rirj=0 i£0i£]  (4.34)

Pokusme se tedy pro pripad, kdy volime reziduum jako nase linedrné neza-
vislé vektory, zjednodusit Gram-Schmidtovu konstantu § pro i > 0. [She94]

'I‘ZT‘I"]'Jrl = 'I‘ZT‘I"]' — Ozi‘)"lTde (435)

airi Kdj=rir;j—r{rj (4.36)

Z toho podle rovnice (4.34)) 1ze odvodit, ze

1.,.T

aTiTi 1=7
riKdj=—7—rlri i=j+1 (4.37)
0 i #4104 .

A potom muzeme odvodit ze vztahu (4.18) pro ktery plati predpoklad i > j,

nasledujici tvrzeni.

- rir; i=j+1
—Bid; Kdiy = -t ! (4.38)
0 1>75+1
A z toho vyplyva 5; ;.
1 TT; . .
S NS v N |
Bii—1 =4 “it diKdi ’ (4.39)
0 i>j+1

Vsimnéme si, ze uz nadale nemusime zapisovat vSechny predchozi vyhle-
davaci vektory. Zjednodusime zapis f3;;—1 na ; a pouzijeme rovnici (4.39)),
protoze v nasem pripadé nas zajima pouze pripad kdy, i a j jsou dva za sebou
nésledujici kroky. Dosadime za «;_; dle rovnice (4.14)).

. dZT_IKdi,1 T‘;-T?"i . ’l"zT’)"i 4.40
- T T T ( : )

Bi

Vysledny tvar skaldru ; a «; dostaneme z vySe odvozeného vztahu (4.26):

T T
_ o — 4.41
e " d'Kd; (4.41)

Timto poslednim krokem jsme odvodili celou metodu sdruzenych gradient,

a tedy ji shrneme.
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4. Metoda sdruzenych gradientii

Definice 4.3. Metoda CG (Conjugate Gradient) [She94]

Necht K € R™ " je symetricka a pozitivné definitni a vektor f € R™. Pak
problém zapsany rovnici Ku = f lze pro vhodné zvoleny pocdatecni bod x
resit jako

zo € R" (4.42)
d() =Ty = f — K:DO (4.43)
while ”dl-HH S €
‘I"T’I‘l‘
o = —— 4.44
dI'Kd; (4.44)
Tir1 =2+ ayd; (4.45)
Tit1 =17 — o; Kd; (4.46)
T
Ti1Tit1
Bit1 = T (4.47)
di1 =711+ Bit1d; (4.48)

end

pro libovolné n € R s odchylkou od skutecného reseni rovnou d; 1. Tolerance
€ je nami volena hodnota, vybirana s ohledem na typ tlohy a pozadovanou
presnost reseni.

7 obrazku 4.3 a 4.4] je vidét, jaky vyznamny vliv ma konjugace na pribéh
itera¢ni metody. V dvourozmérném prostoru je metoda jiz po dvou iteracich,
takika u konce, protoze vyhleddavaci smér zamiti pfimo ve sméru feseni a
nikoliv slepé kolmo na predchozi vyhledavaci vektor. To odpovida tvrzeni, ze
metoda CG v presné aritmetice vzdy nachazi feseni maximalné po n krocich.
Bohuzel obvykle vstupuje do vypoctu vypoctu i numerickd chyba.

17
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Obrazek 4.4: Pohled na pribéh smérovych vektoru pri metodé CG

18



Kapitola b
Metoda Lagrangeovych multiplikatort

Metoda Lagrangeovych multiplikatort je matematicky postup, ktery umoznuje
najit extrémy funkce vdzané podminkami v podobé jinych funkci.

V realnych problémech mechaniky 1ze zavést podminky podepieni nékterych
stupnu volnosti jednoduse tim, ze sestavime matici tuhosti na podproblému,
ktery neobsahuje deformace, které jsou rovné nule. Jednoduse vynechame
prislusné sloupce a Ffadky z matice K. Proto jsme se v dosavadnim vykladu
nezabyvaly tim, jak podminky zavést.

Metody, které budeme odvozovat v nasledujicich kapitoladch, bohuzel obsa-
huji i jiné typy podminek (napiiklad rovnost jednotlivych deformaci), a proto
zavedeme Lagrangeovy multiplikdtory a Langrangetv funkcional.

Pro vétsi prehlednost vysvétlime princip Lagrangeovych multiplikdtora na
omezeném prostoru i kdyz nésledujici tvrzeni lze zobecnit do R".

Hledédme extrém vektorové funkce f(x), kteréd je vazand m vazbami g(z) =
0,na mnoziné M. V nasem pripadé m=2an=>5.

M= {z eR® g(x) =0}, (5.1)

kde g(z) : R’ = R? g(z) = [91(2); 92()]-

Funkce g(z) prevadi definiéni obor z R> do oboru hodnot v R?, proto si
pro dalsi postup zvolime libovolné dvé souradnice, x4 a x5. Potom pokud v
bodé extrému u € M je matice parcidlnich derivaci podle z4 a x5

8%1 (u) 8%1 (u)
G= [Og:(%t) Bgzx(su)] (5:2)
0xy4 oxs

reguldrni, existuji, podle véty o derivaci implicitni funkce [dO14], takové
funkce g1 a gz, Ze na okoli bodu & = [u;;ug;us] pro body & € M plati

T4 = g1(z1,72,73) (5.3)
x5 = g2(x1,x2,23). (5.4)

Puvodni tlohu tedy miizeme prepsat jako

S|

f(z) = f(x1,22,23,01(21,72,23),G2(T1,22,23)) (5.5)
g91(x) = g1 (21,22, 23,91 (21,22, 73),G2(21,22,23)) =0
92(1:) 92(«'1717.T2,$3,ﬁ(x1,$2,.’173),972(IIZ‘1,CE2,1133)) =0. (57)

S|
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5. Metoda Lagrangeovych multiplikatort

Ze vsech zucastnénych funkci se tak stavaji slozené funkce o tfech promeén-
nych. RozepiSeme-li pak parcidlni derivace g1 a g2 podle x; v bodé u , kde
j=1,2,3 , dostavame soustavu rovnic

3%1 (u) dg1(u) g1 (u) 6987(5) 0

T ox ox T _

ogalu) | T lam(‘i) 392(?&)1 oga(a) | = M (5.8)
axj a(E4 89c5 8(Ej

Pak zjednodusime zdpis pomoci (5.2) a pfevedeme na pravou stranu.

991 (u) 9g1(w)
ox; ox;
op(w) | = —C | om(a) (5.9)
ox; ox;
Diky tomu, ze matice G je regularni lze zni vytvorit inverzni matici.
3?7@ 3%1(“)
. —1 .
omln | =G | o (5.10)
Ox; Ox;

Pokud vratime zpét k hledani extrému funkce f uvédomime si, ze misté
extrému musi byt jeji parcialni derivace podle x; rovnd nule.

0f(w)  9f(u)0g1(w)  Of(u) Iga(w)
613 61'4 al'j (91‘5 81‘]-

=0 (5.11)
Pokud tedy dosadime z predchozi rovnice ziskdvame vztah

091 (w)] " 0f(u)
af(u) ox; ~T | 9z
“on. ot | G |ofw| =0 (5.12)
J 81‘j Oxs
Oznadime
o 3{{;(“)
A=G [8;&)] (5.13)
oxs
) T
ofw _ %52 ] [N 51
Zaroven obratime-li rovnici (5.13) dostdvame
of(u) .
[a?c”fﬁ)] =GTA (5.15)
Oxs
85(1&) 8951(U) O%Q(u) A
lafa(:ﬁ)] - [Bgfc@) agf(h)] [)\21 . (5.16)
615 am5 8335

Z rovnic (5.14) a (5.16|) pak dostavame vysledné tvrzeni o Lagrangeovych
multiplikatorech.
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5. Metoda Lagrangeovych multiplikatorii

Véta 5.1. Tvrzeni o Lagrangeovych multiplikdtorech [Bub06]

Necht f(x) mé vazany extrém na mnoziné M (viz (5.1) v bodé u € M
a necht matice parcialnich derivaci G je regularni. Pak existuje vektor A =
A1, A2)T € R? takovy, Ze plati

Vf(u)=Vg(u)d=Vgi(u)A1 + ga2(u)Ao (5.17)

Toto tvrzeni nam v podstaté rika, ze v misté extrému musi byt tecna k
funkci okrajovych podminek totozné s te¢nou k vrstevnici omezované funkce,
viz obrazek 5.1l

Pro nase dalsi vypocty si vhodné zvolime funkciondl, ktery splnuje pod-
minky (5.17)). Opét budeme postupovat v obecném tvaru.

Véta 5.2. Lagrangeiiv funkcional
Bud ddna funkce f(x) € R™,n € N a necht je ddno m < n podminek ve tvaru

g(x)=0 (5.18)

Pak, ma-li funkce

L(z,\) = f(z)+ A g(z)T (5.19)

ve svém staciondrnim bodé extrém, pak i funkce f(x) md v tomto bodé extrém
vazany podminkami g(x) = 0.
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5. Metoda Lagrangeovych multiplikatorii

extrém 3

extrém 1

Obrazek 5.1: Znézornéni extrému véazanych podminkami

a) Pohled na prubéh funkénich hodnot odpovidajicich vymezujici funkci
b) Pudorysny pohled zndzornujici totoZnost teen v extrémech
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Kapitola 0

Dualni metody vypoctu

V predchozich kapitolach jsme vysvétlili zakladni itera¢ni metody. Tyto po-
stupy se pouzivaji v pripadech, kdy je matice K prili§ rozmérna a reseni
pomoci Gaussovy eliminace by bylo prilis zdlouhavé, nebo ptimo neprovedi-
telné, kvili narokim na pamét pocitace. Za cenu drobného snizeni presnosti
vypoctu tak pro rozmérnéjsi ulohy zvysujeme rychlost a efektivitu vypo-
¢tu. Takovym tdlohdm odpovidaji soustavy rovnic vytvorené pomoci metody
kone¢nych prvki. Tyto tlohy se bézné pohybuji v R10° o vétsich.

Pocitace bézné pouzivaji takzvany ,,ridky“ forméat matic. Tento forméat
vyuziva toho, ze v béznych statickych problémech jsou nenulové prvky v
matici sousttedény kolem diagondly a ostatni prvky jsou nulové. Proto pocitac
zapisuje pouze nenulové prvky a jejich umisténi uvnitt matice.

Toto opatieni ale samo o sobé nestac¢i. Proto zavadime dudlni metody
doménové dekompozice.

. 6.1 Dualni metoda déleni oblasti

Duélni metody vyuzivaji takzvané duality optimalizacnich tloh. Ta ndm 1ika,
ze kazdé optimaliza¢ni tloze existuje dudlni tloha, kterd ma optimum ve
stejném misté jako ptivodni tloha. Dudlni tlohou zde myslime, ze pokud
ptvodni funkce byla minimalizaci s omezujicimi podminkami ve tvaru nerovnic,
tak tiloha k ni dudlné sdruzena bude maximalizaci s podminkami ve tvaru
opacné orientovanych nerovnic. Mtzeme-li v takovém ptipadé nazvat primarni
dlohu spodnim odhadem feseni tlohy, je tloha k ni dudlné sdruzena hornim
odhadem freseni tlohy.

V nagsem priipadé budeme tézit z toho, ze dualni formulace povede na mensi
soustavu rovnic a tedy se zmensi i vypocetni naroc¢nost tlohy. Navic vyuzijeme
moznosti rozdélit ptivodni problém na mensi podproblémy, které je do jisté
miry mozné pocitat oddélené, nebo dokonce paralelné.
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6. Dualni metody vypoctu

Definice 6.1. Piivodni tloha
Necht (), oznacuje oblast jejiz vlastnosti jsou popsany matici tuhosti K, a
kterd je v urcitych mistech zatizena vektorem zatiZeni f,. Pro tuto tilohu
plati

Kguy = f, Byug =¢, (6.1)
kde ug znaci vektor skutecnych posunii tlohy a matice By je tak zvana
Booleova matice. Vektor ¢, predstavuje vektor predepsanych posunt.

I

FF

€2

Obrazek 6.1: Znizornéni puvodni tlohy

Booleova matice obsahuje informaci o podepreni jednotlivych stupnu vol-
nosti. Je slozena z fadkovych vektoru, ktery kazdy ptislusi jedné okrajové
podmince a obsahuje pouze nuly a jednicky. Ma tedy presné tolik radku kolik
je podeprenych stupna volnosti, v kazdém radku je pouze jeden nenulovy
prvek, ktery prislusi podeprenému stupni.

Pokud tedy u € R5 a z toho u; =0 a us = 0 pak Booleova matice B bude
mit tvar:

100 00
00010

Puvodni dlohu miazeme vhodnym rozdélenim na podoblasti a zadefinova-
nim mezidoménovych sil A pfevést na tlohu rfesitelnou pomoci duélni tlohy.
Rozdélenim na podoblasti zaroven dosdhneme snizeni vypocetni ndroc¢nosti,
protoze kazdou ¢ast muzeme do jisté miry resit jako samostatnou tlohu.

Definice 6.2. Piivodni tiloha pro dualni reseni
Necht () je oblast tlohy, pak 21,82 ...Q); jsou neprekryvajici se podoblasti
ptvodni tlohy.

01,9,...0Q, CQ A QN =9, k#I, (6.2)

kde k,1 <4
O podoblastech budeme hovorit jako o doménéch.
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6.1. Dualni metoda déleni oblasti
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Obrazek 6.2: Uloha rozdélend na domény a pripravend pro dudlni reseni

Kazda doména ma svou matici tuhosti K1,Ks,...K;, ktera je ¢tvercova a
pozitivné definitni, K; € R"*", kde j € {1,2,...i}, n,i € N.

Kazda Q; je podeprena pevnymi podporami, nebo ostatnimi doménami
tak, Ze se tiloha nemiize chovat jako mechanismus. Zaroven kazda doména
podléha predepsanému zatizeni. Mnozinu okrajovych podminek, kterad z
téchto skutecnosti vyplyva budeme znacit I'j. Tato mnoZina se sestava ze tif
disjunktnich ¢asti T¥, TV, T¢

r;=T;uryur§ (6.3)

kde Ff je mnozina podminek odpovidajicich predepsanym zatizenim na
podoblasti €;. Hodnoty predepsaného zatiZeni jsou zastoupeny vektorem
f ; ER™ I‘gj je mnozina podminek odpovidajicich predepsanych premisténi.
Obé tyto mnoziny vychazeji z mechanickych vilastnosti pivodni tlohy.

I‘]G je mnozina vsech mezidoménovych podminek na styku sousednich
domén.

Pro takto zadefinovanou tlohu pak plati :

i
Kju; = f; > Bjuj=¢ (6.4)
j=1
kde B; je Booleova matice obsahujici informaci o Fg-] a FJG a ¢4 je vektor

predepsanych posunti.

Dudlni feseni dlohy se od standardniho lisi predevsim tim, ze nejprve
hledd Lagrangeovy multiplikdtory A a z nich az nasledné dopocitava vektor
posunu u. Lagrangeovy multiplikdtory fyzikalné predstavuji sily na rozhrani
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6. Dualni metody vypoctu

jednotlivych domén a v mistech predepsanych posuni. Vice o A bude feéeno
v nasledujici kapitole.

Tvar matice B pro podminky na I'V jsme jiz popsali vise. Podminky na
hranicich domén T'¢ vysvétlime opét na konkrétnim piipadé. Pokud nase
tloha sestéva ze dvou domén Q; a Qo a uy, up € R3*! a tedy U, € R6x1 5
soucCasné se domény dotykaji ve 3. stupni volnosti na 1. doméné a 1. stupni
volnosti na 2. doméné ( uj 3=ug,1). Pak prislusny vektor B sestdva z 0,-1 a 1
a ma tvar:

[001—100

Diky tomu, Ze jednotlivé domény nemaji zadné spolecné body, jsou prvky
matice tuhosti soustfedény kolem diagonaly a tvori takzvanou diagonalné
blokovou strukturu. Proto lze vztah mezi doménovymi maticemi a primarni
matici zapsat prihodné jako

K, .
K,—| X (6.5)
Obdobné lze zapsat vztahy i pro matici B a vektory f a u.

B,=[B1 B, .. B

fo=lfi fo i £] w=w ow ow] (66)

. 6.2 FETI metoda

Finite Element Tearing and Interconnecting Method (FETI) je dudlni me-
toda doménové dekompozice, kterou v nasem pripadé budeme kombinovat
s pfedpodminénou metodou sdruzenych gradienti. Je vhodné pro paralelni
vypocty a je efektivni a praktickd pro feseni rozmeérnych tuloh.

B 6.2.1 Zakladni metoda FETI

Oproti definici 6.2] je podobnéjsi klasickému rué¢nimu vypoctu, ktery nam
je zndm z ucebnich predmétti oboru mechaniky. Matice jsou sestavovany na
podproblému, ktery vynechéva stupné volnosti, které jsou podeprené vnéjsimi
podporami. Z matice tuhosti jsou tedy vynechany radky a sloupce prislusici
'Y, které piedepisuji u=0. Odpovidajicim zptisobem je upravena i matice B
a Bj.

Méjme tedy zadanou tilohu podle (6.4)
i
Kjuj=f; Y Bjuj=c, (6.7)
j=1
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6.2. FETI metoda

pro kterou plati, Ze mnozina okrajovych podminek domény (2;
I, =T7ury (6.8)

kde j € {1,2...,i}, n,i € N.
Podle postupu odvozeného v kapitole 2.2, prevedeme tlohu na kvadratickou
formu vdzanou soustavou rovnic g(z;)? = 0.

7 7 7
flz) = %waKﬂj =Yz f;  g(z)" =) Bjzj—c,=0 (6.9)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Sumacni tvar, ktery je jedingym rozdilem oproti predchozim odvozenim, je
zde pouze dusledkem rozdéleni tlohy na domény. Pokud se pozornéji zadivaime
na vyse uvedené matice, je ziejmé ze funkce f(z) ze vztahu (6.9) je totozna s
funkei v (2.5)) pro ptuvodni dlohu. Zaroven pokud vime, Ze nami hledané feseni
je minimem funkce f(z), pak se jednd o primérni formulaci optimaliza¢ni
ulohy.
Jelikoz hledame extrém véazané funkce, muzeme, podle kapitoly 5, prevést
rovnice 6.9 na Lagrangeuv funkcionél [DF0I]

1 i i
L(xz,\)= §ZxJTKja:j—ijrfj—i-)\TZBjxj—cg. (6.10)
j=1 j=1 j=1

Jak uz jsme uvedli vyse, extrém Lagrangeova funkcionalu £(z,) odpovida
extrému funkce vazané v (6.9) a extrém funkce vazané je fesenim tlohy (6.7).
Vektor u tedy nalezneme jako extrém funkcionalu L(z, ).

Bohuzel tim, ze jsme tlohu pfevedli na Lagrangetiv funkciondl, jsme ztratili
prihodny tvar kvadratické formy. Kdybychom vykreslili pribéh funkcionalu
6.10, zjistili bychom, ze ma typicky tvar sedlobodové tlohy.

V oblasti Teseni sedlobodovych 1loh je dobie zndmo, ze feseni tlohy nalez-
neme minimalizaci podle & a maximalizaci podle A [BEF91].

L(u,N) :mgnmilxﬁ(m,/\) (6.11)

V nasem textu se spokojime pouze s grafickym zobrazenim jednoduché
tlohy |6.3|

Je-li K, symetrickd a pozitivné definitni, potom f(z) je konvexni funkci a
feSeni tlohy je mozné najit minimalizaci podle z.

Zméni-li se tvar této funkce piic¢tenim A’ g(z;)” na sedlobodovou tlohu,
mizeme z tvaru ulohy vyvozovat, ze feSeni dosdhneme minimalizaci podle &
a maximalizaci podle A.

Zavedeme si dva pomocné funkcionaly

D(A) = mzinﬁ(:l:,)\) (6.12)
E(x) = m}z\xxﬁ(a:,)\), (6.13)

pro které plati, ze vektor & je pfipustny pravé tehdy, pokud £(z) je konecny
a vektor A je pripustny pravé tehdy plati-li ze D(A) je konecny.
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6. Dualni metody vypoctu

z, AeR!
Obrazek 6.3: Znazornéni £(z,)) a jeho rozklad na f(z) a AT g(zT)

a) b)

Obrazek 6.4: Rozklad na f(z) a A g(z)T

a) Pohled zdiraziujici konkavnost A” g(z)T podle A
b) Pohled znazoriiujici konvexnost f(z) a AT g(z)T podle
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6.2. FETI metoda

L(u,\) = m}&\LXD(A) = mxiné'(:z:) (6.14)
Je tedy zfejmé, Ze pro reseni dlohy plati

D) = E(u). (6.15)

V tomto bodé se musime vratit zpét k rovnici (6.10). Vytvofime si parcidlni
derivace £ podle  a A.

0L(z,A) : 1 T T

:Z ijj—fj—FB?A)

8%}‘)‘) Zi:(B ;) — ¢y (6.17)

J=1

Z toho je mozné ukéazat, ze pokud [FMR94]

D(A) > —o0 6.18
E(z) < +o0 6.19)
pak musi platit
fi—BJALlkerK (6.20)
> (Bjzj) — ¢y =0. (6.21)

Jj=1

Podminka (6.20) je nezbytnd pro existenci feseni na plovouci doméné, tedy
na doméné, ktera je drzena pouze ostatnimi doménami a nikoliv vnéjsimi
podeprenimi. Rovnice [6.21] reprezentuje podminky kontinuity deformaci mezi
stupni volnosti na hranici domén a mezi doménami a predepsanymi posuny.

Znacka  ker* zde predstavuje tak zvané jadro matice K. Jadro matice je
vektorovym prostorem, jehoz nenulové prvky splnuji rovnici Ku = 0.

Resenim u, A naseho problému je inflexni bod na sedlové plose, pro ktery
musi platit

OL(z,N) B
5, L’,\ =0 (6.22)
[‘%gf\”\)] =0 (6.23)



6. Dualni metody vypoctu

7 toho vyplyva

Kju;+BJ A= f (6.24)

1

> (Bjuj) =c, (6.25)

j=1

J

Pouzijeme-li zapis z (6.5) a (6.6)) 1ze tuto soustavu rovnic zapsat v maticovém
formatu [BF91].
K, B]||ug| _|f,
i 5w -

V této chvili mame jiz vSe, abychom mohli odvodit metodu FETI jako
metodu sdruzenych gradienti pro maximalizaci funkcionalu D(X). Fyzikalné
tento postup predstavuje maximalizaci energetického funkcionalu.

Podminku (6.20) 1ze ekvivalentné zapsat jako [KVM™13]

kde O je nulova matice.

RY(f;—BiA)=0 (6.27)

kde R je baze jadra matice K.

Pro doménu, kterd nemd zabranéné zadné stupné volnosti, lze R; odvodit
explicitné z geometrie jednotlivych domén. V R? je matice R; kazdé domény
tvorena tremi sloupcovymi vektory skldadanymi z bloku, které jsou urceny pro
kazdy bod a; j = [Ta,ya). [KVMT13]

R17]

_|=% 1 0 | Ray
R;;= [l“a 0 1] R; = (6.28)

R,

R, ; € R3 se sklad4 z Sesti sloupcovych vektort pro kazdy bod a; ; = [q,Ya, Za)-

0 —2¢ Yo 1 0 O
Ri,j = Za 0 —Xq 010 (629)
—Ya Tq 0 0 0 1
A vztah mezi maticemi jednotlivych domén je néasledujici
R,
R, = R2 (6.30)

R,
Z (6.24)) mtzeme vyjadrit vektor u;. Musime si vSak uvédomit, ze u; se
sklada ze dvou slozek.

u; = 'u,]l —I-RjOz (631)
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6.2. FETI metoda

kde pro druhou slozku plati, ze
KjRjaj =0 (6.32)

R;a; zde predstavuje posunuti celych domén, které nevyvodi silovou odezvu
a tedy je nezavislé na A.

Protoze Rja; po vynasobeni matici K; zmizi, dostaneme po vyjadieni z

rovnice (6.24) pouze u]l

uf =K!(f;~BfX) (6.33)
u;— Rja; =K} (f,~Bf ) (6.34)

Z toho lze vyjadrit vektor u; jako [KVMT13]
=K/ (f,—-B"X)+R,a; 6.35
Uj j f] AT Rja; (6.35)

pro konkrétni vektor a; € R!,1 € N, ktery pifslusi feseni problému u;.
Matice K}L je generalizovana inverze matice K, neboli takzvand pseudoin-
veze. Pro domény, které nejsou plovouci, plati K;r = K;l. V opacné pripadé
musime vyuzit naptiklad Moore-Penroseovu pseudoinversi, protoze matice
K, mize byt singuldrni.
Pokud takto zjisténé u; dosadime do rovnice(6.25) ziskavame

->"B,KIBIX+Y BjRja;,=c,— > BK!f, (6.36)
j=1 j=1 j=1

Spojime-li tuto rovnici s (6.27) dostavame soustavu rovnic

_Z;lejK;[B]T Zé':lBjRg] l}‘] _ lcg_ §'=1BJK;fj] (6.37)
Qg

TRT T
—R; B; 0 —R;j f;
V tuto chvili je vyhodné predefinovat problém do nového znaceni

Definice 6.3. Problém na rozhranich
Necht existuji matice F,G a vektory h,e tak, ze plati

F; =B;K/BT F, = iBjKjBJT (6.38)
j=1
G;=-R]B] G, =[G1,G2,...G] (6.39)
h, = Zl (B/KIf;) ey (6.40)
iz
ej = —RJTfj e, =lel.el,...ell" (6.41)
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6. Dualni metody vypoctu

-
CRi [ -
G, 0| |a, €y
kde K; € R"*™ je symetricka, kde j € (1;4), n,i € N. B; € R™*" je Booleovska
matice prislusici doméné j, kde m € N je pocet podminek na mnoziné I'. To
znamend, ze matice B; ma stejny rozmer jako By, ale jsou v ni zapsany pouze
stupné volnosti piislusici €);, pro ostatni stupné volnosti je matice B; nulova.

Matice R; predstavuje bazi jadra matice K;. Vektor ¢; € R™¥1 predstavuje
vektor predepsanych posunt na doméné j.

Tento tvar tlohy je dudlni formulaci tilohy sestavenou na rozhranich jed-
notlivych domén a je s vyhodami resen iterativnimi postupy.

B 6.2.2 Reseni metody FETI pomoci metody PCPG

Metoda FETI je obvykle fesena metodou predpodminénych, sdruzenych
projektovanych gradienti.

Indefinitni problém [6.3| pfevedeme na semidefinitni rozdélenim soustavy
rovnic (6.42) a odstranénim podminky rovnovahy Gy = e,

Definice 6.4. Rozdé&leni A\[DFOI]|KVM™13]
Necht existuje nami hledany vektor A € R™ m € N, pro ktery plati

A= X0+ Ager (6.43)

kde Ao € ImG, je takzvané partikularni reseni X vzniklé z rovnice Gy = eq4
a Aper € ker Gy.

Oznaceni ImG, obraz matice G,. To pfedstavuje prostor vznikly vynd-
sobenim G, vektorem proménnych, tedy prostor vsech moznych vysledkii
soucinu Gyx.

Vytvorime si matici Pg; projekéni matici sestavenou z projektoru ortogo-
nélniho na prostor ker G,.

ProtoZe matice B; ma plnou fddkovou hodnost, tak matice G, musi mit
plnou radkovou hodnost. Potom mutzeme projekéni matici Pg sestavit jako
nasledujici vztah. [KVM™13]

Pe=1-G](G,G])'G, (6.44)
kde GZ(GgGg)_ng je jiz zminény ortogonalni projektor a pro matici P¢
plati, ze PG} =0.

Partikuldrni feSeni A9 dostaneme z druhé rovnice (6.42), po projekci do
ImG,, jako [KVM™13]
Xo=G](G,G]) ey (6.45)

Dosadime-li novou rovnici (6.43) do prvni rovnice z vyrazu (6.42) dostaneme
rovnici
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6.2. FETI metoda

FyXo+Fyhper + Gl ag = hy (6.46)
Fg)\ker = hg - Fg)\O - Ggag (6.47)

Potom obé strany rovnice vynasobime projekéni matici Po [HKKPO07].

PoFyAer = Pa(hy—F o) (6.48)

Tato rovnice je jednoznacné resitelnd.
Zname-li A, mizeme dopocitat ey tak, Ze prvni rovnici z (6.42) vyndsobime
G, zleva a vyfesime pro a,.

GyFyA+G,Glay,=Gyh, (6.49)

Qg = (GgGg)_ng(hg —FyA) (6.50)

Nakonec ur¢ime jednoduchy symetricky predpodminovac F Predpodmi-
nova¢ modifikuje ptivodni tlohu a tim urychluje nalezeni feseni. Tato matice

se v ruznych publikacich 1isi. V této ¢asti textu bude uzit predpominovac
podle [FMR94] a [KVM™13|

F ' =B/K,B’ (6.51)

Nyni mame vse, pro iterac¢ni feseni metody FETL.
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6. Dualni metody vypoctu

Definice 6.5. PCPG algoritmus pro reseni metody FETI [KVM"13]
Necht existuje tiloha ve tvaru (6.7). Potom po prevedeni na problém |6.42
Ize nalézt reseni iterativnim procesem :

X =Gl (G,G]) e, (6.52)
Mer = Gy (G4GJ) ey (6.53)
d’=r"=h,~F A}, (6.54)
Zo (6.55)
while ||w;|| <e€
Projekce w' =Per' (6.56)
Predpodminéni 2 =F w’ (6.57)
Projekce y' =Pg2 (6.58)
() w' 4
gi= @ et 020 (6.59)
i=0
. iy Bigi-1 i<
p = {y0+/3 Pt (6.60)
Y 1=0
(yi)T,wi
(pZ)TngZ ( )
Xty = Xeer +0'p' (6.62)
ritl =l —'F p (6.63)
end
Xier = Aot (6.64)
Ay = Ao+ Ager (6.65)
a; = (GyG})'Gy(hg—FyAy) (6.66)
u, =K} (f,~BI A, +R,a,) (6.67)

Tolerance € je nami volena hodnota, vybirand s ohledem na typ ulohy a
pozadovanou presnost reseni.
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Kapitola 7
Kontaktni ulohy

Za kontaktni dlohy se oznacuji soustavy rovnic omezené podminkami ve
formé rovnic i nerovnic. Fyzikalné si mizeme takovou tlohu predstavovat jako
soustavu domén, které na sebe v urcitych mistech ptimo doléhaji, tak jak
to zndme z metody FETI, a v urcitych mistech jsou mezi nimi mezery. Pak
plati, ze ve chvili, kdy deformace domén presdhnou velikost mezery, dojde
mezi doménami ke kontaktu a v daném misté se zacne prenaset sila.

Takova tloha miize mit i opacny tvar. Tedy ze vlivem velkych vnitinich sil
se konstrukce zacne rozpojovat a tedy v nékterych mistech se sila prestane
prenaset.

Definice 7.1. Kontaktni tiloha

Necht existuje symetrickd matice K, € R"*", kterd je pozitivné definitni na
prostoru omezeném podminkami. Dale existuje vektor deformaci ug a vektor
zatizeni f ¢ € R™. Dohromady tvori soustavu rovnic

Kyu, = f,, (7.1)

ktera je omezena soustavou rovnic

Byu, =c < biug=c, kelVuT® (7.2)
a nerovnic
Cyug > ¢S < biug>c, kel (7.3)

kde B, € {—1,0,1}™*" a C, € {—1,0,1}*" jsou Booleovské matice piedsta-
vuji soustavy rovnic predepsanych deformaci tilohy, cg je vektor predepsanych
posuniti v podporach a na hranicich domén a cg je vektor predepsanych
pretvoreni potrebnych pro prenaseni sily v misté kontaktu. m,n,l € N

by je vektor skladajici se pouze z 0,1,-1, ktery predstavuje konkrétni pod-
minku oznacenou k. k€ I' C N.

Po rozdéleni tlohy 2 na domény Q1,$s,...8;, kde i € N, Ize mnozinu
vdzacich podminek jedné domény I'; rozdélit na ¢tyri podmnoziny.

_7F U G C

kde Ff je mnozina predepsanych zatizeni a je zastoupena vektorem f; € R".
Fg-] je mnozina predepsanych premisténi. F]G je mnozina vSech mezidoméno-
vych podminek na styku sousednich domén a FJC je mnozina vSech kontaktnich
podminek. n; € N,j € {1,2,...1}.
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Pro mnozinu podminek celé tlohy plati

i %

r=r, rf=yry PU:OF?
‘ . hed

re=Jr¢ I‘C:OI‘jC
j=1

Obrazek 7.1: Vyobrazeni kontaktni tlohy

Kontaktnimi podminkami se zde rozumi podminky zadané v podobé ne-
rovnic.

Hlavnim tskalim kontaktnich tloh je skutecnost, Ze nevime, které kontaktni
podminky budou pfi daném zatizeni platné, tedy aktivni. Navic vnitini sily a
deformace se budou ménit v zavislosti na tom, kolik podminek bude aktivnich a
kolik ne. Taktéz mnozstvi aktivnich podminek zalezi na tom, jak se konstrukce
zdeformuje a na kterych mistech bude prenasena sila.

Je tedy zfejmé, ze kontaktni ilohy vedou vzdy na iterativni proces.
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7.1. Metoda aktivni mnoziny
B 7.1 Metoda aktivni mnoziny

Metoda aktivni mnoziny mutze byt primarni, dualni, nebo primarné-dudlni.
Zabyva se Tesenim konvexnich nebo konkdvnich kvadratickych problémt
vazanych podminkami ve tvaru nerovnic.

V tomto textu se zaméiime pouze na primarni metodu a stejné jako v
predchozich ¢astech se budeme zabyvat pouze konvexnimi tlohami. Z toho
vyplyva, ze K, musi byt pozitivné definitni na oblasti omezené podminkami.

V této kapitole se budeme vénovat metodé aktivni mnoziny bez vyuziti dé-
leni na domén, proto musime mnozinu vazacich podminek upravit nasledujicim
zpusobem.

r=rfurfur¢ (7.6)

Nejprve tlohu prevedeme na kvadraticky problém postupem vysvétlenym
v kapitole 2.2 a pfevedenim nerovnic na rovnice.

Definice 7.2. kvadraticka kontaktni tiloha[NW06]

1
u, = argmin f(z4) = argmin (2.'1:3Kg:1:g - .'L'Z;fg> (7.7)
Zg Zg
Byu,=¢, < blu,=cp, ke Aluy) (7.8)
biu, >cp, keTY\ Aluy)

kde rovnice (7.8) predstavuje soustavu vsech aktivnich omezujicich podminek
v misté optima ug.

Mnozina A je nazyvana aktivni mnozinou a predstavuje vSechny kontaktni
a stalé podminky, které jsou pri daném zatizeni a skutec¢nych deformacich
aktivni.

Alug) CT (7.10)

Zésadnim problémem je, Ze nezname spravnou aktivni mnozinu A. Nalezeni
spravnych aktivnich podminek je tedy podstatou metody aktivni mnoziny.

To, jestli jsou podminky aktivni ¢i nikoliv, je zévislé na tom, zda se v
misté podminky prenasi sila. V kapitole [6.2] jsme se zminili, ze Lagrangeovy
multiplikdtory predstavuji silu prenasenou v misté podminky. Proto je pro
nas v tuto chvili vyhodné zadefinovat i Lagrangetv funkcional.

Definice 7.3. Lagrangetiv funkcional pro kontaktni tilohu/[NW0G6]

1
c(xg,,\):ngKgmg—mg o= > Albfzg—cy) (7.11)
kervurc

Jak uz jsme odvodili v kapitole [6.2| pro takto zadefinovany Lagrangetv
funkcional musi v misté optima uy platit nasledujici podminky.[NWOG]
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7. Kontaktni ulohy

blu, =cp, ke Aluy) (7.12)

biu, >cp, keTY\ A(uy) (7.13)

A >0, keT9NA(y,) (7.14)

Kozg—f,— Y. (by)=0 (7.15)
keA(ug)

Rovnice (7.15) je pouze pfepisem (6.24) a rovnice (7.14)) vyplyva z faktu, ze
v mistech kontaktu musi byt tlakova sila, jinak podminka nemiize byt aktivni.
Z minusu v (7.11) je zrejmé, ze zde mame tlakovou silu zadefinovanu kladné.
Toto je drobna zména oproti predchozim definicim.

Metoda aktivni mnoziny je iterativni proces, ktery hleda krok, z jedné ite-
race do druhé, vyresenim kvadratického podproblému, ktery je omezen vsemi
podminkami zadanymi ve tvaru rovnic a nékterymi podminkami zadanymi
ve tvaru nerovnic prevedenymi na rovnice.

Podprostor obsahujici podminky ve tvaru nerovnic prevedené do tvaru rov-
nic v iteraci i budeme nazyvat pracovni mnozinou W?. Dilezitou podminkou
je, ze pro viechna k € W musi byt viechny fadky ]§g linearné nezavislé a to
i v ptipadé, Ze by tomu tak nebylo ve stavu W' = T'C [DF0I]

Prvnim krokem metody aktivni mnoziny je vybér pripustného pocatecniho
bodu :1:2 a pocateéni pracovni mnoziny WY. Je vice zptisobt jak nalézt
ptipustny poc¢atecni bod, napiiklad pristup ,Phase I, nebo ,,Big M“ [NW06].

V tomto textu se témito pristupy nebudeme zabyvat. Tyto metody budou s
vyhodami uzivany ve chvili, kdy I'“ neni slozeno pouze z linedrné nezavislych
podminek a tedy je obtizné urcit pocatecni bod, ktery by odpovidal vSem
podminkam.

V nasem pripadé tedy pocatecni bod .'1:2 vhodné zvolime tak, aby neporu-
Soval zadnou z podminek a nasledné pro néj odvodime pocatecni pracovni set
WY,

Pro kazdou iteraci nejdiive ovérime, zda bod x; minimalizuje funkei f(z,)
na podprostoru W*. Pokud tomu tak neni, vypocteme p, neboli nasledujici
smér vypocetniho kroku, vyfresenim kvadratického podproblému, ve kterém
jsou viechny podminky pifslusici W? brany jako rovnice a ostatni podminky
z T'¢ jsou zanedbany.

p=gz,—1, (7.16)

Pokud takto zadefinovany krok dosadime do rovnic (7.7) a (7.8) dostaneme
kvadraticky vztah

F(ag) = f(z+9) = 5 (@ + ) K, () +p) ~ (@ +8)" f, =

(@) Kya+ () K,p+ 9 K,z + 0 Kyp) - () £, 9" f,
(7.17)

N |
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7.1. Metoda aktivni mnoziny

Protoze matice K, je symetrickd a vektor a:g je predem dané konstanta, lze
rovnici prepsat jako

7 1 1 7
flay+p) = 50" Kop+(z0) ' Kip— fop+ 5 (z)) Koz — £z =
| | (7.18)
= §pTKgp+ (Kgz!, — ) p+ f())

Protoze .'1:2 je konstantni musi i f (.'I:Z) byt konstantni. Proto muzeme nalézt
smér vypocetniho kroku v iteraci ¢ jako reseni kvadratického podproblému

[NW06]

pl = argmm ( p K,p+ (Kgm - fg)Tp> (7.19)
Pz{peR",Egpzo,v b, ke W'} (7.20)

Omezujici podminka (7.20)) vyplyva z rovnice (7 16) a z predpokladu, ze
pokud plati rovnice (7.8)), musi platit i tvrzeni B T, =¢y.

7 této skutecnosti vyplyva i tvrzeni, ze pokud je .’L‘g pripustny pro pracovni
set W', musi byt pro W* pripustny i nasledujici bod iterace

gt =a! +a'p' (7.21)

kde o' je stejné jako v metodé sdruzenych gradientt délka kroku p’.

Koeficient o odpovida nejvétsi mozné délce kroku na intervalu (0;1), pro
kterou jsou splnény vSechny podminky z W".

Pro pripad, kdy nejsou vsechny podminky splnény, bez ohledu na délku al
(tedy k & W), a v piipadé ze o/ >0 a ng’ < 0 musi pro bod :1:”1 platit

B,z > ¢, (7.22)
ﬁg(m; +a'p’) > ﬁgm; >¢y (7.23)
Z toho lze vyjadiit of.[NWO6]
a'Byp' >¢,— B,z (7.24)
. .
i < S 29% (7.25)
B,p’

vV

7 vyse uvedenych vztaht tedy muzeme délku kroku zadefinovat jako
Definice 7.4. Délka kroku o'

, ¢ — bl x
& =min|l, min — "9 INW0G) (7.26)
k¢Wiblpi<o by p

o' = max[0,a'] (7.27)
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7. Kontaktni ulohy

V piipadé, Ze je o' = 1, jsou vSechny podminky splnény a aktudlni pra-
covni mnozinu W' neni potfeba ménit. V opacném piipadé je o pozménéno
takzvanou blokovaci podminkou. To znamen3, Ze existuje podminka, kterd
nenf soucasti W¥ i pres to, ze je aktivni.

Na zakladé tohoto zjisténi je upravena pracovni mnozina zahrnutim jedné
blokovaci podminky do W?

V tomto duchu je iterovino dokud nenalezneme bod Z,4, ktery je minimem
funkce f(z4) na aktudlni pracovni mnoziné W. V takovém bodé musi byt
p=0.

Méme-li predpokladané feseni Z,, musime ovérit zda jsou splnény podminky
kompatibility. Toho dosdhneme tak, Zze rovnici (7.15) budeme brat jako
splnénou a pro ni ovéfime predpoklad (7.14)).

Z rovnice (7.15)) vyjadiime /A\g vyTeSenim soustavy rovnic

By, =Kz, f, (7.28)
kde Xg je vektor slozeny ze vsech Xk, keWw.

Poté ovérime, ze vSechna Xk, keTCnw jsou kladna. Pokud tomu tak je,
podminky kompatibility jsou splnény a vektor Z, je fesenim u, ptivodniho
problému (7.2,

Pokud je vsak nékteré z Xk zaporné, pak néktera z podminek neni splnéna.
Musime tedy prislusné indexy k, pro které je Xk na kontaktnich podminkéch
nélezicich pracovni mnoziné zdporné, odstranit z W a takto ziskany bod a
pracovni mnozinu pouzit jako zadani nové tlohy.

Pro takto vzniklou tlohu opét provedeme iterativni proces, ktery byl popsan
vyse a to opakujeme dokud nenalezneme stav, kdy budou vSechna Xk kladna.
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7.1. Metoda aktivni mnoziny

Definice 7.5. algoritmus metody aktivniho mnoziny[NWO0G|

Nalezeni pripustného mg a ndsledné odvozeni W°
for i1 =0,1,2...
. . 1 T . T
p' = argmin (210 Kop+ Kz, — f) p>
ifp'=0
Wi =W

~ ~i o ~
ByA, =Kyz,—f,— A

if AL >0,keTC N

I
Uy =2,

%
g

stop
else
Nalezni k,k € T m/Tﬂ',
kterému odpovidd nejnizsi X, z )\;

i+1
g

Wi+1 _ WZ\{k}

ot
x —.’L'g

else p' #0
. ¢, —blzi
o' =min |1, min w
k¢Wibl'pico by p'
o' = max[0,a@']
1 o
z, =z, +a'p
ifa'=1
W’i+1 — WZ
else
Nalezni k, pro které
T
o> cr — by zy
T by
W= WU {k}
end
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Kapitola 8
Metoda FETI-C

Tato kapitola se bude vénovat vyuziti metody FETI pro feseni kontaktnich
uloh.

Metoda FETI-C je ve své podstaté propojenim metody FETI, predstavené
v kapitole 6.2, a metody aktivni mnoziny, popsané v kapitole 7.1 Toto
spojeni je vyhodné pro Teseni rozmérnych tloh, protoze vyuzivid vyhody
FETI, tedy déleni na domény a zmenseni vypocetni narocnosti, a moznosti
feseni kontaktnich tloh. Navic v FETI-C se snazime ovérit platnost aktivnich
podminek jiz v prubéhu feseni kvadratického podproblému, nikoliv az po
jeho vyteseni, jak to déla metoda aktivni mnoziny. Toto je umoznéno diky
iterativnimu zptisobu hledani Lagrangeovych multiplikatoru.

V predchozich kapitolach jsme jiz v definici |7.1| zadefinovali tilohu, kterou se
budeme s malou tpravou zabyvat. Tou tpravou je rozdéleni tlohy na domény
podle metody FETI.

Definice 8.1. uloha FETI-C

KjUj = fj (81)
Z(Bjuj):ZcJ'U = Zb;ﬁjuj:ck kEFjUUFJG (82)
j=1 j=1 j=1
ST(Chuj) =D ¢ « Db uj>cp kel? (8.3)
j=1 j=1 Jj=1

kdeje{1,2...;i},i €N

Vyznam I'; byl vysvétlen v definici |7.1. Vztahy pro pfevod zapisu z celkové
ulohy na rozdéleni na domény jsou uvedeny v (6.5) a (6.6).

Po vzoru (7.2) prevedeme tlohu na kvadraticky podproblém a ten nésledné
prevedeme na Lagrangeuv funkciondl, stejné jako v rovnici (7.11)).

I kdyz zde uvedeme zapis v sumacnim tvaru pro jednotlivé domény, je
ziejmé, Ze tyto vztahy se daji ekvivalentné zapsat pomoci vektori a matic
celého problému.
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8. Metoda FETI-C

Definice 8.2. Lagrangeuv funkcional pro FETI-C

L(xj, M) = Zl: (;:::JTKJ:::] —:z:JTfj> - Z AL (Zz:(bg’jmj) —ck) (8.4)

J=1 kervurc J=1

dale plati

Zb",ijuj =ci, k€ A(ug) (8.5)
j=1
Zbngj >cr, ke FC \.A(’U.g) (8.6)
j=1
AL >0, keTYnA(uy) (8.7)
(Kjzj—f)— > (Wbr;)=0 (8.8)
keA(ug)

Vektor by, j zde predstavuje cast vektoru by, kterd prislusi vSem stupiifim
volnosti nalezejicim doméné €Q;.

Stejné jako v metodé FETI lze i zde definici [8.2] pfevést na tlohu na
rozhranich

Definice 8.3. Problém na rozhranich pro FETI-C

F,=B,K!B,  F,— iBjK}Ef (8.9)
j=1
G,=-RTB,  G,=[G1,Gs,...G) (8.10)
hj=B;K f; —¢; h, = Zl (B/KIf;—¢)) (8.11)
i
ej=-R]f; e, =lef,es,...el " (8.12)
& IRl 013
G, 0] | €g

]§j € Rmxn je Booleovska matice prislusici doméné j, kde m € N je soucet
vSech stalych a aktivnich kontaktnich podminek na mnoziné I';. Matice B j
je tedy slozena ze vSech vektort by, ; prislusicich aktivnimu setu (k € A(uy))
omezenych na stupné volnosti prislusici doméné €2;.

Je ztejmé ze vyraz (8.13) je feSenim funkciondlu ve tvaru [DF01]

S(A,,@,) — max (;,\g oy~ ATh, —al (G, eg)) , (8.14)

ktery predstavuje dudlni formulaci k maximalizaci rovnice( 8.2).
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8. Metoda FETI-C

Podivejme se v tuto chvili, jak je v metodé FETI zadefinovan krok z jedné
iterace do druhé (6.54)),(6.56|) a rozepisme jej pomoci definice (8.3)) a rovnic
(6.45) a (6.46).

. . ~ ~T .
w'=Pgr' =Pg(hy —F A, + G a,) =
_ i T i T N
=Pq | Y (BKIf;)—e,— Y BKIB X, +G,af | =
i=1 j=1 (8.15)
=Pg (Z (BjK}fj — BjK;—Bj /\g> +G, o, — cg)
j=1

7Z tohoto vyrazu lze odvodit, ze na spravné aktivni mnoziné A bude pro
kazdé kladné A}, > 0 vyhledavaci smér wj, rovny nule a pro kazdé A}, =0
musi wy, byt zdporné. Pokud bude A}, =0, pak to znamend, Ze nedochdzi ke
kontaktu a protazeni prutt 23:1 (BjK} f j) musi byt mensi nez protazeni
pfedepsané pro vznik kontaktu ¢,. A zdroven pokud bude A} > 0, pak musi
protazeni prutt 23:1 (BjK;[ f j) bez protazeni které pusobici silovou odezvu
v mistech podminek 33, (B;K/B; A}) byt rovné .

Proto 1ze kontaktni podminky prepsat jako [DF01]

Ak >0 (8.16)
wy, <0 (8.17)
Aswy =0 (8.18)

pro ke T¢nNA.
Podminky v tomto tvaru pro nés budou vyhodné pro ovéreni, zda je
podminka soucasti aktivni setu jiz v prubéhu iterace.

Kdyz méame takto zadefinovanu resenou ulohu, mtzeme ji fesit pomoci
metody FETI-C.

Nejprve urc¢ime pocatecni pripustny bod, ze kterého budeme pokracovat
metodou sdruzenych gradientl. Protoze jesté nevime, jak bude vypadat
vyslednd aktivni mnozina, uré¢ime Ag tfeba pro pfipad, ve kterém jsou vsechny
kontaktni podminky aktivni. V takovém pripadé G = G.[DEO1]

Wo =r¢urvur® (8.19)
0 T T\—1
A =G, (GyGy) ey (8.20)

Néasledné je tfeba ovérit, zda jsou splnény vsSechny kontaktni podminky.
Zavedeme tedy tak zvanou planovaci proceduru, ktera je sama o sobé iterativni
a kterou budeme znacit P(A).

Nejprve ovérime, zda na vsSech kontaktnich podminkéch je A kladny, pri-
padné upravime A tak, aby splnoval rovnici (8.16).

AL kervurd
Ne=< A keTCAN >0 (8.21)
0 keT9AN <0
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Na zakladé téchto tprav zirovell poopravime i aktudlni pracovni set W',

ke W pokud X, >0 (8.22)
k¢ W pokud Ak =0 (8.23)

7 toho divodu musi byt opraveno i B aG.

Protoze jsme upravily vektor by pouze na zakladé dodrzeni kontaktnich
podminek, musime ovérit, zda jsou sily, které tento vektor predstavuje, v
rovnovaze.

Ovérime tedy, zda plati druhy fadek z rovnice (8.13). Pokud tato rovnice
plati, je planovaci krok u konce. Pokud tomu tak neni, musime opét upravit
A tak, aby splnoval podminky rovnovahy.

Nejprve si vytvorime ortogonalni projektor podle vzoru (6.44])

)G, (8.24)

A ZPoX + Gl (GGl e, (8.25)

kde @Z(@géz)_leg je ve své podstaté partikuldrni feseni sestavené na
aktualni pracovni mnoziné. Z aktualniho feseni tedy odstranime vSechny slozky
nalezejici ker ég a nasledné je opét pri¢teme tak, aby splinovaly podminky
rovnovahy. Tento krok je zde nutny, protoZe nemuzeme vektor A rozdélit na
dvé slozky, tak jak jsme to udélali v metodé FETI, pravé proto, ze nezname
skutecnou aktivni mnozinu.

Poté opét ovérime, zda nékteré )\gjl nalezici kontaktnim podminkam neni
zaporné. Pokud tomu tak neni, ukon¢ime planovaci proceduru. Pokud je
)\fjl e I'C <0, pak se vratime opét na za¢itek planovaci procedury a cely
proces zopakujeme.
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8. Metoda FETI-C

Definice 8.4. Planovaci procedura [DF0]]

P(A) =
forl=1,2,...
Mo=AL pro {keTVur® v {ker“ax >0}
XLZO prokeTAN, <0
ke W pokud X, >0
k¢ W pokud N, =0
- B,,G,
if (A}gj\z =e
stop (8.26)
else
P, =1-G,(G,G,)"'G,
A ZPOX 4G, (GG ) e,
end
if ' >0 vker®
stop
end
end

Mame-li spoéteno spravné A0 a spravnou pocatecni pracovni mnozinu,
pak mame vse potfebné pro metodu FETI. Zapiseme si spravny ortogonalni
projektor a poté vypocteme reziduum.

Nasledné budeme pokracovat stejné jako v definici [6.5 jen s nékolika
drobnymi dpravami.

Predev$im po vypoéteni kroku w® ovéiime, zda vektor vyhovuje podmince
(8.17), a pokud tomu tak nebude, vektor w’ upravime.

Po vypocteni A’ v jedné iteraci podrobime vektor A’ planovaci procedufe.
Pokud se ndm v pribéhu ovéfovani kontaktnich podminek pro vektor A’
zméni pracovni mnozina, nemtzeme nasledné reziduum pro nasledujici iteraci
spocist jako v metodé sdruzenych gradientt, ale musime reziduum prepocitat.
Dtvodem je zména matice F/‘\g

A posledni zménou bude vyuziti efektivnéjsiho predpodminovace [DEO1].
Predpodminovac je s vyhodami sestavovan na trovni domén, zde ho vsak pro
jednoduchost zapisu zadefinujeme v globalnim systému.

=—1 _ = Sbb 02 2T
F =B, lOQT 01] B,, (8.27)

kde 01 a 02 jsou nulové bloky doplnujici Sy, tak aby celd matice méla stej-
nou velikost jako matice K. Sy, je Schurtiv doplnék matice K, a matice
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8. Metoda FETI-C

f’)g booleovska matice sestavend na vsech stalych podminkach a na vsech
kontaktnich podminkach, na kterych je w’ nenulové.

Schurtv doplnék je kondenzace matice K, na vybrané stupné volnosti. V
nasem pripadé bude Schiiriv doplnék spocitan pouze jednou a to pro pripad,
kdy jsou viechny podminky aktivni. Tedy k € T¢ UTY UTY. Princip Schurova
rozkladu spoc¢iva v tom, ze kdyby nam byly znamé vsechny stupné volnosti,
kterym prislusi nékteré podminky, tak pokud je tloha dostatecné podminéna,
muzeme z téchto stupnia volnosti vypocitat vsechny ostatni. Tedy muzeme
tyto stupné volnosti vyjadrit v zavislosti na jinych stupnich volnosti.

Pokud bychom sefadili matici Kg, tak aby vSechny stupné volnosti, kterym
prislusi néjakd podminka, byly napravo, méla by matice tuhosti tvar [Hal4]

Kaa Kab‘| ’ (828)

K, = [be Ko

kde K, € R*® je singuldrni ¢ast matice, Ky, € RP*? je ¢ast piislusici véem
stupnim volnosti, kterym piislusi néjaka podminka a je tedy regularni a tedy
invertovatelna. K, € R**? jsou obdélnikové prvky, jejichz symetrie vyplyva
ze symetrie puvodni matice.

Pokud tedy rozepiSeme nové vzniklou soustavu rovnic Kyu, = f, dostaneme

Kooue +Kgpuy = f, (8.29)
KT u, + Kyyuy = £, (8.30)

poté provedeme eliminaci tak, ze vyjadrime uy
u, =K' fy — K KL u, (8.31)
a dosadime do prvni rovnice
Kaatta + Kap (K, f, — Ky Koptta) = £ (8.32)
(Kao — KapKp Kl = f, —Ka Ky f (8.33)

coz lze zapsat jako
Sevtta = fap (8.34)
kde [Hul14]
Sup = Koo — KapKp K2, (8.35)

Schurtv doplnék se vyuziva jako primé metoda feseni tlohy. Zde ho sice
vyuzivime jako predpodminovac, ale je dilezité si uvédomit, ze pokud se-
rfadime prvky matice K tak, aby vyhovovala formé v jaké jsme odvodili
Schurtiv doplnék, musime v této formé psat i vSechny ostatni matice. Pokud
nebudeme tyto matice tak fadit, musime Sy, rozlozit v predpodminovaci tak,
aby prislusné prvky odpovidaly prislusnym stupniam volnosti.
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8. Metoda FETI-C

Déle je nutné si uvédomit, ze pokud takto fadime sloupce matice K musime
zaroven presunout i prislusné radky, jinak bychom nedosahli blokové struktury,
kterd je pro Schurtav doplnék potreba.

V praxi se bézné matice neprefrazuje, ale vyuziva se lokalizace.

Nyni mame predpodminovac, ktery na rozdil od predchoziho nevnasi do

vektoru sméru z jedné iterace do druhé slozky, které by ptislusely neaktivnim
=-1
podminkam. Spravna matice F  je velmi dulezitd, protoze ma velky vliv na

omezeni oscilaci algoritmu a na smér, ve kterém hledame dalsi bod iterace.
Chyba v predpominovaci velmi casto vede k selhani algoritmu.

V tuto chvili mame vse potfebné pro reseni metodou FETI-C. V predchozich
metodéch jsme uzivali jako ukoncéovaci kritérium algoritmu velikost smérového
vektoru 7,d, nebo w’. Ani v tomto piipadé neni diivod tuto podminku zménit.

Algoritmus zastavime napiiklad v piipadé, kdy velikost smérového vektoru
|@|" bude mensi nez vyraz [DFOI]

e([By K1~ lesl) (8.36)

kde € je ndmi zvolena mala hodnota, ktera reprezentuje pozadovanou presnost
vypoctu, a zbytek vyrazu zohlednuje velikost a typ tlohy tak, aby byly
zohlednény pripadné numerické chyby.

Je zirejmé, ze velikost ukoncovaciho kritéria ovliviiuje dobu a presnost
vypoctu.
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8. Metoda FETI-C

Definice 8.5. PCPG algoritmus pro reseni metody FETI-C [DF0I|
Necht existuje tiloha ve tvaru|7.1. Potom po prevedeni tilohy do tvaru|8.3

Ize nalézt reseni iterativnim procesem :

Wl =r¢urvur?
N =Gl(G,Gl) e,

S0 00 50 N0 g =50
X =P} = B,,G,, PLW
~0<0
r) = hy—F oA
o i ~itl
while||@'|| = ¢ (|B, K} f,| - lle;]])
Projekce w' =P,y
@L=0 ke \W AwF>0
oL =wf keW
=1
Predpodminént Z=F u'
Projekce Y = ic;zi

(yi)T,&\)i
() Tw'!
pP=y'+8p"" pro i=0p'=y
o — () o’
(p")TFyp'
AL — ) +aip’
N opoithy S B G P it
if Wi-‘rl — Wl

Bl = pro i=0,8=0

pitl i ai:/F\;+1pi
else
; ’\i+1 i+1
ritl = hg— F, b\
end
end
A=)
_ & oAl -
a, = (Gy,Gy) ng(hg —FgAg)
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Kapitola 9

Implementace metody aktivni mnoziny a
metody FETI-C

AU
!
Y

L
e
7

Obrazek 9.1: Zadani testovaci tlohy

Pro implementaci metod aktivni mnoziny a metody FETI-C jsme vyuzili
prostfedi programu MATLAB®. Pro testovani jsme si zvolili jednoduchou tlohu
a pri jejim vypoctu jsme sledovali pribéh nékolika dilezitych ukazateli, jako
napiiklad pribéhu odchylky od skutecéného feSeni a zménu pracovniho setu v
priubéhu iteraci.

Nase zkusebni tloha je tvofena dvéma sadami protilehlych prutt, které jsou
na protilehlych stranach vetknuty. Pruty na levé strané maji proménou délku.
Pruty na pravé strané jsou vsechny stejné dlouhé, ale podléhaji vnéjsimu
zatizeni, které zpusobuje, ze se pruty na pravé strané protahuji a mohou se
dotknout prutt na levé strané. Riizné pruty podléhaji riznému zatizeni a
maji riznou tuhost. Kazdy prut je tvoren dvéma doménami a péti body.

Reseni testovaci tlohy miiZete vidét na obrazku Diky riznému rozdéleni
zatizeni a tuhosti materidlu se mista s aktivnim ptisobenim kontaktnich
podminek nachéazeji ve stredu tlohy, nikoliv v misté s nejmensi vzdalenosti
mezi levou a pravou skupinou prutt. Mista, kde dochazi ke kontaktu, jsou
oznacena Cervenym krouzkem. V nasem zkuSebnim piikladu byly zadefinovany
pouze podminky bod na bod, takze povolujeme prenaseni kontaktnich sil jen
v misté uzli.
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9. Implementace metody aktivni mnoZiny a metody FETI-C

2 jnidh [Bodn
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Obrazek 9.2: Reseni testovaci tilohy
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10%
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Iterace-i Iterace-i

a) b)

Obrazek 9.3: Porovnani vyvoje chyby a velikosti vyhleddvaciho kroku metoda
FETI-C

a)Velikost chyby v jednotlivych iteracich.
b)Velikost vyhleddvaciho sméru.

Na obrazku muzeme vidét porovnani prubéhu velikosti chyby |le| a
velikosti vyhledavaciho kroku ||w|| v jednotlivych iteracich metody FETI-C.
Vsimnéme si, ze v takto jednoduché 1loze nachazi metoda FETI-C feseni s
presnosti na Sest desetinnych mist jiz po Sesti iteracich, a to v pripadé, kdy
vektor u obsahuje pét set stupnu volnosti.

Pro zjisténi skute¢ného teseni byla pouzita funkce quadprog, ktera resi
ilohu pfimo a obsahuje metodu aktivni mnoziny, kterd byla vysvétlena v

kapitole [7.1] .
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Soucet aktivnich podminek

9. Implementace metody aktivni mnoziny a metody FETI-C

Metoda aktivni mnoziny

Soucet aktivnich podminek

Iterace-i

a)

25

20

Metoda FETI-C

25 3 35 4 45 5 55 6

Iterace-i

b)

Obrazek 9.4: Porovnani vyvoje mnozstvi aktivnich podminek pti metodé aktiv-
niho setu a metodé FETI-C

a)Mnozstvi vSech aktivnich podminek pi metodé aktivniho setu

b)Mnozstvi vSech aktivnich podminek metoda FETI-C

Vsimnéme si, Ze u takto jednoduché tlohy nachéazi metoda FETI-C feSeni
velmi rychle, i aktivni mnozinu nalezne témér okamzité. Oproti tomu metoda
aktivni mnoziny vyzaduje podstatné vétsi mnozstvi iteraci. Diivodem je to,
ze metoda aktivni mnoziny méni pracovni mnozinu pouze piidanim nebo
odebranim jedné podminky, za to metoda FETI-C zahrnuje vSechny podminky,
které jsou v dané iteraci platné.

Metoda aktivni mnoziny musi postupovat timto zptisobem, protoze kdyby
pridavala vétsi mnozstvi podminek, mohlo by dochézet k oscilacim a v du-
sledku toho i ke kolapsu tlohy. Metoda FETI-C sice témto oscilacim podléhéa
také, ale je stabilnéjsi a naléza Teseni i v pripadech, kdy k oscilacim dochazi.
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Kapitola 10
Zavér

V predchozich kapitolach jsme hovorili o riznych numerickych metodach.

Postupné jsme se seznamili se zptisoby, jak Tesit soustavu linedrnich rovnic
jako tlohu kvadratického programovani s vyuzitim gradientnich FesSi¢t a
metody FETI. Potom jsme se zabyvali kontaktnimi ilohami neboli soustavami
linedrnich rovnic s omezenimi ve tvaru nerovnic a nasledné jsme je Tesili
metodou aktivni mnoziny. Nakonec jsme tyto metody propojili do metody
FETI-C.

Tyto postupy ndm umoznuji resit velké mnozstvi soustav linedrnich rovnic o
velkém mnozstvi neznamych. Velmi casto je takova soustava rovnic vystupem z
metody konec¢nych prvku, kde jednotlivé prvky reprezentuji chovani materidlu
klidné i na mikroskopické a mensi irovni. Diky tomu miizeme zkoumat chovani
konstrukce pti riznych rozlozenich materiali, a tedy i tuhostech v konstrukci.

Obrazek 10.1: Priklad tlohy s riznym rozlozenim tuhosti materidlu
Topologie MBB nosniku ziskana metodou SIMP -prevzato z [MDPZ21

Predstavme si, ze jsme schopni vypocitat rozlozeni napéti v zelezobetonu na
urovni kameniva a vyztuze, a tim jsme schopni urc¢it vyznam kazdé ¢asti smési
pro prenos zatizeni. Schopnost vypocitat takové tlohy s takovou presnosti
nam umoznuje dosdhnout lepsi optimalizace konstrukei a miize vést k lepsimu
pochopeni chovani jednotlivych slozek konstrukce.

Navic, diky tomu, Ze jsme propojili schopnost resit velké soustavy linedrnich
rovnic se schopnosti Tesit kontaktni tilohy, jsme umoznili vypocet se zahrnutim
vlivu vzniku trhlin nebo delaminace konstrukce. Tento zptsob vypoc¢tu ndm
umoznuje fesit nejen otazky, zda trhlina vznikla, ale i to, jak se budou sily
prendset v pripadé opétovného svirani trhliny.

95



10. Zavér

Kontaktni problémy se nenachézeji pouze ve stavebnich ilohédch. Mnohem
obvyklejsi jsou v oblasti strojniho inzenyrstvi, kde je potreba resit stav, kdy
nejsou materialy pevné spojeny a dochézi mezi nimi ke kontaktu mnohem
castéji a kde nutnost optimalizovat vyrobek je mnohem vyraznéjsi nez u
stavebnich konstrukci, které jsou vzdy svym zpusobem unikatni.

Soucasti prace byla i implementace jednotlivych metod v programu MATLAB®.
Z porovnani jednotlivych implementaci ke konci prace plynou vyhody FETI-C
oproti metodé aktivni mnoziny. Z vysledki je zfejmé, ze FETI-C nachézi
feseni v mensim poctu iteraci a pfi tom dosahuje pozadované presnosti.

Avsak v obou metodach je rozdil v jejich inicializaci. Zatimco metoda
aktivni mnoziny potrebuje predem znét pouze zadani tlohy, metoda FETI-
C potfebuje vypocitat mnozstvi dalsich matic, z nichz naptiklad tvorba
pseudoinverzni matice K; nebo hleddni jadra R, pro podeprené domény,
miize byt vypocetné narocné.

Nicméné pro rozmérné dlohy je obvykle méné narocné spocitat predem

vvvvvv

blému.
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