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UVOD

9il-pr.9gi1r
Urdit

o pietvoienf
o napjatost
v konstrukci od vlivu zatiheni

Nufiro uv ahov attdleso poddaj n6, nikoli
dokonale tuhd fiako napi. pfi'vypodtu reakci).

' , . , Teorie pruinosti: urdit posunuti v5ech bodtl
tdlesa

' Nauka o peynosti: urdit napdti a iejich meze
podle dnrhu materi6lu
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Z?-.:lqpjpL.4eolbdr

o Kontinuum...tdleso je souvisle vyplndno
hmotou

(ocel, dievo, beton - uspokoj ivi,piedpoklad
zemLny, komp ozity - nevyhovuj ici).

o Homogennf materifl: vlastnosti stejne ve
v5ech bodech.

o Izotropnf materidl; vlastnosti stejnd ve
v5ech smdrech
(opakem j e ani zotropre,

zvlilStni piipad je ortotropie).

o Elementdrnf vnitini sflv isou spoiitd
rozloZenv.v kontinuu - umohni definovat
napdtf .

o Dokonale pruZJrf materifl. - tdleso se po
odtiLeni vrfrtf do pfrvodniho tvaru (vznik
trva|ych deformaci



ort/ra7le

at' I

fdr)i
nhritl



DAIALINI," 57169 + DATALIN:." 57169 # DATALIN1 . 57L69 i DATALIN:." 57T69 i DATALINJ " 57L69
r /e

L / J

o Statick6 pfisobeqi- zatiLeni roste
nekonednd pomalu (neuplatni se setrvadnd
sily). Disciplina zabs,vajici se vlivem
setrvadnych sil

o Vliv iasu se neuvaZuie. ( pokod je tieba
uvhLtt vliv dasu
dotvar ovfni betonu).

o Piedpoklad
fyzlkillnich
zatiLeni, U.

jednozna(nd urdenych
, geometrickych vlastnosti i
deterministickf mechanika.

(Pro navrhovfni konstrukci je nutno uvftLtt
n6hodnd vlastnosti materi6lfi i zatiLeni
stochastick6 mechanika).

Sg,-PBP-{
o Zftkladni rovnice teorie pruZnosti
o Analyza prutfi (ohyb, Sffiyk za ohybu,

kroucenf)
o Stabilita piimych prutfi
. Dvojrozmdrn| napjatost, rivod do ie5eni

stdn a desek
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ZAKLADNI ROVI{ICE
l

TEORIE PRUZXOSTI



POPIS STAVUDEFORMACE
GEOMETRICKE ROVNICE

r/f

Zmdnatvaru a objemu tdles senazrya
deformace

Popis deformac€
o sloZkami posunuti ttir;w ,
o slozkami deformace t*, ty, tzrTxyrTyzrTr*_

.

SloZky posunuti a deformace lze vysvdtlit na
tvarovych zmlnilchelementfrniho kvddru:

q
a'

ilr'L -__i*



SloZky deformace:
. lggg{Iry_gglpfajslolgtgq._ t *, € y, t ,
o pomdrn6 rihlov6 deformace y ̂ ,,y.,-,y -..

E- - - - -= - -  - - -  - - -  - -  - - - -  t  * l  t  t  yz  t  I  ZX

Pole deformace' {r} - le *,s , t r r T , T  r * r T

1. deformadni model:povze protaheni hran

u (v,y,z) fr,
-f,/

Ttta (u.a4I,I
t-4

"4,, U

r/r

ox

Relativni zmdna ddllcy hrany QMr:

A^u
t x =  l i m  ^  = l i m

Ax+o AX Ax-+0

/ ^ \ / \ - \u\x + Lx, y, Z )- u\x, y, Z ) _ Cu

Cyklickou zftmdnou indext se odvodi dal5f
dvd rovnice - tzv. geometrick6 rovnice.

Lx
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2. deformadni model:povze zmdny pravych
irhlfi, ddlky hran jsou zachovany

A lz ./'/

xru

Relativnf

Y , E = T t + T z
Lv= l i rn -T

Ax+o LX

Au
lim
ay-+o A y

F \ aov ou
I

0x 0y

Q',___

I
I

J

a

zmdnaprav6ho irhlu:

Aw
0z

-\
w

a-
( J  - .

v 4- o y
0u

o *  - ;

ox

Av 0u Aw 0v 0u Aw-
+ -  T  _  = - + -  1 / _  = - +  -

0x q, tYz 
Ay 0z 

tzx 
0z 0x

o ,

A /y -
, x !

Celkem 6 geometrickfch rovnic - popisujf
vztahy mezi sloZkami posunuti a sloikanrr
deformace.
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Na dasti hranice tdlesa I; jsou piedepsdny

ilffi:jlozlcy 
po sunut i piipadnd j ej ich

fol .frt

9eometrick6 okraiovd odmf

t l - 0
f  ' o  

x , 4

2Y
1 t - 0 t  f - 0 t n ' 0
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PoPrs sTAvu NAPETI
STATICKE ROVNICE

Hleddme podminky, zdntchi, bude libovoLn|
d6stice tdlesa v rovnovhze.
V podmfnk6ch rovnov6hy se uplatni dva druhy
sil:

. vndj5i (zatiLeni)
1. obiemovd [X/*']

(napi.gravitadni)
2. povrchovd

ploSn6
liniovd
bodov6

o vnitinf (ptsobi plo5nd mezi ddsticemi
tdlesa)

D{/ml
tNl

12

A F

LF vnitini sila, kterou
ptsobi d6st II na I
v bodd Q

nFl/-q prum&nh
sila, kterou pfisobi II
n a l v b o d d Q

./ --/!f
,.'aN r)
i r  o j '  . ,

E  \ -  z /
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o rozfcl ad 6 do smdru normillY a tednY

Vektor n4g!!j

->
f

- t t - '

o rozkl ad 6 do

n -Xg 
* [N/*']:[Pa]

or.. .normilov6 nap6ti
e ...smykov6 nap6ti

d - (o,,r)

smdru os souiadnic
P*,Pr,P, '''kattdzskf
sloZkv vektoru napdti

+ r \o - \p., Pr, P, )

r.

.t

t
*\

''!) l

t

-f

.!>ft'et
-f

Pr'er

4 T,, a4

< l
0 ( )

\ _

1a,-to)
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sloZky napdti na elementarnim
(plo5ka A,Aje rovnobdZn6 se
souiadnicovymi rovinami)

kv6dru

yl zne n indexd .

q Ty'y-.
\ [ \

[s,ffi nanJly \.snir^6/,
k ronn{ t olE la
Qhfe) ne4#" .

rtrnoletkdr
tr.,. norna'1or! nafi//

f --. sny/rrinay'i'

a'/

r*
I
I

- I
\r

rv

Pole napdti: {o} - h.g-9u:r-y,:t-,'J
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Etgtlcle_qegfce + zI

4r#;

o Cauchyho statick6 rovnice

<AT
/./ \-

(ze silovych podmfnek rovnov6hy)
X :

( o.'*+*Jo, ̂z - o,xt,n .( y,;1+rylo*n
( r L  0 x  ) '  i " -  (  r y ' ) -

' /  ( , / 0 t  \  /- r 4LxAz +l fi. * Y? M lt*ny - r =;ftLl/ / o \ r ) z ) /

+XLxLyLz -0 I
LxLyL,

(pro smdry Y,Z analogicky, resp. cykltckd
zdmdna indext) . X,Y,Z...objemovd sily

ttt/n! (naPX ollbnara'illa)
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oo* *g:_*ar,n +x o
0x 0y 0z

)Txy 
*uo, *0r, ,  +y o

0x 0y 0z

Or* ,  
*Urr ,  *Ao,  +Z -0

0x Ay 0z

o Vita o vzhiemnosti smyko fch na

r, l v
- . - . t F

I oy/z

IPr r l
I

+FJ

\ 1
AL

^ ^ Ar ,( - %l,)l vM4*r*rMu , 
*[",, * 

_A, f_.Jf1 :_2_

-r,*M^.+-[','-b4*I=Q
-  

* t

(z momentov;ich P o dminek)

-
v

Z J
9- . - .>
I
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;;. D6le cyklickit zhw6na indexti.

/ r  - 4 -  4 "  / r  - T .u * y  o y *  u ' y r -  t ' z !  & r *  0 x ,

Smykovtd nupdtf,nu dvoa vzdjemnd
kolmj,ch ploskdch jsou stejnd velkd u obd
smdiujf buil k pffrseinici obou ploYek
nebo od nf. i

--+

l
nelze !
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I nYzrKALNi Rovf{rcE

Yztahy mezr sloZkami napdti {o} a sloZkami
deform ace {"}.
Urdeny experiment6lnd, vyjadiuj i fyzikfilni
vlastnosti materiSlu.

{
{

d

o Jednogsf napjatost
tahovd zkou5ka

F  , 4  ,  F
- - - , -

1 l l
--T

pracovni diag{?m.

o -

am oce

Lt
l,t

I
L

F
A
1idiagr

sl:(

piik

d ou

6e

- mez umdrnosti
- mezpruLnosti

(elasticilv)
- mezkluzu

6
h=E

q, oo=f ,
konvcndn( nepih( (plasticitv)

(tedenf)
- mez pevnosil

obar obon obor

/iiil!^iht' t ; u,i a ur lfrjr

oo

{

,l
,/

v
o&/z'oy/t,,'
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Hqqreuy:&9.
Plati povze v pruine oblastr aL do meze
rimdrnosti (o < o,)

E - tga [Pa].. .
ocel i  2,1 .10s MPa
beton 1 2,1 .104 MPa
dievo: 104 MPa
zen  iny :  -  2 f  l lPa

beton . prvn o rt v lcahu'40 
x ffianti nei v tf*q

, Porqdeni neslivi
na'h lec

o - E . t

Pf{klad
ocel

, stcjni
chovini
t trhu i tfalu

litina

'k fe, t f . i  naler id l
gneni pla sf i c ko q
ohlas { )

dievo
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o Trojosrfl napjatost

oxox

EE

-U
t -  -  - v .  -  x

L r,t
L

y. . . [ - ]Poissonovo dfslo(lw!444-pii$(
b4'q&e)

tv
v - - 3

tx
0 < y 1 0 , 5

v N 0 r 3

v N 0,1 5

Poissonova konstarrta)

ocel:
beton:

. T
( m  . . .

v

Bs4&qtEqoSquy Z&l $lati v line 6rnd
pru2n6 oblasti)

Vliv piidnd kontrakce (ntLenf) pfi tahovd
1 v

ZKOUSCE:

F
I

o x  D  [ e " - t ,  = -\ / '

F
: ] - -=-
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o-.
v t

oz

?r e"

?|l""

ov
- - V . 4

E

o-- - v
E

tz  :  -1/ '
o,

E

o_
t-. - -v - - =

Y E

Yliv_zltrggyJW lgry na re I ativnf pr otaheni :
? t  ? t-  ov -  Gz - Ctt

a
t

[K-t] ... soudinitel teplotnf roztaZnosti
... zmdna teplotv

(ocel, beton : a, : !2. 10-6 K-1)

ei

tKl

G _
2 n + v

[Pa] ... modul pruZnosti ve smykrr

fyzrkdLni

rovnice

Tr*

) * *

) * *

) * *

_VO,

-Vo*

- v6,

T*

tx

€,

tz

=+G"
=+G,
=+(o,
= ' *

G

- VO,

- v6,

- vo,

1/t x y 1 / =t y z
y =
t n GG

G
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hl'L,/a /y
M.

0 ilreie/e naler,'r'/rr"' ilanl/errtA/y rzary'u le
lraru /rya//a s irattoq lr/rr, //er//e za/22?aa
re /rou 

' 
ko/o/o4 saa"recl ,taVe"/- /m q =

lE = - .f//fa,, t?ana lrrn l/a"z"ui s asou '( se
Jlra'A'/" 0 0r/aa, lrartz /tt/2t^/a2-na's lsott y

86 zlrc'/,t'/a a /, / /an .
-6 * /l flpa

_o i= . r f l f a  f x= ry=- l t t / /
,y,a

u&tl q=
f , x ? * k - r E )
q  =  f  h  u q )

-v;;=7-F;-;77tj
-o/ooo/ =I [-r- r,(za)J

Jey'na' sa d

f s /? 23/ HPa

:r_:_4_ry
g; -=hrs  !J12/ /Pa

le/on.

'
I

t;
lr
l f



Z) lal, ,e sl/ai' /elorTa /rt' kryz//e 0 /rane"
' 

42a, 1as//t'z-e /e ne/o/r/a)ze" uTzula ra

/rau 
'lo/a 

y'c/" saa7ee/ 
"a 

''e /fehh smavr

ie zahL-eri i'/ou f=2ao-/rY
Fb = 20 oo, HPa- y ' l = / / / f ,

r/a

-200

,/2 t/2
= - "ft/Pa

t / = 0 i  € z / /

.F
- F

/ P tuz  =T  =

v
t x=  /  i

X
I f lz.rovnic //ryne,

o = rh [r. ///f,ry

2, 4rf,y
t/ /.f trr'

G)
(b)

(4)

h)
(t)

- '/ /r(-'D J

// /, r/

,/ /f,(-f) l
1

-0r7,f = 6 -
-/,rr = f/ -

\

/ n -- - l, lt 23-, 4Pa

ft: m [-]'ir,-,i'' 4Vizii', /{ a, trzsrJ G )
= :4! {.U ?:

I /s/u hr- s//ae 'flf

4J-= + /* = -4s/7d /,2'y'r-t= -4 73-, tilz =
= - / , / lTar r r
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X/z

osa prutu
o  1 = l t  

t

Prutovd konstrukce

'A

Pruiezy tenkostdnn6

o Vypodet napEti a deformaci v bodech
o v  oprurezu

/ v(pruZnost a pevnost)

,
t l
r l

Ziildadni algorimus:
o Stanovenf \rnftfnich sil v prufezech

(statika)
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Integrflnf definice vnitinfch sil

SloZky napdti
v pruienLprutu

6, rTry rT* ,

Vnitini sfly
o vv pruiezvprutu

|/ = ffo,M M*= IIV.,y-r*zF,q
Qr= IIroM My= [[o.zdA

A A

Q, = IIr*M M, = JJ- o*ydA

N*, M,M,, Q,,Q, ohyb

kroucenf

-  t u
1-;
I t

\ -
\
I

I
I

x
. \ . -  

-

N*, Q,r,Q'
M,, M,, M,

M,



z/r

vnitinf sfly
Mr, Mr, I'/*

Q,,Q,

OHYB PRUTt

napdti
ox

T*y 'T * ,

pietvoieni
U , V , W

= O...tvar pruiezrL se nemdni
.. . zachovdni pravych irhlfr

v rovindch XY aXZ

Piedpoklady: pod61n6 deformace s. je i6dovd
vdt5i nei, ostatni sloZky deformace

a)

b)

€ r = t r = T y

T * y = T * r - 0

Bernoulli - Navierova hvpot6za:.
ii Prftf ery rovinnd akolmd k ose prutu pied

deformaci zfist6vajf rovinnd a kolmd k ose
prutu i po deformaci

'i \
t \

tl- UA)
!/ = y (,a)

\

AT
-u (xrlrz)
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Funkce posurruti UG,y d b liryqg;qfg;futkq
Lspqradniciq!JU4,

u(*, y,z) - A(x) * r( x)" y + C(x). z
(v prfiiezu x:xs jsou A, B, C konstane)

A(r):u,. ,
(translace)

Z piedpokladu b) plyne:

u ) i/ *y- o . . . Qu(x, Y, z) .a,!t- Qq, ox
a(*).#-o

A

n ( * ) = - q v - : v '
dx

,.,.r/n c(*)*+ - 0

Hiftl | - u=tgaz=ffi.
fr-t

- - -  u r, t \  t  I
t a  t  E  t

^ -  t  -  v  
1

7 zf' <* %?ro c(x) - -# - -w'
l l r U

\ , / a

:-t-r- - gx

u = u o:1k)'r:y\*}r-
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Z fyzik6lnfch rovnic:

Parametry deformace u'r,t, *"urdfme
z deftnidnfch v zorcti vnitinich sil :

( L  Z
I\r* = I[o.dA- El 

"L[1il4-v" IIydA'-w,,
A \ A A

^

ox= Et*-  E+ -  n@'o
ox

-v "  ' y  - * "  ' r )

A ,8,
s: I-

'/ o/ /'

,t, D*

t '  ,  amatice tuhosti pruieztr

sY

@
. S, I= Dr=

-  M, = Io*ydA= E[ " ; f f i -  r ,  f f i  -  w,,@l

M y=  [ [ o . zM -  r (  u [@-v " f f i -  w "h
A \ A A A )

V maticovdm tvaru:
, / -

,8,
D,,
ry

fn. I
1 - M , r  -  E
t M v ) {Iy

pro ttiit/i re oty y,z p/a(f, !, = fz = 0
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R.e5eni sous tavy rovnic :
, rv*

u o = *
EA

-v,,=- Y,I ,nfuI ,D* I - IJ=_D:=

*^,,, - yrl":IrrD*
_ w _ J

EI

Yzorec pro funkei 6*,jsou-li y.Z libovolnd
tdZi5t'ovd osy:

Y zorec pro funkci 6 *,j sou-l,t y "z hlavni
tdZi5t'ov6 osy @o:0):

o x =
I{, M , Mz  v +  ' z

r r r^ z  ^ yA

ox je linedrni funkc a !, z apiedsta,nrje
rovinu, prot:urrTfci prui ez v pifmc e naqrvan|
neutr6lni osa Gu__0).

ox -
I{* M,I ,1 M,D,,

y +
MrI , + M,Dw

A
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Zvld5tnf pfipady namdhdnf

1. Prost)? tah (tlak) If, * 0 (M, : M,- 0)

2. Jednoduch;i ohyb M y + 0 (M, = |/ = 0)

M,.;Til,-// -o)
3. Sit*V ohyb My *0, M, +0 (/f;:0)

4. Kombinace tahu (tlaku) s ohybem
/V; *0,  My #0, M, *0



n/e

1. Prosff tah (tlak)

o V pruie ̂ L vznik6 povze noffin 6lovd sila At

o Norm6lovd nap6tirozLoZeno po pruienr
rovnomdrnd. Neutrillni osa (o. -0) LeLi
v nekonednu.

0f (kons{.)

Deformace €x

(Srzikdlni rovnice)

t : i  h  lo

lr,
A

ox

t -  =o* +ut" ' E

du
dr

a * )) tf,j . ". (geometrickd rovnice)



8/to

o ZvlS5tnf piipad: l/", A, E, t ... kons tantni
ProdlouZen i (?kdceni ) prutu :

LI = rQ) - u(o) -'5, *d* ='{ +* .l*
o t u  6 \ E A  )

I
; . . . C$eglgg*ln$ftlelg (lbktr)
LA

EA
- . . . tolgFlp{gq v g_uJt!&)

t  
-  - - - - -

LI -N'l +atl
EA
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Z.Jednoduchy ohyb

Rovina vndj5fho zatiileni obsahuje jednu
zhlavnich cerftrdlnich os y, z"

Osa prutu zftstdv|rpo deformacrv rovind
zatiheni.

V pruiezvvznrk6 pouze ohybovy moment M
nebo M,"

M y * 0

nent r6 ln ioqQ 6, -0  D z :0
ilut*a t iorrind ,utiZ.rri u pffiri tCZiStC*

a)

Mu
. -- z

I v

o x =



Wt':Iy
l,,l[-t]

wi=hr*'l
W ... pniiezovf modul

b) M _ + 0

M-
G x  = - - Y

I
neutrdlni osa

Pozndmha: pokud v prfiiezu nevznikajf posouvajief
sfly, oznaduje se pifpad jako prost!, ohyb.

rftz

Yzorce vhodnd pros?y4-prqlqg+i

o! - M ,  , o
Iy

o ! =
My

(- rr)
Iy

E,
f!
fa
S

\-
\

\
t
s

W
W!VI

=w)wlF:



Ikt

Pifklad: Jak velkd sila F mfiie namdhat
nosnik s pievislym koncem, aby nejvdtif
napdti nepielcroiilo hodnotu d:160 Mpa?

nealri /n f

-r

max My - -t

= I,235 . 10-4 {no
1,235 .10-4

9,2355 .10-4m',
0,1 5

lmu" My

,T
w+/4r

F

Iy

wy

t ? -

Wv
F - l I - . . d

- y
= 0,132MN
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3.Sikml'ohyb

Rovin a zatiheni neobsahuj e Lhdnou zhlavnich
centrillnich os.

I
J

m
v a z n r c e

a) Vyj ddienf rh!ryrug[r_os6sh;_ Z
(M,  *0,M,  *0)

M. M.,
O * = - -  ! r T Zdt  

f ,  -y

b) Vyjddieni pro qsJ y,z,-Wgqiqogll4gU

Mrrr+MrDrr -. ,Mnr,+MzDy, ,,o * =  y +  ,

I - rrrr-D?

v azni ce

Yazn ik



I//r

NeutrSlni osa: ox - 0

M- %-z:o-Tv* 
,,

o

o

. je piimka prochdzejici tdhi5tdm prtrtent
neni kolm 6 krovin d zatiLenf
paprs ek zati1eni a neutrSlni osa tvoif
sdruZend smdry v hlavni centrSlni elipse
setrvadnosti

4o.o{,
a.r )'
')l!sZ>:v,,J \ :



UA1L- ftTaojleilg 7n//aX ,tunilr"'/o rc7al'z aelhb
avvl-1-*\+

nanail a n/m'7rfr?pr bap/tr,

f- ilr/n, f= /0/'{

,/tr, (4p/;Iace ,
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4.Kombinace tahu tlaku s o h bem

Ueinek ,nf* .M ...M -x ) -  -  y 7 -  -  z

il

$

Negr4lgryn?p{i_o*- r
a) Vyj6dienf v hlavnich os6ch y, z

il lr- M. M,
l l  o-- ; -TY+T'
lr

b) Vyjddieni v osdchy, z, kter6 nejsou hlavni

-  -  -av'*  M rI ,  # M rDr,  <c, M rI  z+M rD* Fr
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Poloha neutrillni osy (o* = 0): 3 * bt + e i? =e
risekovy tvar pffmky " n " z- 0 ) p = lN = . " .

! = 0  =  g = Z r v  r . n "

\ @
v \ '

J .< . _ _

7<2'acn

z  
u x -  - r l

risobf ci tlakov6 sila F. Excentric
rovnobdLnS s osou x (osy y, z jsou hlavnf)

C(y", zr). . .tlakovd
centrum

Ir_ - -F

M v - - P ' z e

M ' = f ' ! '

.., uy/e?/n'piiiad

-A
--

F

eT f - -
\

\
\

neutr" osa: 0 - wv-ffi,/

F
A
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7-. A . l)?
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o -  * * y + 3 ,
t; t;

Yzorce se vyui:ii pro konstrukcitnr. jfdra
O Yprurezu.

Useky neutr6lni osy nahlavnich os6ch y, zi

z = 0 . o .

. Y = o  G . .

p -
i:

!,

q =
ii
zc
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l l

ll :. oblast obsahujici

ll tlakov6 sila vyvodi

ll tlakovd napdti.

4

! ,z . . . l l t rn, '  oty /

Konstrukce obry

Jfdro prriiezu

tdzi5t6, v nii, ptisobici
v cel6m pruiezvpouze

Neutrillni osy se kladou
postupnd jako ob6lkY
pruie rL\ urdi se irsekY
p, 8 a odpovidaj ici tlakov6
centra na obrysu i6dra ze

o

vzotcu

z r I
l-l
l t /  n . o ta
t / q

/

/

f
su j 6dra:

I
i
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Ob6lka musf
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\

\
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r qqzuiiadg-konstrukdnf d6sti z materi6lfi
Spatnd vzdorujicfch tahu (napi. beton) se
snaLime zatd1ovat excentrickou osovou silou

nehe.(/
ln e /**.1/

pfisob ici v jhdie prfiiezu.
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Pozndmku:

princip duality.
i:

v-" p

o

\

C,,
Ios*

Pri konstrukci jddra je moine uplatnit tzv.

lze formdlnd zamdnit soufqdnice tlakoveho
centra lc, zc za ilselry p, g, ktere vyt{nd
neutrdln{ osa na osdch lo z.
Proto strany jddrovdho obrazce mfiZeme
sestrojit takd jako neutrdlnf osy nij k tlakovym
centrumC,,,centrum C,,, um{stdnym do vrcltolfi prfifezu
(resp. doplndneho konvexniho iltvaru) .

vtrx

C,,

Ve vzorciclt
A

a t

t7"
v

q

c*r -- -ll,r.l

\hQ

too,

\ o<'lo?,

>3*l-
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- -50kI\

o x =
0,05 - 0,03 5 - 0,005y +

0,0 156 4I,2. 10-5 2,7 . 10-5
o * - -3,205 + 84,95Iy -185,285 z
neutr6lnf osa...ox 0

-3,205 + 84,951y - 185,28 5z - 0
z -  0 . . . p = 0 , ,
y -  0 . . . q = - o r o 1 7 m

45:;.,r63Mpa

e[ueu]

alo,zt;--o,t]
Bl-0,21;0,1]

W(Jriete prfib dh normdlovdho napdtf
ve ve.tlwtutdm prfifezu sloupu"

F=f0 l t l

f-
toHth

= -50.0,1 - -spkNm
- 5 0 . 0 , 2 - 1 0 " 3 . 1 , 5

*t=f
'Wot,'l

rr,
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,M,
- -35klr[m

A 0,0 I56m2
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r ,  4r,2.10-s mo

@
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Pifklsd 2: (Jriete jddro obdelnfkovdho
O Vprurezu.
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Pffklud 3: Uriete jddro lcruhovdho prriiezu"

. 2  . 2
l, : l,

1 4-n tT '
_ 4 '  _ F 2

f iF2 4

Il" o.

Z rctadni symetrie prui e^rvyplyv 6 rctadnd
symetriclqy tv ar j6dra.
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Pffklud: Vypoiitej te smykove napdtf
v koutovyclt svarech tlouYflry 5mm, kterymi ie
piivafena stdna k piirubd prfifezu
z piedchdzej fcfho piikladu.

Urdime smykovy tok v iem@,

23t + HPe

t@ - &r. dsr = 23,4 . o,oi. - o,z34MN/m

Smykovy tok 9pien65eji dva svary.
Nebezpedny iez@ m|Siiku a - 0,00353m.
Pro smykovd napdtiv iezu@Plati:

p 0,234

I fnnt
H

r@_
2a 2 .0 ,00353

. N  4  A  A:  .{ .1_ t++ vlraa . t v t  4  ^  I

-



VOLNE KROUCENI PRUTf

M-*0 => kroucenf
fi sou=litstatni vniti. sily n

k
=) prostd

kroucenf)

Udinek IUI. x 'pootodeni.pruieztJ (p .kolem x
deplanace .p rtfi ent,t4 .

o Deplanace probih6 volnd

ulovd
,fa

t-

\

Xqlnd krouceni.
(St.Vdnantovo)

Eft

z

=

. Deplanace omezov6na

,tl /0eorer
karha'
moaad/

=+

llxt

Jt'r.3

^ 1 -  1  ,  aqrybove krouceni

YP'T*"!*'1

pr6?*t
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Piikl ady j edno duchy ch kons trukcf
n am dhany ch lcr ou c enim :

flr= F h

l'lr= -f 'f,,

4



E/t

o Rozdfl mezr masivnfmi a tenkostdnnfmi
prurezy:

t t

masrvnldeplanujimillo (nebo vribec @@
o - lze zanedbai

tenkostdnni @ejmdna oteviend) deplanuji
znadnd, omezeni deplanace je

, r cvytazne = o* ievyznamnd

1. Y.qLn6 krorlcelf prutri s. prfirezem masiyqfm

. Piedpoklady: ox - oy = or=Tr, - 0
a) %--e-t-!y_9 ...prriiez zachovdvh

v rovinl yz svuj tvar
b) gn=g- ----.,

\

- - .

7 7 .o Kinema fiako fuh6 deska
-Erv rovlne)

u - u(x, y, z)
v - -p(x).2
w -  p(*) 'yv'#{
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o Geometrick6 rovnice
0u Ov Ou Td@(xl

1/t ry Ay 
' 

Ox 0y t_*dl_j 
{'

Au
T*, 0(x) .2 relativnf rihel

a rzKroucenl
0u 0w 0u dcp

T * r : ; f
CIz  Ox  0z  dx r
0u

T *, -:: + 0(x). .y

u(*,y,2) ..e voli se jako soudin dvou funkc{

a@,t*L-e|d'yfu*L
/ \

W(,y, z).. . . deplanadnf trnkce

Pqzn_dmkqpiedpoklad b) tx 0 je splndn
e t-

pouze pro 0 konst" nebo V(y,a) = 0
(tedy prtiiezy, ktere nedeptanujf), ( # = d Y = 0

,, fu/n /'0 + t-loisf:
\aeto lH )o Fvzik6lni rovnice

,  = o( *-o. l  -Ge( y-r ' i
\ d /  )  \oy  )

!Y -Gr* r -  G

Qt

o w )
F \ a f lo z )

GO
0u r ,  )_+ A - v
0 z  " )
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o Statickd rovnice (objemov6 sfly jsou nulovd)

9!-*o'*, -o -> c&(ry. ryr=o) /+
-al-:_%::_ 

-"r' o" 
\ 2f 2z' 

'/ / 66'

(+=o)  &*ry- - -o\ o x - w )  m
. 0 t  - -  A  \(-"-0) ft^4:4M' 0 x  / '  @

a) Prut s konstantnfm kruhgyyry prfiiezem

Prtie zy krvhovd a mezikruhovd nedeptanuj i
(dfky symetrii)

T*, -Gfu

podmfnka ekvivalence:

4*= II@-,Y-rryzffa-_ A

:G0ffj' + z')dA
A

-GIo0

pol6rnf moment setrvadnosti

/ \

v\y,z):  o

I p =
4

lTT
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e -M*
=

d g  _ M *
dx GI ,Gru

l .  r -  1  l f  a  ,qu.-fgllnlce volneho krouceni

r.., - -GY-z-* r  
Gr  o*:

r, . ,  -rGY- v - +M* ,
_  G r o -  r ^ '

,-+,

M*
z

Ip

1 2 )
A  -  : 4  |  a F0  -  

\ / r r y  
-  0 * z

Prut s nekruhovfm masivnfm

vypodet jako pro kruh nelzeElementfLrni
pouzit.
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Yt ql qd& w Mhqebq rg Les!

o Pietvoienf o -M*
Gro

r k...moment tuhosti ve volndm kroucenf
V  v . l  l .  vn api. pt&l4qL $psI _l&saqtsy

YZp49e_

o Napdtf v obddlnikov6m pruiezu

- teorle
skutednost

maxTxz
2 bzh

A4

4.. .plocha prfiie zur

fp.. .pol 6rni
moment setrvadnosti

rk . A 4

401 p

- 9 M *

_ Txl I k '
36r p
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U
b

I k -

Uzkf obddlnfk:

h > > b  =  L
t^h

(nn)^

vznrkd jenjako
kroucenf ohvbov6ho.

36.it  ̂'+ n't)

rk=1b 'h

sloZka

t cult;i:rr
tq'olrrrilo/6, +

t'o/nild boaen/

buh
tlt* + b2

2. Voln6 kroucenf prutfi
tenkostinnym otevfenym prrif ezem

en y/. nap[*', /roaeenr'
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. Napetiv uzkdmobddlnfku
T*, 

j- 
0

ffiAXTxz -
M*6

ffi
tlifl

ffi
tA

rk

: 0

l-*l
l

1
f  k : :  h 6 3

5 r*
&,ftoyi-

tok

. Nepltiypfuie,ryrsl qZ en dm
obddlnfkti

r l r l azuzKvcn

M*,i

cely

=Go@
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risle/n"' cirlu/ace
sn ylo re'lo /ohq

o v
rUTEZ

v  r Y rrenast moment
]ur* nmaxrd=TU,

k

=|M*,i 40 
:f,h,6,'
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3. Voln6 kroucenf prutri
s tenkost6nnym prrii ezem uzavienfm

M=D
tru,
T, t@ - l(o)=t

I G) - t(o) -lon't

/^

x :

smykovy tok v prtiiezuje konstantnl
t  -  T*r . t ( r )

dM*: tN, : t@ \
dat .... 2, dr'lereaad/ r/aeabrc p/dF Oz ,/r.)

1. Bredtfiv vzorec

M.,  -  t .O

dvojn6sobek plochy
opsan6 stiednicf

t6) t = qr.tr

c) = {'&'
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2. Bredtfiv vzotec

0 lur *
GIo

f k =
Q 2

n . d s
' t(r)

moment tuhosti ve
volndm kroucenf

Torznf tuhost9!" je u vzayienych
pruie ztt mnohon6sobnd vyssi neilri
pruiezliu otevienych.
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Porovnejte torzni tuhost dutd trubW
sottvisld a rozffznutd"
o z )' f f i t ,d

v \ 7

tl 
"t*f""y 

prnf*
1 . > )

4) -  1 -?ia '63 - t  i f i -dt  Y
3  3  L  2n  - t  t

. \  v  r  Tz) uzavrenv prurez

f i ) -  Q '  -Q 'y 'Y  -2n r36:t 
- 

"d" 
- 

znr
d -' 6  6

Pro tenkostdnne prftiezy platf kriterium

-I'o' -- ? nrdt- 3

r
=

F
j

n F -  ^  - )- j . e  - i . ) - =  
i J

o - -

Pfiklad"'

K >

tu
I2l \- 2rcr3 d
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Porovnej te maximalnf smykove napdtf
otl typfi prt)fezu"

_M*5maxef;,
rk

2' uzavfeni

et(s

*u^cj M* M* l M o

M*6 3 luro
2 w622 n ?- Ttro-

3

IJ

1

dQ 6 .2.  q t r ' 2 nr26

M*
? )maxr;; _ 2 n r 2 6 _ 1 d

- - -  - - -  - l )  2  n / f  ^m a x f ;  l r v r x  3 r
/ ltro'

l )  -  i r  Z )maxT_:_ > I) "maxT- - x.s -rs

1
I-  
1s

f r )>s
\a )- -

otevfeni
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Pro porovndnf urifme jeitd maxrl
v masivnfm kruhovdm prfiiezu:

maxct] - M n '  : M * '  :
rp TTFo

2

maxct)
?rw-
IrF 46

r^?

2fur *
rtrt

/ l

\

:

max cl 1
2

M*
) a,tr'o

l l f  ^ - - ^  Y t l  o  v  c  Ftvapen v prurezu mastvnim a
tenkos tdnndm uzavfenem j s ou fddovd
srovnatelnd, ale v prfiiezu tenkostdnndrn
otevfendm jsou napdtf o v  f  f  v v rraq vysst.
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Yyuliti plastickych vlastnosti mate riillu:
Skutednlr pracovnf diagram

fl

r
q-E
q

o p. . .mez pevnosti

f  , :  Oo. .  "mezkluzu
o e. . "mez pruLnosti
o rt. . "mez rim6rnosti

zj" /n o t/q {an f

//forlt

le'haaz?+ .' t4 '  '#€p/

ffi

Prandthiv drasram (id e6lni Znoplastic

A=B S c \

(smluvni mez kluzu. . .napdtf odp ovidalici
trvall deform acilt ,,1 : 0,0 02)
defo rn a {n i zpe rn{n)1 . . yLnfsl n ap c"lfza nezf I/a24

r

h

+- -fr i
tl

T,,
I
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Pro materiilly, kter6 nemaj i vyznadenou mez
kluzu (slitiny, betorl...), se pouLivdtzv.
smluvnf mezkluzu:

/tfrrnt!'ht' zpernid r'
_ , >0t

fi
€

+4 l€2tl = o,ot2
Dal5i idealizace pracovniho diagramu (kromd
Prandtlova ide6ln d pruLnoplastick6ho)

biline6rni tuhoplast. mat. tuhoplast.
(pruZnoplast. mat. (ideSlni) s line6rnim
s line6rnfm ll ryevndnim
zpevndnim) ll

t l

pouZiti v Xorii mezni rinosnosti
konstrukci



Jednoduchf ohyb

Piedpoklad: stejnd meze kluzu v tahu a tlaku
(napi. ocel) ... f n

P o stup nd zplastizov6ni pruie zal,,

lql</r Akfi l6l=fr /61=/r
)C

Q-ff fr=fy Q=fr
+- /J

ril. lt

b ) f f i " w
I =fi

-rrJ

a )

a)M b)
ww

pruLnoplasticky. c) plasticsi
$av. !tav_

w,,*
staY

fnosnost
O V  

Wprurezu: ll
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a) Jvleznipnfiny stav.

M n t : W ^ i n ' f

(s vyuLitimvztahtt
M,

o r  - : : r M r :  M r r r o d :  f r )u W d

IZ*,, je pruiezovy modul ke vzdilendj5im
krqinim vl6knrim (od osf y)

b) P*Zloplasticky slqv

Dvd podminlry ekvivalence sil v pruieztr:

1)  l r ,  -0  . . . I Io-M-0
2 )  M y - M , r n r . .

pro dvd nezname:
o poloha neutr6lni osy
o moment tnosnosti pruiezu My

o*ZeIpI 
=



w/,r'

r)@ (prfrez

I'+
J-- /tr*

Dvd podminlry ekvivalence :

1)  t r r * - I r - -0

f r ' A , -  f r ' A ,  - 0  = l  A t :  A , : t , ,  I
t  t t

n e u { ri/nf ost delr' praffer na Vbre

2 )  My=Mpr

f r '  A r '  f ,  *  f r '  A " ' f ,  :  M  p t

/, (s, ,t s ,,,)= M o,

pnife za ,ri n o/u/
r pAs/rcfu'n s/ara

M  p r :  f r ' W p t

//o{ zp/ae/,'zorln)

\ +ll-



fr/c

Pifklad: uriete prfifezovi plasticlry modul
obdelnfkoveho prfifezu

,,: 4, 6 Il

I
I

bh h .,!
< _

bh2

Ar' i,

W,,

(  i la=

2 4  J _
b l ,  i l n ,  . _ \
6  I  f f i = ' f )

pbshdla'reatn

d) Q#iie+i z pryZnoplqstighgho (plaq
qla}Lu

pfi odtdhovfni se materiill chov6 linefrn6
V Ypruzne

reziduflnf (zbytkovi) napdtf se urdi jako
soudet napdtf v pruLnoplastickdm resp.
plastick6m stavu a napdti fiktivniho
odtdzuj iciho pruLn6ho stavu vW ozen6ho
momentem Moat

M oat =-M 
"ro, 

resp. Moat =-M'

or " r :o * *p ,X I

lo,u,<f ,

Rezi dal ln f
hnna'loloa

oepe'/f da'rajf
s r1c/,

no/o tr/ m on an / 
"

:$l..:L

na/oraq



u//

Reziduillni napdti ve dvojose symetrick6m
pruie nt (napi. obddlnik)

pruZnoplast. stav l\r,rr, -E )a..ry : E u

pblqgky starl t\up, + !l"a - I+

#-l

l
q

l tn- ' t r

n1-- ++-
rt*l

I
I

I

koa/nlot
-47'11**/z*-,lL-= o

t\ /-:{

tlrr.e - tti.n =

tU, /,ux=%= 
ffi 

wti,x /12
2//pt
T

@6 f 6 * =

I

i;i.i.:i

z

4---.a

0 (ro nape/r //r"ir' l u /ar7' nnaay' e nabaa ndroz oQ



E/t

Piiklad:
/rvrl\r'.ia a\.-VV

Pro obdelnikovy prfiiez uriete
a) mezn{ elasticlry moment M n,
b) elastoplasticlty *oment M,ryr, je-li

hd =0'4m

c) mezn{ (plasticlry) moment M pr
d) prfibdh rezidualn{ch napdtf po odtiZeni

z elastoplastickeho stavu Q z plastickdho
stavu

fr=1SMPa (dfevo)



n/r

a) M,t

t)

lr

:0,432MNm

b)

f,
a)

fl

: frw"t = fr'l;Of'

b) I r i+tY;- I r ; -N; -0 sptndno
vzhledem k symetrii podle osy y

M,r^ - 2.(lr,.r,* + wtr|) - (Q*-t\-; r"*=e)

z( t8 . 0,4 . 0,r "0,25+ 1g .0,4.0,2. 1 . ? .o,r l  =
\ #  € , U - )

/Vf ti* /yrr ry,

- 0,552MNrn

4 W= frWo,: fubq :0,518l\atrm
(rp,- //th+*/t= n-=)nf,=ffi f)

!4,(Mro,(Mpr!

l,/r-

/,12-



il odtfZenf z elastoplastickeho siavu' - qaPr F*---d,
18 23 .r

6r"
?

/! z3

-Mapl: -0'552MNm

A/o

:0,0072m4

ffi qt=1'3//h)

6

IyM o a t =

o,,,(z - o3)- 18 - 76,6.0,3 - -5MPa

o,ur( ,  -0,2)-  l8-  76,6"0,2 -2,6MPa

sd! u erti z .pJ q trjclghp s t ew_'-1yll- - - 
F'18 -^ uodr 27

Moo,=-Mot: -0r648MNm

o,u,-o! ' -y%-t t8 -9oz
0,0072

o,,r(, -0)= +18MPa o,",(z -03)- -9MPa

?!n,. r o//t'z?n/ z 7/Nfi*6/a t/"t t1 nda! pn//,r//' o7'*aa /
.1r1A/1.1.'



uftl
Pr,,Ila /
/V-v'ava.swJ

t/nfeh netnt' (plttfrtl/) eonenl 4t. rt 
= !!0 ///L

+-,f-
$ ls - l
-+-

t) polola
->
i . '

rctha'/ht' o.ff :

, / * -  'Y -  - 0

/r.rl*- fi t l--o A*= ,+-= !=
0r00d+ 4003

= 0r0o *f,az

i

2) n. i ft 
' 4+' 4* + 4t 4', ,t/: t -

//rt = .?9 (orr. /r0/. /, /tir* lrtt . rt tlr 0r002i-*
t lt0'0r0/f,'tlotff) = 0y'ff|Tr%(e =

' 
-/tgf,ffilq

, r . t z r t l - -

hpr na tc.ryrabrg' ot//a/7all/ t. rry ,/ 
+-

.-.-....- 1io, -{e=--- fr n[4otf-aruPpo-t)-t 0Z -ZF4- - -

iia-irffi/,:-
t fn

I

C'- \trt\oo,r=- 0. lfrtr-n-

o+ry lo 'no
7--04rum.

'+Kg
f+

f
t

-0/t0 Io4 =a

o
'iuh 

ai



t//t - tz

Plastickf kloub

Rozlo keniplasticsich oblasti v nosniku pii
p o stupndm zatdL;ov 6ni:

fft t / 2 t / / z l

Plastick6 oblasti se zalnou vytv ifretpfi
zatiLeni F = F,r airylny plasticky kloub
vznikne pfi zatiLeni F = Fpt.

tlr



IU- /J

ZatiLenf, pii ndm L prffiez podbiemenem uplnd
zplastinrje:

M o, 
= IIIIIX M on

1 . ,  1
f  , . io*= - ;FeJ

Fpt = frblf, I

Dekeplaqtre$fuslolb.L
, l
l v̂ 2

ohybovy moment v prui eru x = xo
|  \  F r t  t t b h 2Mon( t ,  ) : ; *o :  fo7*o



w- /r

t ,moment rinosnosti pruiezv x = xo
1 . r

M d :  f u ' : b h .
o

Mon(ro): M"t ) xo

Plastichf kloub funguje podobnd jako vloheny

T
.t
J

I
Io

kloub:

---{t
' t 2 ? - A

---

stotichy pieuriitd "kons trulrce - polrybli$
mechanismus

F'



n-/,

Mezni ptastickf stav nosnfku .q
( pou{,'ra' oe pruc0ra,'/rbXrca lulop/ashbtifl-> o)

staticky urditSkonstrukce --+ kolaps pii
vzniku jednoho plastick6ho kloubu
plastick6 klouby vznikaji v mfstech
extrdmnfch momenfu

{rt

ffi
E ,

4 tlpt
I,

/r sta/ nearci/orts/n

I /'s{, Aho//
ko /a ps nas/a ne pfr' ,

4 / = / 0 t  0 )
, 2//tt

f i = T
/

,1./-F, f= -6t e)
2lltt
tllrt

w
-

@ v

n-l<rfrt staticky neurdit6 konstrukce --+
kolaps pii vzniku (n+ 1) plastick;fch kloubfi
(konstrukce tvarovd neur dit|)

4 p/ast t/orl

k o /a p s nes/a t,e P//'"

" / t -///r=t Ft /
ats / iltt

:

? L L

@ v
frt=!-Uzt

1.



try-/tr

l r-lfpt 
l'" -lla

/,i y v\
a  I  /  u . /  t5 x staf,. heule.,totrfr.

ale /r'i

P0uze

I

H ^ 0
2x g/a/ leurel

#
2+tua]

T rnPd
I  -  t T

J 
' ,t- t/ou/v

kohps neslane /fi ' '

ry ,-//vt= nlt

I
r |ilpt
r 7 t = T@ V ilftllpt



wft
f ^ Y y F 

'r

. STABILITA PRIMYCH PRUTU

$tine pruty namhhand xlakovou osovou silorl
jsou ohroleny pffatou stabilitL

Ztr\ta stability se projevf takto:
o Prut zfisthvd piimy, pokud osov 6 tl*ov6 sfla

je mensf nei, urd,tth hodnota specifickf pro
prut.

o Po piekrodeni tdto hodnoty se prut prohne
(vybo (,i) a nakonec nastane kolaps"

. Yyznamnou roli hraje das.

Vybodeni Stihlych prutt je jedna
z nejdastdjsfch pifdin havhrif mostnfch
konstrukcf i konstrukci pozemnfho stavitelstvf.

Probldrn namdhdni stihllich prutri tlakovou
osovou silou se oznaduje jako yztrldL

l E
I

I
L



@/2

r Matematickf model:
[deflnf prut: - dokonale pifmy, centricky

zatfLeni, auloZeny
vypodet kritick6ho liglqglg :&.
k vybodeni je tieba piidn6ho
impulzu (pifdnh sila,
nerovnomdrnd ohi6ti)

Skuteinli prut - odchylky od pifm6ho tvaru
(ltUpSSggel maj f nSho dnf,
charakter

odchylky 4 jsou mal6
( 1 1 \
|  

'  
l z  

'  
l l

\s00 1000 )
odli5n 6 hr ahta namilhimi +
Kosbigeglla&'t jglulbs!-

. Pojemstabilita znamenS kval itu rovnov6hv :

tuh6 tdlesa
@

-rO->r'-\

rovnovf*ta: stabilni indiferentni labilni



0/,,

pruLnd soustavy - ideflni prut

F<n

rovnovf*ta: stabilnf indiferentnf labilni

, .rr , ,llbrfurkabe rovnov6hv
(t"rd*J*0

u
definice Fo

o R.e5eni stabilitv skutein6ho prutu
Nutno rozli5ovat mezi pfivodni a deformovanou
konstrukci.
Teorie druh6ho i6du:

Posuny u ve smdru stiednice a rotace e y
zttstdvaji male,pruhyby w jsou velk6.
Podmfnlry rovnovhhy je nutno sestavovat na
deformovan6 konstrukci.

kolaps



E/*

{

,, (4) .. e podAtednf pruhyb
(amplituda pruhybu)

, (6).. e konedn;i pruhyb
(amplituda pruhybu)

Po

I
p
1 1

P P o

... podStednf kiivost (bez sfly F)

konedni kiivost

. . .zmdna kiivosti vyv olanaohybovym

momentem fuf - Fw

Dif. rovnice ohybovd ('ary (bezpod.pruhybu)
M. 1:  I  My

w" =-^ ' ^Y nebo l t
EI , (pFeaniii) p EI n

Dif. rovnice ohybov6 ddry (s pod. pruhybem)
1 1 F w
p Po EIn



D/r

a) nelinedrnf ieseni + velkd deformace
1 w "
p (t* *,rY

nutno pouLit pro zakiivend prutv (obloukv\

b) line6rni ieseni = mal6 deformace
(UJqorie.@ryLoj,@D

1 = -w" neboli 1 + w'' = |
p

(*"-w';).+w=o =ll d-&
L

Lze poulit pro piim6 pruty a prutovd soustavy
tvoifci ortogonSlnf syst6m (r6movd konstrukce).



Piehled qisledkfi:
. t  n  t  !tdealil - -

d i '  0

Q/6

,,r-.ne/n.ftt:
I

sI q /e {n/ ,
6*o', 

/"

f
&,

{ = t

'r-oeh7t. l"cf, L
&

f;=t
/

./

1.-..[fi.fat
'!,tL,r*

tnfct
(ftd' p/)

(ft#l,:t

o Metody qipodtu kriticsich sil Fr (t/ei/ar'/rr/)

Pfe_dppklady: I ine 6rn E pruLny materi 6l
mal6 deformace
rovnov 6ha na deformovandm prutu

a) gepqrg_t{Lc}a_(EUlgfgva)-netsde + piesn6
SpodivS v ieseni dif. rovnice ohybov6 ddry.

b) Err"eryetph6lRitzova) mdoda + piibliLnh
Spodiv|v porovntni energie vnitinich a
vndj5ich sil.

t
I

\
I

6
T



r!ft

Geometrickf (Eulerova) metoda

Euler odvodil vyrazy pro kritickd biemeno ve
dtyie ch tzv . Zf.s-dnlcLEgleqUi$-pripg& qhl tj "
pruty s konstantnim pruf ezem a konstantnf
normflovou silou):

f  Lr  
' [ :  

lF
TF i .  ZY i- , l l l l l
l l l l l_I I dr. ),r? )*

F

F

T*l r,
I

\ r / V bieseni: w - C, sin ffi*C, cos ffi
J v v v v r r v

okrajov6 podmfnky:
a )  x - 0 . . . w = 0  - +  C z - 0
b), -  I  . . . r !  -  0 + QSinal -  0

C r - o  r  \ > - [

M -Fw
y . 2

,, lr-l^
,1, = -t-lw*

!-I"i
n )w"  +a 'w  -  0 a 2 :

EI ,

1. pifpad

rl
\

I
I
Jv&)
I

zI

sin al :0
charakteristick6 rovnice(pruhyb nulovy)



- truls

s i n a l = 0
minimalni

al - 7T ,2IT ,...atd.
d'ol - n

n

z rT'
a k =

1 vKoren:

2
a k :

Fk

r EIu

Eulertiv yzorec F k = E f n
f t2

r
(Da15i Eulerovy piipady viz skriptum PP20)

Obecnd pouLivany vzorec pro Fo:

o-2

F, : EI'U^ K  
t

f ... moment setrvadnosti k ose kolm6 na smdr- - -

vybodeni fisou-li podminky vybodenf stejnd ve
v5ech smdrech, pak f:f*io)

#/J
tacr jL
ryloteni I z

f= Iz= fnrn f = fy



E/t

L . . . @ a
v. @dnich Eulerovych pifpadech
se urdi ze vzorcri :
@ , @ g - @

[ s l
t \

\
I

f-,
I

I
. t t

)1 
a

1
I
I
I
I

I
t
t
I
t

r.l

ot
tn

L=  t  1 :  Q |L 7= QfL 
'1t=Zt

I

recndj Sich piipadech (prom6nn& EI,
o vzpdrnou ddlku odvodtt ziesehi t,

\t

V
nu

je
8i to



0/raz /eane r narna'd /ra na,rrlay 'n,

//tn?

Krihde' ra
.// |

4t/ [a/eraya I er/a/o

ZaL /asurure/ ""A/4"/ Trultr +

, Ilddhi

'/apa/t' t ee1h,'e/y //aa?ni, 0ezy/aa-aoro) pru*
f = L- A

fi'7' nnn/ohr' y'rtrt'ohu rrla f rzrrZd y/roln
lw. ,bih'o/a rcpefr-q

4=  f=+ . i  f f i =  7^
I.l=? i/,//ar/n,,VonaF /nu/,/

--

, L -/.?VcVna'/a//"
t  r E. t = 

/ T _ pthraV ctr yoa7t.s/' / t". ld/aa' na
gnaV ry/ta?n-

/ q - -  l ,  - t - - . t - /  /  v  a
/ Jsatl- ft plfittthL? a/ot"a{
I  l -  

t -  I  t  .  .  t

srEFr*-_if #
\. + lfteill.,

rcl,re€h snfreb/ ,t/-or/ ̂ il -> 1
t - ? \ / r c / / f - d

l / ,,
v altlnt'i}nrir hkf;/i/ t i t a t

O_' Oe:?tUb o= Lzo Lt)n



h'n'.rh,r/ q ,a s7t//os/zr'n Tona'-t, 2 ,/lo/"/?

Fa/arova l y p" rh /a

F [F'
a r t = T

-rr' 
/(

-t

), 1'r I

fla a' /ne'7n zn y bdz e7 a arbrtb I

i/aa/ne-7rrz7a7bsl4/
nalanf /
rer'h7' n e/enb'/

/ aldru 0z 7. ,Q fa/araua /7par/a/a zaV/a*-
(Trthza /r.r9 ) , t elra zr/e .re
lalrurbq q =,4'

fttt%i aahnb'/;
/ ohrr / 421 ,Z*' se Fu/ )4nen/a/o n/razrjc

/ri'r/q 
'fb

(ro' 7'€ {/t//tt/ a/Pu?y)Lt'ma*t'

/aa7nac|' q- )



/)

f - t

r4/a41 6b/er/e//2,-\ ' /

r .
( =
I trr,

6,
(*d)

6*)

'/u' ./r/a (Er A)

- /r'nr/n'aapaVr)

/iar

E

pnfr'az(. . ,
/ nasr't'nt' ?//+ "' t = / )( #,//o'/rq'-- .rc<{ /

r
llare trb 7n/
sethryi n Vr7rat/
N zlrdoeezrb

4 /

r

f,
q

tta ra(/a/a- t/,'/hsln,'/o Voatrq ,?, se ttr' f \
u talu/et satn'ni/e/ 

'r?e"rnts/i 
-t (1,1f/,?),

khr1n t€ relaftqic@,/nrcnas; 
z"

1, 1"r



69 S DATALIN: ,. s7t6g + DAIALIN' ." s7r6g + onrnur'riszrog + DATALINT ," s7t6g + DATALINT..

E//
I, DVOJROZMINNXV
F-

I  T \ T 7 . ^ ,  . r . n  ^  r

-

PROBLEM (2D)

o ledsse3;rysrjpro! Ku (t _D) _ pruty
vnitinf sfly a deformadnf fakto ry zavisej i na
jednom parametru (x)

!rgj1o_zgglgypro_blefjlD_
Napdtf, defofinace zftvrsejf ia 3 parumetrech
(*,y,t)
I 5 neznfmy ch . . . {r}, {t},{o}
15 rovnic . . . 3statickd, 6geom ., 6Vzik6lnich

. Droip@rnJpqI)bte1LpDl
Napdtf, defonnace zdvrseji na 2 parametrech
(napi. x,! nebo s r,s 2).
Dva rozmdry I t,lz pievl6daj i nad,tietfm
rozmdrem - tlou5tkou ft.
Stiednicov6 ploch a je bud' rovinn6 (stdny,
desky) nebo za$wend (skoiepiny).



stdna

LIN:." 57169O DATALIN'," 57169d DAil\uNr _ s7169 i DA[1\LfNr-57169 i DAil\LINi-57169 + t

E/z

{.

tezlrtgr1" (

deska -

v P "

7 vlaitni pi.rp ady symetri e pro storovych
konstrukcf :

rotadnd sym. konstr.

Dvd vananry dvoj rozmdrndho problei.r,
o Rovinndnaoi v rovind (x,y)

(stdna)
o*oyrTry

v rovi nd (x,y)

t * r t y r T

skoiepina.

t+**..L-]. - -
? o .  I

fL ,'i*r

6 zet hr|

QpgnS,zet)



f

[ e 0D1\TALINJ." 57L69 + DAIALINJ " 57L69 # DATALIN: ^ 57169 i DATALINI,. 57T69 '# D/\TALINT" 5

E/3

Rovinnd konstruk ce zatilen|pouze ve
stiednicovd rovind.

[tl1,*t_ t

(ni*a stdna : nosnrk)

Kritdrium pro

h < * - i n ( t
1 0

b>(t*1 ' ) ,
\s  4)

v zntk rovinnd napj ato sti :

,b )

J

ilox

f=t

Re59r{ ql g arillelLsiJ qve eet=ody
o Primdrni nezndmd: funkce napdti F(x, y)
o qichozi rovnice kompatibility (zajist,ujf

spojitost deformace)
SloZky napdti vyj6dign;r qomoci Airyho

a2F a2F
T*y

a

a'F

q,g,rl
I

Oy'
o y =

- \ )ox- 0x0y



a

iATAA +
L

QAIfa :filJAf.AO 0 pllTa :HIJATAC 'i olfTe :rllATA,0 * AllT-1 :L1iii'TI\C{r AdIf? .,j
j

8/*
o Z rov.
stdnovf

kompatibility vyp liv A tzv .
rovnice

AA,F-0
biharmonicky operdtor^^ - (^)' je

^^F _t! +2j-_*t!
O x a ' - A * r A y r '  O y O

o Okrajovd podminky - statick6

P *, F ,. . . sloflq/ zatiileni

[X/-']

-  dscosa

q

: O *

:Try

Z podminek rovnov6hy elementu:

Px
-

r y

cosd ,+T rysmu

cosd ,+o ' s i na
t



l16e 0 D1\T1\LIN: 57169 + DATALINT,. 57169 + DATALINI." 57169 i DAil\LIN: ." 57169 + DATAuNJ

E/f
Pifklad - obddlnfkov6 stdna

f, tnla'l

f t n

( * - - O i  s n t = 0 i  c o d e
* : -o*4V.h+V*  -

o x = 0

t 

-

T T  - r . nratana uD:

Hrana aO:
&

o o - 0
t

a '  - 0t x v

Okraj. podm.

T T  l r \Hrana AlJ:
@

yl: -r *ydyh + fzdyh+ (oy - o ypxn- 0
^,/t'ry 

)
t-- 6r/

Txv =0

yt: -o yfuh - frdxh + V *, - r rypyn- 0

o v - 0
a-t ' x  

T  - 0ex l ,  _

fiiltla'J

9 y = - f t

lze pouhit jako kontrolu vypodtr'r ,

=D [t:r f=E
T*yla- .h=0 

'

/+, +_'lr 
I

6 ; v

16 o--xy

--+7"
I



DO DATALIN:." 57169 # DA[1\LIN:," 57169 # DATALIN: " 57169 A DATALIN: - 57169 + DAIALIN:"

E/r
Metody ie5eni (vtz piedmdt An alyza

konstrukci):
o Metoda siti (diferendni metoda)
o Fourierova metoda (rozvoj zatiLeni aF(*,y)

ve Fourierovu iadu)

5',1,'

Pifklad:
aaZtazar.a.rfZ

I slriplun FP?ol
,fc/rtta er l,flnerdrJ
pr: fl J

o Metoda konednych prvlcu (MKp)

I ttiluJ P-+ 1tu!

0;

J
_t

ry
-P

L . , A i ;

r . r r ,  f  i
. U .

-Q281 p

/,r*0 p

9'F'rP

-1,2*zp



;9 d DAtl\LINi." 57169 + DATALTNI." s7169 # DA[1\LrNi " s7169 + DA[1\LIN: ." s7t6g + DATALTN],. s

E/r
Hlavnf n?pdtf v bodE pii {gvin{r6 napjarosri

Rov. napjatost v rovind xry . . . o x, o y, T *y

o lprylof4adfrLuJgryg
(analogie s transformadnfmi vzorci pro
momenty setrvadnosti)

ll2 q  . F I t '

Z podminek rovnovdhy elementu plyne:

f,*,

a

d.

ob

*T*ys in2a

sin 2a

cos 2a

= o o = o * c o s ' r / * o r s i n

= o * s i n ' a * 6 r c o s t  a -

- r- + (o, - ox)sin 2a +
2 ' ,

o'*

o',

T'*y

, a

T*y

T*n
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8tt

:filsslryry4wr-:rl,r@lt_
(analogie s hlavnfmi momenty setrvadnosti)
Pri ot6denf elementu QMrM2 kolem e se mdni
sloZky oo,r. Je-li na plo5ce MrMz r :0,
nabyvh o o extrdmni hodnoty. Takovd plosky
jsou v kaLddm bodd dvd = hlavnf plochy,
na nich vznikajf hlavni norm6lov 6 napdti
O l ,  O 2 .

Plat i t  or )  02, ol-o,

(nat Shnq)ll2 q)

ll2

o t r =
o x + o y ox

tanqi =

2

o i - o x

T*y

+
r 2- o y  
)
I

2 )
* r'*

i  : 1 , 2
Tty

o t - o y

2T xynebo tan2q, -
o * - o y
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Rovinn6 konstrukce
stiednicov6 rovind.

DESKY

zatiLend kolmo ke

l. . .rozhodujici
0 1  fpuoorysny

tozmdr

Tenk6 desky - Kffchhoffova teorie

krit6rium' 
1 <L

100 I  10

Pozn. tluste deslry

membrdny !=+ @epiendseji
I  100 

\  r

ohybove iliinlcy)

Kirchhoffoglpie4pqhlqdy:-
1) Normilly ke stiednicov6 rovind piejdou po

deformaci opdt v norrnilly k deformovand
stiednicov6 plo5e . Yzditlenost bodfi na
norrnille se nemdni.

4. I (Mindtinova teorie)
I  1 0 \

Uf !t'o',

*n
T' ff ituiZ
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t/z
2) oz - 0

r X  v ,  1ReSf se algoritmem defo(madnf metodlz:
. nezntmit..funkce pruh)rbu rr(4lE-
o vychozi rovnice. . . podmfnky rovnov6hv

Vrstvidkovy model

Y kaLd6 vrstvd vznik6 rovinnfl napjatost
o x r o v r T

spoluprisobenf vrstev zaJisti
T  x z r T
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X/t
. Prribdhy sloZek napdti po

P r'*,-v)
tlou5t'ce desky

J f' f  t

r, qr -E

' odpovfdajicf mdrnd vnitrnf rrly (vfiailend na
lmddlkysrris@

Yymarn indexri:
hl2

m x = to.zdz
-hl2

hl2

ffi, = lo,zdz' -hl2

hl2

m rn = i" *rzdz
-h/2

t+'Nl

rynyfr hl2

8'= i r - r& )n'i, 
I

8, = I',dz J
r#l

-hl2

z podmfnek rovnovftry deskovdho elementu
vyplyv6 Aestovf rovnice:

[Nm]ll"
zatiileni

A,Lw - P
D

p(x*)...fimkce

Eh3

I zh -v2
D... deskovd fuhost
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V^ahmezimdrnymi vnitinimi silami a funkci
pruhybuw(x,y):

/  Azw dzw\
l l t x :  - D  |  ^  "  
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a
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E/f
Okraiovd podminkv
Na kaLdem okrajtlze splnit 2 podmfnkv
(vzhledem ke 4. iSdu diferenci6lni rovnice):

, a  , ,o vetKnutl
.*

.t
Z v o

0

-o  (u ' -o )
\on )

w -
0w
ox

1 .

2.
v

ll ;I

renl v6lcov{kloub

W : 0
m x - 0 (mn - o)

trez

v

pt/orys

rez:J"

rostd
/-5-

pti/or.yc

o volny (nepodepienv) okrai

- l l  1 . m x - O

f l rT;]J": , 'x.T-Q

*T;:

pflorys

trezv
I *.. . doplndnh (Kirchhoffova) posouvaj ici sila
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X/r

(slcriptum PP20 - pi{klady, J. Bittnarovd a kol.)

Obddtnfkovd deska je po tiech stranaclt
vetknutd a na jednd strand volnd. ZatfZen{ je
zpfis ob eno hydros taticlrym tlakem.
po = 101Nm' ,  En:26GPa,  v  +0,  h-  0 ,2m.

(Vypoiet metodou koneinych
programu FEAT 98.)
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