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UrcCit
e pretvoreni
e napjatost
v konstrukeci od vlivu zatiZeni

Nutno uvazovat téleso poddajné, nikoli
~ dokonale tuhé (jako napft. pii vypoctu reakei).

Teorie pruznosti: ur¢it posunuti vech bodu
télesa

Nauka o pevnosti: urCit napéti a jejich meze
podle druhu materialu
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Zakladni predpoklady

e Kontinuum...t¢leso je souvisle vyplnéno
hmotou
(ocel, dfevo, beton - uspokojivy predpoklad
zeminy, kompozity - nevyhovujici).

e Homogenni material: vlastnosti stejné ve
vSech bodech.

e Izotropni material: vlastnosti stejné ve
vSech smérech
(opakem je anizotropie,
zvlastni ptipad je ortotropie).

e Elementarni vnitini sily jsou spojité
rozlozeny v kontinuu — umozni definovat
napéti.

e Dokonale pruzny material — t€leso se po
odtizeni vrati do ptivodniho tvaru (vznik
trvalych deformaci » teorie plasticity).
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o Statické pusobeni — zatiZeni roste
nekonecné pomalu (neuplatni se setrvacné
sily). Disciplina zabyvajici se vlivem
setrvacnych sil » dynamika.

e Vliv Casu se neuvazuje ( pokud je tfeba
uvazit vliv ¢asu » reologie — napf.
dotvarovani betonu).

e Pfedpoklad jednoznacné€ ur¢enych
fyzikéalnich, geometrickych vlastnosti 1
zatizeni, tj. deterministicka mechanika.
(Pro navrhovani konstrukci je nutno uvazit
nahodné€ vlastnosti materiala 1 zatizeni »
stochastickd mechanika).

Kurz PRPA:
e Zakladni rovnice teorie pruznosti
e Analyza prutl (ohyb, smyk za ohybu,
krouceni)
e Stabilita pfimych pruti
e Dvojrozmérna napjatost, uvod do feSeni
stén a desek



ZAKLADNI ROVNICE

TEORIE PRUZNOSTI
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POPIS STAVU DEFORMACE |
GEOMETRICKE ROVNICE

Zmeéna tvaru a objemu téles se nazyva
deformace

Popis deformace
e slozkami posunuti »,v,w
e slozkami deformace ¢ _, EivCitass ¥ inr ¥

Slozky posunuti a deformace lze vysvétlit na
tvarovych zménach elementarniho kvadru:




~ Slozky deformace:

1. deformacni model: pouze protazeni hran
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Relativni zména délky hrany QM;:
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Cyklickou zdmé&nou indext se odvodi dalsi
dve rovnice — tzv. geometrické rovnice.
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Pole deformace: {et= {6} € C s o sl 3 oy }
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2. deformaéni model: pouze zmény pravych
uhlt, délky hran jsou zachovany

Relativni zména pravého uhlu:

e é‘i Au oy 8u
B i AiI—?oAx Ay—>0Ay M

ou ov ow
gx = — & = 82 = —

Ox e Oz

6v Ou aw ov _Ou . ow__
e 5x oy L oy ﬁz g =T

Celkem 6'geometrick)'fch rovnic — popisuji
vztahy mezi sloZkami posunuti a sloZkami
deformace.




Geometrické okrajové podminky

Na €4sti hranice télesa I . Jsou piedepséany

nekteré sloZky posunuti pfipadné jejich
derivace.
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POPIS STAVU NAPETI
STATICKE ROVNICE

Hledame podminky, za nichz bude libovolna
castice té€lesa v rovnovaze.

V podminkach rovnovahy se uplatni dva druhy

sil:
e vn¢jSi (zatiZeni)
1. objemové [N/m’]

(napft.gravitacni)
2. povrchové
N/m*] plo§né
[N/m] liniové
. [N]  bodové
e vnitini (plsobi ploSné mezi Casticemi
télesa)

AF vnitini sila, kterou
pusobi ¢ast IIna I
v bod¢ Q

AF/AA priméma
sila, kterou plisobi II
nal v bodé Q
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Vektor napéti: 0 = lim = [N/m2]=[Pa]
- AA—>0 AA

e rozklad & do sméru normaly a teCny

o, ...normalové napéti
7 ...smykové napéti

6- :.(O-n’ T)

e rozklad & do sméru os soufadnic
pxﬂpv9&.. .kartéZSké

sloZky vektoru napéti

G=lpupi )
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e slozky napéti na elementdrnim kvadru
(ploska AA je rovnobéZzna se
soufadnicovymi rovinami)

V '2nam Indexd .
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£ rovind’ .s'!llij;//?
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Polenapiti: {o}=10,,0,,0,,7,:7 Txy}r
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e Cauchyho statické rovnice
(ze silovych podminek rovnovahy)

X:
? 0
(a;/+ 8ao'x Ax)AyAz — o AyAz + (T///-I- e

X " e

ijAxAz

P 0% /
~1 AxAz + (/vzx + —-af AszxAy — z'ix;ichy

1
AxAyAz

+ XAxAyAz =0 /-

(pro sméry Y,Z analogicky, resp. cyklicka
zaména indext). X Y,Z...objemové sily

[Nm*]  (napr aé/éwra'!//fa )
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e Véta o vzajemnosti

smykovych napéti

(z momentovych podminek)
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Dale cyklicka zaména indexu.

Smykova napéti na dvou vzdjemné
kolmych ploSkdch jsou stejné velkd a obé
smeéruji bud’ k prisecnici obou plosek
nebo od ni. |




' FYZIKALNI ROVNICE |

Vztahy mezi slozkami napéti {o} a sloZkami
deformace {&}. |

Urceny experimentaln€, vyjadiuji fyzikalni
vlastnosti materialu.

e Jednoosa napjatost
tahova zkouSka MW pracovni diagram
. F

'Q-"'] i i | =23 | ——

e i F Al

Z
= — E = —
it s ]

ptiklad — pracovni diagram oceli

v / 4 ’7 v e

e skutecné napéti o, - mez Umernosti

1 [ S O - mez pruznosti
i y ’

(elasticity)
o, = f, - mez kluzu

konvanéni napéti (plasticity)

P

/ (teCeni)
% - _»¢ O, -mezpevnosti
obor obop obor
rafny e teden( VA
lljcform!:lj‘plash bkydl de{ ! ! J 00’[&?/8})/
v

¢
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Hooketiv zakon

D EE— EE— — —  — —

Plati pouze v pruzné oblasti aZ do meze
umérnosti (o <o) ‘

e~

e

| c=E-¢
. = too 7 1Pd].
Priklady:

ocel

b’

= 'Youngﬁv modul pruZznosti

ocel: 2,1.10° MPa
beton: 2,1.10° MPa

dievo: 10* MPa
zeminy: ~ 25 HPa

beton . pevn ost v tahy

litina ”/A

. s’ccjne' A f& 40 x menéi nef v tlaky
chovani’ - poruseni nas'&a'va'
v tahu i tlaku " - na'hle
— -
dfevo

c k.

Yo

/

°kfcﬁky' material
(nema plastickoy

oblagt)

T S0




e Trojosa napjatost

I/%

Rozs§ifeny Hooketiv zédkon (plati v linearné

=t et ey e e eV g g P =P =P =@ =P == =@ ==

pruzné¢ oblasti)

Vliv pfi¢n€ kontrakce (z(iZeni) pti tahové

zkousce:
F L F
g TS i AN IRS] W e
yI
o o o
O, Wle,=—= g,=—y-2E g =—p. =
E E
v...[-] Poissonovo ¢islo (soucinite] pficné
kontrakce),
e -}
v=—-=1 0<v<0,5
Tt
ocel: v=~0,3
beton: v = 0,15
1 :
(m =— ... Poissonova konstanta)

v



_— s = ame—t a=—y

gx—gv—ng—oa‘

@Ko
t_ [K]

: o

l&‘x ==V -—
. O

8"__V°E

O
g, =—V-—=

E

O

. soucinitel teplotni roztaznosti

.. zmena teploty
(ocel, beton: o =12.10°K™)

(x
A

b 4

hdl'—‘hjl*—*h'll'—‘

~vo, —vo, )+ ot

=T —VO'x)+ ot

=—(o,-vo,-vo, )+ ot

G fPal ...

= 2(1+v)

E

fyzikalni

rovnice

modul pruznosti ve smyku

(jen 2 konstanty nez4vislé) !!
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1) Urcite materislws’ ehorsbtersshidy veoréuy ve
broru krychle s hrsnow O 7m, Lierd g za8yz8ns
ve dwy kolmyeh smerach 13pstm 6 = -2k
Oy = -/ . Hrana rovnsb8zng s osow X se |
2hrotih o O Tmm, hrava rovrsdsEns’ s ssow Y
se 2bra'ti/a o 007mm.
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2) Jak se sthel betomovs kryehle o tbrone”
92w, jestlize je nepoddsjne” upiuts e
drow kolmygeh smerech a ve Lretrim smety
Je zahZena sty F=2004N.
£y=20000 MV , X=475

A (F
‘ b L 22wt
24 4242

=-S5/

£x=ﬂ/' f'),=0/. 657"/

! )f/-ﬂ/llﬁ//’ stlasew/” & e
al= &1 = ~43678 92 -1 =475 D #r =
i ==Y iZmm
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ANALYZA PRUTU
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Prut

Prutové konstrukce

a AVAVAW.

77577 7777 7777

Prufezy masivni ~ tenkosténné

7

Zékladni algoritmus:
e Stanoveni vnitinich sil v prifezech
(statika) |
e Vypocet napéti a deformaci v bodech
pritfezi.
(pruznost a pevnost)
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Integralni definice vnitrnich sil

Slozky napéti
Vv prufezu prutu

O & %

b T S ke

Vnitini sily
V prufezu prutu

. Nx: Qy) QZ

M., M,, M,

N, = [Jo.d4
A

; Qy — :‘;.[TxydA

0. fir.4

N X5 MI) %} Qy) QZ ” Ohyb

M. » krouceni



OHYB PRUTU
vnitini sily napéti ~  pretvofeni
M, M,, N, 2 { o -l awvw
. W T

Predpoklady: podélna deformace ¢ je fadove
vEtSi nez ostatni slozky deformace

a) ¢,=¢,=y, =0.tvar prifezu se neméni
b) 7, =7, =0 ... zachovani pravych Ghla
v rovinach XY a XZ

Bernoulli — Navierova hypotéza:

| Prifezy rovinné a kolmé k ose prutu pred
deformaci zistavaji rovinné a kolmé k ose
prutu 1 po deformaci

-
AT W=k)
' v=yk)

J -uU ()(,)',2)

|
7-)
!

/4
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T e e et et e Y e

u(x,y, Z) - A(X)-I-B(x)y = C()C)'Z
(v prifezu x=x, jsou 4, B, C konstanty)
Ax)=u,
(translace)

(rotacﬁeﬁkolemz)i
/B) 7x2 L O aU(x,y,Z)+ aW(JC) Gi O
0z Ox

dw
C — =0
(x)+ ]

. C()C): —jx———w = —-W’

— e Tt ey ey EEE—Y S GE—s e Y =y



Normalové napéti
Z fyzikalnich rovnic:

o.=F¢ :Eéb—l=E(u(') V" y—w'" z)
‘ ox e e o

Parametry deformace u|,v", w"uréime
z defini¢nich vzorc vniténich sil:
A Sz Sy

e —
N, = fjo,d4 = E(u(’) [l fiydd - szdA)

Sz i Zz D )’z
——A

' " 2 "
-M_= HaxydA:E(uo Jydd—=v"[[y*d4d —w" [[yzdA
A A A A4

J) Dyz I)‘

/'_-&—\f-—

il o
M, = [jo.zd4 :E(u(', HZdA—v”Hysz—w”szdA)
A A A A

V maticovém tvaru:

| T2 5 3w

<_MzF=E/Sz// L Dyz s=v"}

\My ) _/Sy Dyz ij("wJ
NG - /

pro téZistore osy yz platy’ =5 =0

J



ReSeni soustavy rovnic:

e

e X

U
—  FEA

2 'ley+MyDyZ

-V =
P ET
‘-W” e My]z +M2Dyz

Tl El

I/?

2
F=La D

Vzorec pro funkci o, jsou-li Y.Z libovolné

t€ziStové osy:

o =

N, M1 4 +My.DyZ

M,I,+M,D,

G ]

% ~ 7
- I

Vzorec pro funkci o, jsou-li Y.Z hlavni

t€zistové osy (D,,=0):

N, M,
Gx
A g

&

M,
y EEFE
]y

o, Je linearni funkce y, z a predstavuje
rovinu, protinajici priifez v piimce nazyvané

neutralni osa (o =0).
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Zvlastni pripady namahani

1. Prosty tah (tlak) N, #0 (M,=M,=0)

2. Jednoduchy ohyb M, #0 (M, =N, =0)
nebo

M,#0 (M,=N,=0)

3.Sikmy ohyb M, %0, M, #0 (N=0)

4. Kombinace tahu (tlaku) s ohybem
N, #0,M,#0,M,#0
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1. Prosty tah (tlak)

e V prufezu vznika pouze normalova sila NV,

F‘

E

tdhlo

——

SIS/

-G
L

=

e Normalové napéti rozloZeno po priifezu
rovnomern€. Neutralni osa (o, =0) lezi

v nekonecénu.

& =—2<+at
du
E.=— | W =

TR W

0, (konst.)
(fyzikalni rovnice)

... (geometricka rovnice)



I/

e Zvlastni pfipad: N, A, E, ¢t ... konstantni
ProdlouZeni (zkraceni ) prutu:

Alzu(l)—u(O):g‘gxdx::j(N" +azjdx

EA
Al = N + atl |
EA
75% ... poddajnost prutu v tahu (tlaku)
EA

_Z_ ______________
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- 2.Jednoduchy ohyb

Rovina vnéjSiho zatizeni obsahuje jednu
z hlavnich centralnich os y, z.

Osa prutu zlistava i po deformaci v roviné
zatizeni.

V prufezu vznika pouze ohybovy moment M,
nebo M..

a)|M, #0
f
Jc y M])U
P =3 Yy
z (D) " .
..
Iy

neutralniosa o. =0 » z=0

i Sy B ey B SR X

kolma k rovin€ zatiZeni a prochazi téZist€m
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Vzorce vhodné pro névrh priifezu:

o =Af—yyed o! =’—2f—‘ ;! =é§~’ ')
ot =5ee) o= [ o
W ... prifezovy modul
b)[ M. =0
J
B &2

<
x%N
iini_
N
»R
v

In

=
Mg
neutraln,
0sa

neutralniosa o, =0 » y=0

— e e e e — —— — ———

Pozndmka: pokud v priiFezu nevznikaji posouvajici
sily, oznacuje se pripad jako prosty ohyb.
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Priklad: Jak velka sila F miize namdhat
nosnik s previslym koncem, aby nejvétsi
napeti nepiekrocilo hodnotu & =160 MPa?

lF s %ﬂ,oz

AN
L. 4"@ l Tm l 0,2

/ E/N ﬂ’[ 3 (4
I ! %L+
' ' [m]

ey —— == S S
@
y by ; neutrdini
053
e
e A ek R S—

fz -
ma,xMy =-F
Iy =1L235-190 'm"
.,.4.
W = i =8,2355-10*m’
" 0,15
- ‘maxMyl
O =
Wy
£= W .o =0,132MN
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3.Sikmy ohyb

Rovina zatiZeni neobsahuje Z4dnou z hlavnich
centralnich os.

.

— E— CE— CE— — C— c— G—

(M, #0,M_,+#0)

c e +Myz
S

o - M, +I MD, ML +I M.D,

2
I=11 -D?
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Neutralni osa: o_=0

—_—— X

M
T e

e je piimka prochdzejici téZistém prifezu
e neni kolma k roviné zatiZeni
e paprsek zatizeni a neutrdlni osa tvofi

sdruZené sméry v hlavni centralni elipse
setrvacnosti




Priklod V) po6788jt6 prtheR normdtysho ngps%’s negnte
namahansm prireze tonsd,, (Aplikace :
. f= VM’ | = JpIN &/," f // napr: /55&017/
21”'“-“‘"‘4-“21 M
/=2

sthod )
| _

F
~ = e

{
-
\\

ol

}/

NHE,. é/a/n/'ﬂs/u

j}i ./mfnwdﬂ.cy ]K




@) Résenm' v hlynseh ﬂ;aal

ﬂar/%v— -FL - f'z = ~Z6Nm
nax /, y .~_-"'ka/\'/‘//:/ s = =184y
w3 x =/r/ax/§/ ‘ers f = 1G4y

5 : 4, /‘2»;7 b =927
=L 447 = gr2507n*

Z— he2 = 3575 m*

—3 _ —.3
_ 14470 . il w [T
3 375 70F 14,7257

- -57;4?2- 163,42 &

H;» ~163, 62 & =D
/— L LA - 1P4#°
- g F Attt
A [927 4oz ]
B [-4921 4077
|QB 3[ -]
6/\‘,/4 = ~SH4F. 427~ 7342-407=

/"Hr ’ ,o 11
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5] 65 - - ',ﬂz‘;;;j{;i - ~9028 . 225" —
77" a'/’ep-ff’a P

Y= 76974 Z_ 152 9472
74,974 G -HBIT43E =
4r %

¢




4. Kombinace tahu (tlaku) s ohybem ‘

Utinek N, M, M,

; | ¥

L R ke b
: RATRERNEN

a) Vyjadfeniv hlavmch osach y,
l o N M M

s —2z
b) Vyjadieni v osach vy, z, které nejsou hlavni

= sl I

Z y

N =1 MDA MI +MD,
. St y+ 4
A 1 1

2
I=1,I-D
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(no. neprochs'zr tesisths)
Poloha neutralni osy (o, =0): a + & )y teE =g
usekovy tvar pfimky...z=0 = p=y, =...
y=0=>49g=z,=...

' ’ v/
» Excentricky pusobici tlakova sila F ... irbft‘ﬂ//mpaa/
rovnob€zna s osou x (0sy y, z jsou hlavni)

C(y.,z,)...tlakové
centrum
N =-F

X

M,=-F-z
M, =F-y,




4

/s

O:1+X£y+—zz

lz ly

Useky neutralni osy na hlavnich osach Y, Z

: .2
i
z2=0...| p=—-~
Ve
o2
i
y=0.. g=-=+
<

Vzorce se vyuzyji pro konstrukci tzv. jadra
prurezu.
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Jadro prurezu

je oblast obsahujici t€Zisté, v niz pusobici
tlakové sila vyvodi v celém priufezu pouze
tlakove napéti.

A/J/ﬂl 0."] /

Konstrukce obrysu jadra:

Neutralni osy se kladou
postupné jako obalky
prifezu, uréi se Useky

p, q a odpovidajici tlakova
centra na obrysu jadra ze
vzorcu
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Pouziti jadra: konstrukéni ¢asti z materialt
Spatn¢ vzdorujicich tahu (napf. beton) se
snazime zatéZovat excentrickou osovou silou
pusobici v jadfe prifezu.



Poznamka:
PFi konstrukci jadra je mozné uplatnit tzv.
princip duality. Ve vzorcich

s o2

cih b
yc_ 5 zc_

y4 q

[ze formdlné zamenit souradnice tlakového
centra y,, z, za useky p, q, které vytind
neutralni osa na osdch y, z.

Proto strany jadrového obrazce miiZeme
sestrojit také jako neutrdlni osy n; k tlakovym

centrum C, umisténym do vrcholii priivezu

ij;
(resp. doplnéného konvexniho utvaru,).




Priklad 1: Urcete pritbeh normdlového napéti
ve vetknutém prirezu sloupu.

F=50kN
i~k !
L N_ =-50kN
2L - M, =-50-0,1 = —50kNm
y E - M, =50-0,2-10-3-15
i ////é/ﬂ it —35kNm
AN NI A=0,0156m>
oo I,=2,7-10"m*
v QR 978)) 902 ¥y m

m e ™ A
F

0,05  —0,035 —0,005
= +———z|MPa

<= 00156 212107 T 27.107 “1MPal
o, =-3,205+84,951y 185,285z
neutralni osa...o_=0

~3,205+84,951y 185,285z =0
2=0...p=0,038m R
y=0...4=-0,017m /,/’{ n.oéui
A[0,21;-0,1] ML
B[-0,21;0,1] A

P ] ¢_V_ i s ‘ o

. =33,163MPa 55 e o

C5TNIE - e




. \ MT=5.92-10-344%
' - =35
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Priklad 2: Urcete jadro obdélnikového

priirezu.
T
—bh’
l i 2 :Iy i 12 i h2
y ' £ bh 12
- —-—4-h 1 3
lz:Iz:Ebh—bZ
lf, gl bh 12
z
h
| i ofl) payioy g
i S
@y‘ r g
o cz ycl :—-—ZQ——:O
Cy ipz h
| #Z zcl—_L:g
@ : .
0. 0@).. ng, G
b
yc2 T i
b 5@!‘) _0—6
g =
e ey . (dale vyuzit symetrie)
Y . g
A5 VETA
5
S R
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Piiklad 3: Urcete jddro kruhového prirezu.

1;
o 5
iz o 2
y ly :lz :4 > _
- e nr 4

i I
yc4:———:—-
e

i2
c{:—l—zo
. 2 g

Z rotacni symetrie prufezu vyplyva rotaéné
symetricky tvar jadra.

”lfz
' Dualita
]"42'-' r
'ZC'42= 0 ,,2
.l
P Ve /'r,_ #
b A
e e W
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PEIKLADY

@) Jake' vnitror S'//)' /z/?fof/
v pri®resy, /e-// /o/w,éeé b

ﬂD-//ddlﬂ/Mf
()
0,30 o /’30}529/)/
d .:ai# .::'i YT
[m] 415 W

Hoon p,ﬂ%'m’ 1;, - 40003375 m*

M.
_ Y
’:Wéf»
(1) § . M Z.’L-—- 9,15

T o5 437{//5
[2-) -/p:-@'—- -4 y = /4/3’)
7

YA 2Y0 7

[ ===
[



@ Nadréndte prd e‘%}/ 6x

'z, lle/é//wfon// Y2 da
= rl-x

\@ G,
fmr%///aé
fd— | # V, F
(% O S ey
M. #0

D2es

v
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V44

@ No e #n e"/ & /'a'/fo frzz”/"’esz(

—

L

. konvexn’ oJa'lka pri’r'e &y /
L pocs L b bhem' ose =P jadrry oot
ha tdbH ovse Jaz 1/

symefrieéy’ - ( |
6-#r dhelmb V=



V74

Pretvoreni ohybanych prutu

3 diferencialni rovnice pro parametry
pretvoreni u,,v",w" byly odvozeny ve tvaru

(viz prednaska Ohyb pruth):
IJ?

v,z ...nejsou hlavni osy

I G CEIIES GEEEND CESTERD TS 2 TEEETD e eaeme E—— m— -



VN Y e

Y7/ 4




- Obecné zatiZzeni prutu = ohybova &ara je

prostorova kiivka
zatizeni v roviné = vysledné prihyby v, jsou
“ kolmé k neutralni ose

-
V. vy =V + W

N 2053

Zvlastni ptipad = zatizeni ptisobi v roviné xz
pouze prihyb w0 (v=0)

4 f f
IIlllIIIIllIIl .}:_‘— ,_?i”.é.’fi/m’ 953

Z \ W
| z

" _. _ My

EI

M

‘= [-—=dx+C,
[y

/3



K

Pfi nespojitém zatiZeni...n intervalu —
2n integracnich konstant

REIRERTET, 5intervaly
A
¢ konstant

Podminky pro feSeni integra¢nich konstant:
e okrajové podminky

wa W%-X—\
o L £=-0 L0

=TT\ e 9w

QI/Q
NE-w DKo




2

s

Priklad: Urcete maximalni prithyb nosniku,
jehoz ohybova tuhost je konstantni.

Vyuziti symetrie
l F Interval I
T I F
/ 7 ~  M(x)= > x
F 2 2 1F |
z T‘ % , F
p Elw =——x
| \\T T EIW'-————Iiyc24rC1
“w (k) 4
\V F 2
M) N EIw-—-—i—ix +Cx+C,
Okrajové podminky:_ |
Dx=0..w=0 — C;=0
Podminka symetrie:
) FI?
N x=l/2..w=0—> 0=———+C,
. 4 4
F i
c_F
16
2
Elw = ——}ix3 +ELx
12 16

Fr
A8E]

maxw(x=l/2)=A




/e

 Clebschova metoda
e vhodna pouze pro nosniky s konstantni
tuhosti
e pii1 libovolném poctu intervald zredukuje
pocet integracnich konstant na dvé

Zasady integrace:

1) systém soutadnic volit jednotné pro cely
nosnik

2) moment vyjadfit jako sou¢et momentu
z ptedchoziho intervalu a dal$iho ¢lenu

3) vyrazy typu (x—a)" integrovat

Vv uzavieném tvaru tak, aby byly na rozhrani

intervalt rovny nule (tedy jako pfi substituci
t=x—a, dx=dr)



Z/?
lebschoras metods - ﬂ/ﬁ/a//?ﬁ’%

« plwb/-/r ns noem i cFsteche po1, 18

/
zaﬁ/z”&/? A //"7%;7 £ ///%/ yn) 27 25) g

(yprodlonzit " gpo ))178" 291728 92 4o
fonas poclednbo intarve ly & 29roven”
Pride # f/zy)?é’/zmé/z?ﬂ/ op a7 ne'hy MEry )

K{A% Y adlim

25?7[/22977/

/ Ap p/«?/wf 9z 57'/2/2/ jnterva iy’
PEpridvat freh ) zatiEen, )

/ [
. /)zfmﬁ/ /e poih ) afa/ﬁg// )21 ¥

—> ytno //7/67/4/3 a Drac

L&({v a)l pikoli pres Ax

@ /f v2ds 80" ﬂ/ﬁé/f/e Wy menty
o /M@‘/a’yééa/k>
v (V% o - Ax =17

[ _AAX* _
(L s AR
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- P¥iklad: Urcete rovnici ohybové édry konzoly, |
prithyb a natoceni jejiho konce. El je konst.

Fa 54l
f= 1in ?‘ILI“«@:wm E
2m

11
2o e

. F "t £ fiktivni
mmmﬂf” T zatizent
- o ® qYyeyyyy %@

f |
Interval{ab)
xZ
Wis &
9
2
Eh
2
x3
Ew =—+C
‘ 6
4

Interval(bc) |
ks +(x;2)2 5(x2) 2
()




. /e

2

2
E[w"-—-xz i ) +5(x—2)+2

2
/
3 3 ~)2 [
Elw =2 —(x_62) +5(x'2) +2(x-2)+C,
4 4 3
Elw=> —(x—2)+5(x~2) +(x=2) +C,x+C,
24 24 '

———_—_——. roo_ 7 _ v

a c

bx=2..w,=w, = C,=C,

a

Okrajove podminky:

— ey =y

Dx=4..w, =0 = c3:q=-7£
2) x=4..w,, =0 = c4=c2=¥
C, 218

EI 3EI

., C, 70 £
Wa —_ =
ElI  3EI Z rZ_ - E
| ¥ wico
Pozndmka: pozor na jednotky! E [kPa]
hoprt E:41.95Ms , 1= 421410 'w* / [m4]

218 .
— 200762
7. 27 70€- 921470 £ 2%

/4
My =-g0052rd < -43°

x=0 ... maxw=

nax v =
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7/t

Staticky neurcité pripady ohybu
Podminky rovnovahy nestaci k uréeni

vnitinich sil, je tfeba pfipojit podminky
pretvarné (deformacni).

% HIIHHHHZA— % Tfﬁ“”“in@ an:O, )
pretvarna
1x stat. neur¢. stat. urd. podminka

(zakl. soustava)

Priklad: Urcete priitbeh ohybového momentu a
maximalni prihyb nosniku. EI je konstantni.
£ [EN/n]

3x stat. neurc. konstr.

/'Q( ‘_}"i zakladni soustava
@ ®=) ¥ neznamé: MA, Mz, N
pt. podm.: w/, =0,
wy =0 uz=0
My My =My zjednoduseni.
(grm'ﬂ '!'HI;D N=0, MA—MB (symetrle)
neznama: &
pretvar. podm.: w), =0




TALINZ. 57169 9 DATALING. 57169 4 DATALIN:. 57169 ¢ DATALINZ. 57169 ¢ DATALIN:. 57169 ﬂﬁ
T

Pozndmka: volba jiné zdkladni soustavy je
moznd, ale pak nelze vyuZit symetrie =>

” .
MMMTI ‘38 2x stat. neurc. pripad
® 2 nezname.: B, Mg

ANNNNN

pretvdr. podm.: wy =0

wg =0
. Y
( " 3 podminky pro
U2 ﬁ /2 3 nezndmé My, C;, C,
iﬂ 1 w,=0,w,=0,w=0
2 2 (nebo wy =0)

(ac

MM T
| 2, )
Elw"=—MA—ﬂx+f—x2
i)

Elw':—MAx—-gx2 +—]6ix3 +C,

EIw':—'-ﬁf'-x2 —ﬂx3 +ix4 +Cx +6C5
| 2 1 Z =



| DATALINZ. 57169 ¢ DATALINE. 57169 4 DATALING. 57169 ¢ DATALIN:. 57169 ¢ D/ﬁ)i’_ﬁiiéf%?iq
' VYL

DNx=0..w=0 = C,=0
Nx=0..w=0 = C;=0

ﬂ2
Nx=112...w=0 => M, =—"—
12
2
e
|22 ) Y

| 2 f_‘é_z @ ﬂ'_z
x=l/2.... Mc=% 12 [A ol 4

Porovnani se staticky urcitou konstrukci:

F
a[HHHHUcHTTH[Hib 5ﬂ4
. 384E]

Staticky neurcité konstrukce jsou tuzsi nezli
konstrukce staticky urcité! |
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o LT =bpnct
® V=10l
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,ir/f Zy fe T >x L —> doformati //Dm%f//éé
3 I E= LY 517/‘?111/9,/*/7;5>
£, W =0 |
AN Bttt et
ygatap
Ly "
& 4
= _p)
Lab> 3
HE) = ~Vx //&)— ~tx + 8- (x1)
L= 10x = Wx -3(x-1),
Elt= 5x244; W Fx2 -3 &J—ML <

o ELur =Ko by 4G L =Zx3 gL—)Mwﬂ 4

jW&%M BC’V/[’Z.
5

[TF] 1) x4 Hg=0 =20 =3 Il 144

¥4
2 x=3 . W0~M 53t 3@—@%
5))(‘—5 W, -;Aﬂfi_j gﬂ+l3+é

—_— —

—_— e —

%{?(’

.2)& 45 - By +l, => B=

5) 0=45- %’i{f% +4.3 --;l(; —> [T =7

& =853
X=0 —
—w -2, 4% ’ B= 125/
e gy AN £ th I . & n
Wq// £ EL [] Yy f,r‘gi: = 4

E.
& —. I [/%4_7
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J{ =0l - bonit

Ly
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Y= -0/56%)
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o Z/@,—ag)ﬁ 5(/ o /)w —/x’c//'

Jw{f )’ ﬁLj// %) /1) ‘b&:le

Wb tuoe: I~
L p—a

ETw'- [ ¢ (4)
v~ W 5-F7) f/{,
EIwt = § (G- ) (1)
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i
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2) &0 W/ﬂ:’>0=é_~33—£'%f§’&+@,

Detormen’

/oa%/.



%3

) § + L2 = 45
Y G ~£5=-t5
20 +4 = -5
V% " =
b= 17
% = pés
|2 - 75|
}_.
L2230 Ay - f// )% 2 103 ~2445
we - 945
£r
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w=3 A/ .
42d: Flug - -5 B3)% 10
Iy
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‘Smykové napéti pii ohybu

e Vliv posouvajicichsil Q,,Q, * vsurka Zffa, I /16

e Rovnomeérné rozlozeni 7 po prufezu
nevyhovuje okrajovym podminkam
B ﬁ =0~> I =7 B

¢z

}‘/
(pouze svary , nyty)
e Podminka rovnovahy na prutovém elementu

— e e e o= ==

ABCDA'B'C'D’

zjednoduSeni: 7 rovnomé&rné
rozloZeno podél useCky CD

t=7-b smykovy tok
IN/m ]

(vyslednice smykovych
napéti podél usecky CD)




7169 { 'DATALINE. 57169 © DATALINE. 57169 ¢ DATALINE. 57169 ¢ DATALINE. 57169 ¢ DATALIN
* V/fa

Tlustrace vzniku smykovych napéti

celistvy nosnik

i F podéIné roziiznuty
e e . nosnik




. 57169 {* DATALIN:. 57169 {* DATALIN:. 57169 {+ DATALIN:. 57169 ¢ DATALIN:. 57169 & DATA

*V//é

Smykové sila 7" (vyslednice napétiz,, )

[ iR
I

42 | T
N iy ] . ~
Podminka rovnovahy na vyjmuté &asti W
N +T" =0 N
ohybovy moment uprostied nosniku
ybovy p y i . _/f’z
M =N7p» . N = (m'/e/o/ze Iyl Popd pni >
Y 7 JE w2ins' momenty
2 « F/2:1/2
, = veeee N = /2-1f =
2 2 v

I .
T*:—N*:Qz-— -"VZL/EA mez, 7¥a &Z

o pipatre’s redf —>7rtd o L
pipadpe’: 4 —> p )
kratké vysoké IlOSIllk

_QZ ;

dlouhé nizké nosniky

ANNANNN\N

l<2r—> T <0,

poruseni

[>>2r — T>QZ

poruSeni

l
l
|
|
|
|
|
|
N

AN \E

i

vyztuz tfminky svislymi | vyztuz tfminky vodorovnymi
|

LCOCHTT T ITTITTI0d |

o )

NONNNNN
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v/

X [[(6.-0,)d4—t-Ax =0
A

o -0 oo
t=[[lim —*—*d4d = ¢=([—=d4

1050 Ax 4 OXx

| Smykovy tok vznik4 jako diisledek zmény
normalovych napéti po délce prutu.

o + Y (yz.. 6/amfo.s'/.(b
VI A /
oc. 1dN. ypidM; z:dM
X _ X __ : zi_i_ i J’:
ox A dx I,idx] I, dx
(pouze pﬁé,tlé’za/ zeni f’x =0 = AR =0)
" ~~ dx
dM dM
=) ; ~=0,
dx dx
do y Z
X 4+ =
dx 1, 2, Iy Q.
0,
t=="{[y dA+—szA
IZ !Z ” 8 4 \____,,_..o




sméry 7) k hlavnim centralnim
1 osam
I,,1I, ... hlavni centralni momenty

setrvacnosti celého priiezu

«— o / vEty 0 vzajemnosti plyne, Ze stejna
smykova napéti vznikaji i v roviné prifezu:




e Polohu vlakna §itky b volime tak, abychom
vystihli extrémni hodnoty 7 v prifezu:

_O,SE 0.5f
2 b1, b,

T

e Vysledné smykové napéti na okraji priiezu
ma smér teény k obrysu:

\~<\




- Priklad: Urcete priibeh smykovych napéti
v obdélnikovém prurezu zatiZeném posouvajici

silou Q,.

0.8

y )7, =—— (0,=0)
=z} ] ~ o ny |
bl R bR
D | 12
sz ( h 3\
(y h E—Z c b 2 2
S,=b ——z| z+-— S =—\h" -4z
=1+ ol
\ /
b 2 2
_ng(h 4z ) §— Qz ( - 2) /:arqlo/a 2 st
Xz b_bi 2bh3
12
Z:iﬁ...fxz = | z=0 max7,, :E%
2 B 2bh
b)Txyzsz S =0=>7_=0
pp, Sy Tl
V/d 42 —— - “1@
Uxz _I__I‘ZZ‘ f;), Lsym. pal/@‘y /
BN It g2
¥ J_ i
R ?
4 Y z



Smykova napéti v Clenénych prurezech

1l A

56/ 2

J

L

e




Priklad: Urcete priibéhy smykovych napéti
Vv tenkosténném prirezu zatizeném silou
Q. =20kN. I, =2354-10"m"

0,10 -
—§, I
2

-
5 C =
r ‘
- . _
N | S
N AN
)
\\
. || 001 1
< _
Yz _ QzSy
2) @ S Y

~o 0,01-0,0775>
S, =
2

§0=59=0,01-0,1-0,0275=2,75-10"m’
nebo §°=-§®=_(~0,1.0,01-0,0275)=
=2,75-10"m’

=3.10"°m’

r/?



e

©_ 0,02-3:107

=25,5MPa
¥ 0,01-2,354-107° —F———
. ®_ 002275107 _ 93.4MPa
P 0,01-2,354-10° :

=5 _
xz@ 0,02-2,75:10 _ 5 34MPa

0,1-2,354-107° ==

=0,01-(0, 05 - y)(——O 0275) ...lin. funkce!
=-0,01-0,045-0,0275 = -1,2375-10° iv?

S, =
S




- 1%

_@_002-(212375.10°)
¥ 0,01-2,354-107°
=-10,53MPa_

_®_002-(-1,2375 -106-5)
Xy =
0,11-2,354-10

= ~O,96MPq_

=

Pozndmka: pro priblizné Sz‘éjné hodnoty
smykového napéti ve stojiné a v pdsnici je
vhodny pomer & =0 . /2.

pdsnice stojina

Vysledny pribéh smykového toku £ =7 -&

l—.--b-\ -~ <—I 0,/0"

I‘ﬂ-*—ﬂ—-‘-—*—
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Priklad: Vypocitejte smykove napéti

v koutovych svarech tloustky Smm, kterymi je
privarena sténa k prirubé prirezu

z predchazejiciho prikladu.

P L
@ 2;/ l;.,m

a-= f- —- ],ffmm

Uréime smykovy tok v f‘ezu@
o
¢

254 MB

>

*

'
Y
}
{

@=12 .5, =234 -0,01=0,234MN/m

Smykovy tok 2 prenaseji dva svary.
Nebezpeény fez (A) ma $itku a = 0,00353m.
Pro smykové napéti v fezu A)plati:

B_2_ 024 _ 33944MPa
24 2:0,00353 =3

Y/w



\VOLNE KROUCEN{ PRUTU]

M_+#0 = Kkrouceni
%

(Jsou-li ostatni vnitf. sily nulové = prosté
krouceni) M 2

e UCinek M xtpootoéeni prufezu @ kolem x
deplanace priifezu u

7
. P y;

s \ 5
—& o el
e > .

U 4l
s

* Deplanace probihd volné = volné krouceni
(St Veénantovo)

.TT

xy’

]

* Deplanace omezovédna = ohybové krouceni

- £ [Txy9sz90'
44— £\ ol . Hes
2 [ { Tt l:# e
- = e ,
vebnut;  Emena  osamel

Pm?-?z# kroutsiz)’
momen’t



Priklady jednoduchych konstrukct
namahanych kroucenim:

fi/z



/s

* Rozdil mezi masivnimi a tenkosténnymi
prufezy:
masivni deplanuji malo (nebo viibec @ €3)
0, lze zanedbat
tenkosténn€ (zejména oteviené) deplanuji
znacné€, omezeni deplanace je
vyrazné = o je vyznamné

e —

1. Volné krouceni prutii s priifezem masivnim

e Pfedpoklady: 0, =0,=0,=7,=0

a) &,=¢& = Y,. =0 ...prufez zachovéava

v roving yz sviij tvar
0 -& = i S

e Kinematika pfemisténi (jako tuha deska

V TovIng)




e Geometrické rovnice
Ou v _ Ou ngo(le

Lo oy ax 8y 3 dgg_u}
ou
. O(x) z
il il
8u ow 6u+dgo
S ke
ou
sz=5*+9(x)y
4

H(x): %g ‘

relativni Uthel

zkrouceni

-u(x y,2) ... voli Se Jako soucin dvou funkci

u(x,3,2)= 0(x)-w(y,z)

y/( v,2) .. . deplana¢ni funkce

Poznamka: predpoklad b) & =0 je splnén

pouze pro 6 = konst. nebo y/(y9 z)= O
(tedy priiFezy, které nedeplanuji). (5% - 6-¥=¢

e Fyzikalni rovnice

bud” &'=0 ——>&-£m$f.

<0eéo Y0 )




%

e

e Statické rovnice (objemové sily jsou nulové)

aTxy_'_@TxZ:O ﬁ.g&(?p Y y) /é

e A Gl

0T, Pl 40 4 4
=/(

ax O) ?/‘ DEZ

8sz s O) (,L p[,a/we'po//f//ﬂé
ox

a) Prut s konstantnim kruhovym priifezem

rufezy kruhové a mezikruhové nedeplanuji

(diky symetrii)

v(y,2)=0 = 7,=-G&

—— e—— cE— ———  SE——— ==

M, e = G@)
X /\
J
Z.L 1 : - podminka ekvivalence:
Z;y 3 ? — H(szy i '[xyz)dA -
' A
bz =GO |[[(y* +z°)dA =GI 0
Y £ A
4
1

= —— ... polarni moment setrvacnosti




oM dp W,
GI, &% GI, |

_— e ) e EEm T S, S ) S ) D e e

T
i rxy:—G(]‘;xz=—]‘I["z
i p p
bz -Z‘f‘, e
3 =+GMxy:+Mxy
v Z i G, I
T=\/Txy2+7xz2 = rzj‘lixp

b) Prut s nekruhovym masivnim
pruiezem

Elementarni vypocet jako pro kruh nelze
pouzit.



Vysledky ptiblizného fesent:

——— e = ——.—‘——.—-.————o—.——

e Pretvoreni —
GI,

I, ... moment tuhosti ve volném krouceni
- napr. priblizny Saint Vénantiiv

—_—— e e —— e aEy el e em=ly

VZ0O1ec
A4
I = A...plocha prifezu
401,

I,...polarni
moment setrvac¢nosti

* Napéti v obdélnikovém priifezu

—— teorie
————— skuteénost

maxt,, T =
2b°h

A4
361,

;=




| Uzky obdélnik:
h
posigies Y gey
- B o
b
(bh)’ b’r b’h
I, = 1 :3(h2+b2): PP
36-— (bh’ + b°h) e
hZ
il
I, ==b°h
S

2. Volné krouceni pruti
S tenkosténnym otevienym prifezem

f=s =

o L]

Volné€ krouceni vznika jen jako slozka
krouceni ohybového.

_____ i = @o" (- thasths

SLL/'ZL ‘

y {Z:S -+ 22,;3
m y,é s /7;/75‘24 S VUnéhy brovaen/ o4 y[om/p Lroveens’



. N@petl v uzkém obdélniku

— — —

= G0

o
THT.

fm/féw"“' J_
Lo
“

* Napéti v prifezu slozeném z z uzkych
obdélnika

ho’ vysledns’ cirkulace

M =GO '3 ; smykoveho Foky

cely prifez pienasi moment

_l

=1 1—1

M. zM {;elzw Lmaxz-,.:st.

1,

l :

Z/1
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3. Volné krouceni pruti
s tenkosténnym prifezem uzavi‘enym

t(5L— (6-1)

3w

j(’-: ¢ Kf) - /0) =J
£(s)- L‘/ﬁ) ~fonst

Smykovy tok v prifezu je konstantni
t=71,-5(s)

x: dM, = trds = tda
do ... 2x difereneid/ V/t’él?/e'//ﬂ%/v (nz dbp.)

1. Bredtuv vzorec
AN NN AN

‘M_=1-Q

Q=4 Z)ds dvojnasobek plochy
opsane stiednici

4
e




a/4

2. Bredtuv vzorec

-

GI,

Torzni tuhost GI,

——:—_._.—._.—_—.

50s)

‘moment tuhosti ve
~volném krouceni

je uuzavienych

| prufezii mnohondasobné vys§i nezli u
| prufezil otevienych.



Priklad:

Porovnejte torzni tuhost dauté trubky

Souvzsle a rozrzznute

& &

1) otevrieny prirez
| 2.

I[)=-2mé="ms® ==
— >

2) uzavreny priiez

2
K= Qdi=(2°2”;:) =26
.

r/?

Pro tenkosténné prirezy plati kritérium

Bow s

_0

2) 2

L% 22’”‘3=3"2=3052=75

“mrd’
3

-t
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Porovnejte maximalni smykové napéti
obou typu priirezu.
1) otevieny

T —
o 5 X 62w 2mrd
1 M
maxz,) 2 m25 iy, 1 (_1:)>5
maxz') M. 39 05 o
2 s>

maxz' ) 315 maxr

1
_—




Pro porovnani urcime jesté maxrt

v masivnim kruhovém priirezu:

3

yw Mr Mr 2M.
Xy = == ="
S i
2
oM.
KT kv
me.) 1M ;5
2 r’d PR

Napéti v priarezu masivnim a

tenkosténném uzavieném jsou radové
srovnatelnd, ale v prurezu tenkostenném
otevieném jsou napéti o rdd vyssi.

3)

X8

7zt
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Pruznoplasticky a plasticky stav
prufezu ohybanych pruti

Vyuziti plastickych vlastnosti materialu:
Skutecny pracovni diagram

o ,...mez pevnosti
f, =0,...mez kluzu

O,...IMeZ pruznosti
O ,...mez umeérnost,

‘>

&

(smluvni mez kluzu...napéti odpovidajici

trvalé deformaci la Pl' =0,002)
deformadn zpevnéns .. verdst nape'tiza mezi Flyzy

Prandtluv diagram (idedlni pruznoplasticky)

0
1 A=8 § c \

At z/adnodusen’”
3 7“ vypoldt

= 0
&
o>

l:\-a
oY



Pro materialy, které nemaji vyznaenou mez

kluzu (slitiny, beton...), se pouzwa tzv.
smluvni mez kluzu:

~ d eﬁrmatm EDayp ey /

- &

Dalsi idealizace pracovniho diagramu (kromé
Prandtlova idealn¢ pruznoplastického)

&\ | 67N g\

h1 $ e

—’f
8 e c
bilinearni tuhoplast. mat.  tuhoplast.
(pruznoplast. mat.  (idealni) s linearnim
s linedrnim zpevnénim
zpevnénim)

pouZziti v teorii mezni Unosnosti
konstrukci

/2



Jednoduchy ohyb |

Predpoklad: stejné meze kluzu v tahu a tlaku -
(napt. ocel) ... f,

Postupné zplastizovani prurezu:

f
/f/<f} Gilhr  1o]-fy  Wil~F

y \ Ay | 5_ § r 4_3 ugmi_e »”'.”-_

A_ 6 o _fl_

rf, m/, ﬂ-/y b=y

A

a) mezni b) pruznoplasticky c) plastlcky
pruzny  stav stav.
stay

unosnost

prutezu: | M, M., M, |
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a) Mezni pruzny stav

Mel :Wmin'fy

(s vyuzitim vztahu

M ,
O"d :__y-’My :Melﬂo-d :fy)

Wd
W . je prifezovy modul ke vzdalen€jSim
krajnim vlaknim (o4 osy y)

b) Pruznoplasticky stav

Dv¢ podminky ekvivalence sil v prufezu:

1) N.=0..|[[c,d4=0
A

2) M,=M,, ..P'We,p, = £f0'xsz]

pro dvé neznamé:
e poloha neutralni osy
e moment unosnosti prufezu M,



a/s

c) Plasticky stav  (pridrez pine zplastrzonsn)

® -I—E;aﬁ
<
e B »__,./y*

Sy
Dv¢ podminky ekvivalence:

1) NN-N" =0
A
[, 4-1,-4,=0 =|4,=A, o5
neutrélni” 0sa del) prdies na dve” 255t 0 stene plosa

2) M, =M,

fy.At'rt_l_fyeAcerc:M

p!

fy(Sy,t —Sy,c):Mpl

W, = 1Sy,,| + lSy,cl ... prérezovy modul

v plasticéem stavu

AR
M, =f, Wy




Priklad: urcete privezovy plasticky modul
obdélnikového priirezu

(o 6 i
'L—_,__l_f'j} 9(7.9. Wpl s 2’3 é D s b_hz
SR PO B - J—— g4 S
A iz s 56'62 ) %z_z//f)

plastyeks’ rezerva

d) Odtizeni z pruznoplastického (plastického)

stavu

e pi1 odt€Zovani se material chova linearné
pruzné

e rezidualni (zbytkova) napéti se urci jako
soucet napéti v pruznoplastickém resp.
plastickém stavu a napéti fiktivniho
odtézujiciho pruzného stavu vyvozenc€ho
momentem M,

M,, =-Me,p, resp. M, :-Mp,
O-rez = o-x + Odt z
I
y
lo-rez = fy

Reziduslni /)glae'z"/’ a’a’yaj///m/ay/ moment a nulovoy

normalovou $/7d.



Rezidualni napéti ve dvojose symetrickém
prufezu (napf. obdélnik):

pruinoplast. stav Zﬁﬂ,dﬁz +§ N — g 4
| %,
et

LI I

Y’
£ Mt e r=7’”’
| £3 % L e e

?s:_l;\\'i
-3 7

N

S = " S
..',‘.'_'A.'_ .&— :

y T @ "@" % f'y" f

- " — —t——rt . . =T =c/am=— ol —e .
',:'.‘ : o 'l._t...f/._- __5.
iy ® i
= R R

ol .

—— — — i — — — — et s o

= 6/pt 2Mpt
Yz ; éy@_z YTy bh*
kontrela: e

i\

EYALY A @
i e . b6 G Gee)



a——

n/e

Priklad.:

Pro obdélnikovy priirez urcete

a) mezni elasticky moment M,

b) elastoplasticky moment M, je-li
h, =0,4m

c) mezni (plasticky) moment M ,,

d) pribéh rezidudlnich napéti po odtizeni
z elastoplastického stavu a z plastického
stavu

f, =18MPa (dievo)



______ R e
”“_‘ \— 2 — — Y
2 |I'&v ‘.&J
-&"
>

‘—"'\\'—'—'——' it AR
(ilv,v*\ +
2 il 5 B

a M,=fW,=f, %bhz = 0,432MNm

b) Nf+N; —-N; —N, =0 splnéno
vzhledem k symetrii podle osy y
M =2-(N1+r1++N;r2+)= (=1 =)

elpl
2(18-0,4-0,1-0,25+18-o,4-o,2-1..2_.o,2j:
N~ —— ) N — < 2 3

Ny 4 VA nt

=0,552MNm
bh’

o) M, =fW,=1, T—O648M\Im
(/‘/z N /-*+// P 2N PE 20y _éi,#i#y_uz)
I!Mel<Melpl<Mp1!
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d) odtiZeni z elastgplastického stavu

e aammR o
o
; ,;
M, —-M, =-055MNm I,=00072m"
i 0%595722i b ('~ o #)

o, (2=03)=18-76,6-0,3=—-5MPa
o, (2=0,2)=18-76,6-0,2=2,6MPa

M, =-M,= —0,648MNm
_ gt 0,648

Tree =% "0 0072
o, (z=0)=*18MPa o, (z=0,3)=-9MPa

z=*18-90z

Pzp. . odbzen =z flwﬁk/elfa stave, pama fml :‘/}:4/ ;/,éﬁah /



Z¥d
Z’ ("/%/a;/ o
Yrdete mezy/ (/o/a://k[/) moment /ﬁz. JZ} =130 1R

'4”|§\

9006 m2 |
qol.?;,'z' i
Il 2
i =

/) polvha peutya’ln;’ o5y :
. V'-W¥ " =0

- 0006+ 0,003
" _ 4= A7 vl
44 -/),-,4 =0 ... A=A =53~ z
= qoa#fm
V-
______ - 4;_77.9'_\»_ ---:l_£ —— =083
v 7 S T >
- e 4905,
JL 2 ) :%ﬂ’%
- Y
r /Ll

Z) ro. * ///p[= G217+ B R sy pm

’%l =2 (4”- G01- 4,13+ 0,304,005~ 90025 +
+YH-9,015 4 0075) = G575 /M =

¢ —l
Rzor na nespramy’ sdfad polshy 5. scy /
iy M 2[001-4- 40 (430-47 -
roa [ _*_.0,30-/1.’4 4~ =934 0,027 =2
3t s EE 4= 4 45 »

N —— 0 Nerading ParEn ) — M.ﬁz’ 0
A e /;pyz’ 0;435 Q/Mz /I&W‘/‘- I!Z ) .
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Plasticky kloub

RozloZeni plastickych oblasti v nosniku pfi
postupném zatézovani:

F
i s
1/2 »—l-t 1/2 9-, | =
My = $

max My~ LFL

1

Plastické oblasti se za¢nou vytvafet pii
zatizeni F' = F,, aUplny plasticky kloub
vznikne pfi zatizeni F = F, .

for < [F< B

- -~
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Zatizeni, pi1 némz prafez pod bfemenem Uplné

zplastizuje:

M, =maxM,
Lass -]
fyzbh :ZFPII

bR

Pl—yl

— am— m— — ——-‘—————-‘--‘-‘——

ly == —x,

ohybovy moment v prifezu x = x,
bh2

F
Moh(xo):_ﬂxo T X9

-



- 1#

moment Unosnosti prifezu x = x,

M,=f, %bhz

l
Moh(xO):MeI 3 X9 :g

Plasticky kloub funguje podobné jako vloZeny
kloub:
u

staticky preurcita konstrukce - pohyblivy
mechanismus



® ®

vy - 15

Mezni plasticky stav nosniku .
(poudiva’ se procovn) disgrem L‘Mo,o/;'.s'r‘/éé}/ﬁ f:> )
e staticky urcita konstrukce — kolaps pfi
vzniku jednoho plastického kloubu
e plastické klouby vznikaji v mistech
extrémnich momentt

r . . 1 plast. kloup
/0
7 : 2 &  Sgz | 2B kolaps nastane p
i‘ 5 ’l' 1* + =) /
\/ \/ ey
' i i F M
/ 7
e n-krat staticky neurcita konstrukce —
kolaps pti vzniku (n+1) plastickych kloubt
(konstrukce tvarové neurcita) P e
g l F ? 1 51 J(Z ,a/as{ 14/0051
7 1z 2 10 | 12 = kol /as' fastd Ne pry '
R R L"—"'_}'-A s W
4 Mpt //
- ‘ ¢ —Zp- v . %‘[LZ' ‘4 -
\ /%z \ A~ /g' Z pL 2
4 |+
L P ﬁil
)/ = ]




n-%

F =
-l‘{oz JVP ’ it Sx gt‘azﬁ lzewz'.’/é/m‘/:

4 7 ; 1/2 & yr |y 3 e tes
I‘ >
- ,i |-F —1 —> pouze Zx otat- Neurs
hgl Fl 3 # aT‘E‘l gg \
#’a% é 3 plact. klouby
I F
2 lb T'Z 4,_2,,,1_ ® ko/a/w fza.s't’a/;e //»7‘:
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| STABILITA PRIMYCH PRUTU|

Stihlé pruty namahané tlakovou osovou silou
jsou ohroZeny ztratou stability.

-
,@
N<o m S

!
wrgﬂe‘?a 1 j’ Y 1

" % s e o F ' F F

Ztrata stability se projevi takto:

e Prut zistava ptimy, pokud osov4 tlakova sila
je mensi nez urdita hodnota specificka pro
prut.

* Po piekrocent této hodnoty se prut prohne
(vyboci) a nakonec nastane kolaps.

* Vyznamnou roli hraje ¢as.

Vyboceni Stihlych pruti je jedna
z nejCastéjSich pri¢in havarii mostnich
konstrukei i konstrukei pozemniho stavitelstvi.

Problém namahani §tihlych prutd tlakovou
osovou silou se oznacuje jako VZpEr.
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e Matematicky model:

Idealni prut: - dokonale pfimy, centricky

Fy zatizeny a ulozeny

- vypocet Kkritického biremene F,

- k vyboceni je tieba pfi¢ného
impulzu (pfi¢na sila,
nerovnomeérné ohrati)

A
Skute¢ny prut - odchylky od ptimého tvaru

charakter
- odchylky 9, jsou malé

(__1_,+_1_,)
500 1000

- odliSna kvalita namahani —
kombinace tlaku s ohybem

-_— e —o - =— _— ey

e Pojem stabilita znamena kvalitu rovnovahy:

tuha télesa ‘
: { \
\M s NG
g B s 58 5 s

rovnovaha: stabilni 1ndiferentni labilni

e e e ems e=2 === -—r e E=o eme a=» a—e @=e e=—ccn e=p e s e=w e=s =o




pruzn¢ soustavy — idealni prut

NN
F<E L 'GTE( ‘ {‘-}ﬂ
%ﬂ | e ﬂ\\\
‘\ i W
|}
" ll ~» ! : ~ kolaps
| / jz l’/ 5/
! 4
T R ¥

rovnovaha: stabilni indiferentni labilni

— ey cmmy e e e

bifurkace rovnovahy
(rozdvojeni)

U

definice i

e Reseni stability skuteéného prutu

Nutno rozliSovat mezi ptivodni a deformovanou
konstrukci.

Teorie druhého radu:

|Posuny # ve sméru stiednice a rotace @,

zustavaji malé pruhyby w jsou velké.
Podminky rovnovahy je nutno sestavovat na
‘ deformované konstrukci.
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w, (8,) ... podateéni prithyb
(amplituda prihybu)
w(8) ... koneény prithyb
- (amplituda prihybu)

—

a ... poCatecni kiivost (bez sily F)
Po
= ... kone¢n4 kfivost
o,
- ...zména Kki1vosti vyvolana ohybovym
P Po

momentem M = Fw

Dif. rovnice ohybové ¢ary (bez poc. prihybu)

M
w'=——2 neboli 1= &

ET . (P/(e,sné’jl') P EI >
Dif. rovnice ohybové ¢ary (s po¢. prithybem)
R T

p pO—EIy




s

a) nelinearni feSeni = velké deformace
1 w” y

e (1 w22

nutno pouzit pro zakiivené pruty (oblouky)

b) linearni feSeni = malé deformace

N e et cE— T GE—— GEE—, SN =g TG EE—

1

< o™ welioli 1wl =]
P
(W' —w, +iw:0 :>ll5: %
EIy I_E
4

Lze pouZit pro pfimé pruty a prutové soustavy
— tvofici ortogonalni systém (rdmové konstrukce).
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]

Piehled vysledku: o i F
idesn/ prat T‘kt : sku z‘ez”//'y,/ma‘ \\ £
\ I
>
_,F— | 7 gl
/ | ',
e 4T
F e i
3 A /r/ll/lﬂ.l'e!. I f’f T —
; r
.f= 4 @........,,f//-—-'l’” ras’ f=4¢> —————— ;—,—’ﬁi.,.,..Z/'J-/-’&f'.'
F bo ‘ ,/ pt
" ;/al';u:ﬁ [/b.r‘é’:‘: | & ( /= /;/’ﬁ)
b w2 z1) | oy
| - /
e | > 7
| 2/-;
/A

o Metody vypodtu kritickych sil Fy (ideslns prat)

Piedpoklady: linearn€ pruzny material
malé deformace
rovnovaha na deformovaném prutu

SE&Ei_{/é—; feseni dif. rovnice ghybové cary.
b) Energetické (Ritzova) metoda — pfiblizna

Spociva v porovnani energie vnittnich a
vn¢jSich sil.
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 Geometricka (Eulerova) metoda

Euler 'odvodil vyrazy pro kritické bfemeno ve

pruty s konstantnim priifezem a konstantni
normalovou silou):

kb |

oy

e e

s 3
it

fedeni: w = C,sinax+C, cosax
okrajové podminky:
a) x=0..w=0->(C,=0
b)x=1.w=0->C,sinal =0

¢, =0 e sinal =0

(pruhyb nulovy) charakteristicka rovnice




sinad =0 al =7t 2n,...atd.
minimalni kofen: @, /=7
Z
T F
ak2 - i akz ==
l EI,
72_2
Fulertv vzorec F,=EI, —
/

(Dalsi Eulerovy ptipady viz skriptum PP20)

Obecné€ pouzivany vzorec pro F,:

2

F, = EIzz—

I ... moment setrvacnosti k ose kolmé na smér
Vybocenl (Jsou-li podminky vyboceni stejné ve

vSech smérech, pak I=1,,;,)

.y ‘rE‘— //;//,////’-y/; /’/// / // /Ipr/l%a
smer 4 RS i //
rybodeni ¢z z
4
g . smer -
I=1I, =1y, l rybocens e

1 /¢
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'.“

... vzpérna délka

ve Ctyfech zakladnich Eulerovych pripadech
se ur¢i ze vzoreu :

Lol legpy =gl | L=21

V obecnéjsich piipadech (proménn\é; EI, N))je
nutno vzpérnou délku odvodit z feseni F kﬂ



Ddraz teorie v normedh pro navrhovsm’
tlacénye %Y //M oru %6°

Kritizbe na pa?’, Eulerove hypetbolo

Jat /M.s't/ﬁyaz/ sL B st pruty <

2) Lo’ prit

Yapeti' s centricky thcéngm (hevybocsinem) ity
5=
A

57 namohan:’ brtyetsw crtbe if y2nlS y pruty

t3v. Krit1eds naped "6

E.EHE I fr
A I AT
= (@)

(4

< SR lastn)’ pomar pruty
- y2pernd e s
v =) ;‘;L: L pmeT se1rvoshosh £ pse £oing nz

- — "" /
I E» Vy///&ﬂ/ & o
> / ‘y \7”!; \\ / h‘
/‘7"&”" ///ﬂ/ﬂlﬂé V4 Jfgﬁ/’ <4-- P - 4 “
b smirech hpnd pad —> 17,
VeVBth smEree) stgnt pat e }

—— - ¢ L =

@‘ = iz = Z"l l"




Zoyishict 67 ha SEBlpstonm pNEFy 2 1y aaiu e

Eularova éy erbyls

g
27z

T Msilne proimpleshity
natorrs/

» fdaa'/ﬂf/ﬂ/z;n//m%é/ﬁﬁ%n% i /‘ea%;/ maters)

Vobora 0<2<d, Lisrowa hyperio/a rnep/aty”
rhze o4 )/ N2hrazy s o2
hodtnotsy &5 = ,//’v |

. /féa%// natera'/.
Vobiry VE1L A4 52 bul hyperbofo 13brazy)s
Lrirtsyy AB
(ZI/ /'e SHA Jy s/ ﬂﬂkpﬂ/f/a/'/éx ‘waz’
imeFnscty o’,,‘—)




) Sbytaeny (imperfetidns) prot

Peb L. ... lmty s/l /547‘&:)

7 % ,
4 = T Lty 190877

btard e prut
Sehope //e”/iefv'.rzZ
p/'?/ Zhpoveeny

g < 6/

Lm

}‘!n"/é/ v na’rrﬁwz'di normidh .

ha zaklada” $%Hostni'ho ,oalie"/'t/ A sa urdi’ /
s labulat soudinits/ vapernsst; L E T )/
ktarym se redukyje ypoitors wnasnsst

,on//'?zll. |
masyvns p/w’y S ALY 4 )
#ﬁ?/a’/fu@ R A |
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' DVOJROZMERNY PROBLEM (2D) |

* Jednorozmérny problém (1D) — pruty
Vnitini sily a deformadni taktory zaviseji na
jednom parametru (x)

—— .

y problém (3D)_

— e e o e—— e— c— e—— e e o=

Napéti, deformace z4viseji na 3 parametrech
(x,,2)

I5 neznédmych ... {u},{e}, {o}

15 rovnic ... 3statické, 6geom., 6fyzikalnich

* Dvojrozmeérny problém (2D)
Napéti, deformace z4viseji na 2 parametrech
(napf. x,y nebo s 1,82).
Dva rozméry /,,/, pievladaji nad tietim
rozmeérem — tloust’kou 4.
Stfednicova plocha je bud’ rovinna (stény,

desky) nebo zak¥ivend (skofepiny).



LINZ. 57169 + DATALIN:. 57169 {* DATALIN:. 57169 ¢ DATALIN:. 57169 {* DATALIN:. 57169 1 [
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- Sténa deska skofepina
' P}’ T [ - :Qa; 7
o y I*
- 8 o
; 1
6 / z 13 | *
I~ fl I
]

Zvl1astni pfipady symetrie prostorovych
konstruke:

opernd zed (hrdz)  rota&ns sym. konstr.

O\

W

vz =
hézansr” ng = > f

Dvé€ varianty dvojrozmérného problému:

* Rovinnd napjatost v roving (x,y)
(sténa)

r & .
NEZINISI N3 /

7> Ty Aex,ey,yxy,ez (e:z;é 0)!

* Rovinnd deformace v roving (x,»)
(opérnd zed)

ex,gy,yiy’ Ox>0yTx,0, (0, #0) |

>
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NOSNE STENY |

Rovinné konstrukce zatizené pouze ve
sttednicové roving, .
dj}; TR &4 [ 24

Kritérium pro vznik rovinné napjatosti:

h< limin(l, b)

b > (— + —jl (nizk4 sténa = nosnik)

]Lﬂ |
%, & b,/=/
X ¢ i .

ReSeni algoritmem silové metody

* Primarni neznédm4: funkce napéti F(x, )

¢ vychozi rovnice kompatibility (zajistuj
spojitost deformace)

Slozky napéti vyjadteny pomoci Airyho

funkce napéti F(x,y) [N]
0°F 0°F - O'F

— R g = A—

@t e o

[
(o}




9 |

* Z rov. kompatibility vyplyva tzv.
sténova rovnice

AAF =0 |
AN = (A)2 je biharmonicky operator

4 4 4
AAF:8F+2 iha R

+
ox* ey’ oy
e Okrajové podminky — statické
%, . by 7

DPx>Py...sloZKky zatiZeni

P

Z podminek rovnovéhy elementu:

Px =0, COSA+T,,sina
Py =Ty, cosa+0,

sina
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X/5
Priklad — obdélnikov4 st&na
fi1¥/m] :
g | £ [Wir]
h | .
J
g |
3 3 5 hey)
Hrana BC: (oc 0j /ML = 0; tosdd= 4) ($=0... 0-4)
b be —o,dy- h+( )dx =0
gl fe 8
x | Pl T.___o 0x=0
3 ] > o
= -ty dyh+ frdvh+ (o), — o, Jixh =0
YV}__ xy:f2 /py--/ //i‘"
Hrana CD: («- £ sims ot /asoz—d) Pr=b.... 4= lry

[y X:-1, dxh+(0'x—0'x)dyh—0

oy T =0
,'}‘ —"-—\ﬂ T— (;:; xy
- X

ol
TV yt-oydxh- fidxh+(r,, -7, dyh=0

g, =4
Hrana AD: Hrana AB: o
as%s o9 _i}

Okraj podm. Ize pouzit jako kontrolu Vypoctu
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Metody reseni (viz predmét Analyza
konstrukei):
e Metoda siti (diferenéni metoda)

@ Fourlerova metoda (rozvoj zatizeni a F( V)
ve Fourierovu fadu)

e Metoda konecnych prvka (MKP)

Priklad: f A3 p =1; [Hin*]

' J'/w',b/l/m PP2y . r H
Sejhs 2, Bittnarondld
prét¢ ] i y
-

r

®.0%)

|
ik ‘-ﬁ(‘ -,"’ ‘\ j /h :
e, e “konbols 4,225

P 4. P. /e =
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Hlavni napéti v bodé p¥i rovinné napjatosti

Rov. napjatost v roviné X, oo 05,0,,Ty,

GEID IEED EEND GENG EEC TENS GEEC IS EEED TEne SEEED

(analogie s transformacnimi vzorcei pro
momenty setrvacnosti)

A % amE

/. podminek rovnovahy elementu plyne:

SRR 2 s oD :
Oy=0,=0,C08"@+0,sIn" a+7,, sin2a

. R T

a - 2 ;
=0,sIn"a@+0,cos" a—7,,sin2a

o M s = nD
Ty =T= (O'y o )sm 2a+7,,cosla
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x4

e Hlavni normalova a napé t1

(analogie s hlavnimi momenty setrvacnosti)
Pf1 otaCeni elementu QM; M, kolem Q se méni
slozky o,,,7. Je-li na plosce M|\M, 7 = (i,

nabyva o, extrémni hodnoty. Takové plosky
jsou v kazdém bodé dvé = hlavni plochy,
na nich vznikaji hlavni normalovéa napéti
01,0;.

iz oy 20y, ole

bs (e 6;) @ o

(- /mxo")
XFs % Pos

a'a(' 02’

nebo tan2q =
oF S



Pf*/(/aa/ ﬂ/wf é},’z V.

P YYIY VY rjz/a dporou 3 z/pr% F J/ F /4 / 7
ZE Ay |
4 % T 3—:2
| i /7 .
i + Iy
f\}z © | = fovihps 13p /'w%‘:
i ,! S 7y xz!
WT (%% ‘X%>
‘ " , {L
4]1,2 &z"ﬂ I/M/ZZ
¥ o o 7 N ) Sy
S S 2
M :
=0 - 4 ~0
4 Z[{le!';z/ L )c’—vﬂ é——:?—— :ﬁ
~ g 37 TUL 4
X2~ Y Z})’“ ‘Z ZAA \LZ % ,
M{f z ) b4
2
(NS t; V@ﬁ% F by =
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ly o 7_1’&% R N
lxz -75 | -

4

-
é,a(zzﬁz Ok ¥ Y AL

-_— —
p—

% 3 . -
bz 7 14 -
| [N
e AL >0
/ /{Tg”

/3«)«):’ Xl .. £
Aq =S
4

(Y
Ly Ot
@/"\ | o -y
< briling ponsby trhlin ¥ oony

zabran) Mﬂ/fia
1 os8lpi VYEIVE
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W
rortiod rzpets’ &

Zf;-,vhéf D:&D

2 50//@
¢° = 4 7
p - R 7/7'2 h 3 72
7 / y
/ ZM‘Z 2 2 Z—é
LKZ’ "0 -k \)
2
oy Z : Aé”— ¢
Zzz’_ Py ~< -
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DESKY

Rovinné konstrukce zatizené kolmo ke
sttednicoveé rovine.

| M | - Hediiie]
y 4 '*r"ﬁ'f‘" -l ...r(zz odu11’01
27 iy V4 pudorysny

rozmer

——

s oy aor o o> oz coe EEs CED CIR CED GID IS CEmD =85S

kritérium: i < A < 2
a1
: h_1 B e
Pozn. tlusté desky = = 7 (Mindlinova teorie)
g

membrany = < 100 (neprendseji
ohybové ucinky)

Kirchhoffovy pfedpoklady:
1) Normaly ke stiednicové rovin€ piejdou po
deformaci opét v normaly k deformované

sttednicové ploSe. Vzdalenost bodu na
normale se nemeéni.
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2) o,=

Resi se algoritmem deformadéni metody:
e neznama...funkce prihybu w(x)

e vychozi rovnice...podminky rovnovahy

Vrstvickovy model

2‘
“'::?f_:'::_ 7 e
AN
V kazdé€ vrstv€ vznika rovinna napjatost
O s Py Ty
spoluptisobeni vrstev zajisti
Txz:Tyz
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X/3
 Prubéhy slozek napéti po tloustce des
_ y i petl p ky o

: L : ,, 'iJ /’g;lviv ‘ : 7%,.”
. e 5 Yy | Y Y . i
- Y -

: e g
e e a7
2 be Ty g

* Odpovidajici mé&rné vnitini sily (vztazené na
Im délky svislého fezu):

| Vyznam indext:
i h/2

* | % m, = [0 zdz
] [ —h/2
Z | 2 42

o ™= Jous [t x}

i ""— P ~h/2
= __._:3_.. é__/ h/2
5 l ’1/"/ mx]

m_= |7_zdz
, M, - = I
h/2
?)/I m.y ,,,7)' qx = Iszdz N
£ L
/2 m
qy = J.Tyzdz

—h/2

¢ Z podminek rovnovahy deskového elementu
vyplyva deskova rovnice:

! 3
Aw =L lpe ~ [Nm]
D 12(1-v?)

p(x,y)...funkce zatizeni D... deskova tuhost




Vztah mezi mérnymi vnitinimi silami a funkei
pruhybu w(x,y):

dow 0w
e o
d°w 0°w
my, = —D _6y2 ey oy

S — 9w
e ¢ 0x0y

d
= —D—

0
qy = _Da_y'(AW)

X/t
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Okrajové podminky
‘Na kazdém okraji 1ze splnit 2 podminky
(vzhledem ke 4. fadu diferencialni rovnice):
e vetknuti
= L i
7
- 7 , l.w=0
y PUJ&I‘]S % aw O (6}‘) 3 Oj
res é ‘ ax on
® proste podepieni (valcovy kloub)
PR, :
“ - | 1.w=0
& ,2.mx:0 (m, =0)
rez
w M
e volny (nepodepieny) okraj
— ”1 m, =0
,
pddorys
l ) gx=9) _ i _|_amxy_0
rez < mxy:() qx_qx ay =

q, ...doplnéna (Kirchhoffova) posouvajici sila
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Priklad
(skriptum PP20 — priklady, J. Bittnarova a kol.)
Obdeélnikova deska je po trech strandch

vetknuta a na jedné strané volna. Zatizeni je
zpuisobeno hydrostatickym tlakem.

pO ZIOl(Nm-z’ Eb :26GPa’ V—O, h:O,Zm

(Vypocet metodou konecnych prvkii pomoci
programu FEAT 98.)
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