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1 Uvod

Tato prace vznikla v ramei studentské védecké ¢innosti na katedie mechaniky Stavebni fakulty CVUT.
Jejim cilem je postupné vytvorit zjednoduseny model protonového paprsku, tzv. beamletu, a poté
sestavit optimalizovany lécebny plan.

Rakovina je nejéastéjsi pficinou smrti nejen na tizemi Evropy. K jeji 1é¢bé 1ze pFistupovat ruznymi
zpusoby, mezi které se radi také radioterapie. Radioterapie je zalozena na ozareni zhoubného nadoru
pomoci ionizujictho zafeni, pficemz se minimalizuji nasledky pro okolni zdravou tkan. Nejcastéji se
pouzivaji svazky elektronu a fotona. V posledni dobé se ale za¢inaji pouzivat také svazky hadronu -
tedy protonu a lehkych iontu.

Tonty jsou vyzafovany z urychlovace ¢astic smérem po ose z, hloubce. Davka zafeni, kterou ionty
odevzdavaji okoli, zavisi i na pouzitych c¢éasticich. Z nich nejlépe vychazeji protony, které predavaji
vétsinu davky zafeni v kratkém intervalu, tzv. Braggoveé peaku.
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Obrazek 1: Porovnani odevzdané davky protonového a fotonového paprsku v zavislosti na hloubce.
Protonovy paprskem mé vyrazny extrém - Bragguv peak. [15]

Lékaii pracujici v protonovych centrech maji spolu se spolupracujicimi fyziky za tkol sestavit
takovy lééebny plan, aby doSlo k destrukci naddoru pacienta a zaroven co nejméné poskodili okolni
tkan. Vychazi pfitom z prostorového modelu sestaveného pomoci CT (Computed Tomography), kam
umistuji jednotlivé Braggovy kiivky. Poté se optimalizuje intenzita jednotlivych kiivek (resp. mnozstvi
protonu vyjadfenych fluenci energie). Jelikoz se tedy nezavisle na sobé ovliviiuje fluence jednotlivych
kfivek, nazyva se tato metoda pencil beam, metoda tuzkovych svazku.

Tato préce se postupné zabyva nejprve analytickym popisem Braggovy kiivky v 1D, ve sméru
§ifeni po ose z, poté zavadi vliv nehomogenit prostredi, kterymi se paprsek §ifi. Déale rozsifuje popsany
model do 2D, tedy uvazuje prostorové sifeni protonového paprsku do okoli. Posledni kapitola ukazuje
jednoduchy zpusob optimalizace 1D i 2D lééebného planu pii vyuziti linedrniho programovani.



2 Popis Braggovy krivky v 1D

V roce 1997 aproximoval Thomas Bortfeld tvar Braggovy kiivky pro protonové paprsky [2]. Vysel
pritom z pfiblizného vztahu, tzv. Bragg-Kleemanova pravidla aproximujici zavislost dosahu proto-
nového paprsku Ry na pocatecni energii Eg.

R() = OCE(I;. (1)

Dosah Ry je definovan jako vzdélenost, kde pfesné polovina protoni ztrati svoji energii. Koeficienty
a a p jsou materidlové zavislé konstanty vychézejici z aproximace namérenych hodnot. Pro presnéjsi
vypocet je mozné interpolovat tabulkové hodnoty.

Vlivem ¢asové i prostorové zavislosti energie ¢astic nemusi mit ani protony se stejnou pocatecni
energii Ey ve stejné hloubce z stejnou davku zafeni. Proto zavadi Bortfeld smérodatnou odchylku o,
ktera udava hloubkovou nejistotu ztraty energie a zaroven zahrnuje i nejistotu dosazeni presné hodnoty
FEy pii vystupu ¢astic z urychlovace.

3a2/P 2
o=/ 2RI 4 (0.01Ey)? a2p2 B2, 2)
3p—2
kde o/ je materidlovd konstanta zavisejici na elektronové hustoté [2].
Vysledna kiivka davky D je sumou vSech Gaussovych rozdélenich davek zafeni po ose z. Po tpravé
integralu dostal Bortfeld tvar:

D(z, o) = o B0 P p)

O 2rpal/P(1+ BRo(Ep)) (3)
w1 p zE))+<B+ ﬁ+6>7’ (=C(z, Eo))
L VR 1o5) Ml

V této rovnici se vyskytuje hned nékolik druht veli¢in. Prvni jsou konstanty zdvislé na materidlu,
kam kromé jiz zminénych veli¢in « a p patii také p, hustota materidlu, €, 8 a . Déle se zde vysky-
tuji veli¢iny zavislé na hodnoté Ej, konkrétné zminénd smérodatnd odchylka o, ale také (, ktera je
definovana dle vztahu

Ry(Ey) — =
—

C(Zv EO) =

Veli¢ina ¢ je pouzita také ve funkci parabolického valce P [20].

VVVVVV

(4)

energii ¢astic, které prosly danym mistem prostoru, v tomto piipadé pocatkem (z = 0). Zde je dulezité
zminit, ze davka D(z) je na fluenci energie linedrné zavisla.

Vzhledem k tomu, zZe pfi sestavovani 1é¢ebného planu je vhodné Braggovu kiivku ,,uchopit”za jeji
extrém, tzv. peak, byla sestavena zavislost poc¢atecni energie Fy na poloze vrcholu zp,4,. Nejprve byla
aproximovana zavislost Ry — z na Fjy, jak je vidét na Obrazku

Do aproximace byla zahrnuta oblast pocatec¢ni energie Ey v rozmezi 1MeV az 300MeV v intervalu
1MeV, celkem 300 hodnot 2,,4,. Poloha z,,4, byla stanovena s pfesnosti 0.1mm.

Vyjdeme-li z rovnice a zjisténé analytické aproximace ve tvaru

Ry — 2 = a1 Ef + a2 E3 + a3E3 + ayEo + as, (5)

kde a; az as jsou ¢iselné konstanty, lze vysledné rovnice upravit na tvar

4 3 2
Zmaz = OBy — a1Ey — asEy — asE§ — asEy — as. (6)

Porovnaji-li se takto spoctené hodnoty zp,q: s hodnotami vyse zjisténymi s pfesnosti 0.1mm, je zde
maximalni hodnota chyby 0.0646mm a jeji smérodatnd odchylka 0.0288mm. Vysledky tedy odpovidaji
zvolené presnosti.



Takto je jiz mozné rozmistit v 1D prostoru Braggovy kiivky tak, aby mély v urcéitych bodech
extrém. Konkrétni hodnoty konstantnich veli¢in platnych pro vodu jsou uvedeny opét ve zminéné
praci T. Bortfelda [2].

100 - 7, [\
. 80f
X
5
Q 60 -
Q
g
\5 40 (—
g
S 20f R,
O | | | | | | | | | J
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

7z [cm)

Obrézek 2: Zndzornéni zékladnich parametru Braggovy kiivky s Fy = 158.6MeV - dosahu Ry a polohy

extrému Zmqz-

1079(0.000027E; — 0.020207E3 + 14.126506 E3 + 170.637718 Ey + 1725.877297)

+  Fitované hodnoty

Ry — zmag [Cnl]
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Obrazek 3: Aproximovana zavislost Ry — zmae Na Ey se zobrazenymi fitovanymi hodnotami Ry — zaz-

Zareni ve vodé.
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Obréazek 4: Vliv rozdilné pocatecni energie Fy na vyslednou dzivk Zateni ve vodé.
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Obrazek 5: Vliv rozdilné pocateéni energie Fy na pomérnou davku. Dle obrazku je ziejmé, Zze pro co
nejmensi zasazeni okolni tkané je nejvyhodnéjsi ozarovat co nejkratsi cestou.

!Jeden Gray (Gy) odpovida absorbci energie 1J v 1kg l4tky.



3 Vliv nehomogenit na Braggovu krivku

Prosttedi nadoru v lidském organismu neni ovSsem obklopeno vodou. Také neni homogenni. Z toho
vyplyvéa dulezitost sestaveni vypoctového modelu také pro heterogenni materialy a smési.

Fyzici zde vyuzili jedné vlastnosti - podobnosti §ifeni protonového zafeni ve vodé a v tkani. Diky
tomu je mozné zavést velicinu W ET, tzv. vodni ekvivalent, udévajici takovou tloustku vodni vrstvy,
kterd by mnoZstvim ztraty energie nahradila tloustku dané nehomogenity. Jak uz bylo zminéno dive,
ztrata energie neni konstantni. Proto i hodnota vodniho ekvivalentu zavisi nejen na materidlu, ale i
na energii v misté pocatku nehomogenity a na jeji tloustce.
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Obrazek 6: Vliv nehomogenity na Braggovu kiivku. Prvni kiivka ukazuje Braggovu kiivku s vrcho-
lem ve vzdéalenosti 25cm ve vodé, bez vlivu nehomogenit. Druha kfivka znézornuje opét vrchol ve
vzdalenosti 25cm, ale mezi 5 a 15cm je umisténa nehomogenita, kost. Ttet{ kiivka mé stejnou pocatecni
energii Fy jako kiivka druha, ale neni zde vliv nehomogenity. Na pravé i levé strané od Sedych oblasti
jsou druhd a tieti kiivka stejné.

Vyjde-li se opét z Bragg-Kleemanova pravidla , lze z néj vyjadiit piiblizny vztah pro funkci
energie za predpokladu, ze hodnota dosahu Ry se po z méni linearné. Potom:

(7)

Tento vztah je zna¢né zjednodusSeny. Zanedbava zejména hloubkovou nejistou danou dle rovnice
. Neni tedy platny v oblasti vrcholu.

Pokud je jiz zndmé energie v dané pozici, pomoci specialni teorie relativity Alberta Einsteina lze
ziskat hodnotu rychlosti protonu [6]:

Ro—z=aB(z) = E(z)= <R°a_ Z)l/p.

v 1

B:CZ 1_(1+—E2)27 (8)




kde m,, je hmotnost protonu, E je kinetickd energie a c rychlost svétla. Potom Lorentzuv faktor

je:
[ 1 [ 1

Pro vypocteni vodniho ekvivalentu byla pouzita Bethe-Blochova rovnice [21] a upravena na tvar:

2 2 2
WET(E) =ty =t <pZ€ff [ln 2mec(E) B(E)” B(E)2]>
Acsy leys

kde t,, oznacuje ekvivalentn{ tloustku vody, t, redlnou tloustku nehomogenity, p hustotu, A.yy
efektivni nukleonové ¢islo, Z.rs efektivni atomové (protonové) cislo, m. hmotnost elektronu a I.¢s
efektivni excitac¢ni energii.

Pokud se nehomogenita skldda z materialu slozeného pouze z jednoho chemického prvku, potom
se misto efektivnich hodnot dosazuji konkrétni hodnoty doty¢ného prvku. V piipadé smési se pro
zjednodu8eni vypoctu zavadi ,,efektivni atom”, tj. atom, ktery ma stejnou elektronovou hustotu. Potom
se efektivni nukleonové ¢islo spocita jako [12]:

m

; (10)

w

n 2
Aery = M (11)
i1 Nidi
kde n je pocet prvki, ze kterych se smés skladd a N je pocet atomu daného prvku. Efektivni
protonové ¢islo se spocita [12]:

"\ N, Z;
Zepr = At Na (12)
i=1" "

Hodnota excita¢ni energie je pomérné nejista, jelikoz ji nelze pfesné stanovit. V ¢lanku Zhanga
a Newhausera [21] je uveden vztah:

I=kZ, (13)

14.5, pro Z <8
k={13, pro8<Z<13. (14)
11, pro Z > 13

Pro smési plati vztah [3]:

Z?:l NZZZ lIl Il
Z?:l NiZ
Vzhledem k linedrni zavislosti W ET na tloustce materidlu t,, a predpokladu, ze se po ose z

méni energie, je ziejmé, Ze Bethe-Blochova rovnice plati pouze pro infinitezimdlni tloustky. V mnou
provedené implementaci bylo vétsi pfesnosti dosazeno rozdélenim intervalu dle zadané ptfesnosti.

In Iy = (15)

Material E tm WET.y, | WETpk | Chybae.p—pr | WET | Chybacyy,—wer
MoV | o] | fromn] | [om) % | fom] %)

Al 200 | 19.73 42.30 41.7 -1.42 | 41.861 -1.038

200 | 14.90 32.20 31.5 -2.17 | 31.614 -1.820

200 | 4.83 10.04 10.2 +1.59 | 10.249 +2.082

100 | 14.90 31.50 31.1 -1.27 | 31.357 -0.454

100 | 4.83 10.30 10.1 -1.94 | 10.166 -1.301

Tabulka 1: Porovnani pfesnosti vypoctu WET. W ET.;, uddva experimentalné zmérenou hodnotu
vodniho ekvivalentu pro zadané charakteristiky, W ETpk je hodnota vypoctend podle [22], hodnota
W ET je vypoctena podle implementace popsané v této praci. Chybae,,— px udava rozdil mezi W ET,,),
a WETpk, Chybacs,—wer uddvd rozdil mezi WET.,, a WET.



4 Popis Braggovy krivky v prostoru

V letech 1947 a 1948 napsal Moliére zasadni teorii, kterd popisuje §ifeni ¢astic prostorem. Jednalo se
nejprve o teorii jednoduchého [16] a pozdéji mnohondsobného rozptylu [17]. Tato teorie ovsem vysla
pouze némecky. V angli¢tiné se problémem zabyval H.A. Bethe [I], ktery v roce 1952 vydal ¢lanek
Molier’s Theory of Multiple Scattering, kde ovSem zanedbal nékterd zobecnéni platna pro smési [I§].
teorii zjednodusit.

Tohoto kroku se ujal v roce 1975 Virgil L. Highland ve své praci Some practical Remarks on Multiple
Scattering [10], kde zaved] jednoduchou Gaussovskou aproximaci, ¢imz vypocet zna¢né zjednodusil a
zachoval dostatecnou piesnost. Nicméné tato aproximace platila pouze pro malé tloustky, a tak byla
v roce 1993 zobecnéna B. Gottschalkem [§]. Vysledny tvar aproximace je tento:

1 / triN2ar 1P
0y = 14.1 14+ =1 e — ] — 16
0 z<+9°g“’LR>X /0<PU> Ir| (16)

kde 6y je charakteristicky thel mnohondsobného rozptylu. Velicina z v tomto piipadé oznacuje
ndboj ¢éstice, v pripadé protonu je to 1leV, t znac¢i tloustku materidlu a Lp radiacni délku. p je
hybnost ¢astice a v jeji rychlost. Rychlost se spoc¢ita z kinetické energie podle rovnice . Hybnost
¢éstice se podle specidlni teorie relativity spocita jako [6]:

p = ympv, (17)

kde v je Lorentzuv faktor spocteny dle rovnice @D a my je hmotnost protonu. Posledni neznamou
veli¢inou je radiaéni délka Lg. Tu lze podle [9] vyjadrit takto:
716.4
Lp= (18)

287 °
2(Z+1)n 2

Pro vypocet radia¢ni délky pro deskovou skladbu se pouzivé vztah:

topo _ tipr | t2p2

= + , 19
Lr  Lgri Lgp2 (19)
kde p je hustota materidlu. Zaroven plati vztah:
topo = t1p1 + tapa. (20)
Pro smeési se udéva vztah:
ANy = A;N; (21)

Lr Lr;’

i=1
kde n je pocet prvku, ze kterych se smés sklddd, N je molarni mnozstvi a A je nukleonové ¢islo.
Poté je jiz mozné pristoupit k vypoctu integrdlu v rovnici , k jehoz vypocétu byla pouzita
Newtonova metoda 3/8 (viz Pfiloha). V literatufe [8] se uvadi pouziti Simpsonova pravidla a rozdéleni
tloustky ¢ pravidelné podle dosahu Ry.
Tvar Gaussovského rozdéleni je dan vztahem:

f<9>:27398[”° !

kde 6 je tihel mnohonédsobného rozptylu dle Obrdzku [7]

Predpokladejme, Zze v prostoru se protonovy paprsek sifi tedy kromé sméru z také do sméru
kolmych, konkrétné osy y a x. V piipadé 2D modelu budeme uvazovat jen sméry z a y, jak je patrno
na Obrdzku [7] Z néj rovnéz vyplyva geometrickd zévislost velicin:

(22)

)
=2 2
tan @ ~ (23)
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Obrazek 7: Zavislost thlu 8, hloubky z a y.

Takto Ize potom jednoduse pro kazdé misto v prostoru dopocitat davku zareni:

 [rC=5)]

D(y,z) = D(z) x

27r0(2)
-2
£ o
=
2
4 | | | | J
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z [cm)]

Obrazek 8: Grafické znazornéni vlivu mnohonasobného rozptylu.

V Tabulce [2| je uvedeno porovnani vypocétu hodnot podle Moliéra, Highlandovy aproximace podle
[8] a hodnot vypoctenych dle zde popsaného postupu. Lze si pov§imnout, ze hodnoty 6y a 6y se po
vétsiné intervalu vyrazné neodlisuji, problém nastdva v piipadé, kdy se tloustka pfiblizuje dosahu
Ry, jelikoz Bragg-Kleemanova rovnice neuvazuje hloubkovou nejistotu danou smérodatnou odchyl-
kou , tudiz vSechny protony ztraci energii v misté dosahu Ry. ZlepSeni by mohlo piinést pouziti
interpolace z tabulkovych hodnot.
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Obrazek 9: Vliv mnohondsobného rozptylu na intenzitu davky zafeni.

Materidl | Tloustka Onr O Chybay; g 6o Chybays_o
[g/cm?] | [mrad] | [mrad] (%] [mrad] (%]

Al 0.2160 | 3.701 | 3.534 -4.512° | 3.500 -5.431
0.8170 | 8.051 | 7.670 -4.732 | 7.428 -7.738
2.1729 | 13.880 | 13.104 -5.591 13.024 -6.167
3.3500 | 16.920 | 16.258 -3.913 | 16.823 -0.573
7.0960 | 28.357 | 26.931 -5.029 | 26.976 -4.870
11.9570 | 42.065 | 39.986 -4.942 | 39.607 -5.843
13.5690 | 42.422 | 40.534 -4.451 | 44.231 +4.271
17.7230 | 61.129 | 58.230 -4.742 | 59.329 -3.092
21.2450 | 91.129 | 87.103 -4.418 | 87.279 -4.225
21.9150 | 92.504 | 88.657 -4.159 | 104.860 |  416.600
22.1100 | 98.021 | 93.645 -4.464 | 117.185 | +19.551
22.3300 | 98.256 | 94.390 -3.935 | chyba chyba

Tabulka 2: Hodnoty mnohonédsobného rozptylu. 65, je nejpresnéji stanovena hodnota dle Moliérovy
teorie mnohondsobného rozptylu. Hodnota tihlu 05 je uvddéna v [§] jako vysledek Highlandovy apro-
ximace. Uhel 6 je pocitany dle popsané implementace. Chybays_p udava procentualni rozdil hodnot
Oxr a O0p, Chybays_o udava procentudlni rozdil hodnot 05 a 6.
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5 Optimalizace

Cilem optimalizace je minimalizace davky zareni D tak, aby dochézelo k co nejmensimu poskozeni
okolni tkané a zaroven byl zni¢en nador. Optimalizovanou veli¢inou je fluence energie ®¢ popisujici
jednotlivé Braggovy kiivky, na kterych je ddvka D linedarné zavisla. Je tedy mozné pouzit linearni
programovani.

5.1 Popis a feSeni tloh linearniho programovani simplexovou metodou

Ulohou linedrniho programovani se nazyva tloha, kde je dana linedrni n-dimenzionélni ic¢elova funkce

f(x) =1z + coxa + ... + cpnp, (25)

kde c1 az ¢, se nazyvaji cenové koeficienty. Ucelové funkce se bud minimalizuje nebo maximalizuje.
Déle se zavadi linearni omezujici podminky pro jednotlivé proménné. Obecné maji tvar:

a1 1 + a1 222 + ... + a1 pxy < by

az11 + az2%2 + ... + ag nxy < by (26)

Am, 121 + G222 + ... + ATy < bm.

Reseni tloh linedrniho programovéni muze probifhat napf. pomoci simplexové metody, metody
vnitinich bodu a elipsoidové metody. Zde se zabyvam pouze simplexovou metodou.

Simplexova metoda stavi na predpokladu, ze m omezujicich podminek ,,ofeze” n-dimensionélni pro-
stor na simplex o m hrani¢nich bodech. Uvniti a na hranach simplexu se nachézi vSechna piipustna
feSeni. Optimum pak lez{ v nékterém z hrani¢nich bodt, piipadné na celé hrané simplexu. Cilem sim-
plexové metody je postupovat od jednoho bodu piipustného feseni tak, aby dochazelo k minimalizaci
cilové funkce (pokud hleddme minimum) po hrané k dalsimu. V piipadé, ze zadny sousedni hrani¢ni
bod nenabizi zlepseni hodnot ucelové funkce, nachazime se v globalnim optimu.

Pro vypocet uloh linearniho programovani je pouzit software Matlab, prvni ptiklad je pro nazornost
fesen graficky, ostatni pomoci funkce linprog.

5.2 Priklady optimalizace

Aby bylo mozné uvést jednoduchy piiklad optimalizace, je nutné nejprve zavést predpoklady, se
kterymi se konkrétné do téchto tloh vstupuje. Tkan je rozdélena v podstaté do tiech podmnozin.
Prvni tvoiit TARGET, coz je misto nddoru. Zde je 1ékafi predepsdna néjakd minimalni davka ozéieni
TARGET i, ktera musi byt splnéna, aby doslo k destrukci nddoru. Zaroven zde byva udavan jesté
horni limit TARG ETy,ax, ktery by nemél byt pfekrocen.

Druhou podmnozinou je OAR (organ at risk), tedy takové prostorova ¢ast tkéné, kde je umistén
dulezity orgédn, ktery chceme zasdhnout co nejméné. Opét je zde predepsany urcity limit ozéfeni
OARax, ktery se nemé piekrocit. Posledni oblasti je potom zbytek tkané, kterd by méla byt zasazend
samoziejmé co nejméné, ale neni zde predepsan zadny limit.

Vzhledem k vyuziti linedrniho programovani byla zvolena jako ucelova funkce minimalizace mnoz-
stvi vyzérenych protonu min ) ®.

7 vyse zminéného lze jiz obecné formulovat tvar tlohy linerarniho programovani:
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s.t.

n
min E (I)O,i
i=1

n
22 D;i(®04,204R,i) < DOAR max

i=1

n
Z Di(®0,i, 27ARGET i) > DT ARGET min

=1

n
Z D;(®0,i, 21ARGET,i) < DTARGET max

i=1

Vi @0 > 0,

kde D, je davka v misté e a n znac¢i pocet Braggovych krivek.
Jako jednoduchy priklad optimalizace poslouzi tiloha o dvou proménnych ®; a ®5, viz Obrazek 111
Umistuji se pouze dvé Braggovy kiivky s vrcholy ve vzdalenostech 24 a 28cm. Ve vzdélenosti 10-15cm
jezadén OAR a hodnota OAR.x = 5Gy. TARGET se nachdzi mezi 20 a 28cm. TARGET . = 10Gy
a TARGFETyin = 5Gy. Ovérovat splnéni podminek budeme po lcm.
Nejprve se ziskaji funkéni hodnoty (davky) jednotlivych Braggovych kiivek v bodech, kde se ovéruji

podminky:

Kiivka | OAR(15) | T(20) | T(21) | T(22) | T(23) | T(24) | T(25) | T(26) | T(27) | T(28)

(27)

1 1.089 | 1.330
2 0.978 | 1.066

1.447 | 1.623 | 2.073
1.098 | 1.139 | 1.195

1.383 | 1.568 | 1.978

0.798 | 0.007 | 0.000 | 0.000

Tabulka 3: Vypoctené davky Braggovych kiivek v bodech, kde se ovéiuji podminky.

Poté se sestavi jednotlivé omezujici podminky:

OAR: 1
TARGET: 2

- W

(=2}

-~ t
N N e e N N N N

oo

9)

1.089®; + 0.278%, < 5
1.330®; + 1.066P2 > 5
1.447P1 + 1.098P4 > 5
1.623®P1 + 1.139®9 > 5
2.073®; +1.195®3 > 5
2.94091 + 1.27195 > 5
0.798%1 + 1.383P2 > 5
0.007®; 4+ 1.568®9 > 5
0.000®@; 4+ 1.978®9 > 5

10) 0.0009; + 2.657P4 > 5
Nezapornost fluenci: 1.0009; + 0.000P, > 0
0.0009; + 1.00095 > 0.

Uctelova funkee je:

f = min ((I)l + (I)Q)

11
12

) 1.330®; + 1.066®, < 10

) 1447 + 1.098%, < 10
13) 1.623%; + 1.139%, < 10
14) 2.073®; + 1.195®, < 10
15) 2.940®, + 1.271®, < 10
16) 0.798®; + 1.383®, < 10
17) 0.007®; + 1.568%, < 10
18) 0.000®; + 1.978%, < 10
19) 0.000®; + 2.657®, < 10

2.657

(28)

(29)

Takto jednoducha tloha by $la Tesit pouze graficky. Zakladni mnozinu tvoii rovina z € R a y € R.

Tato mnozina je poté ofezdna plnénim omezujicich podminek.

Jak je vidét z obrazku, v tomto piipadé je simplex ohranien ¢tyfmi aktivnimi omezujicimi
podminkami (1, 10, 11 a 17), jejichz pruseciky vytvaii étyfi hraniéni body:
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Obrazek 10: Znazornéni omezujicich podminek. Znaceni jednotlivych omezujicich podminek na tomto
obrazku odpovida jejich znaceni v rovnici (28)). Sedou plnou Srafou je vyznacena oblast, kterd tvoii
feSeni dané soustavy nerovnic.

Oznaceni bodu ‘ D, ‘ d, ‘ Funkéni hodnota
Al 0.744 | 3.764 4.508
A2 1.210 | 3.183 4.393
A3 1.212 | 3.764 4.976
A4 1.735 | 3.181 4.916

Tabulka 4: Krajni body simplexu a jejich funkéni hodnota ticelové funkce.

Dle hodnot ucelové funkce ve vypoctenych bodech je ziejmé, Ze se globalni optimum nachazi
v bodé A2 s hodnotou ucelové funkce 4.393. Znamena to tedy, ze globalné-optimalnim fesenim, které
spliiuje v8echny omezujici podminky, je ®1-nasobek Braggovy kiivky s vrcholem ve 24cm a ®o-nasobek
Braggovy kfivky s vrcholem v 28cm.

10_ ..... e e R R R T s I U R I
L OAR L RRIEE TR, P e
8—_Target
Suma davek ...
= 6 oL L .
O b
2
0 L L L L L . " " "
0 5 10 15 20 25 30 35
z [cm]

Obrézek 11: Jednoduché optimaliza¢ni tloha - zndzornéni zadani umisténi vrchola a vysledného opti-
malizovaného Feseni.

Bézné se ovsem tulohy linearntho programovéani nefesi graficky, jelikoz maji vice nez 2 nebo i 3
dimenze, tudiz je nelze takto snadno znézornit.
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Obrazek 12: Jednoducha optimaliza¢ni tiloha - histogram. Zobrazeni, v jakém procentudlnim mnozstvi
TARGFETu bylo dosazeno alespon urcité davky.

vvvvvv

Druhym ptikladem, ktery zde uvadim, je tloha s vlivem nehomogenit a ozafovanim z obou stran.
Jeden zdroj zafeni je umistén v z = Ocm, druhy zdroj v z = 50cm. Ve vzdalenosti 10-15c¢m je
uvazovan OAR s maximalni ddavkou OARy.x = 1Gy. TARGET ve vzdéalenosti 20-30cm je omezen
TARGET . = 10Gy a TARGETin = 5Gy. Mezi 10-15cm a 35-40cm se nachézi kost.

10 - I R S R p—— R SRRE R SRR SRR SERREEERES

I OAR
.| s TARGET |00 - L A ... U S P
i Suma ddvek > Lol

Davky L L. N .l

D [Gy]

100

Objem [%]
o
)

Histogram TARGE’II
L 1 L L L L 1 L

0 L L L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

D [Gy]
Obrazek 13: Slozitéjsi tloha s vlivem nehomogenit a ozafovanim z obou stran.
Poslednim uvedenym piikladem je 2D tloha s vlivem mnohondsobného rozptylu a ozafovanim z

obou stran. Rozméry jsou ziejmé z Obrazku - pudorysu. OARn.x = 1Gy, TARGET i = 5Gy,
TARGET . = 10Gy

14



I <y
Iill,;;;:,{{z,,'
e
e

I[Illl

10
m
"'i":

”M
v

MM

\HH‘

\\\\

\\
\“}\\\ \\‘

)\ \\ ®

l, \

Obrazek 14: 2D optimalizaéni dloha s ozafovanim z obou stran, bez vlivu nehomogenit.
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Obrézek 15: Pudorys 2D optimalizaéni tlohy s vyznacéenim TARGETu a OAR.
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6 Zaveéer

Cilem préce bylo vytvorit zjednoduseny model sifeni protonového zareni prostfedim. Implementovano
bylo prozatim §ifeni protonu ve 2D prostoru za piritomnosti nehomogenit a ozafovani z obou stran.
Zjednoduseny model spliiuje mozné predem stanovené odchylky ve vétsiné piipadech. V piipadé
vypoctu vodniho ekvivalentu doslo i k mirnému zlepSeni presnosti oproti ¢lanku, ze kterého bylo
¢erpano. Dalsi zlepSeni by jisté prineslo pouziti interpolace tabulkovych hodnot Bragg-Kleemanova
pravidla.

Nasledujicim krokem bude vytvofeni plné prostorového modelu, zavedeni ruznych smértu zareni
a Upravy v optimalizaci tak, aby vice odpovidala pouzivanym metodam. Konkrétné dprava tucelové
funkce a typu neznamych veli¢in.

Vysledkem linedrniho programovani je hodnota globdlniho optima, coz se v piipadé protonové
1é¢by velice hodi, jelikoz nelze nalézt lepsi plan. Nevyhodou ovSem je, Ze muze nastat situace, kdy
v zavislosti na omezujicich podminkach feSeni viilbec neexistuje. Potom linedrni programovani selze.
Resenfm je zavedeni nezndmych v podobé odchylkovych proménnych § [13]. Potom m4 tloha jiz vady
feSeni. Aby bylo mozné ovlivnit dilezitost jednotlivych mezi, sestavi se vicekriterialni model linearniho
programovani s tcelovymi funkcemi danymi témito proménnymi. Poté se sestavi Pareto-mnozina,
podle niz se vzdy vybere ten nejlepsi plan.
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7 Prilohy
7.1 Numerické fesSeni urcitych integrala

V piipadech, kdy se neda feSeni urcitého integralu vyjadrit symbolickym zdpisem, je mozné pfislusnou
hodnotu spoc¢itat numericky. Jediné, co je tfeba zndt, jsou funkéni hodnoty pozadované funkce v
ur¢enych bodech. Potom, dle pozadované presnosti, se tyto body prolozi polynomialni funkci, jejiz
integral se spocitd snadno.

Obecné se, dle pozadované piesnosti, rozdéli interval na nékolik ¢asti. V kazdé ¢asti intervalu se
spocita n funkénich hodnot, kde n znaci stupen polynomu, kterym se funkce aproximuje. Bézné se
pouzivaji polynomy do 4. stupné, vypocet s n > 8 je uz ale problematicky, jelikoz koeficienty ¢ nabyvaji
uz i zédpornych hodnot. [14]

b
b—a

/f@:)dm ~ferfw0) 4+ enf )] (30)

a
n | Nézev pravidla Koeficienty c
0 | Obdélnikové 1
1 | Lichobéznikové : 3
2 | Simpsonovo i1 3 1
3 | Newtonovo 3/8 s 2 8 3

; 14 64 " 24° 64 14

4 | Milneovo E % £ % £
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