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1. MOTIVACE

Stéle rostouci vypocetni vykon osobnich pocitacli i profesiondlnich vypocetnich stanic pomalu
odstrafiuje nutnost uvaZovat pri vypoctech metodou konecnych prvkl zjednodusené chovani
materidlu popsané Hookeovym zadkonem. Nastdva cas nelinearni analyzy, kdy je problém feSen
v mnoha casovych krocich a v kazdém znich je rovnovdha hledana iteracemi a materidly jsou
popsany pokrocilymi teoriemi, napftiklad teorii plasticity, lomovou mechanikou a mnoha dalsimi.

Diky tomuto trendu snad casem dojde k zefektivnéni vypoctl a predevsim konstrukénich
navyk(, kvuali kterym vznikaji zbytecné predimenzované konstrukce, coZ v dnesni dobé — v dobé
financni krize a na prahu surovinové krize — jisté neni Zadouci. Oproti tomu, vlivem pfiliSnych
zjednoduseni a neznalosti skutecného chovani materidlu byla v minulosti navrZena cela rada staveb,
které bud dobfe neplni svou funkci, nebo jiz zkolabovaly. Co je horsi — fada téchto staveb byla
navrzena sprdvné, podle platnych norem. Nékteré z nich jsou platné dodnes. Nardzim na popis
dotvarovani, jehoz hodnoty pfi vypoctu podle norem nemusi byt na strané bezpecné.

Cilem této prdce ale neni srovnavat experimentdlné zmérend data a pomoci norem
prepocitavat, zda by normy daly spravny odhad. Prvnim dil¢im Ukolem prace je prozkoumat modely
dotvarovani (a smrstovani) a algoritmy, které je mozné vyuzit pfi jejich vypoctu s ohledem na chybu
reSeni. Pfedmétem zajmu je nejen velikost této chyby, nybrz i faktory, které ji mohou ovlivnit (i ze
strany uZzivatele programu). DalSim dil¢im cilem je zmapovat soucasnou implementaci modelu pro
vypocet dotvarovani B3 v programu OOFEM, vyvijeném na Fakulté stavebni Borkem Patzdkem,
a v pfipadé potreby ji rozsifit o dalsi tfidy nebo metody.

Cilem prace je také ovéfit platnost p/né verze modelu B3, modelu, ktery zohlednuje vliv
geometrie prirezu, vlihkosti, teploty a podminek oSetfovani na vysledné smrsténi a dotvarovani. Jako
srovnavaci rovina poslouzi sou¢asna nebo novd implementace tohoto modelu, kterd bude obsahovat
stejné jadro jako vyse zminény model, nicméné rozloZeni vihkosti bude Cerpat z pfesného vypoctu
ziskaného rfesSenim difuzni rovnice metodou konecnych prvkd. Srovnavan tedy bude prirezovy model
s modelem bodovym.

Obsah této prace neni soustfedén jen na tyto tfi cile, jsou zde shrnuty vSsechny poznatky, bez
nichz by téchto cili nemohlo byt dosazeno, zéklady viskoelasticity pocinaje a solidifikacni teorii
mikropredpéti konée. Ucelem prace neni predstavit dopodrobna véechna odvozeni, za cil si spise
kladu uvést praktické dlsledky plynouci zejména pro implementaci v programu OOFEM.
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2. PRETVARNA CHOVANI BETONU

Zakladni vlastnosti pretvoreni betonu je zavislost jeho pribéhu i velikosti na ¢ase; tyka se to zejména
procesu, které jsou predmétem této prace — dotvarovani a smrstovani (popf. bobtnani). Posledni dva
jevy zaviseji pouze na vyvoji vihkosti, prvni zminény je podminén silovym pUlsobenim, jeho charakter
je ale také ovlivnén vihkosti.

Pfetvoreni mlZeme podle ¢asové zavislosti rozdélit podle odezvy na okamzitd (nezavisla na
délce trvani pficiny pretvoreni) a opozdéna (zavislda na délce trvani priciny pretvoreni). Opozdéné
pretvoreni Ize vypocitat jako rozdil celkového pretvoreni a okamzitého pfetvoreni. Ve Skatulkovani
mulzeme dale pokraCovat — pretvoreni Ize rozliSit na zavisld a nezavisla na silovém plsobeni a také
na pretvoreni vratnd a nevratna.

V pripadé betonu ale nelze vétSinu pretvoreni takto presné specifikovat, vétSinou jde o jistou
kombinaci vySe uvedenych kategorii. Pfikladem muzZe byt chovani starnouciho viskoelastického
materidlu, jehoZ pretvoreni je ¢dstecné vratné.

Deformace zpUsobené dotvarovanim i smrs$tovanim betonu, které jsou predmétem této
prace, lze zafadit do procesl opozdénych. Smrstovani betonu je proces na zatizeni nezavisly, oproti
tomu dotvarovani na vnéjsim zatiZeni zavisi.

2.1 SMRSTOVANI A DOTVAROVANI - CHARAKTERISTIKA A ROZDELEN{

Smrstovani (znacit ho budeme &g, pro znaménka plati stejnd konvence jako pro klasické pretvoreni)
Ize rozdélit do dvou hlavnich skupin v zavislosti na tom, zda doslo k transportu vihkosti mezi vzorkem
a jeho okolim ¢i nikoliv. Pokud je vzorek izolovan, dochazi ktzv. autogennimu smrsténi (téz
chemickému smrsténi). To je zplisobeno hydratacni reakci cementu a vody, jejichZz produkt ma mensi
objem neZ vychozi latky. U vétSiny normalnich betonl jde o zanedbatelnou polozku (5% smrsténi
zpUsobeného vysychanim), v pfipadé vysokopevnostnich betonl dosahuje stejné velikosti jako
smrsténi zpusobené vysychanim a mélo by se proto uvazovat.

Druhou skupinu tvofi smrstovani zplisobené vyménou vlhkosti mezi betonem a okolim.
Ve vétsiné pripadl se beton nachazi v sussim prostfedi, nez je jeho plvodni vlhkost, dochazi tedy
k vysychani, pfi némz se zvétSuje povrchové napéti v kapilarach, coz ma za nasledek jejich zuzeni
a tedy makroskopické zmenseni objemu. Oproti tomu, pokud se beton bude nachdzet ve vyssi
vlhkosti, dojde k opaénému jevu, tzv. bobtnani (zvétSovani objemu). Bobtnani byva vyrazné mensi
nez smrstovani, a proto se ve vétsiné pripadd zanedbava.

Kromé téchto dvou zakladnich druhl existuje jesté plastické smrsténi, které je zplUsobeno
ztratou vody zjesté neztvrdlého betonu. Poslednim uvadénym druhem smrsténi je smrsténi
zpusobené karbonataci. Pfi ném dochazi k reakci cementové pasty s oxidem uhli¢itym za pritomnosti
vlhkosti.

Pozn. Zajimavy jev nastane tehdy, pokud porovname smrsténi na tlakem zatizeném vzorku a vzorku
nezatizeném. Smrsténi zatizeného vzorku bude vétsi. Z divodu nerovnomérného vysychani prirezu
nejdfive vyschnou (a tedy se smrsti) strany vzorku. Jadro prarezu zUstava vlhké, proto dojde
na stranach ke vzniku mikrotrhlinek, v nichz samozifejmé nemuize pUsobit Zadné napéti. Oproti tomu
na zatizeném vzorku k vzniku mikrotrhlinek nedojde a tedy napéti smrstujici vzorek mlze pUsobit
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po celém objemu, z ¢ehoz plyne vétsi hodnota smrsténi. K nerovnomérné distribuci napéti v pripadé
autogenniho smrsténi nedochazi.

Dotvarovani Ize definovat jako opoZzdénou reakci deformace na napéti. Po zatizeni se rychlost
dotvarovani s délkou trvani zatizeni snizuje. Podobné jako smrstovani lze i dotvarovani rozdélit
do dvou skupin: zakladni dotvarovani a dotvarovani spojené s vysychdnim. O zdkladnim dotvarovani
(basic creep) betonu miZeme hovofit v ptipadé, pokud je zamezeno vyméné vihkosti s okolim. Pokud
neni zamezeno vyméné vlhkosti s okolim, beton dotvaruje vice; rozdil mezi celkovym dotvarovanim
a zdkladnim dotvarovanim se oznacuje jako dotvarovani spojené s vysychanim (drying creep).
Hodnota zdakladniho dotvarovani nezdvisi na tvaru télesa ani jeho velikosti; zdavisi pouze
na vlastnostech betonu a vnéjSim zatizeni. Zakladni dotvarovani ma mensi velikost nez dotvarovani
spojené s vysychanim. Dotvarovani spojené se zménou vlhkosti je vyrazné umocnéno jesté tim,
pokud v pribéhu zatiZzeni dojde k cyklickému vysouseni a vlhceni vzorka.

2.2 FAKTORY OVLIVNUJici SMRSTOVANI A DOTVAROVANI

Ackoliv je tato prace svou povahou spisSe teoreticka, rad bych se v této kapitole zminil o tématu ryze
praktickém — o faktorech, které maji za nasledek odlisné chovani betonu. Dopad téchto vlivi bude
sledovan jen pro dotvarovani a smrstovani. Nas zdjem vymezime na oblast, kde plati princip
superpozice a kde Ize hovofit o linedrnim dotvarovani. Tento obor platnosti je v pfipadé betonu
limitovan horni hranici zatiZeni, ktera je pfiblizné rovna poloviné stfedni hodnoty tlakové pevnosti
ve stafi 28 dni.

| kdyZ je proces dotvarovani a smrstovani zcela odliSny, oba maji jedno spoletné — témér
zcela zavisi na chovani cementového tmelu. Jeho objem se v betonu se bézné pohybuje mezi 25 —
30 %. Typ a vlastnosti kameniva maji pfi popisu dotvarovani i smrstovani roli druhofadou.

2.2.1 SMRSTOVANI

Celkové smrsténi (soucet autogenniho a smrsténi z vysychani) se pohybuje vrozmezi od 0.0001
do 0.001. Velikost smrsténi je umérna obsahu cementové pasty v betonu.

Hlavnim faktorem ovliviiujicim magnitudu smrsténi je objem vyparené vody. Proto se
smrsténi zvétsSuje s rostoucim vodnim soucinitelem a klesajici vihkosti okolniho prostfedi. V pfipadé
vysokopevnostnich betonu je tedy smrsténi znacné snizeno diky nizSimu vodnimu souciniteli a nizsi
kapildrni porozité.

Smrsténi také roste sjemnosti mleti cementu a s pritomnosti zdsad. Smrsténi klesa
s rostoucim modulem pruZnosti kameniva (poddajnéjsi zrna kameniva méné zabrani smrsténi).
Finalni hodnota smrsténi je nezdvisla na velikosti a tvaru prvku, nicméné prvky s vétSim pomérem
plochy k objemu smrstuji rychleji. Pro betony normalnich pevnosti ma doba oSetfovani maly vliv
na magnitudu smrsténi; vétsi vliv ma v pripadé vysokopevnostnich betonl. U nich totiz dochazi
ke znacnému autogennimu smrsténi jiz béhem doby oSetfovani a vysledné smrsténi pfi vysychani
tedy bude o to mensi, ¢im déle budeme beton oSetfovat. Pro vSechny druhy a tfidy betonu ale plati,
Ze oSetfovani priznivé plsobi proti vzniku trhlin zplsobenych smrsténim, které byvaji mnohdy

zpUsobené nedostatecnou pécéi o mlady beton. Pretvoreni zplsobené smrsténim je jen ¢astecné
vratné.

Je dobré poznamenat, Ze ackoliv vétSina norem a doporuéeni ma za jeden z hlavnich
parametrd pro vypocet (predpovéd) smrsténi tlakovou pevnost betonu, je skutecnd zavislost na této
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veli¢iné velmi mala; smrsténi zavisi vice na parametrech spojenych s mikrostrukturou betonu a jeho
sloZzenim (napf. vodni soucinitel, stupen hydratace, atd.). Na druhou stranu z inZenyrského pohledu je
pfi ndvrhu konstrukce mnohdy zndma jen tlakova pevnost betonu, a proto je potfebné do norem
tento parametr pro vypocet smrsténi zaradit.
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Obrazek 2.1 Priibéh smrsténi betonu v zavislosti na ¢ase. NSC = normal strength concrete, HPC = high performance
concrete. (Prevzato z [10]).

2.2.2 DOTVAROVANI

| v pfipadé dotvarovani je findlni hodnota dotvarovani priblizné pfimo iUmérna objemu cementového
tmelu v betonu. (Klasické kamenivo se chova elasticky — nedotvaruje.) V pripadé betonu normalni
pevnosti a hodnoty zatizeni nepfesahujici polovinu pevnosti v tlaku je soucinitel dotvarovani vétsinou
vintervalu (1; 4).

Faktory ovliviiujici dotvarovani jsou podobné jako v pfipadé smrstovani. Proto je zminim jen
ve zkratce. Dotvarovani zvySuje: objem cementové pasty, porozita, mensi hutnost betonu, vyssi vodni
soucinitel, mensi stupen hydratace, mensi modul pruznosti kameniva, nizsi vlhkost okolniho
prostredi.

Dotvarovani je velmi ovlivnéno i zplUsobem oSetfovani. Pfi oSetfovani parou nebo
pfi autoklavovani dojde k urychleni tvrdnuti a dotvarovani se zmensi. Napfiklad pfi oSetfovani parou
po dobu 13 hodin pfti teploté 65 °C dojde ke sniZzeni dotvarovani od 30 do 50 %.

Zavislost prGbéhu dotvarovani v éase na mocnosti prvku je podobna jako v pripadé
smrstovani, protoze i zde zavisi na rychlosti a pribéhu vysychani. Dotvarovani je ¢astecné vratny
proces. Lze jej proto rozdélit na c¢ast viskoelastickou, €, (kterd je zcela vratnad v pripadé
nestarnouciho materidlu) a na ¢ast €, kterd je nevratna.

Do posledniho odstavce si nechavam zavislost zcela zdsadni — je ji okamzik zatizeni a délka
plsobeni zatiZzeni. Beton je starnouci materidl. Pokud je zatiZzen stejné dlouho trvajicim zatizenim
mlady a vyzraly beton, vice dotvaruje beton mladsi. Definujeme tfi charakteristické casy (z hlediska
dotvarovani). Jsou to (sefazeno vzestupné) okamzik ukonceni osetfovani, ktery budeme oznacovat
to, okamzik vneseni zatizeni t’ a kone¢né aktudlni ¢as, ve kterém zkoumame vysledek dotvarovani t.
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Tyto Casy predstavuji stafi betonu, které je méreno od jeho zatuhnuti, a vétSinou se tyto hodnoty

uvadéji ve dnech.
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Obrazek 2.2 Priibéh dotvarovani betonu v ¢ase v zavislosti vlhkosti okolniho prostredi. (Pfevzato z [10]).
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3. (POKROCILE) MODELY PRO POPIS DOTVAROVANI A
SMRSTOVANI BETONU, MODELY Z NOREM

V této kapitole jsou prvni uvedeny nastroje, které nam poslouzi ke snadnému a vystiznému popsani
dotvarovani. Dale jsou zde uvedeny teorie, které si zaslouZi pozornost spiSe z historického hlediska
a které lze dnes povaZovat za prekonané. Ve stfedni ¢asti této kapitoly je podrobné popsan model
B3, ktery lze bez nadsazky oznacit za zatim nejpropracovanéjSi materidlovy model pro popis
dotvarovani a smrstovani betonu.

Predpokladem pro poufZiti viech zde zminénych modelll je platnost principu superpozice.
Jeho obor platnosti je v pfipadé betonu limitovan horni hranici zatizeni, kterd je pfiblizné rovna
poloviné stfedni hodnoty tlakové pevnosti ve stafi 28 dni.

3.1 MOZNOSTI POPISU DOTVAROVANI
V tomto oddilu zavedeme tti zakladni pojmy, které ndm zjednodusi Zivot pfi popisu dotvarovani.

Pokud je beton zatizen konstantnim napétim G od Casut’ do &asut, vyvodi toto napéti
historii deformace popsanou funkci &(t,t'). Tuto deformaci lze rozdélit na dvé sloZky: sloZku
vyjadfujici okamzitou deformaci &, a slozku popisujici dotvarovani &.. Druhou slozku lze zapsat hned
nékolika zplsoby.

gt t) =gt t)=C(t)o (3.1)
Ve vySe uvedené rovnici jsme zavedli dvé pomocné funkce. Prvni je soucinitel dotvarovdni
o(t, t'). Tato funkce vyjadfuje pomér dotvarovani k elastické deformaci. Druhd pomocna funkce se
nazyva specific creep (specifické dotvarovani). Tato funkce pfebird podobnou roli jako modul
poddajnosti v Hookeové zakoné. SlouZi k vypoctu velikosti dotvarovani z konstantniho napéti. Specific
creep byl pouZivan spiSe v minulosti. Nyni byva ¢astéji pouzivana funkce poddajnosti J(t,t"), ktera
svazuje celkovou deformaci s konstantnim napétim.

gt t')=¢e")+e(t,t") =] t)S (3.2)

Fyzikdlni jednotky funkce poddajnosti i specifického dotvarovani jsou uréeny zvyse
uvedenych rovnic: 1/Pa.

Pro svou jednoduchost zlstdva v béiné praxi jako nejpouZivanéjsi nastroj pro popis
dotvarovani soucinitel dotvarovani. Ten byva v normach nahrazen casové nezavislou konstantou,
ktera by méla vystihovat ndsobek elastické deformace v case Zivotnosti konstrukce. Celkovou
deformaci Ize pak pomoci tohoto koeficientu vyjadrit takto:

G
8=8e+6‘e'(0=6‘e'(1+(/))=E(1+(p) (3.3)

3.2 TEORIE ZPOZDENE PRUZNOSTI
(The Theory of Delayed Elasticity)

V této teorii se predpokldda, Ze okamiZik zatiZeni t' nemd vliv na kone¢nou hodnotu dotvarovani, tj.
beton se chova jako nestarnouci material. Dotvarovani zdvisi pouze na délce trvani zatizeni, tj.
hodnoté t — t'. Toto méa za nasledek jev, ktery je v rozporu se skuteénym chovanim betonu. V teorii
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zpoZzdéné pruznosti totiz po odtizeni dojde v pribéhu casu k dplnému vymizeni deformaci vyvolanych
dotvarovanim — teorie zanedbava nevratna pretvoreni (viz obrazek 3.1). Teorie zpoZdéné pruznosti je
zastarala a zcela nevhodnd pro mlady beton do stafi jednoho roku, protoze v tomto obdobi ma stari
betonu znacny vliv na findIni hodnotu dotvarovani a na nevratné deformace.

Soucinitel dotvarovani i specifické dotvarovani Ize vyjadfit stejnym zplGsobem pomoci jejich
findlni hodnoty v aset = oo. Jak se vdalsi kapitole ukdze, popisuji nasledujici rovnice chovani
Kelvinova ¢lanku.

ot —t") = g (1 — e at=tY) (3.4)
C(t —t") = Cop(1 — e72C=Y) (3.5)

Pokud je beton zatizen konstantnim napétim, Ize jeho pretvoreni v case t — oo vyjadrit
nasledujicim vztahem:

&(o0) + 8+8 S (3.6)
o) = = — —_. = .
e T & E E P Eeym

kde jsme zavedli pomocnou proménnou, tzv. efektivni modul Egy;.

B E
_1+(poo

Egm (3.7)

Teorii zpozdéné pruZnosti Ize pouZit pti zjednodusenych vypoctech, kdy je zatizen starsi
beton a kdy nedojde k odtizeni.

C [1/Pa]

I
t'=t, t, t [s]

Obrazek 3.1 Odtizeni v pripadé teorie zpozdéné pruznosti.

3.3 TEORIE STARNUTI - DISCHINGEROVA
(The rate-of-creep theory)

V porovnani s predchozi teorii tato teorie zohledfuje efekt starnuti betonu — tj. findlni hodnota
pretvoreni je zavisld na okamziku vneseni zatizeni. Soucinitel specifického dotvarovani a soucinitel
dotvarovani (podle Dischingera) jsou dany rovnicemi (za predpokladu konstantniho modulu
pruznosti E).

o(t) — o(t")
E
Pt t) = p(t) — p(t) = o (1 —e ) — p_(1—e™2") = p_(e70t — et

ot t) = g e (1 - e 1)

c(t,t) = (3.8)

(3:9)
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Podobné jako v ptedchozi sekci popiSeme deformaci v ¢ase pro t — oo.

~

goo) =g, + ¢ = (3.10)

Epm
Tentokrat ale bude mit efektivni modul jiny tvar — jeho hodnota bude zaviset i na okamziku zatizeni
t'.

E

=7 3.11
1+ (pooe—a't ( )

EEM

| kdyZ tato teorie postihuje starnuti, ma dva velké nedostatky. Prvni nedostatek ptfimo plyne
z posledni rovnice. Pokud budeme zkoumat efektivni modul pro casy zatizeni jdouci k nekoneénu,
zjistime, ze Egy = E, tj. Ze beton se chova pruzné, nedotvaruje. Pro tyto Casy zatizeni tedy teorii
nelze pouZzit.

Druhym nedostatkem je neschopnost této teorie popisovat vratnost dotvarovani v pfipadé
odtiZeni. To je dokumentovano na nasledujicim obrazku.

C [1/Pa]

Obrazek 3.2 OdtiZeni v ptipadé teorie starnuti. ZatiZeni plisobi od ¢asu ti1, k odtiZeni doslo v ¢ase tz. Kfivka 1 odpovida
pribéhu dotvarovani v pripadé, Ze by nedoslo k odtizeni. Kfrivka 3 predstavuje pribéh specifického dotvarovani,
kdyby byl vzorek zatiZen v ¢ase t2. Tato kiivka vznikne vertikdlnim posunem krivky 1. Podle principu superpozice
ziskame vysledny stav (2) seCtenim zaporné vzaté kiivky 3 (4) a krivky ptivodni (1).

3.4 TEORIE ZPOZDENE PRUZNOSTI SE STARNUTIM

Tato teorie sice ve svém findlnim vzorci pouZivd o jednu konstantu vice neZ teorie zminéné
v pfedchozich dvou kapitolach, nicméné odstraruje jejich nedostatky. Vhodnou volbou koeficient(
Ize dosahnout redlnych vysledkd jak pro rané obdobi betonu, tak i pro beton velkého stafi.

Vyjdeme ze soucinitele dotvarovani definovaného v teorii zpoZdéné pruznosti (3.4), kde
konstantu ¢_ nahradime funkci zavisejici na stafi betonu pfi aplikaci zatiZeni.

ot t") = g (t") (1 - e~at=tD) (312)

Za novou funkci ¢ (t") dosadime vyraz ve tvaru

¢m(t') = ¢;° + ¢;°e_at’ (3.13)

a po Upravach dostaneme

ot 1) = g (1 — e=aU=t)) 4 g (a1’ — g=at) (314
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Porovnanim charakteru ¢lend s pfedchozimi teoriemi zjistime, Ze prvni ¢len popisuje teorii
zpozdéné pruznosti a druhy clen teorii starnuti. Ztohoto principu vychazelo rovnéz doporuceni
CEB-FIP (nyni nahrazené jinym vztahem).

C [1/Pa]

Obrazek 3.3 OdtiZeni v pripadé teorie zpozZdéné pruznosti se starnutim. ZatiZeni plisobi od ¢asu t1, k odtiZeni doslo
v ¢ase tz2. Kfivka 1 odpovida pribéhu dotvarovani v pripadé, ze by nedoslo k odtiZeni. Kfivka 3 predstavuje pribéh
specifického dotvarovani, kdyby byl vzorek zatiZen v ¢ase t2. Podle principu superpozice ziskdme vysledny stav (2)
sectenim zaporné vzaté kiivky 3 (4) a krivky ptivodni (1).

3.5 DouBLE POWER LAW

Tento model byl navrien v roce 1976 Z. P. Bazantem a E. Osmanem. Jak ndzev napovida, jejim jadrem
je mocninna funkce, ktera, jak se ukazalo, nejlépe vystihuje tvar kfivek znazornujicich dotvarovani.
Argumentem této mocninné funkce je délka trvani zatizeni: t — t’. Funkce poddajnosti méla pavodné
tvar:

1
JEt) =+ 2 ()= O 315)
0 0

Toto vyjadieni bylo nasledné doplnéno jesté o parametr ¢, protoZze plvodni vyjadieni
nepostihovalo dotvarovani pfi zatiZzeni velmi starého betonu.

1
Jt,t) =—+ ik ™™+ @) (t—tH" (3.16)
EO EO

kde E, je (Casové nezavisly) asymptoticky modul pro ¢asy (t—t') — 0. Lze jej vyjadfit pomoci
modulu pruznosti ve 28 dnech: Ej = 1.5E,5. Zbylé proménné jsou materidlové parametry. Jejich
typické hodnoty jsou: ¢,=3-6,n=1/8, m=1/3, a = 0.05.

Staticky modul Ize vypoéitat ze vztahu E = 1/J(t’' + 4,t"), kde 4 = 0.1 dne. Dynamicky
modul bychom ziskali ze stejného vzorce pro hodnotu A = 10~7 dne.

V logaritmickém méfitku log(t —t') md pribéh funkce poddajnosti v zavislosti na délce

zatiZeni tvar exponencidly. To |ze dokazat prepsanim vztahu (t — t')? = e™In (-t

Pomoci Double Power Law se podafilo nafitovat mnoho experimentdlnich dat, casem se vsak
ukdzalo, zZe pro dlouhé doby zatiZzeni dava takto vyjadrena funkce poddajnosti systematickou chybu —
jeji odhad je vyssi, nez experimentdlné zmérené hodnoty.
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3.6 LoG DouBLE POWER LAW

Vyznamného vylepseni funkce poddajnosti dané rovnici (3.16) bylo dosazeno aZ v roce 1985,
kdy Zdenék P. Bazant ve spolupraci s Jenn-Chuan Chernem vyvinuli Log Double Power Law. Tento
model odstrafiuje zminénou chybu Spatnych predpovédi pro dlouhé trvani zatizeni. Cilem tohoto
modelu bylo nahradit pro toto obdobi exponencialni pribéh funkce poddajnosti (pfi logaritmickém
Casovém meéritku) pribéhem s konstantnim sklonem. Mezi témito dvéma Useky by mél byt plynuly
prechod. Okamzik prechodu zjedné ¢asti do druhé by mél zaviset na stafi betonu v okamziku
zatizeni t’. Tj. &im star$i beton je zatiZen, tim pozdé&ji dojde k pfechodu na linedrni vétev a naopak.
Pro véechny okamZiky zatiZeni t’ je ale sklon linearni ¢asti funkce poddajnosti stejny.

Predpis funkce poddajnosti podle Log Double Power Law je dan rovnici

1
Jt,t) =—+ ﬁ1n(1 +y (" + a)(t—tH") (3.17)
Ey  Eg

Pokud nastavime materialové parametry y, a y, tak, aby platila rovnost y, v, = ¢,

a soucasné je délka zatizeni kratka, je vySe uvedena rovnice identicka s Double Power Law. Naopak
pro dlouhé doby zatizeni dostdva funkce poddajnosti tvar

Jt,t") =a(t’) +b-In(t —t") (3.18)

ktery, znazornén v logaritmickém meéfritku, je linearni se sklonem b. Ve vySe uvedené rovnici jsme
zavedli pomocné proménné

1+ yfoln(1+ ;z/l(t’_m+a)) b:%

(3.19)
E, Ey

a(t') =
Charakteristicky cas, kdy dochazi k pfechodu z exponencialni ¢asti do linearni, je popsan podminkou

(T a)t-t)" =1 (3.20)

Kromé lepsiho popisu experimentélnich dat ma tato metoda dalsi dva priznivé dasledky.
Prvnim pozitivnim dlsledkem je sniZzeni divergence kfivek poddajnosti. Druhym pfinosem je omezeni
zapornych hodnot relaxacni funkce pro dlouhé casy. Tato formulace Log Double Power Law
poslouzila i jako stavebni kdmen pro tzv. zkracenou verzi modelu B3.

Pro uplnost uvadim i vzorec, ktery byl prezentovan ve stejném roce (1985) a ktery podobnym
zplUsobem pomohl odstranit spatné odhady pro dlouhé doby zatiZzeni betonu simulované modelem
Double Power Law. Funkce poddajnosti je vném definovana pomoci své prvni ¢asové derivace.
Model nese nazev Triple Power Law for Creep Rate.

. v, '™ "4 o
it = —El =~ (3.21)
-ty (F)

3.7 MoDEL B3
V tomto oddilu bych chtél pfedstavit materidlovy model, ktery je jdadrem této prace. Je jim model B3.
Tento materidlovy model je schopen popsat zdkladni dotvarovani (basic creep), dotvarovani spojené
s vysychanim (drying creep) a smrstovani (shrinkage), popfipadé bobtnani (swelling). Velkou vyhodou
tohoto modelu je schopnost simulovat a predpovidat vySe zminéné jevy pouze ze znalosti pevnosti
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betonu v tlaku a z poméru slozek kameniva, vody a cementu (samozrejmé pfi znalosti pUsobiciho
zatiZeni). V prabéhu této kapitoly budou uvedeny vzorce s vysvétlujicim komentarem. V zavéru
tohoto oddilu jsou uvedeny srovnavaci grafy, které na typickém ptipadu porovnavaji podil
jednotlivych slozek deformace.

3.7.1 ROZSAH PLATNOSTI
Platnost modelu B3 se vztahuje pouze na betony normdlni pevnosti z portlandského cementu
s minimalni dobou oSetfovani jeden den. Soucasné musi byt splnény nasledujici vztahy.

0.35 <w/c <£0.85 (3.22)
25<a/c <135 (3.23)

17 MPa < f, < 70 MPa (3.24)
160 kg/m3 < ¢ < 720 kg/m?3 (3.25)

V téchto vztazich je:
a ... hmotnostni obsah kameniva v betonové smési
w ... hmotnostni obsah vody v betonové smési

¢ ... hmotnostni obsah cementu v betonové smési

fc-.. primérna valcova tlakova pevnost betonu ve stari 28 dni

Kromé betonl klasického sloZeni a normalni pevnosti je model B3 schopen popsat
i vysokopevnostni betony a malty, dratkobetony, betony srdznymi primésemi apod.; koeficienty
(91 — qg) zAavisejici na sloZzeni a pevnosti ale nesmi byt uréeny ze vzorce, nybri fitovanim
experimentalnich méreni.

vvvvvv

autor, Z. P. Bazant, rozdélil stavby do péti kategorii podle naro¢nosti a vyznamnosti.

1) Zelezobetonové nosniky, ramy a desky s rozponem do 20 m a vyskou do 30 m. Patky
z prostého betonu, opérné a zarubni stény.

2) Predepnuté nosniky a desky s rozpétim do 20 m. Ramy vyskovych budov do vysky 100 m.

3) Komorové nosniky stfedniho rozpéti, zavésené a obloukové mosty s rozpétim do 80 m.
Sila a tanky.

4) Predepnuté komorové nosniky velkého rozpéti, zavésené a obloukové mosty, mosty
stavéné letmou montazi, velké prehrady, chladici véze, velké stresni skorepiny, velmi
vysoké budovy.

5) Mosty rekordniho rozpéti, kontejnmenty v jadernych elektrarnach, velké stavby stojici
mimo pevninu, velké chladici véZe, tenké skorepiny rekordniho rozpéti, stihlé obloukové
mosty rekordniho rozpéti.

Pro tyto kategorie uvadi autor modelu B3 nasledujici doporuceni: model B3 je nutné poutzit
pro stavby z kategorie 4 a 5, je mozné, nikoliv nutné jej pouzit také pro kategorii 3. Pro skupinu 2 a 3
Ize pouZit normy (ACI 209). Casové upraveny efektivni modul (AAEM — Age Adjusted Effective
Modulus) je doporucené pouZit pro budovy z kategorii obtiZznosti 3 a 4. Pro kategorii 2 postaci
efektivni modul (EM). U staveb zkategorie 5 se predpoklada vypocet nejrealisti¢téjSim
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a nejpresnéjsim moznym zpuUsobem, vypocltem zaloZenym na obecném konstitutivnim zakonu
a sdruZené uloze, ve které stav deformace a napéti zaleZi na feSeni ziskaném z ulohy vedeni tepla
a vlhkosti. Analyza vlivu teploty a cyklického zatiZzeni ptirodnimi vlivy by méla byt provedena
pro Uroven 5 a alespon pfiblizné pro Uroven 4. Kromé vlivu hydrataéniho tepla nemusi byt tyto jevy
zkoumany u nizsich, méné narocnych kategorii.

Vzhledem ktomu, Ze deformace zplsobené smrsténim a dotvarovanim vykazuji velky
statisticky rozptyl, je pro stavby zurovné obtiznosti 5 nutné fFeSit uUlohy se zohlednénim
pravdépodobnosti (95% kvantil). Pro stavby z nizSich kategorii postaCuje posouzeni na ucinek
vypocitany podle vzorce:

X=X(1+19%w) (3.26)
kde

X... primérnd hodnota
...0.23 pro vypocet dotvarovani (basic creep i drying creep)
®...0.34 pro vypocet smrsténi

w predstavuje velikost variacniho koeficientu chyby vzniklé pti predpovédi dotvarovani a smrstovani.
Pro srovnani uvadim tyto hodnoty i pro model podle normy ACI 209: basic creep 0.58, drying creep
0.45 a smrsténi 0.55. Jak je z téchto Cisel vidét, jsou pfedpovédi uzitim modelu B3 vyrazné presnéjsi.

3.7.2 VZORCE A VZTAHY

Jak bylo v predchozi kapitole vidét, model B3 je schopen popsat chovani beton(
nejriznéjsiho sloZeni a to i tehdy, pokud to nebude sloZeni standardni (vzorce (3.22)-(3.25)).

Celkové pretvoreni je dano souctem pfispévku od dotvarovani popsaného funkci poddajnosti
J(t, t"), prispévku od smrsténi &, a prispévku od zmény teploty &r. V pribéhu této kapitoly
rozebereme jednotlivé ¢leny; zaéneme tim prvnim — dotvarovanim popsanym funkci poddajnosti.

Funkce poddajnosti je ddna souctem dilcich poddajnosti:

J(&t") =q1 + (6, t") + Jq(t,t', to) (3.27)
Prvni ¢len na pravé strané popisuje okamzitou deformaci. Z experimentl bylo zjiSténo, ze
tato hodnota je nezdvisld na okamZiku zatiZeni betonu t’, a je moZné ji pro jeden beton povaZovat
za konstantu. Druhy ¢len popisuje basic creep a posledni drying creep. Pfipominam, Ze basic creep
popisuje dotvarovani za predpokladu, Ze vlhkost v betonu a v okolnim prostredi je stejna. Drying
creep predstavuje podil dotvarovani souvisejici se zménou vlhkosti v okolnim prostredi.

V ptipadé piné verze modelu B3 je ¢len popisujici basic creep presné vyjadien pomoci své
prvni Casové derivace:
n(qzt™™ +q3) qa

ey — 94 3.28
UACLY G- +C—)nn ¢ (3:28)

V tomto i nasledujicich vztazich jsou
q1 — qs ... empirické koeficienty zavisejici na sloZeni betonové smési

n... konstanta (typicka hodnota 0.1)
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m... konstanta (typicka hodnota 0.5)

to... stafi betonu v okamziku odbednéni (ukonceni o3etfovani) [den]
t'... stafi betonu v okamZiku vneseni zatiZzeni [den]

t... aktudlni stari betonu [den]

Integraci (3.28) ziskdme vzorec pro basic creep

t
It t) =qQ(t,t") + qzIn(1+ (t—t)") +q41n (t—) (3.29)

ProtoZe vztah (3.28) nelze integrovat pfimo, je zavedena pomocna proménnd Q(t,t'), kterou
Ize urcit pfiblizné ze vzorce (3.30) s chybou do 1%. Popfipadé ji Ize vypocitat numerickou integraci
nebo linearni interpolaci z tabulky 1.

__1_
N A Qs (t") e @ (3.30)
Q(t,t) =Qf(t) |1+ (Z(t,t’))
kde
2 4171
0r(¢") = [0.086:(¢)9 + 1.21.(¢)9| (331)
Zf(t, t’) = (t,)_m ln(l + (t - t’)n) (3.32)
r(t) =1.7(t)%? +8 (3.33)

Konecné vztahy pro vypocet empirickych parametr( popisujicich basic creep

q1 = 127703 (3.34)
q, = 185.4¢05£709 (3.35)
W 4
=0.29q,-(—
as a-(7) (336)
a~—0.7
qs = 20-3-(2) (3.37)

Vypodtené konstanty q; — g, jsou v jednotkach 10°/MPa. Tyto vzorce byly ziskany na zakladé
fitovani velkého mnoizstvi experimentdlné zjisténych dat z dlouhodobych dotvarovacich zkousek
pro betony rdzného sloZeni a pevnosti. Pokud dojde k realizaci simulované konstrukce, je dobré
porovnat teoretické vypocty s experimentdlnim mérenim a popfipadé parametry pozménit tak, aby
vérné popisovaly skuteénost. Jen tak je mozné predpovédét chovani konstrukce i v budoucnosti.

Drying creep a smrsténi zavisi kromé ¢asU ty, t' a t pfedevsim na relativni vlhkosti okoli h.
Aby nebylo nutné fesit diferencialni difuzni rovnici popisujici rozloZzeni vihkosti po prlifezu v case,
uvadi model B3 moznost, jak se stimto problémem jednoduse vyporadat. Zavadéji se konstanty
a proménné popisujici tvar a tloustku prdfezu. Tim se velmi komplikovana uloha podstatné
zjednodusi; drying creep i smrsténi bude nabyvat v jednom okamZiku jen jedné priimérné hodnoty.
Tyto zjednodusujici vzorce lze ale bezpecné pouZit pouze pro stavby ze skupin 1-3 uvedené
v predchozi kapitole.
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Tabulka 1 Vypoc¢tené hodnoty Q(t,t"). Prevzato z [6]

log t’

log (t-t") 1 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

2.0 0.4890 0.2750 0.1547 0.08677 0.04892 0.02751 0.01547 0.008699 | 0.004892
-1.5 0.5347 0.3009 0.1693 0.09519 0.05353 0.03010 0.01693 0.009519 | 0.005353
-1.0 0.5586 0.3284 0.1848 0.1040 0.05846 0.03288 0.01849 0.01040 0.005846
-0.5 0.6309 0.3571 0.2013 0.1133 0.06372 0.03583 0.02015 0.01133 0.006372
0.0 0.6754 0.3860 0.2185 0.1231 0.06929 0.03897 0.02192 0.01233 0.006931
0.5 0.7108 0.4125 0.2357 0.1334 0.07516 0.04229 0.02379 0.01338 0.007524
1.0 0.7352 0.4335 0.2514 0.1436 0.08123 0.04578 0.02576 0.01449 0.008149
1.5 0.7505 0.4480 0.2638 0.1529 0.08727 0.04397 0.02782 0.01566 0.008806
2.0 0.7597 0.4570 0.2724 0.1602 0.09276 0.05239 0.02994 0.01687 0.009494
2.5 0.7652 0.4624 0.2777 0.1652 0.09708 0.05616 0.03284 0.01812 0.01021
3.0 0.7684 0.4656 0.2808 0.1683 0.1000 0.05869 0.03393 0.01935 0.01094
3.5 0.7703 0.4675 0.2827 0.1702 0.1018 0.06041 0.03541 0.02045 0.01166
4.0 0.7714 0.4686 0.2838 0.1713 0.1029 0.06147 0.03641 0.02131 0.01230
4.5 0.7720 0.4692 0.2844 0.1719 0.1036 0.06210 0.03702 0.02190 0.01280
5.0 0.7724 0.4696 0.2848 0.1723 0.1038 0.06247 0.03739 0.02225 0.01314

Primérné podélné smrsténi Ize zjednodusené urdit ze vztahu

en(t) = —&gp ki S(t — to) (3.38)
kde £, predstavuje kone¢nou hodnotu smrsténi, kj, je soucinitel zavesejici na vlhkosti okolniho
prostfedi a S(f) je funkce uréujici priib&h smriténi. Definovany jsou takto:

o E(607) (339)
TS Bt + ron) |
kde E(t) je modul pruznosti betonu ve stafi t:
Et) =E ‘ (3.40)
® = Ex |35 0850 '
E,g =4.733 fc [GPa] (3.41)
1MPa
E,g je konvenéni modul pruznosti ve stafi 28 dn(. Takto je definovan v normé ACI.
£2 zavisi na zpUsobu osSetfovani, typu cementu, pevnosti a sloZzeni betonu
& = oy 0,(0.019 w21f7028 4 270) [1076] (3.42)

1.00 ... cement typu |
o = 0.85 ... cement typu Il (3.43)
1.10 ... cement typu III

0.75 ... oSetrovani parou
a, = 1.20 .. ochrana proti vysychani (3.44)
1.10 ... oSetfovani ve vodé nebo 100% vlhkosti
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7o Predstavuje tzv. polocas smrsténi (# Cas kdy smrsténi dosdhne poloviny findlni hodnoty). Zavisi
postupné na souciniteli k;, jehoZ hodnota je ovlivnéna pevnosti betonu a stafim betonu v okamzZiku
ukonéeni osetfovani, na tvarovém souciniteli k a na efektivni tloustce prarezu D.

Ton = k¢ (ksD)? (3.45)
kt — 8500't0_0'08fc_0'25 (3.46)

1.00 ... nekonecna deska
1.15 ... nekonec¢ny valec

kg = 1.25 ... nekonecny Ctvercovy hranol (3.47)
1.30 ... koule
1.55 ... krychle
D =2v/s (3.48)

V poslednim vztahu je

V... objem télesa
s... kontaktni plocha priirezu s okolnim prostredim

Tim jsme vyhodnotili &3,. Nyni rozebereme dalsi ¢len zvyrazu (3.38), kj,. Jak index h
napovida, bude jisté zaviset na relativni vihkosti okolniho prostredi.

1—h3..pro h <098

= 3.49
n —0.2..pro h=1 (3.49)
Posledni ¢len vyrazu (3.38) urcuje ¢asovy prabéh smrstovani:
. t
S(t) = tanh |[— (3.50)
Tsh
Nyni vyraz popisujici drying creep:
]d (tOI t; t,) = qS\/e_g(t_tO) - e_g(t,_tO) (351)

Pravé uvedeny vztah plati za pfedpokladu t>t'>t,. Vztahy potfebné k jeho vyhodnoceni z vétsi ¢asti
vyuZivaji vyrazy pouZité pro vypocet smrsténi.

g@® =8(1-(1-hs®) (3.52)
qs = 7.7510°f;71(5) 706 [107¢/MPa] (3.53)

Timto jsou definovany vsechny vztahy potfebné pro zjednoduseny vypocet dotvarovani
a smrstovani. Zjednoduseni spocivalo v zavedeni primérnych hodnot popisujicich homogenné cely
prarez. Pokud je skutec¢né potfeba analyzovat konstrukci zarazenou do kategorie 4 nebo 5,
definované v predchozi kapitole, je mozné pouzit konstitutivni vztahy pro materidlovy bod
definované v kapitole vénované solidifika¢ni teorii a teorii mikropredpéti.

3.7.3 VYrPoCTY

V této casti jsou uvedeny vysledky vypoctl, pri nichz byl pouzit model B3 primeérujici smrsténi
a drying creep po prurezu. Nechci zde zkoumat vliv vSech parametr, které ovliviiuji chovani betonu
— to by bylo na dalsi diplomovou praci — pfesto bych rad uvedl| ¢tyfi kratké studie demonstrujici
funkénost tohoto modelu.
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1) Pretvoreni betonu (elastickd deformace + dotvarovani + smrsténi) v typické konstrukci
(charakteristické zatizeni).

2) Vliv délky oSetfovani na pribéh a amplitudu smrsténi.

3) Vliv efektivni tloustky prdfezu na pribéh smrsténi.

4) Vliv vihkosti okolniho prostredi na pribéh a amplitudu smrsténi.

1) Pretvoreni betonu (elasticka deformace + dotvarovani + smrsténi) v typické konstrukci
(charakteristické zatizeni).

Byl uvaZovan beton typického slozeni a pevnosti, ktery je umistén v bézné konstrukci. U¢elem
této studie je ukdzat pomeér slozek jednotlivych soucdsti deformace tak, jak jsou uréeny modelem B3.

Zadani ulohy:

t, = 7 dni ¢ =400 kg/m3 =1 k=1
t' =28dni w/c=0.4 o, =12 D=03m 3
f. =30 MPa a/c=45 h=0.5(50%) zatiZzeni = 0.35 f, (tlak)

Na nasledujicich dvou obrazcich je vykresleny pribéh pretvoreni v éase. Na prvnim je
okamzik zatizeni ve stafi betonu 28 dni, na druhém 3 dny po ukonceni oSetfovani, tj. 10 dni.
Na obrazcich je zakreslena celkova deformace i dil¢i deformace: deformace od smrsténi (pocatek
v okamziku ukonceni oSetfovani, kdy je zahajeno vysychdni), basic creep a drying creep.

Basic creep je navic rozdélen do tfi podcasti. Prvni ¢ast vystihuje okamZitou deformaci
(v grafech zelenou barvou) a ve vzorci (3.29) je charakterizovana ¢&lenem g;. Jak je vidét, tato
deformace se skutec¢né od okamziku zatizeni neméni. V pfipadé odtiZeni by jeji hodnota okamzité
klesla na nulu.

Druhou ze tfi ¢asti je viskoelasticky €len, ktery obsahuje konstanty g, a g3. V grafu je oznacen
tenkou cernou c¢drou. Dale vtéto praci bude tento clen nahrazen viskoelastickym starnoucim
Kelvinovym fetézcem. Deformace tohoto ¢lenu je plynulejsi nez v prfedchazejicim ptipadé. Tento ¢len
tvofi dominantni ¢ast deformace jen do cca 1000 dni, kdy je témér dosazeno jeho konecné hodnoty.
Na tomto clenu je na prvni pohled vidét rozdil zplsobeny starnutim. Pfi zatiZzeni o 18 dni dfive (misto
v 28 dnech v 10 dnech) vzroste konec¢na hodnota deformace tohoto ¢lenu o témér 50 %

Je to posledni logaritmickd ¢ast obsahujici konstantu q,, ktera dominuje pretvoreni
pfi dlouhodobém plsobeni zatizeni. V grafu je zndzornéna tenkou modrou ¢arou.
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3.8 ZKRACENA VERZE MODELU B3
(Model B3 — Short Form)

Zkracena verze modelu B3 prezentovana v roce 2000 zjednodusuje stavajici model B3 a stava se tak
dosazitelnéjsim modelem, svym rozsahem podobnym modelim ze soucasnych norem
pro navrhovani betonovych konstrukci. Zkrdcena verze modelu B3 by méla poslouzit jako nastroj
pro navrhovani betonovych konstrukci svyjimkou vysoce citlivych konstrukci na dotvarovani,
pro které by méla byt pouZita nezkracend verze modelu B3.

Jadro modelu tvofi Log Double Power Law uvedené v kapitole 3.6. Zjednoduseni oproti plné
verzi modelu B3 spociva v odstranéni parametr( zavislych na sloZeni betonu. Jediné dva faktory jsou
pevnost betonu a vodni soucinitel.

Funkce poddajnosti ma tvar (3.27), lisi se ale vyjadreni jeho slozek. Funkce popisujici zakladni
dotvarovani ma tvar
& t) =qIn(1+ ('™ + a)(t—tO) (3.54)
kde m = 0.5, n = 0.1 (stejné s B3), ale navic a = 0.001, y = 0.3.
Vypolet smritovani je podobny - plati vzorec (3.38), jen je zménén vztah pro polodas
vysychani (3.45).
Top = 4.9D? (3.55)
kde D ma stejny vyznam jako v pfedchozi kapitole, v tomto vzorci je ale v cm.

Drying creep ma podobny tvar jako v plné verzi — srovnani s (3.51)

Ja(to, t,t") = gy e=3H(E=to) — g=3H('~to) (3.56)

kde funkce H ma podobny tvar jako méla funkce g (3.52). Vyznam funkce S z(stava stejny.

HEH=1-(1-h)S(® (3.57)

Materialové parametry modelu B3SF:

qo = 2408705 [1/MPa] (3.58)
q; = 0.610°%/Eyg [1/MPa] (3.59)
fe
E,g =47 MP 3.60
28 33 1MPa [MPa] (3.60)
&5 = o10,(0.019 w21 £7028 4 270) [1076] (3.61)

1.00 ... cement typu |
a = 0.85 ... cement typu Il (3.62)
1.10 ... cement typu III

0.75 ... oSetrovani parou

a, = 1.00.. ochrana proti vysychani (3.63)
1.20 ... oSetfovani ve vodé nebo 100% vlhkosti
qs = 6000£1 [1/MPa] (3.64)
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Presnost predpovédi je horsi nez u plné verze modelu B3, nicméné je stdle lepsi nez modely
z norem (varia¢ni koeficient chyby: 26.9 zékladni dotvarovani, 40.8 smrstovani, 30.8 drying creep).
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4.. SIMULACE CHOVANI BETONU POUZITIM SOUSTAV
REOLOGICKYCH CLANKU

Oproti predchazejici kapitole, kde byla funkce poddajnosti popisujici zakladni dotvarovani definovana
jen svym predpisem bez dalsiho vysvétleni, bude v této a nasledujicich kapitolach charakter a plavod
téchto funkci vysvétlen. Poslouzi k tomu soustavy reologickych ¢lankd.

4.1 ZAKLADNI STAVEBNI PRVKY PRO POPIS VISKOELASTICITY
Typickym znakem vsech pretvoreni betonu je, Ze jeho velikost a pribéh je zavisly na case. Jak je
zfejmé, pro tento popis asi jiz nebude stacit nejjednodussi, a¢ ve stavebni praxi nejcastéji pouzivany
materidlovy model: linedrné pruzny material popsany Hookeovym zakonem. Pro popis deformaci
zkoumanych v této praci si nicméné vysta¢ime s kombinaci zadkladnich ¢tyr skladebnych prvka. Jsou
uvedeny na nasledujicim obrdzku.

- NN - -ah-
a b C d

Obrazek 4.1 Zakladni reologické ¢lanky.

Jako prvni je vyobrazena pruzina. Charakteristikou pruziny je (pruZinova) tuhost, kterd byva
nejcastéji oznacovana k [N/m]. V této praci, stejné jako v celé kapitole mechaniky — viskoelasticité je
ale pismeno k nahrazeno pismenem E, Youngovym modulem pruznosti [Pa]. Pod pismenem ,b“ se
ukryva pruzina, jejiz tuhost je casové zdvislou veliCinou. Lze pfepokladat, Ze tuhost bude se stafim
rast. DalS$im symbolem je tlumi¢. Pro tlumic¢ charakteristickou veli¢inou je viskozita 1, s jednotkami
[Pa-s]. Analogicky ke starnouci pruziné je na poslednim obrazku znazornén starnouci tlumic.

Dlavodem k vystiZznosti popisu pretvarného chovani betonu pomoci soustav slozenych
z téchto ctyr zakladnich prvk( je predpoklad, Ze namahani, kterému bude betonova konstrukce
vystavena, neprekroc¢i 40-50 % jeho pevnosti, bude se tedy jednat o analyzu chovani materidlu
na Urovni zatizeni odpovidajiciho meznimu stavu pouzitelnosti. V opa¢ném pripadé by bylo potieba
zaradit dalsi ¢lanky popisujici nelinedrni dotvarovani, plasticitu, lomovou mechaniku a mechaniku
poskozeni.

Dal$im zjednodusujicim predpokladem je platnost (Boltzmannova) principu superpozice. Ten
plati, pokud pribéh napéti 6,(t) vede na vyvoj deformace €4(t), pribéh o,(t) vede na &,(t) a souc¢asné
plati, Ze linearni kombinace souctu napéti c,04(t) + c,0,(t) vyvodi priibéh deformace ve formé c,e4(t)
+ Co8;5(t).

Konstitutivni vztahy pro popis chovani prvkd z obrazku 9 v poradi a, b, ¢, d.

ce(t) = E &(t) (4.1)
Ge(t) = E(t) &(t) (4.2)
oy(t) = &) (4.3)
oy(t) = n(t) & (4.4)
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Oproti klasickému Hookeovu zdkonu nezdvisi napéti v poslednich tfech rovnicich na absolutni
hodnoté deformace, ale na jeji casové derivaci.

4.2 NEJJEDNODUSSI SOUSTAVY

Kombinaci pruZiny a tlumi¢e vzniknou v zavislosti na druhu zapojeni dva nejjednodussi ¢lanky -
pfi paralelnim zapojeni ¢lanek KelvinQv, v pfipadé sériového zapojeni ¢lanek Maxwelllv. Schémata
jsou zobrazena na nasledujicim obrazku.

) o) o o)
L{s e

Obrazek 4.2 Kelvintv ¢lanek a Maxwelldv ¢lanek.

V Kelvinové ¢lanku plati rovnost deformace pruziny a tlumice, koncové napéti 6 se mezi
prvky rozlozi. V Maxwellové c¢lanku naopak kazdy prvek prendsi stejné napéti, celkova deformace
vznikd souctem dil¢ich deformace pruZiny a tlumice. Z pravé uvedenych rovnosti miZzeme odvodit
rovnice popisujici vyvoj deformace a napéti v Case.

4.2.1 MAXWELLOV MODEL, FUNKCE PODDAINOSTI, RELAXACNI FUNKCE

Zacneme pro popis jednodussim ¢lankem — Maxwellovym. V Case t = 0 je ¢lanek zatizen konstantnim
napétim 6. Vyjdeme z rovnic (4.1) a (4.3) a déle z poc¢ateéni podminky — tedy z nulové deformace
tlumice v ¢ase t = 0. Dostavame:

&) = &) + &) = t (4:5)

+
E

| Q)
SRR

Pro popis napéti ani nemusime nic odvozovat, staci psat:

o(t) = 0,(t) = 0,(1) = & (46)

Pro popis viskoelastického materidlu se velmi Casto pouZzivd tzv. funkce poddajnostiJ(t)
a také relaxacni funkce R(t). Pfi popisu nestarnouciho materidlu se navic pridavaji dolni indexy ,0“.
Funkce poddajnosti jednoznacné charakterizuje ¢asové chovani materialu. Vznikne vydélenim vyvoje
deformace &(t) velikosti konstantniho napéti 5, pfi kterém bylo tohoto vyvoje dosaZeno. Vydélenim
rovnice (4.5) velikosti napéti ziskavame:

1

1o = (5+5) ) (47)

kde H(t) je tzv. Heavisideova funkce, ktera je pro zaporné hodnoty jejiho argumentu rovna nule
a v ostatnich pfipadech rovna jedné. Vyznam této funkce je v pravé uvedené rovnici klicovy; pokud by
totiz do vzorce zahrnuta nebyla, byla by funkce poddajnosti nenulova pro casy dfivéjsi, nez je
okamzik zatiZzeni. Funkce poddajnosti je vzhledem k sériovému zapojeni tlumice a pruziny prostym
souctem poddajnosti.

Podobné jako funkce poddajnosti predstavovala vyvoj deformace pro jednotkové napéti,
predstavuje relaxacni funkce vyvoj napéti, pokud je materidl zatizen jednotkovou pomérnou
deformaci.
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4.2.2 KELVINOV MODEL

Popis Casového vyvoje deformace Kelvinova modelu je radové sloZitéjsi; feSeni je potreba urcit
z linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty a s konstantni pravou stranou. Tato
diferencialni rovnice (4.9) vznikne dosazenim vztah( (4.1) a (4.3) do rovnice (4.8) popisujici rozdéleni
celkového napéti mezi tlumic a pruzinu.
o)+ o,(t) =0o(t) =0T (4.8)
Edt)+né) =70 (4.9)

VyuZitim stejné pocatecéni podminky &(0) = 0 nachazime feSeni ve tvaru

_E,
'<1 -e 7 ) (4.10)

T Q)

&(t) =
Zavedenim tzv. retardacniho c¢asu

n
T (4.11)

mUzZeme pravé odvozenou rovnici upravit na tvar

o) = g(l - e‘Er) (4.12)

Vydélenim velikosti celkového napéti 6 dostavame relaxacni funkci pro Kelvindv ¢lanek

1 t
Jo@ =5 -(1-¢77) H() (13)

Na obrazku 4.3 je vykreslen vyvoj deformace pro Kelvinliv model, Maxwelllv model, pruZinu
a tlumié. Retardacni ¢as T, modul pruznosti E a napéti ¢ byly zvoleny jednotkové. Obrazek vérné
vystihuje charakter obou dvou ¢lankl: deformace Maxwellova modelu vznikne slouéenim protaZzeni
pruziny (1/E) a deformace tlumice. Véase t = 0 vznikd okamzitd elastickd deformace rovna
prevracené hodnoté modulu pruznosti E, deformace tlumice je nulova. Vcase t = T = 1 s, ktery je
pro tento model oznacovan jako ¢as relaxacni, jsou si poddajnosti tlumi¢e a pruziny rovny.
Pfi konstantnim nenulovém zatizeni je deformace popsdna linearni funkci se smérnici rovnou
prevracené hodnoté viskozity. Deformace neni shora omezena.

V pfipadé Kelvinova ¢lanku je v ¢ase t = 0 deformace rovna nule; napéti je zcela pfenaseno
tlumicem. V pfipadé nenulové deformace by v tlumici vzniklo nekonecné napéti. Zpocatku je vyvoj
deformace zcela ftizen viskozitou tlumice. S postupem casu deformace roste a jeji rychlost klesa,
zmensuje se podil napéti pfenaseného tlumi¢em a roste ve prospéch pruZiny. Kfivka prabéhu
deformace se asymptoticky blizi k prevracené hodnoté modulu pruznosti. Procesy, které probéhnou
za ¢as mnohem mensi, nez je charakteristicky ¢as T, nevyvolavaji v Kelvinové ¢lanku témér zadnou
deformacni odezvu; oproti tomu procesy delsi nez T vyvolaji deformaci, na jejiz hodnoté neni témér
znat, Ze se nejednd o elastickou pruZinu, ale o Kelvin(v ¢lanek.
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Obrazek 4.3 Vyvoj deformace zakladnich modeli v ¢ase.

At uz se jedna o Kelvinlv nebo Maxwelldv ¢lanek — ani jeden neni realisticky schopen
vystihnout chovani betonu. MaxwellGv C¢lanek sice je schopen modelovat okamZitou elastickou
deformaci, pfi konstantnim zatizeni ale nedochazi ke snizovani rychlosti deformace. Snizovani
rychlosti deformace pfi konstantnim zatiZzeni sice Kelvinlv ¢lanek modeluje vérné, okamizité
deformace ale u néj dosdhnout nelze. Oproti Maxwellovu ¢lanku ma Kelvinliv dalsi nevyhodu —
nemodeluje relaxaci napéti pti konstantni deformaci.
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Obrazek 4.4 Vyvoj deformace Kelvinovych ¢lanki s riznymi retardac¢nimi casy.
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4.3 REOLOGICKE RETEZCE

Samotny Kelvinlv ¢lanek ma ale jednu velkou nevyhodu, neda se jim totiZz dobfe popsat pretvarné
chovani betonu v ¢asech, které nejsou blizké t.

Obrazek 4.4 ukazuje ¢asovy vyvoj deformace Kelvinovych ¢lanka s rdznymi retardaénimi casy
odstupfiovanymi v nasobcich deseti a se stejnym, jednotkovym modulem pruznosti. Casovd $kala je
v semilogaritmickém meéfitku. Jak je vidét, u vSech c¢lankl se témér celd deformace odehraje v Case
blizkém retardacnimu. Proto se nabizi myslenka — spojit jednotlivé ¢lanky do fetézce tak, aby svym
chovanim postihly celé casové spektrum, které nas zajima. Vhodné spojeni ¢lankd s rlznymi
retardaénimi €asy a moduly pruZnosti navic odstrani nevyhody zminéné v poslednim odstavci
predchozi kapitoly.

MaxwellQv fetézec vznikne paralelnim spojenim Maxwellovych ¢lankd. Ve zbytku diplomové
prace je pouZit Kelvin(v retézec, proto zde vztahy pro Maxwell(v fetézec neuvadim.
4.3.1 NESTARNOUCI KELVINUOV RETEZEC

Nami pouzity Kelvinlv fetézec se sklada ze sériové zapojenych Kelvinovych jednotek, viz obrazek 4.5.
Aby fetézec postihoval i okamzité deformace, je dobré odstranit z prvni Kelvinovy jednotky tlumic
(nebo poloZit jeho viskozitu rovnou nule) a nasledné cisté z formalnich dlivod( oznadit tento ¢lanek
indexem 0, obrazek 4.6. Retardacni ¢asy je dobré odstupriovat, nejlépe tak, aby s rostoucim indexem
¢lanku retardacni ¢as rostl a byl desetindsobkem retardacniho ¢asu predchazejici jednotky.

El EZ EIVI
oo, ,

Obrazek 4.5 Schéma nestarnouciho Kelvinova retézce.

: E E1 Ez EIVI
| ‘ n, | n, n,,
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Obrazek 4.6 Schéma nestarnouciho Kelvinova retézce doplnéného o pruzinu.

Funkce poddajnosti je sou¢tem poddajnosti jednotlivych ¢lanka fetézce. Lze ji zapsat ve tvaru
Dirichletovy rady:

M
1 1 -
0 =g Y1077 o
u=1
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Prvni ¢len na pravé strané rovnice predstavuje poddajnost elastické pruziny, zbytek zavorky
soucet poddajnosti prvniho az M-tého Kelvinova ¢lanku. Opét nesmime zapomenout do vzorce
zahrnout Heavisideovu funkci.

Nestarnouci Kelvinllv model Ize pouZit pouze pro popis nestarnouciho materialu; to znamena
materialu, u kterého pribéh deformace nezalezi na okamziku vneseni zatiZeni. Beton je ale starnouci
material, proto je tento retézec nutné dale modifikovat.

4.3.2 STARNouci KELVINOV RETEZEC

Starnouci Kelvinlv fetézec je tvoren clanky, jejichZz charakteristiky jsou funkci ¢asu. Nyni je dobré se
vratit na zacatek této kapitoly a objasnit vztah (4.2). Demonstrace se provede nejlépe tak, Ze se
zamyslime, proc nelze pouzit vztah (4.1), ve kterém by se konstantni modul pruznosti nahradil ¢asové
zavislym (rostoucim). Pokud by se totiz vzorek zatiZil konstantni deformaci, vzniklé napéti by
v prlibéhu ¢asu rostlo, coz je nepfipustné. Proto je potfeba rovnici zapsat v prirlistkové formé.

NezZ se dostaneme k feseni funkce poddajnosti retézce, je potreba vyresit funkci poddajnosti
jednoho clanku. Jeji feseni vychazi zrovnice (4.8), kterou je zvySe uvedenych davod(l nutné
zderivovat. Dostavame tak

o(t) = 6.(t) + &,(t) (4.15)

Po dosazeni vztahu (4.2) a zderivovaného vztahu (4.4) ziskame vztah

o(t) = E(t) &) + %(n(t) (1)) (4.16)
ktery Ize déle upravit:
a(t) = E@ &) + 7(t) &) + n(t)-&(t) (4.17)
Po zavedeni substituce:
D(t) = E(t) + #(t) (4.18)
6(t) = D(O)&(t) + n(t) &) (4.19)

PFi dotvarovaci zkousce je vzorek zatizen konstantnim napétim, tedy jeho derivace je nulova.
Regeni rovnice (4.19) se zjednodusi, kdyZ se ndm podafi ji upravit na diferencidlni rovnici
s konstantnimi koeficienty. Vydélenim celé rovnice vyrazem D(t) a souéasnym piedpokladanim, Ze

pomér % = 7 = konst, dostaneme

at)+ re(t) =0 (4.20)
€ hledame ve tvaru
_t
gt)y=C,+Chet (4.21)

Integracni konstanty uréime z pocate¢nich podminek; pokud aplikujeme napéti & v ¢ase t’, musi
platit &(t') = 0 (pokud by se &ldnek nahle deformoval, vzniklo by v tlumiéi nekoneéné velké napéti).
Tato podminka rovnou implikuje podminku druhou — vzhledem k nulové deformaci nemuze byt
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v pruziné Kelvinova ¢ldnku zadné napéti; vesSkeré napéti tedy musi prenaset tlumi¢. Po dosazeni

n(t) = ©D(t) do vztahu (4.3) dostavame druhou pocate¢ni podminku: &(t) = #:t,). Po dosazeni

pocatecnich podminek ziskdvame partikularni reseni.
" _t=t!
—e 7
&) = G'W (4.22)
Vydélenim G a vynasobenim Heavisideovou funkci ziskdvame funkci poddajnosti. Tentokrat uz
bez indexu ,,0“ a zavisejici na dvou parametrech: okamZiku vneseni zatiZeni t a délce zatizenit — t'.

t—t’
l-e =
M =" H(t-t' (4.23)
J@t") = =5 HE =t

Odstranénim tlumice z prvni Kelvinovy jednotky (index ,0“) a sumaci dil¢ich poddajnosti
obdrzime funkci poddajnosti starnouciho Kelvinova retézce.

1 w1 _e=t!
Jo(t) = E—O+ZD(t,)'<1—e “) H(t-t") (4.24)
y:

1 EZ M
0
o J\M o
A e R
n, n, n,

E, + & + &, + -0 + € = &

Obrazek 4.7 Schéma starnouciho Kelvinova retézce doplnéného o pruZinu.

Experimentalni méfeni ukazuji, Ze asymptoticky modul v okamZiku zatiZzeni neni funkci ¢asu
(nestdrne). Proto nulty ¢lanek fetézce tvofi , obycejnd” pruzina.

Zkusené oko na prvni pohled poznd nedostatek tohoto retézce. Je jim zavislost tuhosti D
na okamziku zatiZzeni t’. Pfi implementaci starnouciho Kelvinova fetézce je v kazdém asovém kroku
jistou numerickou metodou nutné tyto tuhosti vyhodnotit. Pfi vysokém poctu vypocetnich krokd
a dlouhém casovém obdobi (vedouciho k potifebé do fetézu zahrnout vétsi pocet Kelvinovych
jednotek) pak drasticky stoupa pocet operaci a tim i vypocetni ¢as. Tento problém odstranuje
modifikovany KelvinQv starnouci fetézec — fetézec solidifikujici.

4.3.3 SoLipiFikuJici KELVINOV RETEZEC

Solidifikacni teorie predpoklada (podrobnéjsi popis solidifikacni teorie je uveden v kapitole 7), Ze
zmény v reologickém chovéani zplsobeném starnutim materidlu lze popsat pomoci solidifikace
nestarnoucich soucasti. V pripadé betonu solidifikace popisuje ¢asovy vyvoj objemu cementového
gelu, ktery vnika hydrataci cementu. Tento objem roste z nulové hodnoty v ¢ase t = 0 az do finalni
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hodnoty v Case t = o. Vyvoj relativniho objemu cementového gelu v ¢ase vici své findlni hodnoté je
popsdan funkci v(t).

Y , . . o Ly iy " £) e iy
V predchozi kapitole jsme nepfirozené predpokladali, Ze pomer% zGstdva v Case

konstantni. Paklize n(t) i E(t) linedarné zavisi na v(t), je v této kapitole divod pro konstantni pomér

% zfejmy. Funkci modulu pruznosti E(t) i viskozity 7(t) mGZeme zapsat pomoci koneénych hodnot:

E(t) = EXv(t) (4.25)
n(t) = n”v(t) (4.26)
Dosazenim do konstitutivnich vztah( (4.2) a (4.4) ziskdme popis napéti v zavislosti na v(t)
Ge(t) = E*v(t) &(t) (4.27)
oy(t) = n7v(t) &t) (4.28)
Napéti v pruziné mGzeme navic vyjadrit pomoci napéti v tlumici

. E*c,(t)
Ge(t) = 0 (4.29)

Odvozeni funkce poddajnosti je zalozeno, podobné jako v minulém pfipadé, na rovnici (4.15)
a predpokladu konstantniho napéti. Pokud do ni dosadime vztah (4.29), ziskame linearni diferencialni
rovnici s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.

oy (t)
T

+6,(t)=0 (4.30)

Uplatnénim pocate¢ni podminky pro €as vneseni zatizenit =t': 6,(t") = Gziskdme partikularni
feSeni

_t=t!
c,(t) =0e = (431)

t—t’

oy(t) _ Be =

Relativni deformaci &(t) ziskame integraci vztahu &(t) = D~ Ev®

N t t-t'
o e T
dt):Ew-r'f v (0 (432)
tl

Funkci poddajnosti pro jeden Kelvinv ¢lanek v tomto pfipadé nejsme schopni vyjadfit pfimo.
Musime se smifit s predpisem pro jeji prvni casovou derivaci.

_t=t’
e T

v(t)

. 1
N = ——. 4.33
Jt) = (433)

Casova derivace funkce poddajnosti pro solidifikujici KelvinQv fetézec vznikne soudtem
J(t, t") viech &lanka. AE jsou parametry &lankt E a 177 rGizné, funkce popisuijici solidifikovany objem
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je pro véechny stejnd. To se snazi vyjadrit obrazek 4.8. Casova derivace funkce poddajnosti je dana
predpisem:

(4.34)

Obrazek 4.8 Schéma solidifikujiciho Kelvinova retézce.

Posledni rovnici miZeme jesté upravit zavedenim tzv. nestarnouci funkce poddajnosti
®(t—t"), jejiz derivaci ziskdme pfedchozi rovnici vyhodnocenou pro éast = o, tedy splné
solidifikovanym materidlem. Funkce ® je nestarnouci, proto jeji hodnota zdavisi pouze na rozdilu
aktudlniho Casu a ¢asu, kdy bylo aplikovano zatiZeni, nikoliv na obou hodnotach.

I

M t-t
l-e ™
O(t—t) = Z ——— H(t-t") (4.35)
Er
u=1
Dosazenim zpét do (4.34):
e = dt-t)
ASE O (4.36)
Integraci podle Casu t
1 X d( )
s—t
tt)=—+ | ———d
J(¢,t") Eg f () s (4.37)
tr

Jako integraéni konstantu jsme zvolili poddajnost elastické pruZiny v ¢ase t = t’, kde E,(t'")
je tzv. asymptoticky modul zévisejici jen na okamiZiku aplikace zatiZeni t'. Z experiment( ale vyplyva,
Ze tato hodnota je na ¢ase nezdvisla, a proto jsme ji nahradili konstantou Ej.

E E E

1 2

souD\F

", 1, T

Obrazek 4.9 Schéma solidifikujiciho Kelvinova retézce doplnéného o nesolidifikujici pruZinu.
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Solidifikujici KelvinQv retézec doplnény o nestarnouci tlumic jiz vérné popisuje pretvarné
chovani betonu (basic creep), proto tvorfi jadro nové implementace modelu B3, kterd je hlavnim
pfedmétem této prace.
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5. NUMERICKE METODY VYPOCTU DOTVAROVANI PRO
KELVINUV CLANEK

V predchazejici kapitole byly odvozeny funkce poddajnosti rliznych soustav reologickych ¢lanka.
Pti implementaci do programu vyuZivajictho metodu konecnych prvkl si ale stimto analytickym
predpisem nevystacime; pro vypocet je potfeba vyvinout numerické algoritmy. V prvni poloviné této
kapitoly jsou prezentovédny algoritmy pro vypocet odezvy viskoelastického materialu
charakterizovaného jednim Kelvinovym ¢lankem na zatiZeni. V zbylé ¢asti jsou porovnany vysledky
ziskané implementaci téchto algoritm(. Jako vztazna rovina pro objektivni hodnoceni bylo odvozeno
presné analytické reseni.

5.1 TEORETICKE ODVOZENI NUMERICKYCH ALGORITMU

V této Casti jsou odvozeny tfi typy numerickych algoritml pro vypocet odezvy nestarnouciho
Kelvinova ¢lanku na zatiZzeni s predepsanou historii napéti. Odvozen byl algoritmus zaloZeny
na integraci ¢asové diskretizované ulohy, ddle pak algoritmy odvozené primo z diferencidlni rovnice
pro Kelvinlv clanek: algoritmy vyuZivajici zobecnéné lichobéZnikové pravidlo a exponencidlni
algoritmy.

5.1.1 ALGORITMUS ZALOZENY NA INTEGRACI CASOVE DISKRETIZOVANE ULOHY

Tomuto algoritmu nebude vénovana pfilis velkd pozornost. Ddvodem je vysoka vypocetni naro¢nost
a neefektivnost. Algoritmy uvedené v ndsledujicich dvou kapitoldch tuto metodu prekondvaji.
Nicméné je dobré se o tomto algoritmu alespon stru¢né zminit.

Dlvodem k poufZiti tohoto algoritmu muze byt analogie s pfesnym analytickym fesenim, kdy
nezndmou deformaci vypocteme z rovnice

t
&(t) =f](t, t') do(t") (5.1)
0

Toho jsme schopni pouze v nékterych pripadech, kdy je predepsana jednoducha historie zatizeni
a funkce poddajnosti. Abychom mohli vypoditat deformaci i pro komplexnéjsi historie napéti a funkce
poddajnosti, rozdélime casovou Skdlu na diskrétni intervaly. Pokud oznacime g, = &(ty), 4do; =

tipqtt; . iy L
o(tiy1) —o(t)af: =] (tk,%), mlZeme vy$e uvedenou rovnici pfepsat:

k-1
& = Z]k,i Aoy (5.2)
i=1

Vyjadrime pfrirlstek deformace v zavislosti na zméné funkce poddajnosti v jednom ¢asovém kroku,
Awi = Jrerri —Jri

k-1

Agyg = &1 — & = JxsrA40; + Z Ay Aoy (5.3)
i=1

Prvni ¢ast tohoto vyrazu popisuje okamzitou zménu deformace, kterd nastala béhem
posledniho kroku. Druhy ¢len se sumou predstavuje dotvarovani — poscitavaji se prirtstky deformace
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zpUsobené zménami napéti v jednotlivych ¢asovych krocich pres celou historii zatizeni. Je to tento
¢len, ktery zpUsobuje vypocetni naroc¢nost.

5.1.2 ALGORITMY VYUZIVAJICI ZOBECNENE LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO

Algoritmy uvedené v této kapitole se svym charakterem zcela odlisuji od postupu, ktery byl uveden
vyse. Stejné jako v predchazejicim oddilu, i nyni se uloha rozdéli na urcity pocet ¢asovych intervald,
které budou vhodné popisovat charakter zatiZeni. (Pfedpokladame, Ze historie zatizeni je znama
a neznamou velic¢inou je pribéh napéti v case.)

Co ale tyto postupy odlisuje, je zplsob, jakym se vypocitavaji hodnoty deformace
v jednotlivych krocich. V predchozim algoritmu ktomu bylo potfeba znat celou historii zatizeni
konstrukce, nyni ndm kvypoctu jednoho kroku budou postacovat (v zavislosti na nastaveni
parametrd) hodnoty napéti a deformace v predchozim kroku a hodnota napéti v kroku nasledujicim.

Redeni spociva vintegraci diferencialni rovnice popisujici chovani Kelvinova ¢lanku (5.4).
Predpokladame, Ze modul pruznosti ani viskozita se v ¢ase neméni.

E &) + n&(t) =o(t) (5.4)

Z rovnice vyjadiime ¢ a pomér n/E nahradime tzv. retardacnim ¢asem 7t [s].

. 1(o(t)
) =—|—=— &t
20) T( =~ )) (55)
Integraci pres ¢asovy krok od ty do y.; obdrzime
1 (S+1 (o (1)
E+1 ~ & = —f (— — 8(t)> dt 56)
tJe E

kde & = &(ty) je deformace na pocatku kroku, &, = &(tx41) je deformace na konci kroku.

Vypocet pouzivd v zavislosti na nastaveni bud jednu z krajnich hodnot napéti, nebo obé
hodnoty napéti v jistém poméru. Toho docilime aproximaci rovnice (5.6) tzv. lichobéznikovym
pravidlem a zavedenim vah pro krajni hodnoty. Pro poc¢atek intervalu v ¢ase ty nabyva vaha hodnoty
(1-a) a pro koncovy bod ty,; hodnoty o, kde o je parametr vrozmezi(0;1). Po této Upravé
dostaneme:

Aty ( ok Ok+1
Sk+1 = Ek = _z'<(f - 8k) 1-0)+ ( E €k+1) o (5.7)
kde Aty = ty,1 —ti je délka kroku, o = o(ty) a ox4q = o(tgy1) . Z této rovnice vyjadiime
deformaci na konci kroku.

_ T— (1 - O(,)Atk (1 - Q)Atk N O(,Atk
Set1 = STy oAty Ok (7+ adty)-E Ol (7+ adty)-E (58)

Pro hodnotu parametru oo = 0 dostdvame tzv. Eulerovu metodu, u které hodnota
v koncovém kroku zdvisi jen na pocatecni funkéni hodnoté ¢, délce kroku At a derivaci v Case ty.
Vysledny vztah pro Eulerovu metodu je popsan vztahem (5.9).
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+ Aty (Gk )
Erp1 =& +—(—-¢
k+1 k - g % (5.9)
Pti hodnoté oo = 1 dostavame tzv. zpétnou Eulerovu metodu:
Epq1=——\| gr+o0o —
k+1 T+ Aty k k+1 E (5.10)

Pokud je a = 0.5, vede rovnice (5.8) na tzv. lichobéznikové pravidlo (Standard Trapezoidal Rule):

_ T— OSAtk " Atk
Getr = A 0548, T E2r+ Aty)

(oKt Ok41) (5.11)

Numericka stabilita zavisi v obecném pripadé (5.8) na faktoru, kterym je nasobena predchozi

1—(1-a)-At

hodnota relativni deformace gy, tj. o X V pripadé, 7e je tento vyraz mensi ne? jedna, je tloha
T k

stabilni; chyba, ktera vznikne pfi vypoctu jednoho kroku, je v prabéhu dalSich interval( nasobena
¢islem mensim neZ jedna a v pribéhu vypoctu se zcela utlumi. Pokud je ale vétsi, dojde k zesileni
chyby a uloha se stdva nestabilni. Navic, pokud je hodnota nasobici g, zaporna, dochdzi k oscilacim
okolo spravné hodnoty (v kazdém kroku se méni znaménko chyby). Aby byla v obecném reseni (5.8)
uloha stabilni, musi platit podminka:

7= (1 -a)-Atg| < 7+ adty, (5.12)

kterou lze zjednodusit na vyraz:

(1-2a)-4t; <27 (5.13)
Metoda je nepodminéné stabilni pro o = 0.5 a nestabilni pro oo < 0.5. Pro lichobéznikové

pravidlo i pro zpétnou Eulerovu metodu je tedy metoda nepodminéné stabilni. Pro Eulerovu metodu
vSak musi byt splnéna podminka poméru Aty /T < 2.

Tento poznatek nas pro lichobéznikové pravidlo a pro zpétnou Eulerovu metodu opraviuje
pouzit pro Casy blizké okamZziku zatiZeni, kdy dochazi k velkym zménam, jemnéjsi déleni a v pribéhu
vypoctu délku krok( prodluZovat, aniz by hrozila ztrata numerické stability. Takového rozdéleni ¢ast
je mozné docilit napriklad jednoduchou geometrickou posloupnosti

tee1 = q-tg (5.14)
kde parametr g je dobré volit mirné vétsi nez jedna, napf. 1.1. Dalsi moZnosti je vytvoreni ¢asové
skaly tak, aby v logaritmickém meéfitku byly ¢asové intervaly stejné dlouhé.

5.1.3 EXPONENCIALNI ALGORITMY
V této Casti jsou uvedeny postupy vypoctu podle prvniho a druhého exponencidlniho algoritmu. Oba
algoritmy maji spoleéného jmenovatele; v obou ptipadech dojde v kazdém kroku k presnému
analytickému vyjadreni feseni diferencialni rovnice vzniklé drobnou Upravou rovnice (5.4). Hodnota
vypoctené relativni deformace na konci kroku je pouZita jako pocatecni podminka pro nasledujici
krok.
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Exponencialni algoritmus 1. fadu
(First-Order Exponential Algorithm)

Podobné jako v predchozi kapitole pouZijeme vahy kvyjadreni aproximovaného pribéhu napéti
vramci jednoho ¢asového kroku: o4, = (1 — a)-0 + a-G41. Pokud nahradime pravou stranu
rovnice (5.4) timto konstantnim napétim a rovnici mirné upravime, obdrzime:

Ok+a
E (5.15)

gt) + r&t) =

K této diferencidlni rovnici existuje obecné reseni ve tvaru:

Ok+a L
&) = p tCer (5.16)
Jako pocatecni podminka ndm poslouzi hodnota deformace vypoctena na konci predchoziho
¢asového kroku: g(ty) = €. Po dosazeni obecného feSeni do diferencialni rovnice a po uplatnéni
pocatecéni podminky dostdvame partikuldrni feseni:

Ok+ Ok+ Ltk
&) = E =+ (€k - a) e T (5.17)
Pokud zavedeme pomocnou proménnou,
_trt1-tk Aty
ﬁk =e T =e T (5.18)
zjednodusi se vyjadieni hodnoty deformace na konci kroku, i hodnoty pfirGstku deformace.
Ok+
eke1 = Ba +(1- ﬂk)-( £ 0t) (5.19)
Ok+
Agy = g1 — & = (1 - ﬂk)'(Ta - €k) (5.20)

Exponencialni algoritmus 2. fadu
(Second-Order Exponential Algorithm)

Exponencidlni algoritmus druhého fadu ideové navazuje na exponencialni algoritmus prvniho fadu
a dale jej rozviji. Redeni vychazi opét z diferencialni rovnice (5.4), kterd ma po ¢asové derivaci tvar:

E &t) + n&t) =o(t) (5.21)
Opét se predpoklada, Ze viskozita ani modul pruznosti nejsou ¢asové zdavislé proménné. Zavedenim
proménné vyjadrujici napéti pfendsené viskéznim tlumicem,
oy(t) = n-&t) (5.22)

a dosazenim tohoto vztahu do (5.21), dostdvame s vyuzitim (4.11) diferencialni rovnici (5.23),
ve které jiz neni plsobici napéti v rdmci jednoho kroku aproximovano konstantou jako u predchoziho
algoritmu, nybrz linearné.
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Gv(t) . Ac7k
———+65,() =—
. v(©) At (5.23)
Jedna se o linearni diferencialni rovnici s konstantni pravou stranou. Po zavedeni pocatecni podminky
oy (ty) = oyx dostadvame partikularni feseni podobnym postupem jako u prvniho exponencidlniho
algoritmu.

Acy\ _t-tk
e

AGk
oy() =t —+ (Gvk TG g (5.24)

Aty

Abychom ziskali deformaci, je potreba zintegrovat vyraz

t t
e(t) =e(ty) + | &t)dt =e(ty) + f ov(V dt (5.25)
t

th ; Et
Pfi uvazeni pocatecni podminky: £(t,) = &, dostavame partikularni feseni

AGk t—tk 1

AGk -tk
O =a+ g g oo (7 ) (5.26)

Po zavedeni proménné

T
= (1-48, At (5.27)

mUzZeme vyjadfit pfirlstek deformace jako:

AGk Oyk
Agy = e(tre1) — () = (1 —2y) < 7 (1-4, % (5.28)
PrirGstek deformace Ize chapat jako soucet dvou dil¢ich ¢asti: ¢asti ,okamzité’ (1 — Ay) %,
charakterizované modulem E = E/(1 — X)), a ¢asti souvisejici s dotvarovanim ¢’ = (1 — Bk) G—Ek
Plati rovnost 6, (t) = o(t) — E-g(t). Vztah (5.28) se tim zjednodusi na rovnici:
A(Sk Ok
Aey, = otin) = 8(t) = 1 =) ==+ (1-8,) (T - o) (529)

Zhodnoceni exponencialnich algoritmi

Exponencidlni algoritmy nabizeji efektivni a presny zpUsob feSeni diferencialni rovnice popisujici
chovani Kelvinova ¢lanku, a jak se v dalSich kapitole ukaze, i retézce z nich slozeného. Tyto algoritmy
davaji pfesné reseni, pokud je v pfipadé prvniho exponencidlniho algoritmu popsana historie zatizeni
konstantni funkci. Druhy exponencialni algoritmus je presny, i pokud je pribéh zatiZeni linearni. Oba
algoritmy davaji (za vyse zminénych podminek zatiZzeni) presné vysledky a to bez ohledu na délku
vypocetniho kroku.

Pfi studiu numerické stability shledavame, Ze oba algoritmy jsou nepodminéné stabilni.
V obou pfipadech je vyraz ndsobici kone¢nou hodnotu deformace predchoziho kroku g, roven
proménné S, dané vyrazem (5.18), ktera nejen Ze je mensi neZ jedna, dokonce je i kladna.
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To znamenad, Ze by se v pribéhu vypoctu nemély ani pfi sloZitéjsi historii zatiZzeni (pro kterou se
deformace nevyresi presné) objevovat oscilace.

V pfipadé numerické implementace téchto algoritmU je potfeba nékteré vyrazy jesté mirné
modifikovat. Tyka se to vyrazu (5.18) pro vypocet proménné ,Bk a také vyrazu (5.27) pro uréeni Ay.

P¥i extrémnich kombinacich délky vypocetniho kroku Aty a retardacniho ¢asu T prestavaji tyto vyrazy
davat spravné vysledky. Tyto kombinace, jak se pozdéji ukdze, se mohou vyskytnout v Kelvinové
fetézci, kde se retardacni ¢asy voli umyslné v Sirokém spektru tak, aby jednotlivé ¢lanky svym
chovanim vhodné pokryly celou ndmi vybranou ¢asovou oblast.

Pro vétSi poméry Aty /7 (cca 30) je vhodné poloZit B, = 0 a pro vyjadfeni &, pouZit nékolik
prvnich ¢lenl Taylorova rozvoje. Ay =1— %Atk/’t +%(Atk/’t )2 — i(Atk/r )3 ... Vopaéném

pripadé by totiz hrozilo, ze ﬂk vyjde velmi malé zaporné ¢islo a Ay proto vétsi nez jedna.

‘o
=3
o]
or L. —
) /o :
0k++ 0-k J/ .
> A /
/ :
0; .
i I ! | I ] | |
1 T 1 T 1 T 1 T
t k-1 t k t k+1 t [S] t k-1 t k t k+1 t [S]

Obrazek 5.1 Skokovité se ménici priibéh zatiZeni.

Neméné dlleZitou Upravou finalniho algoritmu je zajisténi vhodné casové Skaly v pripadé
skokovité se méniciho zatiZzeni. Na obrazku 5.1 vlevo je plnou ¢arou nakreslen skuteény priabéh
napéti. Napéti se v ¢ase t = t, skokovité méni z hodnoty 6, na hodnotu csf(“. Spravné by bylo ¢asovy
krok (ti.1; ti) FeSit s koncovou hodnotu . a krok (t; t1) s pocate¢ni hodnotou cf(', nikoliv hodnotu
v Case t, aproximovat primérem z obou hodnot. Na stejném obrazku vpravo je naznaceno, jak
Casové diskretizované napéti chapou exponencialni algoritmy. Prvni exponencidlni algoritmus
aproximuje napéti konstantni hodnotou vypoctenou v zavislosti na parametru o, pro o = 0.5 stfedni
hodnotou. Vysledek je naznacen ¢arkovanou carou. Silnou c¢arou je oznacen pribéh interpretovany
druhym exponencialnim algoritmem. Vyvoj napéti je interpretovan jako linedrni; uréen krajnimi
hodnotami. Pfi nemoznosti specifikovat pro jeden ¢asovy okamzik, v nasem pripadé t,, dvé funkcni
hodnoty napéti, je dobré zmensit ¢asovy interval (ty.1; ty) na minimum. Jak je tato chyba vyznamna se
ukaze v nasledujicim oddilu vénovaném porovnani numerickych algoritmi s pfesnym resenim.
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5.2 SROVNAVACI STUDIE VYPOCETNICH ALGORITMU

V této kapitole jsou uvedeny vysledky vypoctl ziskané zvyse zminénych algoritmd, které byly
implementovany ve vypocetnim prostfedi programu Matlab. Tato studie si klade za cil prozkoumat
faktory, které maji vyznamny vliv na presnost vysledk(l. Zkouman bude predevsim vliv délky kroku At
v porovnani s retardacnim casem T, ddle pak vliv charakteru predepsaného zatizeni na presnost
vypoctu relativni deformace. Dlraz bude kladen predevsim na prozkoumani chyby vzniklé vnesenim
nahlého zatizeni. Délka kroku At bude ve vSech ptipadech volena tak, aby se algoritmus choval
stabilné.

Vsechny simulace byly provadény pro pripad jednoho Kelvinova ¢lanku vzniklého paralelnim
zapojenim pruZiny o tuhosti E =1 MPa s tlumi¢em o viskozité 1 = 5 MPa-s. Zamérem této ¢asti nebylo
urcit parametry Kelvinova ¢lanku tak, aby odpovidaly néjakému stavebnimu materidlu; parametry
byly zvoleny tak, aby vhodné vystihovaly viskoelastické chovani konstrukce na zadany c¢asovy pribéh
zatiZeni, tj. aby se ¢lanek nedeformoval okamzité (elasticky) a soucasné, aby v ném v daném c¢asovém
Useku viibec néjaké deformace vznikly.
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Obrazek 5.2 Priibéh napéti v case.

Na obrazku 5.2 je znazornén priabéh (tahového) napéti v ¢ase. Prlibéh je po ¢astech linearni;
prvni Usek vintervalu od to = 0 sdo t; = 10 s je konstantni s hodnotou napéti =5 MPa. Po ném
nasleduje do ¢asu t, = 20 s Usek s linedrni zavislosti na ¢ase: 6 =(t-5s) MPa. Od ¢asu t, do Casu t3 =
40 s je prubéh funkce napéti opét konstantni s hodnotou 15 MPa. Pro Casy vétsi nez t; nabyva napéti
nulové hodnoty. V Case t; dochazi ke skokovité zméné napéti. Na obrazku 5.2 neni tato zména presné
zachycena, vykresleny jsou zde hodnoty napéti v casovém kroku At =1s.

5.2.1 ANALYTICKE RESENI

Aby bylo mozné ucinit srovnani numerickych metod, je nejprve potieba urcit presné feseni. Toho je
mozné dosdhnout fesenim diferencialni rovnice, kterd popisuje chovani Kelvinova ¢lanku. Obecny
tvar této rovnice ma tvar dany vztahem (5.30). V nasem pfipadé md tato rovnice pro vSechny
intervaly specialni tvar. Pro intervaly to — ti, t, — t3 a t3 — t4 se jedna o linearni diferencidlni rovnici
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1. fadu s konstantnimi koeficienty. Vintervalu t; — t, je na pravé strané funkce linedrné zavisla
na Case t.

E &) + n&(t) =o(t) (5.30)

V prvnim intervalu tedy hleddme fesSeni rovnice ve tvaru:

E &t)+ né&t) =6 =0y (5.31)

Pti feSeni ¢asového prlibéhu relativni deformace v prvnim intervalu t, — t; vyuZijeme
pocate¢ni podminky nulové deformace v ¢ase to. Re$eni ma tedy tvar:

c _Et
g1(t) = %(1 - e( n )) (5.32)

kde G, je napéti vintervalu mezi €asy to a t;. Relativni deformace ¢; vypoCtend véase t = t;
poslouzi jako pocatecni podminka pro feseni druhého ¢asového Useku. V nasledujicim intervalu neni
prava strana konstantni, jak tomu bylo v pfedchozim pfipadé, ale feseni Ize stale bez obtizi nalézt.

Diferencialni rovnice ma tvar:

Eet)+ nit) =c) =o, +t (5.33)

Kde t' je pomocna ¢asovd proménnat’ =t —t,, jejimZ zavedenim jsme posunuli Fedeny
interval do pocatku. Pribéh deformace je po uvazeni okrajovych podminek dan predpisem:

&2t =———+t—,+(gl—0—+—)e(_n) (5.34)

Podobnym zplisobem lze nalézt feSeni i v nasledujicich ¢asovych intervalech. Prlbéh
presného, analytického feseni je zachycen na obrazku 5.3. Spravnost rfeSeni Ize zbézné zkontrolovat
podle hodnot deformace vypocltenych zHookeova zdkona, ke kterym se kfivka v pfipadé
konstantniho zatiZeni pfi relaxaci napéti v tlumici blizi (napf. pro ¢asovy Usek t, —t; € = 6/E = 15).

5.2.2 VYSLEDKY NUMERICKYCH VYPOCTU

Na ndsledujicich stranach jsou uvedeny grafy, které srovnavaji vysledky z vySe uvedenych
numerickych algoritm( v porovnani s pfesnym feSenim oznaéenym cervenou kfivkou. Rovnéz je
v kazdém kroku vypoctena chyba reseni, ktera je stanovena podle vztahu:

hOantaalgoritmus - hOantapfesné

chyba = -100 [%] (5.35)

hodnotapyesns

Takto vyjadrena chyba neni schopna vyjadfit presnost algoritmu jako celku, presto velmi
dobte slouzi k utvoreni predstavy o silnych a slabych mistech jednotlivych numerickych metod.
Slabym mistem takto vyjadiené chyby je fakt, Ze i maly rozdil ve funkcénich hodnotach numerického
a presného feseni se miZze mnohondsobné umocnit tim, Ze tyto funkéni hodnoty jsou malé.
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Jako nastroj k celkovému zhodnoceni chyby mizZe byt pouZita tzv. efektivni hodnota (Root
mean square, také RMS). Efektivni hodnota je uréena vzorcem:

(5.36)

Kde x; oznacuje rozdil hodnot, v nasem ptipadé rozdil pfesné hodnoty a hodnoty stanovené
numerickou metodou an oznacuje celkovy pocet srovnavanych hodnot (v nasem pripadé pocet
krok).
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Obrézek 5.4 Casovy priibéh deformace pfesného feseni, prvniho a druhého expon. algoritmu. At = 2 s, At/t = 0.4.
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5.2.1 VYHODNOCENI

Podle ocekavani nejlépe zalgoritml vyuZivajicich lichobéznikové pravidlo dopadla nejsloZitéjsi
metoda, ktera bere v Uvahu napéti jak na zacatku, tak i na konci vypocetniho kroku. Dobfe je rozdilné
chovani téchto tfi algoritml dokumentovano na obrazku 5.7, chyba v [%] je zobrazena
na obrdzku 5.8.

Chovani Eulerovy doprfedné metody vyborné demonstruje situace, kdy nahle prestane
plsobit zatiZzeni (Cas t = 40 s). Vzhledem k tomu, Ze tento algoritmus vyuZiva pro vypocet hodnotu
a derivaci v predchazejicim kroku, je prvni hodnota po odtiZzeni stejna, jako kdyby k nému nedoslo.
| dalsi hodnoty se pocitaji s hodnotou derivace z pfedchoziho kroku (ktera je vétsi, nez v bodé, ktery
se pocitd), proto zahy dojde k prekroceni kfivky analytického feSeni a chyba ziskdva opacné
znaménko. Toto chovéni je dobre patrné i vsamém pocatku, kdy je nejvyssi rychlost deformace. Tato
metoda v porovndani s ostatnimi metodami urcité nedominuje presnosti. Jeji silna stranka je ale
jednoduchost predpisu.

Eulerova zpétnda metoda dava mensi chybu neZ Eulerova dopfednd metoda. Do casu
t =40 s je chyba pfiblizné polovi¢ni (pro casovy krok At = 2 s) a opacného znaménka. Lze konstatovat,
Ze ¢im hrubsi je déleni (¢im vétsi ¢asovy krok At), tim vice je znat nadrazenost Eulerovy zpétné
metody. Pfi jemném déleni je rozdil v prfesnosti mezi Eulerovou zpétnou a doprednou metodou
témér neznatelny. Vyborné tento fakt dokumentuje graf na obrazku 5.26, kde pro délku kroku mensi
nez At=0.3sdochazi ke splynuti obou kfivek (Cervend a purpurovd (magenta)) a rychlost
konvergence je pro obé metody stejna. Je potifeba poznamenat, Ze to plati pouze, kdyzZ byl z pribéhu
napéti odstranén skok v napéti. Pfi plvodnim pribéhu napéti a konstantnim kroku totiz Eulerova
zpétna metoda kraluje vSem uvedenym metodam, viz obrazek 5.23.

LichobéZinikové pravidlo dava témér presné vysledky, pokud nedochazi k ndhlym skokim
v napéti; za téchto podminek je diametralné lepsi nez obé predeslé metody. Konvergence je spolecné
s prvnim exponencidlnim algoritmem pro zkracujici se kroky dvojnasobna, viz obrazek 5.26. Pro delsi
Casové kroky je metoda zpravidla presnéjsi nez prvni exponencidlni algoritmus, viz obrazek 5.22.
Co do charakteru i velikosti chyby je lichobéznikové pravidlo exponencidlnim algoritmdm velmi
blizké, viz srovnani obrazek 5.20 s obrazkem 5.21.

Rozdil ve vysledcich mezi prvnim a druhym exponencidlnim algoritmem je nejlépe vidét
na obrazku 5.6, obrazku 5.11 nebo obrazku 5.17: | pfi linedrnim zatiZzeni dava druhy exponencidlni
algoritmus presné reseni.

Zcela dominantni role druhého exponencidlniho algoritmu je evidentni z obrdzku 5.24,
na kterém je vyjadrend presnost méfenda RMS v zavislosti na délce kroku, ve kterém je vneseno
skokovité zatizeni. Po urcité délce se konvergence vSech ostatnich metod zastavuje, zatimco
u druhého exponencialniho algoritmu se jeji prabéh neméni.

Pro vSechny algoritmy s vyjimkou zpétné Eulerovy metody je role délky kroku, ve kterém se
odehraje skok v zatizeni, zcela zasadni. Za ,normalni“ délku kroku bych pro tuto historii zatizeni
povaZoval hodnotu At = 2 s. Pfi té i pro druhy exponencialni algoritmus chyba vznikla timto skokem
presahuje 20 %, coz je nepfijatelné.

Vzhledem k nejlepSim vlastnostem bude pro novou implementaci modelu B3 pouzit druhy
exponencialni algoritmus; podminkou k tomu je ale uzivatelem dobfe definovana historie zatizeni
a vhodnad ¢asova skala.
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6. NUMERICKE METODY VYPOCTU DOTVAROVANI PRO
KELVINUV RETEZEC

Podobné jako v predchozi kapitole, i v této se budeme zabyvat numerickymi algoritmy; problém bude
ale sloZit&jéi, ¢ekaji nas vypocetni algoritmy pro Fetézce, nikoliv jednotlivé ¢lanky. Ukol bude
komplikovan navic tim, Ze se ve dvou ze tii pfipadl bude jednat o popis materidlu, jehoZ vlastnosti se
s asem méni.

Budou vyvinuty algoritmy pro popis chovani nestarnouciho Kelvinova fetézce, Kelvinova
fetézce se starnutim a solidifikujiciho Kelvinova retézce; jejich funkce poddajnosti byly odvozeny
v kapitole 4.3.1, 4.3.2 a 4.3.3. Navic jedna ¢ast bude vénovana metodam pro stanoveni optimalnich
tuhostnich parametrd a retardacnich casu.

6.1 ALGORITMUS PRO NESTARNOUCI KELVINUV RETEZEC

V této casti bude rozsifen algoritmus pro vypocet chovani nestarnouciho Kelvinova ¢lanku na cely
fetézec. V zasadé se nejedna o velky problém; vzhledem k sériovému zapojeni Kelvinovych ¢lankd je
v kazdém znich stejné napéti, proto staci pri vypoctu celkové deformace poscitat
prispévky jednotlivych jednotek. Pro vypocet dil¢ich deformaci pouZijeme rovnici (5.29), do které se
dosadi parametry charakterizujici jednotlivé jednotky. Pro aproximaci okamzitych deformaci k retézci
pfiddme ,nulty” ¢lanek, jehoz tlumi¢ mad nulovou viskozitou. S nultym clankem fetézce se lépe
zachazi, pokud je interpretovan ryze jako pruZina, neZ jako Kelvinlv ¢lanek s nulovou viskozitou.
Odpadaiji pak problémy s vyhodnocenim ﬂ()k a Aok pro nulovy retardacni Cas.

Sumaci dil¢ich deformaci (5.29) ziskame

M M M
1 1 Ok

Agy, = z Agye = | g+ Z(l — M) g | Ao + z (1 - ﬂﬂk) (E— - Suk> (6.1)
=0 0 = g p=1 g

Vyraz nasobici zmé&nu napéti je vlastné prevracend hodnota pfirtistkového modulu Ey
-1

(1 < 1
E,=|=—+ z(l — M) = (6.2)
Eo E“
p=1

Tento C¢len popisuje okamzitou deformaci. Druhd suma popisuje dotvarovani; pokud tento clen

oznaéime Agy, miZeme rovnici (6.1) pfepsat v jednoduchém tvaru

Agy, = A0k + Ag
&k = Ey €k (6.3)

Z této rovnice pak vyjadfime pfirlstek napéti:
Aoy = (Agy, - Agy) Ey (6.4)

Aby tyto vztahy popisovaly viceosou napjatost a ne pouze jednoosy tah-tlak, je nutné do vyse
uvedenych vzorcl zahrnout jednotkové matice poddajnosti a tuhosti. Jednotkova matice poddajnosti
je definovana:
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1 -v -v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0 ]
-v -v 1 0 0 0
— 6.5
=10 0o 0 201+ 0 0 ‘ (6:3)
0 0 O 0 2(1+v) 0
lo o o 0 0o 20+l
Jednotkova matice tuhosti vznikne inverzi C,,
1-v v v 0 0 0
1% 1-v 1% 0 0 0
D, = 1 v v 1-v 0 0 0 66)
1+v@-2wi 0 0 0 05—v 0 0
|[ 0 0 0 0 0.5—v 0 Jl
0 0 0 0 0 05—
Vztah pro prirGstek deformace tak dostane tvar
M
1 1
Agp, = E_CUAGk + Z (1 - ﬂyk) E_Cva ~ &k 6.7)
k =1 n
A prirQistek napéti:
M
— 1- ﬁ k
Aoy = ExD,, | Agy + z (1 - ﬂ/jk) & ~ Cyox E“ﬂ (6.8)
p=1

je pak upraven na efektivnéjsi formu (6.9), kdy eliminujeme neucelné nasobeni matici poddajnosti

a vzapéti anulujicici nasobeni matici tuhosti

M M 1-
AGk = Eva ASk + Z (1 ﬁ Eka Z E (6.9)
lu:l u=1
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Algoritmus:

-
Nejmensimi Ctverci/analyzou retardaéniho Vypotti pomocnou deformaci
spektra vyhodnot a uloZ moduly ¢lankd E ;.
L M
g Agy = 2 (1-8,) 2k
Vytvor a vynuluj vektor diléich @) =1 o
deformaci ¢, a nastav CitaC k = 1.
.
4 R I
Pro dané 4g;, vypocti pfirGstek napéti
/Pro délku kroku Aty \ 3 o O
, Aoy, = E;,-D,(4 Ag,) - EiC
©) vyhodnot: ﬂﬂk, Ay 0 L Ok ke Dy(Ag + A% - Ey o y
pFirGstkovy modul £, (6.2) S
a pomocnou poddajnost Pomoci vzorce (5.29) aktualizuj dil¢i
O deformace €, inkrementuj ¢itac o 1. O

T4 E, O NE Jo I " krok
p=1 y\ <\O e pro novy kro J
k / @) O «— | rozdilna délka At?

6.2 ALGORITMUS PRO STARNOUCI KELVINUV RETEZEC

V této kapitole odvodime numericky algoritmus pro popis chovani starnouciho Kelvinova retézce;
nejprve ale budeme muset ziskat tento algoritmus pro jeho jednu jednotku. PouZijeme stejné

predpoklady jako v kapitole 4.3.2, ve které byla odvozena funkce poddajnosti pro starnouci KelvinGv

o . g ‘ , t
fetézec. Predpokladali jsme, Ze plati rovnost: % = 1 = konst.

Zatneme Upravou diferencidlni rovnice (4.19) popisujici chovani jedné Kelvinovy jednotky.
Pri vypoctu funkce poddajnosti jsme predpokladali, Ze je na levé strané této rovnice nula (¢asova
derivace konstantniho napéti). Nyni nahradime vradmci jednoho (k-tého) integraéniho kroku o(t)

. A P v . . v . , ..
vyrazemfa D(t) nahradime hodnotou ve stfedu intervalu, tj. Di41/2- Témito upravami jsme
k

dostali diferencialni rovnici druhého fadu s konstantou na pravé strané.

AO'k
&t) + ré(t) = ————
Dicy1/24t, (6.10)

Tato diferencialni rovnice ma obecné rfeseni ve tvaru

AO'k _t
t)=—t+C(C; +Che ~
t) Dy y1/24t, v (6.11)
Integracni konstanty vypocteme z pocatecnich podminek. Mezi integracnimi kroky musi byt
zachovana spojitost relativnich deformaci i jejich prvnich derivaci. Pocatecni podminky pro cas
t =ty jsou: e(ty) = g aé(ty) = &. Po urleni integracnich konstant a jejich zpétném dosazeni
do obecného feseni:
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AUk AO'k _t—tg
t)=g+——@Ct -t )+ r|lg ———— (l—e T )
A0 = & Dk+1/2Atk( 2 < “ Dk+1/2Atk> (612)
Vyhodnocenim tohoto vyrazu pro Casyt = t,,qat = t, a vzajemnym odectenim obdrzime
prirGstek za Cas Aty, rovnice (6.13). UZitim definice pomocné proménné Ay (5.27) dostaneme finaini
vztah (6.14).

Ag, = +r-<:g —L>(1—ﬂ)
k k+1/2 k Dy y1/24t k (6.13)
AUk .
Ag, = 1—-2)+ T'&‘k(l - ﬂk) (6.14)
k+1/2

Casovou derivaci vyrazu (6.12) ziskdme piedpis pro rychlost relativni deformace £(t)

Ao; Ao; _t-tg
&) = —k + <‘.9k —k> (e T ) (6.15)

Dy y1/24t Dy 124t
Stejnym postupem jako pro prirlistek deformace vyjadrime i pfirtstek jeji rychlosti

AO'k

Ag(t) = <—«‘9k + )(1 - 5,) (6.16)

Dic 124t

Timto jsme zavrsili algoritmus popisujici chovani jednoho starnouciho Kelvinova clanku.
Prechod k fetézci je podobny jako v minulé kapitole; celkova deformace vznikne sectenim prispévki
z jednotlivych jednotek. Co se ale vyznamné lisi, je nutnost skladovat rychlosti deformace ve formé
vnitfni proménné. Aby se skladovala bezrozmérna hodnota, prendsobi se &, retardacnim ¢asem t
a vyslednd vnitfni proménna se oznaci y.

Zavedeme piirdstkovy modul Ey, ktery na rozdil od nestarnouciho Fetézce zavisi na aktudlni
hodnoté D, x11/2-

-1

1 < 1
E, = =t 2(1 ) N (6.17)
o & k+1/2

Pokud definujeme pfirdstek creepu za ¢asovy krok Aty,

M

A = (=B (619)

H=1

zjednodusi se formule (6.14) na stejny tvar jako v pripadé nestarnouciho retézce.

Agp, = Adk + Ag))
K=F i (6.19)

k

Zbyva definovat vztah pro aktualizaci vnitfni proménné y. Toho dosahneme vyhodnocenim vyrazu

]/;lk+1 = (Ek + Agk)f
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Verr = V(tiewr) = Ay + 7, = Dsis CoA0i + B4V e (6.20)

Tento vyraz lze jesté zjednodusit. Pokud se prirGstek napéti vyhodnoti vyrazem (6.21), dojde
k anulovéni nasobeni C,,-D,,

Aoy, = E D, (As,~As);) (6.21)
1% = ﬂﬁ (Ag-4g) + B, 7,
ik +1 Dyk+1/2 k k k ik ! ke (6.22)

Je zajimavé, Ze na tento algoritmus, a¢ je faddové slozitéjsSi nez metoda pro nestarnouci
Kelvindv fetézec, nejsou z hlediska ukladani vnitfnich proménnych kladeny vyssi naroky na pamét.
U tohoto algoritmu totiZ neni potfeba uchovavat deformace jednotlivych ¢lanki g,

Algoritmus:

-
Vytvor a vynuluj vektor vnitfnich Vypocti velikost prispévku od dotvarovani
proménnych 7, nastav Citac k = 1. Ag,, podle vzorce (6.18).

L

s N O
Pro délku kroku At;, vyhodnot

alu. O )
L P @ Ak Pro dané Ag, vypocti

AN

prirGstek napéti (6.21)
Pro krok ty 11/, vypocti moduly

g

D, k+1/2 (metodou nejmensich

J

Pomoci vzorce (6.22) aktualizuj vnitini

Ctvercu)
proménné a inkrementuj ¢itac o 1.

g

O¢—0O0«—O

e ™
Pomoci vztahu (6.17) vyhodnot

pFirdstkovy modul Ej,
N J

Je pro novy krok

— rozdilna délka Aty

@)
'

=2

o

O

f
@)

J

=2
m
O
-

6.3 ALGORITMUS PRO SOLIDIFIKUJICI KELVINUV RETEZEC

Vtéto kapitole vyuZijeme poznatk(l zcasti 4.3.3, kde byla definovana funkce poddajnosti
solidifikujiciho Kelvinova fetézce J(t,t"), (4.37), funkce popisujici vyvoj objemu solidifikované &asti
v ¢ase v(t) a nestarnouci funkce poddajnosti formou Dirichletovy fady ®(t — t'), (4.35).

Regeni vychazi z rovnice (4.15) popisujici rovnost celkové rychlosti napéti a dil¢ich rychlosti
napéti v jednom Kelvinové clanku. Rychlost napéti v pruziné vyjadiime pomoci funkce v(t) a E”
(vztah (4.27)) a vyuZitim vztahu (4.28) vyjadiime rychlost 6. (t) v zavislosti na o, (t) - vztah (4.29). Po
dosazeni (4.29) a (4.28) do (4.15) dostavdme rovnici rychlosti napéti pro u-ty Kelvindv élanek:

d
o(t) = E;v(t)-,(t) + x 1, v (t)£,(t) (6.23)

Zderivovanim soucinu podle Casu a vydélenim E;f
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o(t)

Ey

= v() 5,(6) + 7, (V(0) %, () + v(8) £,(0)) (624)

Seskupenim derivaci stejného radu

o(t) . )

T = wvOEm+ (v(®) + 7,0(0) £,(0) (6.25)
PFi dobre zvolené vnitfni proménné (6.26) a jejim dosazenim do rovnice (6.25) ziskame nehomogenni
linearni diferencialni rovnici (6.27).

7ﬂ(t) =Ty v(t) 'éy(t) (6.26)
7, 5(t)
7, (&) + =—= (6.27)
o Tu E;
Rovnici (6.27) prepiSeme ve tvaru
7O Ag,
() + =—
7,0 o Ay (6.28)

Tato diferencialni rovnice ma obecné rfeseni

t
t)=——=+Ce
7, () = AtkE” B (6.29)
Zvolime-li za pocatecni podminku Y (ty) = Vo najdeme partikularni reseni
Aoy 1, Aot \ _tte
p— + - o

Vypolteme pfirGstek této proménné za cas Aty, vzorec zjednoduSime pouZitim proménnych
definovanych v (5.18) a (5.27)

AO'k
A?’ﬂk = 7/Iu(tk+1) Y () = A — Ey -1 ‘ﬂﬂk)ﬂfﬂk (6.31)

Zbyva vypocditat prirdstek deformace

k+1

7,0
Ay =— f o) (6.32)

. e . . y trt+t .
Pokud budeme aproximovat solidifikovany objem v c¢ase v(%) = Vg41/2 , ZUStane

pod integralem jen }/ﬂ(t). Prirdstek deformace p-tého ¢lanku v intervalu Aty je pak urcen vzorcem

A 1- +
uk E Uk+1/2 ( k) Vk+1/2

(1= Z) (6.33)
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Ve vzorci (6.33) souvisi prvni ¢len na pravé strané s okamzitou deformaci a druhy clen
s dotvarovanim. Pfidanim nestarnouci pruziny (nulty ¢lanek) a seétenim prispévkd ze vsech jednotek
mUzZeme napsat vzorec pro celkovou deformaci souvisejici s dotvarovanim (6.34) a pfirlistkovy modul
(6.35) popisujici deformaci celého retézce.

M
1
A =—— 3 (1= 5,7
k YA ke ke (6.34)
u=1
-1
M
_ 1 1 1-1
E. ==+ Z( m”k) (6.35)
Ey Vs 1 E;

Jesté je potreba vyjadrit hodnotu proménné ¥, na konci kroku.

A
- — _ CHk
7,uk+1 = 7ﬂ(tk+1) = A?’#k + 7yk = E;JO C,A0; + ﬂ,ukyyk (6.36)
Aby vysledny vyraz popisoval cely vyraz pro basic creep modelu B3, je nutné dodat ¢len
souvisejici s dlouhodobymi neelastickymi Ucinky. Tento clen je zastoupen jednim starnoucim

tlumi¢em sériové zapojenym za cely fetézec. Vysledny retézec ma tedy podobu zachycenou
na schématu na obrazku 6.1.

Obrazek 6.1 Schéma solidifikujictho Kelvinova fetézce doplnéného o nestarnouci pruzinu a starnoucf tlumic.

Aty

Agpy = Cy Ok +1/2 (6.37)

Me+1/2

Dotvarovani v jednom kroku bude o tento pfispévek vétsi:

M
Aél! ! 5(1 By + At ¢
g = . —_— 7/ — | 'G .
k Vir1)2 e k! ik 77k+1/2 v 'Ok (6.38)

RovnézZ je nutné zmensit prirlstkovy modul:

M

_ 1 1 1-4 At
E, = =+ Z ( Ewﬂk) +5 k (6.39)
0 Vk+i/2 & 1 M+1/2

77



Algoritmus:

-
Nejmensimi ¢tverci/analyzou retardacniho Vypocti velikost pFispévku od dotvarovani
spektra vyhodnot a uloZ moduly ¢lankd E ;. Agy, podle vzorce (6.34) nebo (6.38).

N

- O

VytvorF a vynuluj vektor vnitfnich

proménnych y a nastav Citac k = 1. . . L)
\_ Pro dané Ag, vypocti pfirGstek napéti
r @)
Pro délku kroku At vyhodnot Aoy = Ey D, (Ag-Asgy)
B @ A \ J
N
4 N
Pomoci vzorce (6.36) aktualizuj vnitfni
Pro krok t; vyhodnot vyrazy proménné a inkrementuj ¢&itad o 1.
Vit1/2) Mgz @ podle vztahu J
(6.35) n_ebo (6.39) prirtstkovy m o , ~
modul Ej. Je pro novy krok
\_ o - o rozdilna délka At, | ©
J

6.4 METODY STANOVENI OPTIMALNICH PARAMETRU KELVINOVA RETEZCE
Tato kapitola je zasvécena optimalizaci parametri Kelvinova retézce. Pfedmétem optimalizace je
jednak volba spravnych tuhosti E,;, pottu jednotek M a retardacnich cast z,. Cilem bylo ur¢it tyto
parametry tak, aby byla minimalizovana chyba vypoctena z rozdilu mezi sprdvnym reSenim a rfeSenim
aproximovanym. Jako spravné feSeni je povaZovana nestarnouci funkce poddajnosti modelu B3
a jako aproximované reseni exponencialni algoritmus pro nestarnouci Kelvinlv fetézec.

6.4.1 METODA NEJMENSICH CTVERCU
Least Squares Method

Prvni uvedenou metodou pro urceni optimalnich hodnot tuhosti pruzin Kelvinovych jednotek je
metoda nejmensich ctvercl. Jedna se o robustni metodu, kterd minimalizuje chybu aproximace

, , Ve 2
vhodnou normou generovanou skalarnim soudinem, tedy ||v|| = Y/ (v, v).
Matematické odvozeni prevzato z [18]

Necht V je vektorovy prostor, f € Va ¢4, d, ..., &, necht jsou linedrné nezavislé prvky z V.
Chceme urcit linedrni kombinaci prvkd ¢4, ¢,, ..., d,, takovou, Ze norma

Hf - Zn: ardr

k=1

(6.40)

bude nejmensi mozna. Oznaéme

n 2

v(ay, Gz, ) @n) = Hf =) ai

k=1

(6.41)
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JelikoZ funkce v je spojitd na R" a lim,|_,, v(@) = oo, ma R" globdlni minimum. JelikoZ v ma derivaci
pro viechny n-tice a = a4, ay, ..., a,, je minimum v bodé, kde

Jv(a) 0

6.42
e, (6.42)

provsechna k =1, 2, ...n. Vyhodnoceni (6.42):

ovla) _ 9 f—zaj%’f_zn:amd)m -

aak B aak

:a_ak(f'f)_zﬁ f»JZ:laﬂﬁj +a Zaj¢j'zam¢m =

j=1 m=1

a n a n n
= —26—%;%(}‘, ;) +a_akz z ajam(d), Pm) =

j=1m=1

=—2(f, ¢;) +2 Z a;(bw, b;)
=

Tedy koeficienty ay najdeme jako FeSeni soustavy rovnic, kterd ma pravé jedno feseni. To plyne
z linedrni nezavislosti prvk( ¢y.

a;(p1, P1) + az(@1, ¢2) + -+ an (b1, ¢pn) = (f, 1)
a; (P2, d1) + az (P2, @2) + - + an(d2, dn) = (f, P2)

a1(¢nr ¢1) + az((pn' ¢2) + -+ an(¢n' ¢n) =, dn)

Zde matematické odvozeni kondi. Pro nasi potiebu je vyhodné vyse uvedenou soustavu
prepsat v maticovém zapisu. Zavedeme:

(P, 1) - (b1, ¢n)]
(¢nJ ¢1) (¢n: ¢n)
a
x= { : } (6.44)
aTl
(fl d)l)
b= : (6.45)
(f, ¢n)
Soustavu tak mUZzeme zapsat ve formé
A-x=Db (6.46)
ze které vyjadrime vektor nezndmych
x=A1bh (6.47)
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V nasi inZenyrské uloze se snazime vhodnou kombinaci koeficientl — tuhosti jednotlivych
Kelvinovych ¢lankd E, (kde p = 1...M) — nalézt takovou funkci poddajnosti, kterd se na vymezeném
intervalu bude co nejvice bliZit presnému analytickému feseni. Ulohu je$té mirné transformujeme:
abychom si ulehdili hledani, budeme se snazit najit pfevracenou hodnotu tuhosti — poddajnost C,,.

Analytické feSeni predstavuje nestdrnouci funkce poddajnosti pro popis zakladniho dotvarovani

t—t"\"
Dt—t)=gqyIn <1 + ( > ) (6.48)
Ao

kde q, ... materidlovy parametr zavisejici na obsahu cementu a pevnosti v tlaku

modelu B3 dand predpisem:

t —t' ... délka trvani zatiZeni (¢ je aktudlni ¢as a t’ je &as vneseni zatizeni)
Ao ... empiricka konstanta, nej¢astéji rovna jednomu dni
n ... empirickad konstanta, nejcastéji 0.1

po dosazeni a za pfedpokladu, Ze t'=0 (@ pFedstavuje nestarnouci funkci poddajnosti, jejiz hodnota
nezavisi na okamziku vneseni zatiZeni) se vztah zjednodusi:

Nt) = q; In(1 + () (6.49)
Funkce poddajnosti Kelvinova retézce tvoreného sériové zapojenymi Kelvinovymi clanky
vznikne souctem dil¢ich poddajnosti. Pro ilustraci dobfe poslouZi obrazek 4.4 na samém zacatku této
prace. Pfevracenou hodnotou modulu E, p-té Kelvinovy jednotky jsme schopni nastavit hladinu,
ke které se bude limitné blizit hodnota deformace pro casy radové vyssi, nez je retardacni cas
(na obrazku jsou vsechny stejné a rovny jedné). Pokud vhodné zvolime tyto tuhosti pro retardacni
Casy, které jsou schopny popsat chovani na nami vymezené oblasti, a dil¢i poddajnosti seCteme,
dostaneme kfivku, kterd se bude velmi podobat funkci poddajnosti ®. Pokud se retardacni casy
neprekryvaji a jsou voleny napfiklad v mocninach deseti, jisté by bylo mozné urcit vhodné koeficienty
i ruéné. Pro rlizné vstupni hodnoty a pocitatovou implementaci je ale tento problém lepsi svérit
metodé nejmensich ¢tvercd.

Je potieba sestavit matici A nasobici vektor neznamych (poddajnosti Cu) a vektor pravych
stran b. Zvolime diskrétni casy, pro které budeme minimalizovat chybu mezi analytickym
a numerickym freSenim; je dobré tyto casy volit vlogaritmickém meéfitku. Tyto casy zapiSeme
do vektoru t, pocet téchto casi oznacime T. Je nutné tyto Casy volit uvnitf intervalu, na kterém
pozadujeme dobrou shodu — vopacném pfipadé by sice doslo kzlepSeni aproximace v SirSim
¢asovém intervalu, ale pfesnost na oblasti, kterd nas zajima, by se diametralné zhorsila. Dale vhodné
zvolime retardacni Casy 7, jejich pocet oznacime M.

Vysledna funkce poddajnosti ma tvar

M

Jo(®) = 2 (o (1 - e_5> (6.50)

H=1

Prvky matice A vypocteme ze vztahu

T Lt ty
Ali, j] =Z<1—e fi)(l—e Ti) (6.51)
k=1
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ktery pfedstavuje sumaci soulinu poddajnosti dvou Kelvinovych ¢lanki s retardacnimi Casy 7; a 7;
a s jednotkovymi tuhostmi pres vSechny casy, ve kterych minimalizujeme chybu. Vektor pravych
stran soustavy (6.46) ziskdme obdobné. Jednu z poddajnosti nahradi funkce ®.

T
_tk
bli] = z (1 —e Ti)d)(tk) (6.52)
k=1
Nyni zbyva pouze matici A invertovat a vyhodnotit soucin A-b, kterym dostaneme vektor
poddajnosti C,,. Tyto poddajnosti staci invertovat a ziskime hledané moduly E,,.

Velkd vyhoda této metody spocivd vtom, Ze stejnym postupem je mozné najit popis
i stdrnouci funkce poddajnosti. Bohuzel je pak nutné moduly urcovat v kazdém vypocetnim kroku.
Mezi nevyhody patfi vysoka vypocetni narocnost; s rostoucim poctem jednotek rychle roste pocet
operaci potfebny pro sestaveni Ulohy a k jejimu vyreseni.

6.4.2 METODA ANALYZY RETARDACNIHO SPEKTRA

Podobné jako metoda nejmensich ¢tverct, tak i metoda analyzy retardacniho spektra vede k ziskani
hodnot ¢lenl Dirichletovy fady ve tvaru (4.14). Pro pouziti této metody musi byt ale splnén jeden
predpoklad - nestdrnouci funkce poddajnosti pro popis zakladniho dotvarovani modelu B3, kterou
hodlame aproximovat touto Dirichletovou fadou, musi mit vhodny tvar, kterym (6.49) je. Pro vypocet
hodnot tuhosti ¢lenl Dirichletovy fady pak existuje pfimy vzorec. Matematické odvozeni je mozné
nalézt v [1].

Retardacni Casy jednotlivych jednotek je v pfipadé pouZiti nasledujicich vzorc nutné volit
v nasobcich deseti. Optimalizaci volby krajnich hodnot je vénovana nasledujici kapitola. Poddajnost
nultého ¢lenu ma tvar:

1 427
—_— = In(1 ) ——————< 6.53
5 - n(1 + %) 100+ ) (6.53)
kde
0.1
7 = (ﬁ) (6.54)
V10
a poddajnosti prvniho aZ p-tého ¢lenu:
1 2;75,(09+ 7))
— =In(1 6.55
» "0 oz (6:55)
kde
z=(27)" (656)

Pokud pouZijeme tyto vzorce, nasSe feSeni se bude od spravného liSit o relativni chybu
1.5-3.0 %. Toto feSeni je na nasledujicim obrazku zndzornéno cernou kfivkou. Jak je vidét, rozdil
tohoto a sprdvného (analytického) reseni je v Case témér konstantni a nabizi se tedy myslenka vyse
uvedené vztahy upravit. Empiricky bylo zjisténo, Ze ke zlepSeni presnosti pfispéjeme, pokud
vynasobime retardacni casy konstantou 1.35 a poddajnost posledniho ¢lenu konstantou 1.2.
Upravené feseni je vyznaceno Cervenou kfivkou na nasledujicim obrazku. Relativni chyby upraveného
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i neupraveného feseni jsou znazornény na obrdzku 6.3. Chyby maji ptiblizné sinusovy charakter
s amplitudou do 0.3 %. Relativni chyba neupraveného reseni klesd pouze zdanlivé; je to zplsobeno
tim, Ze se v ¢ase zvySuje hodnota, vici které rozdil hodnot normujeme.

-4

10
2x

=
Q
T

=
(*))
T

nestarnouci funkce poddajnosti |

retardac¢ni spektrum [
ret. spekt. modifikace

J [1/MPa]
S O ) = =
N ‘ (o)} (o) R N N

0.2

tt, [den]

Obrazek 6.2 Priibéh funkce poddajnosti v ¢ase. Hodnoty ziskané upravenou metodou analyzy retardac¢niho spektra
a hodnoty presného reseni splyvaji.

chyba [%]

retardacni spektrum
ret. spekt. modifikace | |

0.5
10"

t-to [den]

Obrazek 6.3 Porovnani chyby upravené a neupravené analyzy retarda¢niho spektra.

Tato metoda muze vystihnout i chovani funkce poddajnosti, jejiz vlastnosti se budou ménit
v zavislosti na okamziku zatiZzeni. Musi byt ale popsana pomoci solidifikacni teorie (viz kapitola 7),
ve které je efekt starnuti pfedstavovan pouze jednim soucinitelem nasobicim jinak nestarnouci funkci
poddajnosti. Oproti tomu metoda nejmensich ¢tverct je schopna urdit tuhosti ¢lend Dirichletovy fady
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bez tohoto omezeni pouze s tim nedostatkem, Ze tuhosti bude nutné v pfipadé obecného starnutim
vyhodnocovat v kazdém vypocetnim kroku.

6.4.3 OPTIMALIZACE VOLBY RETARDACNICH CASU A POCTU KELVINOVYCH JEDNOTEK

Pro Kelvinlv ¢lanek plati, Ze v asovém intervalu vztazeném k retardaénimu ¢asu (0.0571; 31 )
se odehraje 5-95% konecné hodnoty deformace. Proto je potieba volit krajni (nejkratsi a nejdelsi)
retardacni casy blizké hranicnim hodnotam intervalu, pro ktery chceme dosahnout dobré
aproximace. Byvaji doporucovany tyto hodnoty:

7 < 0.3t (6.57)
Ty = 0.5tmay (6:58)

kde 7y... nejkratsi retardacni ¢as v fetézci
Tyy-.. Nejdelsi retardacni Cas v Fetézci
tmin @ tmax SPodni a horni hranice aproximované oblasti

Mezi témito hodnotami by mély byt retardacni ¢asy rovnomérné rozdéleny; byva zvykem je
volit v mocninach deseti tak, aby kazdy retardacni ¢as vystihoval chovani v jednom fadu; viz obrazek
4.4. Rovhomérné je zde mysleno v logaritmickém méftitku.

Pocet jednotek zavisi samoziejmé na délce intervalu, na kterém chceme dosdahnout dobré
aproximace funkce poddajnosti. Podle vyse uvedenych doporuceni by napfiklad pro popis intervalu
(100; 1000) dni mél postacit Fetézec se tfemi jednotkami.

Je dulezité si uvédomit rozdil mezi retézci ziskanymi podle stejného doporuceni rdznymi
metodami; oba fetézce budou mit identické retardacéni Casy jednotek u =1 ... M, budou se ale lisit
tuhostmi. Jak je to mozné, kdyz oba maiji aproximovat stejnou funkci? V fetézci ziskaném analyzou
retardacniho spektra je totiz navic ¢lanek umoznujici okamzitou deformaci. Jak se ukdaze v dalsi
kapitole, je chovani obou fetézct mimo interval (t,in; tmax) 2Cela odlisné.

6.5 NUMERICKE MODELOVANiI A VYHODNOCENI(

V této kapitole prezentuji vysledky, které jsem ziskal namodelovanim obou algoritmi v prostredi
Matlab. Pfedmétem zajmu je vliv volby ¢asového intervalu (t,,in; tmax) N@ presnost Feseni. Relativni
chyba feSeni je pocitana stejnym zplsobem jako v kapitole 5.2. Za presné feseni se povaZuje
analyticky predepsana nestdrnouci funkce poddajnosti modelu B3 - (6.49). Za parametr g, této
funkce je ve viech pfipadech dosazena hodnota 1.40389-10*/MPa, ziskana pro tlakovou pevnost
f- = 38 MPa a obsah cementu 400 kg/m’ betonu. Upozorfiuji na zménu v ¢asovych jednotkach —
model B3 pouzivd jako zakladni jednotku casu dny. Retardacni casy jsou urfeny podle vyse
uvedenych doporuceni. Pfi metodé nejmensich ¢tverct jsou vyrazy vyhodnocovany ve tficeti bodech.

Zkoumany jsou nasledujici ¢asové intervaly:

a) 1-5000 dni— charakteristicka oblast
b) 0.001-5000 dni — Siroky interval

c) 100-1000 dni — uzky interval (1 rad)
d) 100- 150 dni— uZsi interval

Je také zkouman pripad (zafazen za model a)), ktery predstavuje solidifikujici Kelvin(v
fetézec, ke kterému je navic pfidana nestdrnouci pruzina a starnouci tlumic.

83



Vyhodnoceni

Na nasledujicich stranach jsou uvedeny grafické vysledky numerickych vypoctd. Lze konstatovat,
Ze pri dodrZeni doporuceného nastaveni retardacnich ¢asl doslo ve vsech pfipadech k vyborné shodé
mezi aproximovanym feSenim a feSenim presnym. Relativni chyba se pohybuje na sledované oblasti
viadu 0,25%, cozZ je z hlediska stavarské praxe a dosazitelné presnosti experimentdlniho méreni
zanedbatelna chyba. Zcela rozdilny pribéh funkce poddajnosti je zplsoben tim, Ze metoda analyzy
retardacniho spektra zarazuje na zacatek Kelvinova retézce pruzinu.

Vysledky obdrzené z modelll nakalibrovanych analyzou retardacniho spektra davaji ve vsech
pfipadech ustdlenéjsi vysledky — amplituda relativni chyby se vZadném ze ctyf modelovanych
pfipadl nelisi — je vifadu = 0,25 %. Charakter relativni chyby v logaritmickém méfitku pFipomina
sinusoidu. Z hlediska rozsahu presného feSeni dava tato metoda dobré vysledky i v blizké oblasti
hranice ndmi specifikovaného casového intervalu. Ve vsech pfipadech je dosaZeno pfijatelnych
vysledkl i pro hodnoty, které jsou desetinou spodni hranice ¢asového intervalu. Pro né se chyba
pohybuje do 1.5 %. To samé pravdépodobné plati i pro hodnoty za horni hranici intervalu —
potvrzeno jen pro posledni pfipad (v ostatnich pfipadech bud nebyly hodnoty za horni hranici
intervalu vyhodnoceny, nebo byl interval krdtky).

Metoda nejmensich ¢tverch dava také dobré vysledky. Charakter pribéhu relativni chyby je
ale nepravidelny — to plati i z hlediska amplitudy. Ta je v nékterych pfipadech mensi, jindy vétsi nebo
srovnatelnd s vySe uvedenou metodou. Konstatovat vsak lze, Ze v pfipadé velmi kratkého ¢asového
intervalu je chyba minimalni (posledni pfipad d)). Parametry E, byly stanoveny tak, aby bylo
dosazeno co nejvétsi presnosti v diskrétnich okamzicich. Nelze se tedy divit, Ze za nami
specifikovanymi hranicemi ¢asového intervalu nema pribéh presného feseni s vysledkem ziskanym
metodou nejmensich ¢tvercl nic spole¢ného. Za povsSimnuti stoji v poslednim pripadé klesajici funkce
poddajnosti za ¢asem 150 dni, co? je zplisobeno zapornym modulem E, = -1.149371-10° MPa
(E; = 7.1090310-10° MPa). Pocet bod(, ve kterych se vyhodnocuji poddajnosti ¢lankd a poddajnost @,
byl shledan dostatecnym (30 hodnot).

Kdyby byla relativni chyba 0.25 % povaZovana za pfilis velkou, neni problém obé metody
upravit zmensenim ¢asovych intervalll mezi retardaénimi ¢asy jednotlivych ¢lanka.
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Obrazek 6.5 Priibéh relativni chyby v Case.
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Obrazek 6.9 Priibéh relativni chyby v Case.
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Obrazek 6.13 Priibéh relativni chyby v Case.
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metoda implementovdna, budou obsluhovat pouze lidé, ktefi, a¢ budou potfebovat jen jistou
hodnotu, specifikuji Sirsi ¢asovy interval, pak Ize za tohoto predpokladu jednu Kelvinovu jednotku
usetfit.
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7. SOLIDIFIKACNI TEORIE
(Solidification Theory)

Solidifikacni teorie pochazi, stejné jako vétsina model(l a teorii zminénych v této praci, z dilny Prof.
Bazanta (1977). Solidifikacni teorie predstavuje velmi efektivni nastroj pro popis pretvarnych
vlastnosti betonu, byla z ni odvozena soucasna formulace zakladniho dotvarovani v modelu B3
prezentovana v kapitole 3.7. Jak je znamo, hodnotu relativni deformace v Case Ize vypocitat integraci
soucinu funkce poddajnosti a zmény plsobiciho napéti:

t
o(t) = jo It tdo(t') 71

Jak je ze vztahu vidét, funkce poddajnosti zavisi na hodnotdch &aslit at’, nikoliv pouze
na jejich rozdilu (t —t'), tedy délce trvani zatizeni. Timto se redlny popis pFetvofeni stava
zinZzenyrského hlediska velmi nelehkou ulohou. Solidifikacni teorie tento problém fFeSi velmi
elegantni cestou — zavadi se veli¢ina, kterd ma jasny fyzikdlni vyznam a je ¢asové zdvisld. Soucasné
matematické vyjadreni ¢asového priabéhu této veliiny v ¢ase neni komplikované. Starnouci funkci
poddajnosti lze pak zapsat jako soucin této velic¢iny s nestarnouci funkci poddajnosti, jejiz hodnota
zavisi jen na délce trvéni zatizeni (t — t'). Odvozeni viz [13]. Vyjadfeno pomoci prvni ¢asové derivace

P ,
](t,t)—@@(t—t) (7.2)

kde @je nestarnouci funkce poddajnosti, jejimZ argumentem je jen délka trvani zatizeni, a v(t) je
ona pomocna veli¢ina zavisejici jen na stari betonu v okamziku zatizeni.

Tato teorie tedy nepopisuje ménici se fyzikdlni vlastnosti jednotlivych slozek kompozitu
v ¢ase — to by skutecné problém nezjednodusilo. Veli¢ina v(t) popisuje dlsledek chemické reakce
probihajici v betonu (cementové pasté): vyjadfuje objemovy podil vzajemné propojenych
hydratacnich produkt( vici jejich kone¢nému objemu. Hydratacni produkty zpUsobujici dotvarovani
byvaji oznacovany jako C-S-H gely. Funkce v(t) je rostouci, v(0) = 0, v(c0) = 1. Pribéh solidifikace
si lze predstavit podobné jako proces sedimentace — postupné usazovani vrstvicek hydratacnich
produkt(, které jsou vzajemné pevné spojeny.

Pozn.: vcementdfské notaci oznacuje C = CaO =oxid vapenaty, S = Si0O, = oxid
kfemicity, H = H,0 = voda, CH = Ca(OH), = hydroxid vépenaty. Potom 3Ca0-Si0, = kfemicitan
trojvdpenaty = trikalciumsilikat = alit = C3S a 2Ca0 -Si0, = kfemicitan dvojvapenaty = dikalciumsilikat
= belit = C,S. Toto znaceni ndm usnadni zapis hydratacni reakce alitu a belitu.

C3S+(B—x+y)H - C.SH, + (3 —x)CH (7.3)
C,S + (3 — x + y)H = CySH,, + (2 — x)CH 7.4)

kde parametry x = 0.5 — 1.5 a y = 0.5 — 2.5 urcuji vyslednou strukturu: listkovita = C-S-H(l) nebo C-S-
H(Il), ktera ma podobu tenkych dutych svazcitych vidken.

Bohuzel pro popis redlného chovani betonu nam funkce poddajnosti (7.2) stacit nebude.
Vzhledem k tomu, Ze vlastnosti betonu se méni (roste efektivni modul) i po ukonéeni hydratacnich
reakci (pfiblizné ve stari jednoho roku), potfebujeme do funkce poddajnosti zaradit ¢len, ktery by
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toto postihoval. Tento ¢len bude predstavovan starnoucim tlumi¢em. Po doplnéni ¢lenu vystihujiciho
okamzZitou deformaci mGzeme funkci poddajnosti zapsat ve formé

J&,t) =qH(t —t') + ],(t, t) + (¢, t) (7.5)
Prvni ¢len nasobeny Heavisideovou funkci vystihuje okamzitou poddajnost. U betonu se predpoklads,
Ze jde o Casové nezavislou konstantu. Druhy clen predstavuje viskoelastické chovani popsané
solidifika¢ni teorii (J,,(t,t")=J(t,t") z rovnice (7.2)) a posledni ¢len popisuje dlouhodobé deformace.
Index fje z anglického slova flow (téci, plynout, proudit).

Nyni popiseme jednotlivé ¢leny této funkce poddajnosti; nejprve viskoelasticky ¢len J,(t, t").
Jak bylo jiz dfive zminéno, z experimentalnich méreni bylo zjisténo, Ze funkce poddajnosti vynesena
v semilogaritmickém méfitku v zavislosti na délce zatizeni t —t’ ma zpodlatku exponencidlni
charakter, ktery po urcité dobé prejde v linearni pribéh. Funkci poddajnosti charakterizujici
nestarnouci viskoelastickou odezvu miZeme hledat v podobném tvaru jako u Log Double Power Law

(kapitola 3.6).
t—t'\"
dt—-t')=q,In <1 + < > > (7.6)
Ao

Vliv starnuti pak zapiSeme pomoci vySe zminéné funkce popisujici casovy vyvoj objemu hydratacnich
produkt(.

1 ot (@)m 7.7)
v(t) t

kde g,, Ay, n, m a a jsou konstanty. Postupnym dosazenim do vztahu (7.2) a integraci

, cD(s—t) L _
L t) = (t) f f[a+ ]@(s t"ds =

—af@(s—t)ds+f/10 sTMP(s —t")ds =

t’

= o @t —¢) — A0)] +

Y
f Ao"'s ™n-q,ds _
s—t' + " (s —t)H (7:8)

t

=agq,In{1+ =y’ + ;tmf s ds =
- 7o R N O
t,

t—t"\"
=q3 In <1 + <T0> >+ q> -Q(t,t’)

Pokud dosadime za konstantu 4,= 1 den, dostaneme prvni dva ¢leny z vyrazu pro basic creep modelu
B3 (3.29).

Pfevracena hodnota viskozity stdrnouciho tlumice je dana predpisem

—= == (7.9)
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kde g4 je materidlovd konstanta. Funkci poddajnosti tlumice ziskame integraci vztahu (7.9).

Je(t,t) f ds ] <t> (7.10)
. = _ = n = )
! ORI

¢imz jsme ziskali posledni ¢len vzorce (3.29).

Pomoci solidifikacni teorie jsme tedy ziskali metodu, jak feSit jednoduchym zplsobem
komplexni ulohu. Starnouci funkci poddajnosti, kterou nelze integrovat, jsme nahradili sou¢inem
nestarnouci funkce poddajnosti a funkci, ktera vyjadiuje charakter starnuti. V pripadé numerického
feSeni bylo v pfipadé starnouci funkce popsané Dirichletovou fadou nutné v kazdém casovém kroku
vyhodnocovat tuhosti jejich ¢lend. Solidifikacni teorie nam ddva moznost tyto tuhosti vyresit jen
jednou na pocatku vypoctu a starnuti zohlednit pouhym vyndsobenim s Casové zavislou funkci,
kterou lze levné v kazdém casovém kroku vyhodnotit.

Pro postihnuti okamzitych deformaci byla pfidana elastickd pruzina a pro popis
dlouhodobého chovani starnouci tlumi¢. Pokud za konstanty uvedené ve vzorcich dosadime
charakteristické hodnoty (4y = 1 den, m = 0.5, n = 0.1), zbyvd urcit pouze Ctyfi materidlové parametry
g1 — g4 pro jejichz stanoveni byly vyvinuty empirické vzorce zohlednujici slozeni betonové smési a
pevnost v tlaku.

Zde uvedené vzorce lze pouiit pouze pro zakladni dotvarovani. Zobecnéni o vliv proménné
vlhkosti (a teploty) je predmétem kapitoly vénované Microprestress Solidification Theory.
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8. MICROPRESTRESS-SOLIDIFICATION THEORY

(Solidifikacni teorie mikropredpéti)

Pfedmétem této teorie je popis redlného pretvarného chovani betonu. Jeji fidici rovnice maji
skutecny fyzikalni vyznam; charakter vzorcl tedy nebyl formulovan jen tak, aby doslo k dobré shodé
s daty ziskanymi z méreni a experimentl. Dlvodem pro formulovani této teorie byla potifeba
postihnout dlouhodobé deformace betonu, jejichz pribéh je ovlivnén nejen stafim betonu
v okamziku zatiZeni, ale i okolni vlhkosti a teplotou. V této kapitole budou formulovany vztahy
postihujici jen vliv pribéhu vihkosti. Pfredpokladem této teorie je fakt, Ze pokud nedojde ke zméné
vihkosti, zjednodusi se fidici rovnice na vztah popisujici zakladni dotvarovani popsané v predchozi
kapitole. Je potfeba dodat, Ze ac jsou obé teorie — teorie solidifikace a teorie mikropredpéti —
zaloZeny na fyzikalnim popisu mikrostruktury betonu, vzajemné se nevylucuji. Popisuji totiz dva zcela
odlisné procesy.

V druhé Casti této kapitoly bude definovdn vztah, diky kterému budeme moci popsat chovani
betonu formou reologického tetézce, viz obrazek 8.1. Jeho prvni dva cleny popisujici okamZitou
deformaci €. a viskoelastickou deformaci €, prevezmeme ze solidifikacni teorie, popis druhych dvou:
tlumice (deformace &) s viskozitou zavislou na case, vlhkosti (a teploté) a clen popisujici smrsténi &y,
formulujeme v této kapitole.

Obrazek 8.1 Schéma reologického retézce popisujiciho microprestress-solidification theory.

Zakladni fidici veli¢inou této teorie je tzv. mikropredpéti. Oznaceni mikropredpéti by nemélo
budit dojem, Ze jde o veli¢inu nabyvajici malych hodnot — pravé naopak. Pfedpona mikro je vtomto
pfipadé motivovana popisem mikrostruktury betonu. Mikropredpéti vznika béhem hydratace betonu
vlivem velkych a velmi lokalizovanych objemovych zmén. Velikost mikropfedpéti je ovliviiovdna
zménami vihkosti a teploty, popfipadé lokalnimi zménami objemu zplsobené chemickymi reakcemi.
Velikost mikropredpéti je mnohem vétsi nez velikost vnéjsSiho makroskopického napéti. Proto se
nepredpoklada, Zze by zmény makroskopického napéti (se stejnou orientaci jako mikropredpéti)
mohly ovlivnit relativni deformace v mistech, kde plsobi mikropfedpéti. Je dobré vysvétlit, proc je
pravé mikropredpéti vhodnou veli¢inou pro popis chovani betonu. Ztvrdla cementova pasta vyrobena
z portlandského cementu je velmi porézni materiadl s az nepredstavitelnym specifickym povrchem:
500 m®/ 1 cm®. Tento materidl je protkdn soustavou kapilar (pramér vét$i ne? 1 um) a podkapilar
(prdmér od 0.263 nm do 1 um), coz vede ke vzniku velkych kapildrnich a adsorpénich sil, (viz. obrazek
8.2). Napfriklad tlak vyvozeny pfi relativni vihkosti 100% v nanopéru (primér od 0.263 do 2.63 nm) o
praméru dvou molekul vody je pfi teploté 25 °C 174 MPa. Tento tlak plsobi na stény péru a musi byt
vyrovnan tahovymi silami pasobicimi v uzkych krécich, které spojuji dvé protilehlé strany stejného
nanoporu (viz. obrazek 8.3). Na mikrourovni se tedy cementova pasta nachazi v samorovnovainém
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poli napéti. Termin mikropredpéti je zfejmé prevzat z analogie mezi tahovymi mustky plsobicimi
proti porovému tlaku a tazenou predpinaci vyztuzi pUsobici proti tlacenému betonu — oba systémy
jsou z globalniho hlediska v rovnovaze.

Anhydrous Free
Cement Adsorbed
Water
Disjoining —— Microprestress S
Pressure pg .
by %ﬂP‘l'f“‘Y
: ension Surface
Tension y
Hindered
Adsorption ™~ Air with
‘Water Vapor
Cement Gel Cement Gel Capillary Water
(Inner Products) (Outer Products) of Tension pe

Obrazek 8.2 Mikrostruktura cementové pasty a plisobici napéti. Pfevzato z [11].
® DETAL ® K-\

Capiliary
Meniscus

Obrazek 8.3 Schéma popisujici dislokaci na mikrotirovni. Prevzato z [9].

Jak jsem uz dfive zminil — nepfedpoklada se, Ze by makroskopické napéti jakkoliv ovliviiovalo
velikost mikropredpéti plsobici ve stejném sméru a jemu pfislusSnou deformaci, protoZe
mikropredpéti ma mnohonasobné vétsi velikost. Deformaci Ize ale dobfe popsat pomoci napéti
plsobiciho v kolmém sméru k mikropredpéti. Obrazek 8.3 tuto situaci dokumentuje. Mikropredpéti
oznacené S vznikd reakci na plsobici tlak pgy v nanopéru. Pribéh deformace miZeme popsat
podobné, jako se popisuje plasticita — totiz posunem v krystalové mfizce o jeden atom. Zde ale
proces funguje mirné odlisSné. Nepredpoklada se, Zze by vSechny mistky prenasejici mikropredpéti
byly stejné zatiZzeny. Proto dojde pfi zatiZzeni pticnym makroskopickym napétim o k preruseni nejvice
zatizené vazby a nasledné relaxaci makroskopického napéti, nejvétsi namahani se presune na jiny
mustek a situace se opakuje. Pokud dojde k posunu, milZe nastat opétovné spojeni prerusenych
mustkd.

le zfejmé, Ze ¢im vétsi bude napéti prenasené mustky (mikropredpéti S), tim spiSe dojde
k preruseni vazeb a nasledné deformaci. SniZeni relativni vlhkosti vede ke zvySeni povrchového
napéti a tim zvyseni tlakd uvnitf (nano)pdrd. Starnuti materidlu bude jisté souviset se snizovanim
mikropredpéti.

Vzorec pro vypocet povrchového napéti

C,RT
M

kde R =8.314]-K 'mol~! ... univerzalni plynova konstanta

y= Inh+y (8.1)

M = 18.2 g-mol~... molarni hmotnost vody
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T ... absolutni teplota [K]

Cyavy, ... konstanty

Derivaci (8.1) podle ¢asu

. c1h
y=—= (8.2)
C;RT .
kde C = 1M ... pomocna konstanta
Za konstantni teploty se napéti v kapilarach p,. a relativni tlak vodni pary p,, méni mérné
s povrchovym napétim y. ZapiSeme rychlost pretvareni viskdzniho tlumice:
. o
& = —— (8.3)
700

kde S ... mikropredpéti
o ... makroskopické napéti plsobici kolmo k mikropredpéti (viz obrazek 8.3).

Orientace ploSek, na kterych plsobi mikropredpéti neni diky izotropii materidlu jednotna,
pro kazdy smér je pritom hodnota mikropredpéti S stejnda. Schéma relaxace mikropredpéti plyne
z obrazku 8.4, kde mame ve vertikdlnim sméru sériové zapojenou pruzinu s tuhosti Cg s visk6znim
clankem, ktery musi mit stejnou viskozitu jako clanek zapojeny v plvodnim horizontdlnim

usporadani, kde je clenem reologického fetézce popisujiciho dotvarovani.

N

Kelvin|---- —

Obrazek 8.4 Mechanismus relaxace mikropredpéti.
MiiZeme tedy napsat diferencidlni rovnici popisujici relaxaci mikropfedpéti:
§ + 5 S (8.4)
Cs  n(S) G .
kde $ ... Casova derivace okamZité hodnoty mikropredpéti, jehoz zména je vyvolana kapilarnim

tlakem, povrchovym napétim nebo tlakem vyvolanym krystalizaci.

Pfedpokladdme mocninny tvar funkce viskozity v zavislosti na mikropredpéti.

1 -1
ﬁ =cp-SP (8.5)

kde p > 1 je vhodnd konstanta[-]ac > 0 [MPa2-s].
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Pokud je rovna Casova derivace mikropredpéti $ a derivace pérového tlaku y, dostaneme kombinaci
rovnic (8.2), (8.4) a (8.5) nelinedrni diferencialni rovnici popisujici relaxaci mikropredpéti v zavislosti
na vlhkosti a jeji Casové zméné.

S+ coSP = —% (8.6)

Ve vztahu jsme uzili substituci
co=CsCp (8.7)
Pro limitni ptipad, kdy nedochdzi k vysychani (basic creep), se prava strana rovnice (8.6)
rovna nule a funkce mikropredpéti S(t) splnujici poc¢atecni podminku
S(to) =S (8.8)
muze byt snadno vyiedena separaci proménnych. Resenim rovnice (8.6) pro A = 0 je pak

1
S(t) = (Sol_p +colp — D(t — to))l'p (8.9)

Pokud pravé uvedeny vztah dosadime do rovnice (8.5) a tu nasledné do (8.3), dostaneme ¢asovou

zavislost mezi rychlosti deformace viskézniho ¢lanku &¢, vnéjsiho napéti ¢ a mikropfedpéti S.
1

0 P+ co(p — D(t — )

Funkci poddajnosti /5 ziskdme zavedenim konstantniho napéti G plsobiciho od okamziku v €ase t’ a

g(t) = o(t) cpSP~! = o(t) cp S (8.10)

integraci £¢(t) definovaného v (8.10).

(8.11)

cp 1 <1 +co(p — 1)Sop_1(t - to))
@ =1 \1+co(p — 1)SeP (' — o)

Nyni zavedeme specidlni pocatecni podminku pro hodnotu mikropfedpéti S, tak, aby se

]f(t' t’) =

funkce poddajnosti zjednodusila na tvar (7.10). Staci polozit

1
So = ((p — Deot) TP (8.12)
Vyrazy (8.9)-(8.11) se pak zjednodusi na

1

to\D=
S(t) =S, (%’)p ! (8.13)

b () = ot)cp ot)
= -0t T (8.14)

- (f) o)
Jr(t,t) = =1 In (t,) =q4In 7 (8.15)
Pokud tedy oznac¢ime
__¢r

q4- C() (p _ 1) (816)
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shoduje se vysledna funkce poddajnosti (8.15) se vzorcem (7.10).

Pokud ale dochazi ke zméné vlhkosti, nezbyva neZz se vratit k plvodni nehomogenni
diferencialni rovnici (8.6). Jsou dvé mozZnosti, jak ji vyfesit. Podobné jako u feseni Kelvinova ¢lanku
mlzZeme pouZit zobecnéné lichobéznikové pravidlo; druhou moZnosti je vyreSit tuto rovnici
analyticky. V obou pfipadech by se predpokladal linedrni pribéh vihkosti v rdmci jednoho ¢asového
kroku. V pfipadé lichobéznikového pravidla ziskdme kvadratickou rovnici:

aSg4r + Sker+c =0 (8.17)
a = a-cy-Aty

Ahgci(1—a) Adhgc-a 8.18
¢ = (1— a)coAtySE — Sy + wal=a) A (8.18)

hic it

kde symboly hy, hj 12 Ahy maji stejny vyznam jako v pfipadé ¢asu. Vzhledem k tomu, Ze a je vidy
kladné, vyjdou nam feSenim dva koreny, kladny a zaporny, pficemz fyzikalné pripustnym feSenim je
pouze kladny kofen. Pro zajimavost a ilustraci dosazené presnosti pfi rliznych vypocetnich metodach
uvadim dva grafy, na kterych je znazornéna funkce poddajnosti (resp. jeji relativni chyba) pouze
pro viskdzni tlumic pfi zakladnim dotvarovani. Jako srovndvaci rovina poslouZilo analytické feSeni
rovnice (8.11) vy&islené pro p = 2. Re$eni oznacené jako numer. integrace bylo ziskané numerickou
integraci vztahu (8.14) podle vzorce (6.37), @ = 0 — dopredna Eulerova metoda, « = 1— zpétna
Eulerova metoda a a = 0.5 — lichobéZinikové pravidlo. Je dlleZité poznamenat, Ze v pfipadé
zdkladniho dotvarovdni nehraje roli koeficient c; a u koeficientd ¢, ¢y a p nezdlezi na jejich
jednotlivych hodnotéch, ale jen na hodnoté q, - (8.16).

-5
x 10
5 N B R
presné feseni Lo
numer. integrace | | 11T
[
[

4.5

N

W
[$)]

J [1/MPa]
N
N [$)] wW

=
[$)]

t-t' [den]

Obrazek 8.5 Priibéh funkce poddajnosti pouze pro flow term. Ktivky, které jsou vlegendé oznacené jako ,presné
feSeni”, ,numer. integrace” a , 0=0.5" splyvaji.
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Obrazek 8.6 Relativni chyba mezi pribéhem funkce poddajnosti viskézniho ¢lanku daného presnym reSenim
a ostatnimi metodami. U feSeni oznaceného ,numer. integrace” je maximalni chyba 0.06 %; max. chyba reseni ,0=0.5“
je 0.3 %.

Pfi analytickém feseni diferencialni rovnice (8.6) pfedpokladame, Ze jeji prava strana je vidy
kladna (vysychani — vihkost klesa). Po zavedeni pomocnych proménnych

' c1h
= —— 8.19
h (8.19)
k
a= |— (8.20)
Co
ma rovnice (8.6) partikularni feseni
2(a—S
S(t) = a-<1 - (@=5) > (821)
(a—Sp) + (a+ Sy)e?Vkeo(t —ty)
V prirlistkovém tvaru
2 '(a — Sk) >
Skiq = a.<1 - (8.22)
* (a—S) + (a+S) e2Vecot,
Pro vyhodnoceni vyrazu (8.19) potifebujeme vypocitat ¢asovou derivaci vlihkosti.
. Ahy
h=——
i, (8.23)

Experimentalné bylo zjisténo, Ze stejného dotvarovani je dosazno pfi vysychani (fz < 0) i zvlhéovani

(fl > 0) betonu. Tento fakt zohlednime zavedenim absolutni hodnoty ve vzorci (8.19)

ch

h
100

k = (8.24)




Pro smrsténi je v této teorii prezentovan jednoduchy vztah, ktery zavadi linearni zavislost

mezi ¢asovou derivaci smriténi &, a prvni casovou derivaci vlhkosti h.

e = kgph (8.25)
Proménnou kg, je moiné povaZovat za konstantu.

Nakonec si dovoluji uvést tabulku shrnujici konstanty, které byly ziskany fitovanim experimentalné
zmérenych dat. Jediné koeficienty, které potfebujeme urcit a pro které jesté nebyl uveden vzorec,
jsou parametry kg, ¢ a c;. V tabulce neni uvedena hodnota parametru p. Ve vétsiné pripadd je
nejlepsi shody dosazeno pokud p = 2.

Tabulka 2 Hodnoty koeficientti Microprestress solidification theory. Pievzato z [7].

83=2528,| Si=55 18 = 0,143;
Tasts Si% = 1.01* | ¥ = 0.32° ¢ S¥ =27 x107™

(1) () {3) (4) (5)
g, (MPa™") 203 x 107° | 24 x10°°| 27 x 107° 1.48 x 107
g, (MPa™") 39X 10| 53 x 10| s3x10°° 6.1 x 107
o 14%107°] 852107 | 42x 107 1.9 x 107
o 0s oS 0.75 0.65
¢ (1/I(MPay's]) | 1.59 X 107" [ 2.72 x 107° | 3.44 X 10™* 1.03 x 107
o (1/I(MPa) s]) 049 0.94 1.79 1.35
¢ (MPs) 1.98% 8.2 13.2 224
52 (MPa) 2.89 1.7 194 0.143
kan 183 X 1077 | 262 X 107 | 4.73 x 10™* 57 x 107
E (MPa) 492 X 10° | 3.85 x 10° |5.27 % 10* 831 x 10°
f; (MPa) 18 14 1.2 24
€0 253 X 107%| 1.68 x 107* | 4.74 x 107 923 x 1074
D (mm/day) 0.84 1.35 0.25 4.32
C (mm*/day) 353 249 36.3 458

Note: Test values in molar pascals.
*Bryant and Vadhanavikkit (1987).
*L'Hermite et al. (1965).

“Troxell et al. (1958).

“‘Russell and Corley {1977).
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9. IMPLEMENTACE DO PROGRAMU OOFEM

9.1 PoPIS PROGRAMU OOFEM

Dil¢éim ukolem této prdce bylo zefektivnit implementaci modelu B3 v programu OOFEM. OOFEM
(Object Oriented Finite Element Solver) je open-source program urCeny pro feSeni (prfevaziné)
mechanickych a transportnich Uloh a také mechaniky tekutin. Jak nazev napovida, jako nastroj
k tomu slouzi metoda konecnych prvkl. UZivani programu je podminéno souhlasem s licenci GNU
GPL (GNU = GNU's Not Unix; GPL = General Public License). Nejnovéjsi verze programu nese oznaceni
1.9; byla vydana 28. &ervna 2009. Program je vyvijen na Fakulté stavebni CVUT, hlavnim autorem je
Borek Patzak. Program je z 90% psdan v jazyce C++, k tomuto okamziku je délka kédu 152.356 fadek.
Architektura programu je objektové orientovana. Diky tomu je program snadno rozsifitelny o nové
materialy, typy analyz, druhy konecnych prvka a podobné.

Z mého pohledu je OOFEM dobry resic, ktery vyZzaduje presnou a srozumitelnou komunikaci.
Samotny program totiz neobsahuje zadny preprocessor. Program se spousti v prikazovém radku,
pfi tom je potieba specifikovat cestu na vstupni soubor, kterym je textovy dokument. Po nacteni
vstupniho souboru a kontrole spravnosti jeho syntaxe se spousti vlastni vypocet, jehoZ dilci vystupy
(napriklad ¢islo feSeného kroku, ¢as straveny fesenim, relativni chyba v pfipadé nelinearnich vypoctl
apod.) jsou textové vypisovany do konzole. Veskeré potrebné informace potfebné k vyhodnoceni
vypoctu jsou zapsany do jednoho textového souboru. V zdavislosti na nastaveni je mozné ukladat
vysledky i po jednotlivych krocich. To je dobré jak pro graficky postprocessing, tak i pro moznost
navazani vypoctu od konkrétniho vypocetniho kroku (samoziejmé za predpokladu, Ze predchozi
kroky jsou jiz vypocteny).

Preprocessing

Jak jsem se vySe zminil, samotny program neobsahuje Zadny preprocessor. V pfipadé
jednoduchych (dvourozmérnych, prutovych) uloh je sestaveni vstupniho souboru pfiblizné stejné
obtizné jako v jinych programech s preprocessorem. Problém nastava v pfipadé, kdy je potfeba
analyzovat slozitéjsi konstrukci nebo téleso, pro které je nutné vyrobit sit kone¢nych prvkd danych
vlastnosti. K tomu lze pouzit napfiklad komercni program T3D nebo volné dostupné Targe2; oba
programy vyuZzivaji opét pouze textovy vstup. Je samoziejmé mozné pouzivat i jiny komercni grafické
preprocessory napf. GiD a jiné, nicméné ty budou mit pravdépodobné jinou syntaxi vystupniho
souboru, nez je vstupni soubor pro OOFEM. Podle mého nazoru nejmensi prace cekd uzivatele,
pokud se rozhodne pro program T3D v kombinaci s programem T3D2OOFEM, ktery je schopen
prelozit vystup z T3D do syntaxe stravitelné programem OOFEM. Program T3D20OOFEM je kromé
konverze sité konecnych prvk( také schopen pfiradit k uzliim okrajové a pocatecni podminky, zatiZzeni
apod. a k prvkim oznacdeni materidlu a prdfezu. Samotny vstupni soubor pro OOFEM ma presné
predepsanou strukturu, kterou je nutné dodrzovat:

1) jméno vystupniho souboru

2) popis ulohy = slovni komentar

3) typ ulohy a ji pfislusejici specifikace (linearni statika, ..., dynamika, vedeni tepla, ...)
4) dimenze ulohy (2D, 3D, skofepina, ...)

5) specifikace vystupu (co vSe se ma zapisovat do vystupniho souboru)

6) pocet uzll, prvki, prarezd, material(l, okrajovych podminek, ...

7) geometrie a popis uzll
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8) geometrie a popis prvki

9) pouzité prlrezy

10) pouZité materidly

11) nelokalni omezeni (volitelné)
12) okrajové podminky

13) pocatecni podminky

14) casové funkce

15) xfem manager (volitelné)

V této praci jsem k vytvareni vstupniho souboru pouzil textovy editor a program Matlab, ve kterém
jsem ,naprogramoval” sit kone¢nych prvki.

Postprocessing

V této sekci bych se chtél zminit o tfech programech. Prvni a nejjednodussi z nich nese nazev
Extractor. Jednd se o program, ktery je schopen extrahovat z vystupniho souboru uZivatelem
specifikované hodnoty. Extrahovat lze napfiklad posuny, reakce, sily, pretvofeni a napéti
v konkrétnim uzlu nebo Gaussové bodé. Typem se tedy jedna o parser; ve verzi 1.9 je tento plvodné
C++ koéd prepsan do jazyka Python. K funkcénosti na rozdil od nasledujicich dvou programui
nepotfebuje informace ze souborl vytvarenych v kazdém kroku. Tento program se velmi hodi
napftiklad k ziskani dat pro vytvoreni pracovniho diagramu daného materialu nebo konstrukce.

Druhy z program( se jmenuje OOFEG. | tento program je doddvan pfimo v ,balicku”
s OOFEMem. S programem OOFEM toho ma hodné spolecného (stejné zdrojové soubory). Az uzivatel
v dobé prekladu se rozhodne, ktery z programi chce zkompilovat. OOFEG je graficky postprocessor,
umoznuje zobrazit konstrukci, jeji zdeformovany stav a témér libovolnou (vypoctenou) velicinu.
Vyhodou OOFEGu je snadnd rozsifitelnost na miru Sitd pro OOFEM, nevyhodou je krkolomnéjsi
obsluha.

Poslednim z programl pro postprocessing, ktery bych chtél zminit, je program ParaView.
ParaView je freeware a open-source program. Z mého pohledu je ParaView moderni program, ktery
vedle snadné obsluhy (bez nutnosti studovat manual) vynika kromé zdkladnich vykreslovacich funkci
i moznosti vést konstrukci fezy, vytvaret animace v Case a mnoho dalSich. Komunikace mezi
programem OOFEM a ParaView se odehrava formou souboru s pfiponou vtk.

9.2 PREDCHOZI IMPLEMENTACE MODELU B3

V této cCasti bych se chtél ve zkratce zminit o predchozim navrhu a implementaci modelu B3
v programu OOFEM. V pfedchozi implementaci mél model B3 svou vlastni tfidu B3Material, ktera
byla vefejnou dédi¢nosti odvozena ze tfidy MaxwellChainMaterial a ta pak stejnou dédi¢nosti ze tfidy
StructuralMaterial. Tyto tfidy mély na starost Ulohy pocinaje nactenim vSech potiebnych vstupnich
parametrd pres vypocet tuhosti po uréeni aktualnich hodnot vnitfnich proménnych. Jadrem ttidy
MaxwellChainMaterial je metoda giveEModulus, kterda slouZi k uréeni pfrirlstkového modulu
pruznosti; tato metoda je zaloZena na exponencialnim algoritmu pro Maxwell(v retézec.

Kromé téchto tfid byly ale pouzity jeSté tfidy zodpovédné za aktualizaci vnitfnich
proménnych, napéti a deformaci na konci vypocetniho kroku. Data zpracovavana tfidou
MaxwellChainMaterial byla tedy aktualizovana tfidou MaxwellChainMaterialStatus. Tato tfida
slouzila k nahrazeni starych hodnot vnitfnich proménnych novymi. O droven vyse se tfida
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StructuralMaterialStatus starala o aktualizaci deformaci a napéti. VSechny vyse zminéné tridy funguji
na Urovni jednoho konkrétniho Gaussova integra¢niho bodu.

Tato implementace byla shleddana nevyhovujici hned z nékolika ddvod. Jak je zfejmé z nazvu
rodice tfidy B3Material, implementace byla zaloZzena na Maxwellové reologickém fetézci. Vzhledem
k tomu, Ze je model B3 predstavitelem stdrnouciho materidlu, je v kazdém Gaussové bodé a
v Casovém kroku nutné urcovat tuhosti jednotlivych ¢lanki Maxwellova fetézce znovu — soucdasna
implementace k tomu pouzivala metodu nejmensich ¢tverct.

Tim ale nevyhody nekonci. Nezkrdcend verze modelu B3 pracuje s priimérnymi hodnotami
smrsténi a dotvarovani spojeného s vysychanim. Pokud tedy budeme pomoci tohoto modelu
simulovat dotvarovaci zkousku na 3D télese, v celém jeho priifezu vznikne rovhomérné napéti, které
v pfipadé rozdilné relativni vlhkosti télesa a okolniho prostfedi neni v souladu realnym chovanim.
B3Material ma sice jednu metodu, kterd je schopna pocitat smrsténi v zavislosti na bodové vlhkosti,
problém dotvarovani spojeného s vysychanim se tim neresi. Dalsi zavady jsou spiSe kosmetické, Slo
by je bez vétsi prace opravit.

9.3 NOVA IMPLEMENTACE MODELU B3
Pfi tvorbé nové implementace bylo nutné zachovat implementaci stavajici. Vzhledem k tomu,
Ze stavajici implementace byla zaloZzena na Maxwellové fetézci a jadro nové tvofi Kelvinlv fetézec,
bylo nejpfirozenéjsi vytvofrit jednu nadtfidu, kterd bude spolecna pro oba typy retézcl. Tato nova
nadtfida se jmenuje RheoChainMaterial. Tfida B3Material zlstala nezménéna. V podobném duchu
byly odvozeny i tfidy XyMaterialStatus.

Struktura ptvodni implementace MaxwellChainMaterial B3Material

Struktura nové implementace ; \ . Y

MaxwellChainMaterial »| B3Material
(N J (N —
[ RheoChainMaterial
KelvinChainMaterial ]—P[ B3SolidMaterial

Struktura plvodni implementace MaxwellChainMaterialStatus

Struktura nové implementace

MaxwellChainMaterialStatus ]

[ RheoChainMaterialStatus

KelvinChainMaterialStatus ]—P[ B3SolidMaterialStatus ]

Obrazek 9.1 Prechod z ptivodni struktury tfid na novou.

Je zbytecné zde dopodrobna popisovat vSechny metody nové vyvinutych tfid. Chtél bych se
ale zminit o tfech zasadnich rozdilech mezi plvodni a novou implementaci.
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Uréeni moduli E, Kelvinova Fetézce

Jadrem nové vzniklé tfidy B3SolidMaterial je, jak nazev napovida, solidifikujici KelvinQv
fetézec, ktery je implementovan pomoci algoritmu popsaného v kapitole 6.3. Timto se odstrani
nutnost prepocitavat v kazdém vypocetnim kroku tuhosti jednotlivych ¢lankd; tuhosti staci urcit
jednou na pocatku vypoctu. Vliv starnuti je zahrnut prendsobenim téchto tuhosti jednoduchou,
Casové zavislou funkci. Pro uréeni samotnych koeficientd E,jsou na vybér dvé metody. Prvni je
metoda nejmensich ctvercl popsand v kapitole 6.4.1, kterd minimalizuje chybu feseni
aproximovaného Dirichletovou fadou a nestarnouci funkci poddajnosti (6.49). Druhou variantou je
pouziti metody analyzy retardacniho spektra, ktera je vysvétlena v sekci 6.4.2. Navic obé dvé metody
jsou nastaveny tak, Ze aproximuji nestarnouci funkci poddajnosti jen na uzivatelem specifikovaném
intervalu, nejsou tedy zarazeny nadbytecné jednotky jako ve stdvajici implementaci. DalSim
vylepsenim je moZnost aproximovat i kratké odezvy konstrukce, kratsi nez 0.1 dne, coZ tfida
B3Material neumoznovala. Postupy zminéné v tomto odstavci umoznuji ale popsat pouze zakladni
dotvarovani.

Dotvarovani spojené s vysychanim

Nové vznikla implementace umoziuje oproti stavajici vypocitat bodové rozlozeni smrsténi
a dotvarovani spojeného s vysychanim. BohuZel drying creep v soucasné implementaci ovliviiuje
pouze vlhkost a jeji ¢asova derivace; vliv teploty bude predmétem dalsi prace. Pro vypocet
dotvarovani spojeného se smrstovanim jsou pouZity vzorce odvozené v kapitole 8 vénované
microprestress-solidification theory. Z této kapitoly ndm staci pouzit jen tfi vzorce: vypocet viskozity
(8.5), vypoclet mikropredpéti pfi konstantni vlhkosti (8.9) a v pripadé proménné vlhkosti
(8.17)+(8.18). zZiskani lokalnich hodnot a nikoliv hodnot primérnych je ale vykoupeno vysSim
vypocetnim ¢asem vniklym nutnosti resit dvé sdruzené ulohy (vedeni vihkosti a mechanicka uloha).
Jisté nékoho napadne otazka, k éemu je dobrda novd tfida B3SolidMaterialStatus, kdyZ tfida
B3Material fungovala bez svého statutu. Odpovéd je jasna — ttida slouZi k uchovavani a aktualizovani
hodnot mikropredpéti.

Smrstovani
Pro vypocet smrstovani mame nyni 4 moiZnosti: vypocet bez smrstovani, vypocet
s primérnymi hodnotami smrstovani, vypocet s lokalnimi hodnotami smrsténi (z predchozi

implementace) a novy vypocet lokalniho smrsténi zaloZeny na teorii mikroptedpéti. Posledni zminény
je popsdan vztahem (8.25).

Tato implementace ma jednu velkou vyhodu — pro urceni hodnoty parametru kg, jsme
schopni odvodit vztah ziskany z plné verze modelu B3. PouzZijeme rovnici (3.38)-(3.42) a (3.49).
Vyjdeme zrovnosti konecné hodnoty deformace (tj. vrovnici (3.38) miZeme funkci S(t — ty)
nahradit jednickou, protozZe tato funkce urcuje pouze pribéh smrsténi). Vysledny vztah ma tvar

(1 - h3) g oy(0.019w21f 7028 + 270) E(607)
Ah E(to + 7o)

kg, = 9.1)

kde h predstavuje konecnou hodnotu vlhkosti vtélese (tedy hodnotu vlhkosti prostredi) a Ah je
rozdil pocatecni a konecné vlhkosti. Pro zbylé parametry plati vztahy uvedené v kapitole 3.7.2.
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Syntaxe nové implementace ve vstupnim souboru

Vzhledem k tomu, Ze jsem sam zjistil, jak je v nékterych pfipadech tézké dohledat vyznam
nékterych proménnych, dovoluji si zde uvést shrnuti vSsech vstupnich parametrl potiebnych
pro pouziti nové implementovaného materialového modelu.

B3SolidMat #

fc# pramérna valcova pevnost betonu

ccH hmotnostni obsah cementu v 1 m® betonu
w/c # vodni soudinitel

a/c# hmotnostni pomér kameniva ku cementu
d# hustota [kg/m’]

n# Poissonovo ¢islo

talpha # soucinitel teplotni roztaznosti

referencetemperature #  referencni teplota [K]

to# stari betonu v okamziku ukoncéeni oSetfovani [den]

ql# soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.34)
g2 # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.35)
g3 # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.36)
g4 # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.37)
g5 # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.53)
alphal# soucinitel pro model B3 — vliv cementu (3.43)
alpha2 # soucinitel pro model B3 — vliv zplisobu osetfovani (3.44)
vs # pomeér objemu télesa ku plose [m]

ks # tvarovy soucinitel (3.47)
hum # relativni vihkost okolniho prostredi [-]

kt # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.46)
EpsSinf # soucinitel pro model B3 (nepovinny pokud mode = 0) (3.42)
relMatAge # relativni stari betonu [den]

begoftimeofinterest # Stéafi betonu, od kterého chceme dobrou aproximaci [den]. Defaultni

hodnota = 0.1 dne.
endOfTimeOfInterest # stari betonu, do kterého chceme dobrou aproximaci [den]

timefactor # Skalovaci soucinitel — hodi se p¥i vypoctu sdruzené ulohy, kdy hlavni
Uloha ma jiné jednotky cCasu (vtefiny) nez podproblém (dny). V nasem
pfipadé mda bud hodnotu 1 v pfipadé samostatného vypoctu nebo
86400 v pripadé sdruzené ulohy
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w_h#
ncoeff #
a#

ksh #

initHum #

finalHum #

tsO #

cO#

cl#

esO #

r#
rprime #
at#
shmode 0

shmode 1

shmode 2

shmode 3

MicroPrestress O

MicroPrestress 1

EModuliMode 0

EModuliMode 1

mode 0

parametr (de)sorpcni izotermy — viz dalsi kapitola
parametr (de)sorpcni izotermy — viz dalsi kapitola
parametr (de)sorpcni izotermy — viz dalsi kapitola

Par. pro vypocet smrsténi — vyZzadovan pokud shmode =3. Ma (9.1)
prioritu pfed parametry initHum # a final[Hum #

Volitelny parametr pro vypocet smrsténi, pokud je zaddn spolecné
s final[Hum #, nemusi byt zaddana hodnota ksh #. Parametr pfedstavuje
pocatecni vihkost télesa (0.2-0.98)

Volitelny parametr pro vypocet smrsténi, pokud je zadan spolecné
sinitHum #, nemusi byt zadana hodnota ksh #. Parametr pfedstavuje
koncovou vlhkost télesa pro ¢as t = = (0.2-0.98)

Okamizik zatizeni. SlouZi k sestaveni pocatecni podminky pro vypocet
mikropredpéti.

parametr pro vypocet mikropredpéti
parametr pro vypocet mikropredpéti
parametr pro smrsténi pokud shmode = 2
parametr pro smrsténi pokud shmode =2
parametr pro smrsténi pokud shmode = 2
parametr pro smrsténi pokud shmode = 2
Neni pocitdno smrsténi.

Smrsténi pocitdno pomoci prlimérnych hodnot. VyZaduje zadani
parametrl: hum #, ks #, vs #, alphal #, alpha2 #.

Bodové smrsténi. VyZzaduje vypocet sdruzené ulohy spolecné s ulohu
vedeni vlhkosti. Vyzaduje parametry: esO #, r #, rprime #, at #, w_h #,
ncoeff #, a #.

Bodové smrsténi. VyZzaduje vypocet sdruzené ulohy spolecné s Ulohou
vedeni vlhkosti. VyZaduje parametry:

ksh # nebo initHum # a finalHum #. Dale: w_h #, ncoeff #, a #.
Enumerator MicroPrestress = 1.

Vypocet zakladniho dotvarovani.

Vypocet dotvarovani spojeného svysychanim. VyZaduje vypocet
sdruzené ulohy a parametry w_h #, ncoeff #, a #, cO #, c1 #, tsO #.

Volitelny parametr. Vypocet modull Kelvinova retézce pomoci analyzy
retardacniho spektra. Defaultni hodnota.

Vypocet moduld Kelvinova fetézce metodou nejmensich ¢tvercd.

Volitelny parametr — soucinitele q; a dalsi jsou urceny
ze sloZeni betonové smési.
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mode 1 Manudlni zadani soucinitell q1 # aZ g5 #, kt #, EpsSinf #.
PFi vypoctu sdruzené Ulohy muzZe byt pouZit volitelny parametr stepMultiplier #, ktery urcuje
pomeér délky po sobé nasledujicich kroku. (Zadava se do vstupniho souboru fidici tlohy)
9.4 PoPIS DESORPCNI IZOTERMY

Desorpéni izoterma slouzi k pfevodu mezi relativni vlhkosti a hmotnostni vlhkosti. Pro prevod
v opacném sméru slouzi tzv. inverzni desorpéni izoterma. Desorpcni izoterma se pouziva v pripadé, ze
dochazi kvysychani materidlu, vopacném pfipadé jde o sorpéni izotermu. Ve tfidé slouzici
pro vypocet vihkosti a teploty (tfida HeMoTK) je dan predpis sorpcni izotermy ve tvaru:

1
W= wy, (1 - ln(h)) ! (9:2)

a

kde parametry wy, a a n jsou ziskané fitovanim experimentalnich dat. h oznacuje relativni vlhkost a
w je pomér hmotnosti odpafitelné vody k hmotnosti vysuseného betonu. Hodnoty uvedenych
parametrd jsem ziskal z experimentdlnich dat (viz pfiloha 1) metodou nejmensich ctverct.
Experimentalni data poskytl Ing. Tomas Krejci, PhD.. V ptipadé optimalizace parametr( pro desorpéni
izotermu jsem nezahrnul do minimalizace celkové chyby hodnotu experimentalniho méreni pro h=1
(optimalizaci by vysla kfivka témér viibec nerespektujici pribéh spojnice bodl experimentalniho

méreni).
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Obrazek 9.2 Priibéh desorpéni izotermy. Cervené body - experimentalni méfeni, modra kfivka - fit metodou
nejmensich  ¢tvercl; posledni bod nebyl zahrnut pro optimalizaci. Ziskana sada parametri:
w_h=4.761543066615762e-002; n=1.816678072657568e-001; a=4.867091694452869e+000;
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Obrazek 9.3 Priibéh sorpéni izotermy. Cervené body - experimentalni méfeni, modra ktivka - fit metodou nejmensich
¢tvercl. Parametry: w_h =6.025983345239795e-002; a =3.110890001772897e-002; n = 2.201367699125804e+000;

Pti béznych vypoctech se pry vétSinou pouZiva jen jedna izoterma - sorpcni (nerozliSuje se
nasakavani a vysychani. Vzhledem k tomu Ze v nasich vypoctech vidy pljde o simulovani vysychani,
pouzijeme data ziskana z fitu desorpcni izotermy.
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10. SROVNAVACI VYPOCTY

V této kapitole budou porovnany vysledky vypoctl ziskanych plnou verzi modelu B3 s vypocty
pomoci nové implementace microprestress solidifiaction theory v programu OOFEM (dale jen MPS).
Cilem je posoudit vliv velikosti vzorku, jeho tvaru a okolni relativni vihkosti na funkci poddajnosti a
rovnéz na pribéh smrstovani. VSechny vypocty budou vztazeny k referenénimu modelu, ktery je
predstavovan nekonecnou deskou, jejiz tloustka je takova, aby &5, = &° (vzorce (3.39) a (3.42)), tj.
7gp= 600 dni a okolni relativni vlhkost je 50 %. V ulohach bude zménén vidy jen jeden parametr
(velikost, vlhkost, tvar), nebudou uvazovany jejich kombinace.

1) Velikost prvku bude takova, aby polocas vysychani zg, byl roven 1/10, 1/5, 1/2, 2, 5 a 10
nasobku referen¢ni hodnoty (600 dni).

2) Relativni vihkost okoli: 30 %, 40 %, 60 %, 70 %, 80 %, 90 %.

3) Geometrické tvary téles: nekoneéna deska (tvarovy soucinitel k¢ = 1.0), nekonecny ¢tvercovy

ec (kg =1.15).

hranol (ks = 1.25) a nekonecny va

10.1 SIMULACE V PROGRAMU OOFEM

Pro vytvoreni siti konecnych prvk( jsem pouZil vlastni ,,mesher”, ktery byl vytvofen v programu
Matlab. Neni sice tak vSestranny jako napfiklad T3D, umoziuje ale ptimé ziskdni vstupniho souboru
pro vypocet. VySe uvedend geometrickd télesa maji tu vyhodu, Ze je lze v ptipadé vhodné
stanovenych okrajovych podminek presné popsat jen jednou vrstvou konecnych prvkd. V nasem
pfipadé se bude jednat o bricky s linedrni aproximaci. Pro sténu a ¢tvercovy hranol lze pouZit stejnou
sit konecnych prvkd (lisily by se pouze okrajové podminky). Pro rychlejsi pribéh vypoétu bude
pouZita jen jedna rada prvkd.

Obrazek 10.1 Ilustrativni obrazek sité konecnych prvki. Vlevo hranol/sténa, uprostted valec, vpravo sténa. Skute¢na
télesa méla 80 x 80 prvkid (hranol), 100 x 70 prvkd (valec, vyssi pocet v radidlnim sméru) a 1 x 80 prvki (sténa).

ReSeni probé&hne formou tzv. sdruzené ulohy (v programu OOFEM staggered analysis).
V tomto pfipadé bude uloha vedeni vlihkosti a tepla vidy predchazet mechanickému problému.
Mechanicka uloha nema na vypocet vlhkosti Zadny vliv (model nesimuluje vznik trhlin ani zadny jiny
typ heterogenit). Teoreticky by proto bylo mozné nejprve vypocitat rozloZeni teploty a vlhkosti
ve vSech ¢asovych krocich a teprve pak mechanickou odezvu.

Pro srovnavaci vypocCty jsem se snaZil pouZit beton typickych vlastnosti. Jeho sloZeni je
nasledujici: obsah cementu ¢ = 400 kg/m?, vodni soutinitel w/c = 0.4, pomér kameniva k cementu

sy

a/c= 4.5, primérna tlakova pevnost f. = 30 MPa. Stafi betonu v okamziku ukonceni oSetfovani
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to =7 dni, stari betonu v okamziku zatizeni t; = 14 dni. Velikost zatizeni je 1 MPa v tlaku. Parametr
o1 = 1.0 (cement typu I), o, = 1.2 (ochrana proti vysychani). Po¢atecni relativni vihkost 98 %.

Nejdrive bylo potfeba nakalibrovat parametry ¢, a c; referenéni Ulohy tak, aby se Casovy
prabéh relativni deformace zplsobené smrstovanim a dotvarovanim a pribéh dany modelem B3
co nejméné lisil. Optimalizace probihala na dvojici Uloh; v prvni byla veskera deformace zplsobena
jen smrstovanim, ve druhé se ke smrstovani pridalo ve stafi betonu 14 dni i silové zatiZeni. Zjistil
jsem, Ze parametry, které byly doporucéeny v tabulce 2, neddvaji dobré vysledky, materidl se chova
pfili§ poddajné. Dale jsem postupoval metodou pokus-omyl. Nejlepsi shody jsem dosahl pro
Co=1.0 MPa*den® ac;=0.2 MPa, viz obrazek 10.2. P¥i této kombinaci koeficientl je rozdil ve
findlnich hodnotach smriténi a celkové deformace priblizné stejny. Casovy priibéh deformace je
podobny, pfi vypoctu pomoci MPS dojde k dfivéjsSimu vysuseni vzorku a tim i k rychlejSimu pribéhu

smrsténi.
Cas [den]
1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04 1,0E+05
0,0E+00
N
1,0E-04 = B3 smrsténi -

\\\ ——B3 celkem
-2,0E-04 \\\\ |
-3,0E-04 N\
\\\ —— MPS teorie celkem
-4,0E-04 \\\\\\
-5,0E-04 \\‘
-6,0E-04 \\\
-7,0E-04

I~
N
™ _

——— MPS teorie smrsténi

e[-]

-8,0E-04

-9,0E-04

Obrazek 10.2 Referen¢ni vypocet. Sténa d = 0.138 m, relativni vlhkost okoli 50 %.

Prabéh vypoctu byl komplikovan mnoha jevy. Problémy nastaly na samém pocatku vypoctu,
kdy vlivem ndhlého snizeni pocatecni vihkosti (98 %) na hodnotu predepsané okrajové podminky
(50 %) doslo k drobnému zvySeni vlhkosti vdruhé fadé uzll od mista zavedeni této podminky.
V materidlu HeMoTK, ktery byl pouzit pro reSeni ulohy vedeni tepla a vlhkosti, je povoleny interval
relativni vlhkosti 20 % - 98 %. Proto sebemensi zvyseni relativni vihkosti nad 98 % okamZité zastavilo
vypocet. K vyraznéjsimu vzestupu doslo v pfipadé ¢tvercového prifezu v uzlech leZicich na diagonale
v blizkosti rohl. Tento vzestup vlhkosti lze redukovat zjemnénim sité konecnych prvki
a prodlouzenim délky prvniho vypocetniho kroku (zjisténo empiricky metodou pokus-omyl). Rovnéz
jsem zjistil, Ze tento jev zfejmé zdavisi na absolutni velikosti prvku.

Na nasledujicich grafech jsou uvedeny relativni rozdily hodnot, viz vztah (5.35), mezi vysledky
vypocCth sledujicich vliv velikosti prarezu (relativni vlhkosti, popf. tvaru prarezu) a vysledki
referencniho stavu. Upozornéni — hodnoty z modifikovanych uloh vypoctenych pomoci MPS teorie
jsou vztazeny k referenénimu stavu MPS; obdobné pro B3.
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Obrazek 10.3 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavli se zménénou okolni vlhkosti.
Bez silového zatiZeni. Vypocet pomoci modelu B3.

Cas [den]
1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04 1,0E+05
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Obrazek 10.4 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referenc¢niho stavu a stavii se zménénou okolni vlhkosti.
Bez silového zatiZeni. Vypocet pomoci MPS teorie.
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Obrazek 10.5 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavii se zménénou relativni vlhkosti
okoli. Od ¢asu t' = 14 dni plisobi zatizeni 1 MPa (tlak). Vypocet pomoci modelu B3.

Cas [den]
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Obrazek 10.6 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavii se zménénou relativni vlhkosti
okoli. Od ¢asu t = 14 dni plisobi zatizeni 1 MPa (tlak). Vypocet pomoci MPS teorie.
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Obrazek 10.7 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavi se zménénou velikosti (nasobky
polocasu vysychani). Bez silového zatiZeni. Vypocet pomoci modelu B3.

Cas [den]
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Obrazek 10.8 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavi se zménénou velikosti (nasobky
polocasu vysychani). Bez silového zatiZeni. Vypocet pomoci MPS teorie.
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Obrazek 10.9 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavi se zménénou velikosti (ndsobky
polocasu vysychani). Od casu t' = 14 dni pisobi zatizeni 1 MPa (tlak). Vypocet pomoci modelu B3.
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Obrazek 10.10 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavli se zménénou velikosti (ndsobky
polocasu vysychani). Od ¢asu t' = 14 dni pisobi zatizeni 1 MPa (tlak). Vypocet pomoci MPS teorie.
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Obrazek 10.11 Relativni rozdil pomérné deformace (v %) referen¢niho stavu a stavil se zménénym tvarem priirezu

pri zachovani stejného polocasu vysychani. Vypocet pomoci MPS teorie.
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Obrazek 10.12 Relativni rozdil pomérné deformace (v referen¢niho stavu a stavli se zménénym tvarem prifezu
pii zachovani stejného polocasu vysychani. Od Casu t* = 14 dni plisobi zatizeni 1 MPa (tlak). Vypocet pomoci MPS

teorie.
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10.2 VYHODNOCENI

Vliv relativni vlhkosti prostredi

Jak je vidét z obrdzku 10.3, je pro model B3 v pfipadé samotného smrsténi relativni rozdil hodnot
deformace pro rizné relativni vlihkosti okolniho prostfedi konstantni. To plyne ze vzorce (3.38),
ve kterém se pro rlzné hodnoty relativni vihkosti okoli méni jen hodnota soucinitele kj, a ostatni
vyrazy jsou stejné. Pro casy delSi nez 1000 dni jsou hodnoty (jejich relativni rozdil) ziskané pomoci
MPS teorie podobné jako pti vypoctu uZitim modelu B3, viz obrdzek 10.4. Pro kratsi Casy se ale
prabéh jednotlivych simulaci velmi lisi. V ¢asovém intervalu od 10 do 100 dni dochazi k velmi
zajimavému jevu, ktery je vrozporu s oCekdavdnim — pro mensi relativni vlhkost prostfedi, nez je
referencni stav, vychazi mensi velikost smrsténi (napf. kiivka 30 % nebo 40 %). Pro hodnoty relativni
vlhkosti 60 % a 70 % dochazi k opacnému jevu; na vyse zminéném intervalu je hodnota smrsténi vyssi
nez v referenénim pfipadé.

Vysledky z vypoctd, u kterych bylo aplikovano zatizeni ve stafi betonu 14 dni vyvozujici napéti
-1 MPa, jsou uvedeny na obrazku 10.5 pro model B3 a na obrazku 10.6 pro MPS teorii. V intervalu od
100 do 1000 dni dochazi ke stejnému jevu jako v predchozim ptipadé. Relativni rozdil finalnich
hodnot deformace je pro vyssi hodnoty relativni vihkosti (60 % - 90 %) podobny jako pro model B3.
Pro relativni vihkost 30 % a 40 % je tento rozdil mensi (pfiblizné o tfetinu)

Vliv velikosti prvku
V modelu B3 je zavislost konecné hodnoty smrsténi na velikosti prvku dana poslednim clenem
ve vzorci (3.39). Vétsi prvek je charakterizovan vyssim poloCasem vysychani zg,. Funkce E(t) je

v Case rostouci. Proto je pro vétsi prvek (vétsi nez referencni model s polo¢asem vysychani 7, = 600
E(607)
E(to+7sn)
dokumentovdna na obrazku 10.7 pro B3 a na obrdzku 10.8 pro MPS teorii. U modelu B3 je ale

dni) zlomek vétsi neZ jedna, a proto je kone¢na hodnota smrsténi vyssi. Tato skutecnost je

vysledny rozdil mensi.

V pripadé silového zatiZzeni a modelu B3 je konec¢na hodnota deformace pro vSechny velikosti
prvku podobna. Z dlivodu vétsi absolutni hodnoty deformace je relativni rozdil mensi — viz obrazek
10.9. Vysledky vypoctu uzitim MPS teorie jsou uvedeny na obrazku 10.10. Pro ¢as mensi nez 1000 dni
jsou vysledky velmi podobné jako u modelu B3. Pro delsi ¢asy a se ale pribéhy lisi — u vétsich prvk
dochdzi k vétSimu dotvarovani (cca 20 % pro prvek s zg;, = 6000 dni).

Vliv tvaru prifezu

Vysledky z vypoctll modelem B3 zde nejsou uvedeny. Z divodu stejného polocasu vysychani je
prabéh ve vsech pripadech stejny. Pfi vypocCtu podle MPS teorie ale vysly vyznamné rozdily.
Viz obrazek 10.11 pro smrstovani a obrazek 10.12 pro smrstovani a silové zatizeni.
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10.3 VYPOCET PODLE EC2

V tomto oddilu jsou prezentovany vysledky dotvarovani a smrstovani ziskané vypocétem podle
postuptl uvedenych v souc¢asnosti platné normé CSN EN 1992-1-1, Eurokdd 2. Vypocet byl proveden
na modelu, ktery byl v pfedchozi kapitole oznadeny jako referencni tj., deska tl. 139 mm, beton
C25/30, jehoz stfedni hodnota pevnosti 33 MPa (viz pfiloha 2) je nejblize 30 MPa uvazovanym
v pfedchazejici ¢asti, vihkost okolniho prostfedi 50 %, stari v okamZziku zahdjeni vysychani 7 dni
avokamziku zatiZzeni 14 dni. Velikost zatiZzeni byla 1 MPa vtlaku. Pro srovnani dvou postupu
uvedenych v této normé byl zvolen cement tfidy N.

10.3.1 VYPOCET DLE CLANKU 3.1.4 — DOTVAROVANI A SMRSTOVAN/
Vypoctem podle ¢lanku 3.1.4 (viz priloha 2) jsme schopni urcit findlni hodnotu dotvarovani, nikoliv
ale jeji pribéh v ¢ase. Dotvarovani je v normé popsano soucinitelem dotvarovani, jehoZz hodnotu lze
urcit velmi rychle odectenim ze dvou grafl (viz obrazek 10.13). Tyto grafy jsou ale uvedeny pouze pro
dvé hodnoty vihkosti okolniho prostredi: 50 % a 80 %. Oproti modelu B3 umoZiuje Eurokdd provadét
i nelinearni vypocty dotvarovani (plsobici napéti je vétsi nez 0.45 charakteristické hodnoty pevnosti v
tlaku).

to \\
RS SYEA 2\
Z:S\>\\\\\\\ \\
3 ks AN \\‘\
SO N\ S S
5 \i‘\k\ \\\\_._k_::_-— C20/25
N S .
N S—
10 N~ — C35/45
N N e N C40/50
A ——— i
20 N\ N — ] CoUSC C55/67
— — > c7085
30 \ CES_ cooros
50
100
70 60 50 40 30 20 10 0 100 300 500 700 900 1100 1300 1500
@(m, to) ho(mm)

a) vnitini prostiedi - RH 50 %

Obrazek 10.13 Postup urceni soucinitele dotvarovani z grafu. Pro cement tridy R je soucinitel dotvarovani ptiblizné 3,
pro cement tiidy N priblizné 3.2.

Norma nezanedbdva autogenni smrstovani. Jeho pribéh i prdbéh smrstovani zplsobeného
vysychdnim je popsan casové zavislou funkci, kterd se limitné blizi ke kone¢né hodnoté. Vysledek
vypocltu je znazornén na obrazku 10.14. Jmenovité hodnoty neomezeného pomérného smrstovani
vysychanim jsou ale uvedeny (tabelovany) jen pro jednu tfidu cementu.
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Obrazek 10.14 Vysledky vypoctl podle ¢lanku 3.1.4 Eurokddu 2.
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Obrazek 10.15 Vysledky vypocti podle prilohy B Eurokdodu 2.
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10.3.2 VYPOCET DLE PRILOHY B
Tato ¢ast normy ddle rozsituje ¢lanek 3.1.4. Vyznamnym rozsifenim je zavedeni ¢asoveé zavislé funkce,
ktera vyjadruje prlibéh dotvarovani v case. Pro soucinitel dotvarovani je zde uveden vzorec (hodnotu
neni nutné odecitat z grafu). Jeho hodnota zavisi na pevnosti betonu, vlhkosti okolniho prostredi,
efektivni tloustce, okamziku zatiZeni, délce trvani zatiZeni, tfidé cementu a okolni teploté. Vysledek
vypoctu je graficky zndzornén na obrazku 10.15.

10.3.3 VYHODNOCEN{
Z vyse uvedenych grafll je zfejmé, Ze ziskané vysledky se vyznamné lisi jen ¢asovym pribéhem
dotvarovani; postupem podle ¢lanku 3.1.4 je pribéh konstantni, podle prilohy B je casové proménny.
Pokud nas zajima jen koncovd hodnota soucinitele dotvarovani a soucasné se konstrukce nachazi
v prostfedi o relativni vlhkosti blizké 50 % nebo 80 %, lze bez rizika vzniku vétsi chyby pouZit
zjednoduseny postup uvedeny v ¢lanku 3.1.4.

V porovnani s vysledky ziskanymi vypocty podle modelu B3, jsou kone¢né hodnoty smrsténi
i dotvarovani vypoctené podle EC2 nizsi. Kone¢nd hodnota smrsténi (viz obrazek 10.2) je mensi
pfiblizné o 15 %, hodnota dotvarovani o 25 %. Tyto odchylky byly stanoveny jen z jednoho vypoctu.
Vjinych pripadech se mohou liSit. Vyznamnym rozdilem mezi obéma postupy je ale prlbéh
dotvarovani pro dlouhé doby zatiZzeni. V pripadé EC2 se hodnota dotvarovani shora omezena
a limitné se k ni blizi. Oproti tomu model B3 horni hranici nedefinuje; dotvarovani ma logaritmicky
prabéh.
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11. ZAVER

Tuto diplomovou praci Ize rozdélit do t¥i hlavnich ¢asti. Prvni ¢ast ma spise informativni charakter. Byl
zde definovan proces dotvarovani a smrstovani, prezentovany byly jejich pfi¢iny a faktory ovliviujici
jejich velikost a pribéh. Ve treti kapitole byly predstaveny vhodné nastroje a modely slouZici k jejich
vystiznému a soucasné jednoduchému popisu. Uvedeny byly jak modely majici spiSe historicky
vyznam, tak i modely v soucasnosti nejpropracované;jsi a nejpouzivanéjsi.

Druha cast — pocinaje kapitolou 4 — predstavuje zakladnu, ve které jsou shromazidény
arozebrany vsechny postupy a algoritmy, znichZz ty nejlepsi byly nasledné implementovany
do programu OOFEM. Ve ctvrté kapitole jsou odvozeny funkce poddajnosti Kelvinova a Maxwellova
¢lanku, nestarnouciho, starnouciho a solidifikujiciho Kelvinova fetézce. V dalSich dvou kapitolach jsou
uvedeny algoritmy slouzici k numerickému vypoctu dotvarovani Kelvinova c¢lanku (kapitola 5)
a Kelvinova retézce (kapitola 6). Prozkouman byl zejména vliv druhu algoritmu, délky kroku
a prib&hu napéti na vyslednou pfesnost fedeni. Sestd kapitola obsahuje také studii a metody
stanoveni optimalnich hodnot retardacnich ¢asl a tuhosti Kelvinova fetézce. Sedma a osma kapitola
struéné predstavuje nejdllezitéjsi myslenky a rovnice solidifikaéni teorie a solidifika¢ni teorie
mikropredpéti.

Treti ¢ast — kapitoly 9 a 10 — predstavuje jadro diplomové préace. V devaté kapitole je stru¢né
charakterizovan program OOFEM a dalsi programy, které je dobré pfti praci s nim pouzivat. Ve stejné
kapitole je zminéna struktura, stavajici a nové implementace modelu B3 a jejich vyhody a nevyhody.
V desaté kapitole byly porovnany vysledky vypoctd novou implementaci, modelem B3 a normou
Eurokod 2.

Jednim z hlavnich pfinost této prace je zcela nova implementace modelu B3 v programu
OOFEM. Jejim jadrem je solidifikujici Kelvin(v fetézec. PouZitim nové implementace je moiné
nékolikanasobné zrychlit vypocty zakladniho dotvarovéni betonu. Kromé zakladniho dotvarovani lze
tento algoritmus poufZit i pro priblizny vypocet dotvarovani prvkd velké mocnosti, u kterych je délka
Zivotnosti mnohem mensi nez polocas vysychani, a to i tehdy, pokud jsou vystaveny prostredi
s rozdilnou relativni vlhkosti. Stdvajici implementace je pfekonana i v dalSich ohledech; napfriklad je
umoznén vybér metody pro urceni tuhosti Kelvinova retézce — k metodé nejmensich ctvercd byla
pridana metoda vyuZivajici analyzu retardacniho spektra funkce poddajnosti. Pocet ¢lankl Kelvinova
fetézce jiz neni fixni, je urCen v zavislosti na délce uZivatelem specifikovaného casového intervalu.
Tim je dosazeno dalSich Uspor vypocetniho casu.

Implementovan byl i model pro bodovy popis smritovani a dotvarovani betonu. Tento model
vyuzivd zjednoduSenou formulaci Microprestress-Solidification Theory. ZjednoduSeni spociva
v predpokladu konstantni teploty; velikost mikropfedpéti tak zcela zavisi jen vyvoji vlhkosti.
Kvalitativni spravnost nové implementace byla dokazana srovndvacimi vypocty.

Pfredmétem dalSiho zkoumdni by mohlo byt rozsifeni implementace Microprestress-
Solidification Theory o vliv teploty. Pokud by materidlovy model umozfioval vznik trhlin, bylo by jisté
velmi zajimavé sledovat duasledky zpétného propojeni mechanické udlohy a ulohy vedeni tepla
a vlhkosti.

123



124



12. LITERATURA

1. Bazant, Z. P. a Jirasek, M. Creep and Hygrothermal Effects in Concrete Structures. misto nezndmé :
Springer, 2010.

2. Jirasek, M. a Zeman, J. Pfetvdreni a porusovdni materidli. Praha : Nakladatelstvi CVUT, 2006.

3. CSN EN 1992-1-1 Eurokdd 2: Navrhovdni betonovych konstrukci - Cdst 1-1: Obecnd pravidla a
pravidla pro pozemni stavby. misto neznamé : Cesky normalizaéni institut, 2006.

4. Svoboda, L. a kolektiv, a. Stavebni hmoty. Bratislava 2004 : Jaga group, s.r.o., 2004.
5. Patzak, B. OOFEM project home page. http://www.oofem.org. 2000.

6. Bazant, Z. P. a Baweja, S. Creep and Shrinkage Prediction Model for Analysis and Design of
Concrete Structures: Model B3 - Short Form. Adam Neville Symposium: Creep and Shrinkage -
Structural Design Effects. 2000.

7. —. Creep and Shrinkage Prediction Model for Analysis and Design of Concrete Structures: Model
B3. Adam Neville Symposium: Creep and Shrinkage - Structural Design Effects. 2000.

8. Bazant, Z. P., Hauggaard, A. B. a Baweja, S. Microprestress-Solidification Theory for Concrete
Creep. IlI: Algorithm and Verification. Journal of engineering Mechanics. 1997, November.

9. Bazant, Z. P., a dalsi. Microprestress-Solidification Theory for Concrete Creep. |: Aging and Drying
Effects. Journal of Engineering Mechanics. 1997, November.

10. Hilsdorf a Miiller. Structural Concrete, Textbook on Behaviour, Design and Performance. fib
Bulletin. 1996, Sv. 1, July.

11. Bazant, Z. P., Hauggard, A. B. a Baweja, S. Microprestress solidification theory for aging and
drying creep in concrete. Advances in Building and Materials Science. 1996.

12. Bazant, Z. P. a Prasannan, S. Solidificaton Theory for Concrete Creep. Il: Verification and
Application. Journal of Engineering Mechanics. 1989, August.

13. —. Solidification Theory for concrete Creep. |: Formulation. Journal of Engineering Mechanics.
1989, August.

14. K¥istek, V. a Smerda, Z. Creep and Shrinkage of Concrete Elements and Structures. Amsterdam :
Elsevier, 1988.

15. BazZant, Z. P. a Chern, J.-C. Triple Power Law for Concrete Creep. Journal of Engineering
Mechanics. 1985, ASCE 111.

16. —. Log Double Power Law for Concrete Creep. ACI Journal. 1985, September-October.

17. K¥istek, V. Teoretické problémy betonovych konstrukci a mosti. Praha : Vydavatelstvi CVUT, 1980.

125



18. Pomicka pro cviceni z predmétu Numerickd matematika. http://mat.fsv.cvut.cz/ivana/ynum8.pdf

19. http://en.wikipedia.org/wiki/Root mean square

20. http://en.wikipedia.org/wiki/Trapezoidal rule

21. http://en.wikipedia.org/wiki/Euler method

126



13. PRILOHY

13.1 PRiLOHA 1 — CHARAKTERISTIKY BETONU

MATERIALS

Mat .name
'*!' and
8 chars.

{ Thermal

dry
density
ro
[kg/m3]

WITH WELL DEFINED THICKNESS AND HYGROTHERMAL CAPACITY

1 default solar longwave
thickness absorpt. emissivity
delx Absorp Emiss

digit 1 [m] [-] [-]

properties }

thermal freez.pnt thermal water dep ice dep. temp. dep.
capacity depress. cond. lambda lambda lambda

cp dtfreez lambdal0 lambdauw lambdaui tclambda
[J/ (kglK) ] [K] (W/ (mGK) ] [W/(mGK)] [W/(mGK)] [W/ (mGKY)]

{ Vapour transport and storage properties }

DELTAL X
DELTAL Y
DELTAH X
[kg/kg] .

DELTAH Y

ABSORP_X

ABSORP_Y

DESORP_X

DESORP_Y

RH-entries in delta-RH curve (for the hygroscopic region) [-].
List of one to n numbers terminated with an asterisk *

Vapour perm. entries ("delta") in delta-RH curve [kg/ (mGsGPa)].
List with same number of elements as DELTAL X (no terminator)
u-entries in delta-u curve (for the over-hygroscopic region)
List of one to n numbers terminated with an asterisk *

Vapour perm. entries ("delta") in delta-u curve [kg/ (mGsGPa)].
List with same number of elements as DELTAH X (no terminator)

RH-entries in sorption curve (u-RH) (for absorption) [-].
List of one to n numbers terminated with an asterisk *
Moisture content entries ("u") in absorption curve [kg/kg].
List with same number of elements as ABSORP_X (no terminator)

RH-entries in sorption curve (u-RH) (for desorption) [-].
List of one to n numbers terminated with an asterisk *
Moisture content entries ("u") in desorption curve [kg/kg].
List with same number of elements as DESORP_X (no terminator)

{ Liguid transport and storage properties }

critical

moist.cnt

ucr
[kg/kg]

HYDCND X
[kg/kgl .

HYDCND Y

SUCABS_X

SUCABS_Y

capillary
moist.cnt
ucap
[kg/kg]

vacuum

moist.cnt

uvac
[kg/kg]

u-entries in hydraulic conductivy's depend. on MC (Klig-u)
List of one to n numbers terminated with an asterisk *
Hydr.cond. entries ("Klig") in Klig-u curve [kg/ (mGsGPa)].

List with same number of elements as HYDCND X (no terminator)

1n (PSuc) -entries in suction curve for moisture absorption 1ln[Pa].
List of one to n numbers terminated with an asterisk *

Moisture content entries in u-1n(PSuc) absorption curve [kg/kg].
List with same number of elements as SUCABS X (no terminator)
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SUCDRY_X

SUCDRY_Y

* CONCRETE
2400.0

DELTAL_X
DELTAL_Y
DELTAH X
DELTAH Y
ABSORP_X
0.9815

ABSORP_Y
0.04435

DESORP_X
*
DESORP_Y
0.04
HYDCND_X
HYDCND Y
SUCABS_X
SUCABS_Y
SUCDRY_X

SUCDRY_Y
0.0547

Concrete,

Vap.Perm:
Sorption:
HydrCond&
Suction

CAR 940810

1n (PSuc) -entries in suction curve for drying 1ln[Pa].

List of one to n numbers terminated with an asterisk *

Moisture content entries in u-1ln(PSuc) absorption curve [kg/kg].
List with same number of elements as SUCDRY X (no terminator)

1 0.10 0.65 0.9

800.0 15.0 1.5 36.0 108.0 0.0

0.0 0.6 0.98 *

2.50E-12 2.50E-12 1.00E-11

0.048 =*

1.00E-11

0.0 0.2525 0.449 0.650 0.800 0.8985

1.00 *

0.0 0.00885 0.01155 0.01735 0.0262 0.0335

0.062

0.0 0.2005 0.454 0.6555 0.8475 0.9485 1.00
0.0 0.0094 0.0219 0.02975 0.0385 0.0457 0.085
0.062 0.085

0.04 0.062 0.085 =*

1.10E-14 6.25E-13 6.25E-13

-10.0 6.0 10.0 14.0 14.786 *

0.062 0.0597 0.0544 0.0454 0.04415

-10.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 11.0
12.0 13.0 14.0 14.7857 *

0.085 0.084 0.0766 0.0681 0.0620 0.0577

0.0525 0.0509 0.04093 0.04795

2400 kg/m3, k=1.5 W/mK, &=2.5E-12 / 1.0E-11 kg/msPa

KKH->LA (Concrete, w/c 0.48)
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13.2 PRiLOHA 2 —VYNATKYZEC 2
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3.1.4 DOTVAROVANI A SMRSTOVAN/

(1) Dotvarovani a smrstovani betonu zavisi na okolni vihkosti, na rozmérech prvku a na slozeni
betonu. Na dotvarovani ma také vliv zralost betonu v dobé, kdy je poprvé zatizen a zavisi na dobé
trvani a velikosti zatizeni.

(2) Soucinitel dotvarovani, ¢(t,t;) se vztahuje k te€novému modulu E., ktery Ize uvazovat hodnotou
1,05 E;,. Pokud neni vyZadovana velka presnost, mize se hodnota stanovena z obrazku 3.1
povazovat za soucinitel dotvarovani za pfedpokladu, Zze beton neni namahan tlakovym napétim
vétsim nez 0,45 fu () ve stafi fy, tj. ve stafi betonu v okamziku zatiZzeni.

POZNAMKA Pro dalsi informace, véetn& pribéhu dotvarovani v &ase, Ize pouzit prilohu B.

(3) Pomérné pretvofeni vyvolané dotvarovanim betonu g (e, f;) v ase t = o« pFi konstantnim
tlakovém napéti o, plsobici ve stafi betonu ty, je dano vztahem:

Ecc(*:t0) = @ (o0,b0) (0:/Ec) (3.6)

(4) Pokud tlakové napéti betonu ve stafi f, pfestoupi hodnotu 0,45 f(f;), pak se ma uvazovat
nelinearni dotvarovani. Tak velké napéti mize vzniknout v dUsledku pfedpéti, napf. v Urovni
predpinacich vlozek u prefabrikovanych prvk{. V takovych pfipadech ma byt zakladni nelinearni
soucinitel dotvarovani stanoven ze vztahu:

P>, 1) = @ (o», o) exp (1,5 (k;— 0,45)) (3.7)
kde ¢x(ee, tp) je zakladni nelinearni soucinitel dotvarovani, ktery nahradi ¢ (e,ty);

Ky pomér napéti a pevnosti o./f;m(to),
kde o je napéti v tlaku a f;m(fo) primérna pevnost betonu v tlaku v okamziku zatiZeni.

(5) Hodnoty uvedené na obrazku 3.1 plati pro okolni teploty —40 °C az +40 °C a pramérnou relativni
vlhkost mezi RH = 40 % a RH = 100 %. Jsou pouzity nasledujici znacky:

@ (e,1y) je konecna hodnota soucinitele dotvarovani;

to stari betonu v okamziku zatiZzeni ve dnech;
ho nahradni rozmér prifezu = 2A./u,
kde A. je prlifezova plocha betonu a u je obvod &asti prifezu vystavené vysychani;
S tfida cementu S podle 3.1.2(6);
N tfida cementu N podle 3.1.2(6);
R tfida cementu R podle 3.1.2(6).

(6) Celkové pomérné smrstovani se sklada ze dvou €asti, pomérného smrstovani vysychanim a
pomérného autogenniho smrstovani. Pomérné smrstovani vysychanim se vyviji pomalu, protoZe je
funkci migrace vody ztvrdlym betonem. Pomérné autogenni smrstovani vznika v pribéhu tvrdnuti
betonu: hlavni Cast proto vznikd v po&ateCnich dnech po vybetonovani. Pomérné autogenni
smrstovani je linearni funkci pevnosti betonu. Zejména ma byt uvazovano, pokud se novy beton
betonuje na ztvrdly beton. Hodnota celkového pomérného smrstovani je tedy:

&s = &d + &a (38)
kde & je celkové pomérné smrstovani;

&4 pomérné smritovani vysychanim;

Eea pomérné autogenni smritovani.

Konec¢na hodnota pomérného smrstovani vysychanim & .. je rovna ky-&q0. Hodnotu &40 lze stanovit
z tabulky 3.2 (o¢ekavané primérné hodnoty s variacnim koeficientem pfiblizné 30 %).

POZNAMKA  Vztah pro &4, je uveden v pFiloze B.
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Tabulka 3.2 — Jmenovité hodnoty neomezeného pomérného smrst'ovani vysychanim &,
(v YIp0) betonu s cementem CEM tiidy N

Tewl ok cube Relativni vlhkost (v %)

(MPa)

20 40 60 80 90 100
20/25 0,62 0,58 0,49 0,30 0,17 0,00
40/50 0,48 0,46 0,38 0,24 0,13 0,00
60/75 0,38 0,36 0,30 0,19 0,10 0,00
80/95 0,30 0,28 0,24 0,15 0,08 0,00
90/105 0,27 0,25 0,21 0,13 0,07 0,00

Vyvoj pomérného smrstovani vysychanim v ¢ase vyplyva ze vztahu:
&d(t) = fus(t, ts) Kn &cao (3.9)
kde ki je soucinitel zavisici na nahradni tloustce hy podle tabulky 3.3.
Tabulka 3.3 — Hodnoty k;, ve vztahu (3.9)

ho (mm) kn
100 1,0
200 0,85
300 0,75
=500 0,70

(t_ts)

,Bds(ty ts)=
(t—t )+ 0,04 /h3

(3.10)

kde t je stafi betonu v uvazovaném okamziku, ve dnech;

ts stafi betonu (dni) na zagatku smrstovani vysychanim (nebo nabyvanim); obvykle je to na
konci oSetfovani betonu;

ho nahradni rozmér prafezu = 2A/u [mm],
kde A; je priifezova plocha betonu a u je obvod ¢asti prafezu vystavené vysychani.

Pomérné autogenni smrdtovani je dano vztahem:

&a (1) = fas(t) eal>) (3.11)
kde (o) = 2,5 (fy — 10) 10°; (3.12)
Bus(t) =1 — exp (- 0,2t °°); (3.13)

t je dano ve dnech.

PRILOHA B (INFORMATIVNI)

B.1 ZAKLADNI VZTAHY PRO STANOVEN{ SOUCINITELE DOTVAROVANI
(1) Soucinitel dotvarovani ¢(t,ty) 1ze vypogitat ze vztahu:

@ (tt) = ¢ Siltto) (B.1)
kde @ je =zakladni soucinitel dotvarovani, ktery Ize stanovit ze vztahu:
%0 = grrt KTfem) Alo), (B.2)

oru  je soudinitel, vystihujici vliv relativni vihkosti na zakladni soucinitel dotvarovani
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BAfem)

fem
B(t)

ﬂc(ty tO)

04213

Prpy = 14 1=RH/100 pro f., < 35 MPa (B.3a)

0,1-3hy

g = | 14 1=RH1100.
RH 0’1.%

RH je relativni vlhkost okolniho prostfedi v %;

a&-az pro fom > 35 MPa (B.3b)

soucinitel, vystihujici vliv pevnosti betonu na zakladni soucinitel dotvarovani:
16,8

ﬂ(fcm) R ;

fcm

primérna hodnota pevnosti betonu v tlaku v MPa ve stafi 28 dni;

(B.4)

soucinitel, vystihujici vliv stafi betonu v okamziku vneseni zatizeni na
z&kladni soudinitel dotvarovani:

1

Allo) (0,1+19%) (:5)

nahradni rozmér prvku v mm, kde:

hy =22, (B.6)
u

plocha prirezu;
obvod prvku vystaveny okolnimu prostfedi;

soucinitel ¢asového prabéhu dotvarovani po zatizeni, lze ho stanovit
z nasledujiciho vztahu:

B (t.t) = {%} | ; (B.7)

By +t-t,
stafi betonu ve dnech v uvazovaném okamziku;
starfi betonu ve dnech v okamziku vneseni zatizeni;
neupravena doba trvani zatiZzeni ve dnech;

soucinitel zavisly na relativni vlhkosti (RH v %) a na nahradnim rozméru
prvku (hy v mm), Ize ho stanovit ze vztahu:

By =1,5[1+ (0,012 RH)"®] ho + 250 < 1500 pro £, < 35 MPa (B.8a)
B1=1,5[1+ (0,012 RH)"®] ho + 250 o5 <1500 05 pro f,, >35 MPa  (B.8b)
soucinitele vlivu pevnosti betonu:

0,7 0,2 0,5
A2 w2 «F

cm cm

(2) Vliv druhu cementu (viz 3.1.2 (6)) na soucinitel dotvarovani betonu Ize uvazovat Upravou stafi
betonu v okamZiku vneseni zatiZzeni t, ve vztahu (B.5) podle nasledujiciho vztahu:

9

o
ty =ty 1 .[mmj >0,5 (B.9)

kde for je stafi betonu ve dnech v okamziku vneseni zatiZeni, upravené s pfihlédnutim k vlivu
teploty podle vztahu (B.10),

o mochnitel vystihujici vliv druhu cementu:
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= -1 pro cement tfidy S,
= 0 pro cement tfidy N,
=1 pro cement tfidy R.

(3) Vliv zvySenych nebo sniZzenych teplot v rozsahu 0°C az 80°C na zralost betonu Ize uvazovat
upravou stéfi betonu podle nasledujiciho vztahu:

n
t, = z @ (4000/[273+T (45)]-13,65)_ At, (B.10)
i=1

kde ¢ je stafi betonu upravené s pfihlédnutim kvlivu teploty, kterym se nahrazuje t v
pfisludnych vztazich,

T(AL) teplota ve °C béhem obdobi Af,
A, pocet dni, v nichz pfevlada teplota T.

Priimérny variacni soucinitel hodnot dotvarovani uréenych podle vySe uvedenych vztahd, odvozenych
z databanky vysledk laboratornich zkousek, je pfiblizné 20 %.

Vy8e uvedené hodnoty ¢ (t.f;) se vztahuji k te€novému modulu pruznosti E..
Pokud se povaZuje za postacujici mensi pfesnost, Ize pro dotvarovani betonu ve stafi 70 let pouZit
hodnoty uvedené na obrazku 3.1 v ¢lanku. 3.1.4.

B.2 ZAKLADNI VZTAHY PRO STANOVENI POMERNEHO PRETVORENI OD SMRSTOVANI

VYSYCHANIM
(1) Zakladni pomérné pretvoreni od smrstovani vysychanim &40 se vypocita ze vztahu:

cmo
rH
~1,55|1—
fr { [RHOJ

kde f.,, je prumeérna hodnota pevnosti betonu v tlaku (MPa);
femo =10 MPa;

(B.12)

Olys soucinitel, ktery zavisi na druhu cementu (viz 3.1.2 (6)):
= 3 pro cement tfidy S;
= 4 pro cement tfidy N;
= 6 pro cement tfidy R;
Olds2 soucinitel, ktery zavisi na druhu cementu:
= 0,13 pro cement tfidy S;
= 0,12 pro cement tfidy N,
= 0,11 pro cement tfidy R;
RH relativni vlhkost okolniho prostfedi (%);
RHy, =100 %.
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13.3 PRIiLOHA 3 — GRAFICKE VYSTUPY Z PROGRAMU PARAVIEW

FluxVector
Q.O465

0.04

10,03

0.0229

Obrazek 13.1 RozloZeni vlhkosti (hmotnostni vyjadieni) po prifezu v 1. vypocetnim kroku (t = to = 7 dni).

IST_StressTensor 8
§8391 Q44

6
4
2

0
-0.623818

Obrazek 13.2 RozloZeni normalového napéti ¢, po prifezu v 1. vypocetnim kroku (t = to = 7 dni).
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FluxVector
Q.OZQQ

0.028
0.026

0.024
0.0229

Obrazek 13.3 RozloZeni vlhkosti (hmotnostni vyjadieni) v 68. vypocetnim kroku (t = to + Tsh= 7 + 600 dni).

IST_StressTensor 8
1.348738

5,138322

Obrazek 13.4 RozloZeni normalového napéti ¢, po prifezu v 68. vypocetnim kroku (t = to + Tsh= 7 + 600 dni).
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FluxVector
Q.0233

10.023

0.023
0.023

-0.023
0.0229

Obrazek 13.5 RozloZeni vlhkosti (hmotnostni vyjadieni) v 80. vypocetnim kroku (t = 1869 dnf).

IST_StressTensor 8
2.2009699

0

-2

-4
-5.258508

Obrazek 13.6 RozloZeni normalového napéti oz po priifezu v 80. vypocetnim kroku (t = 1869 dni).
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IST_StressTensor 8
Q.347854

1.1e-16
0.4

0.8

~-1.2
-1.373893

Obrazek 13.7 RozloZeni normalového napéti 6. po prifezu v poslednim vypocetnim kroku (t = 200 000 dni).
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