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Zadani

Ukolem této prace bylo fedeni vzpéru jednoduchého ramu a
dale vyuziti diferencialnich operator pfi feSeni Uloh stability
centricky tlaceného nosniku o jednom a dvou polich.



Zakladni vztahy

Diferencialni rovnice tlaceného prutu
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Obr.: Prosty, centricky tlateny nosnik

Po zavedeni

F
k = = El = konst.,
ma diferencialni rovnice prahybu, platna pro kazdy centricky

tlateny homogenni prut bez ohledu na zpusob podepieni, tvar
w®(x) + k2w"(x) = 0.



Zakladni vztahy

Diferencialni rovnice tlaceného prutu

Pomoci substituce p(x) = w”(x) pfevedeme na diferencialni
rovnici 2. fadu
p'(x) + k?p(x) = 0,

s obecnym feSenim ve tvaru

p(x) = Cy cos(kx) + Cs sin(kx).



Zakladni vztahy

Prehled ziskanych vztahd

Dvojim integrovanim, resp. dvojim derivovanim obecného
feSeni ziskame tyto vztahy:

1 1 .
w = —EG cos(kx) — ﬁc"g sin(kx) + Czx + Cy,
;1 . 1
w = RC1 sin(kx) — RCZ cos(kx) + Cs,
w" = C; cos(kx) + Cz sin(kx),
w"'= —kC; sin(kx) + kCx sin(kx),

w® = —k2C; cos(kx) — k?C, sin(kx),



Zakladni vztahy

Prehled ziskanych vztahd

a pro substituovanou rovnici

p = Cj cos(kx) + Cs sin(kx),
p'= —k Cy sin(kx) + k Cz sin(kx),

p'= —k2Cy cos(kx) — k?Cy sin(kx).



Prosty nosnik o jednom poli

Okrajova uloha prosté podepreného nosniku

Pro zakladni diferencialni
rovnici 4. fadu:

w®)(x) + k2w’ (x) = 0,

podminky:

w(0) =0,  w(L)=0,
w’(0)=0,  w'(L)=0.

Pro substituovanou rovnici
2. fadu:

p"(x) + k?p(x) = 0,

podminky:
p(0) =0,  p(L)=0.



Prosty nosnik o jednom poli

Operatorovy tvar

Vyjdeme z diferenciélni rovnice 2. fadu, navic zavedeme
A= Kk2,
p"(x) + Ap(x) = 0.
Vyuzijeme linearni diferencialni operator dany predpisem
A=-D?
s definiénim oborem
Da = {p € C?([0.L]) : p(0) = p(L) = 0}.
Ptislusna operatorova rovnice

Ap = \p.



Prosty nosnik o jednom poli

Specifikace probléemu

Resime otazku, pro ktera A\ ma Gloha doplnéna o okrajové
podminky nenulové feSeni na intervalu [0, L]. Jde tedy o
hledani vlastnich Cisel X a pfislusnych vlastnich funkci.

Nejprve dokazeme, ze zvoleny operator je symetricky a
pozitivni a nasledné vyuzijeme vétu o vlastnich Cislech

(Veta 5.7, (iii), O. Zindulka - Matematika 3), ktera fika, Zze pokud
je symetricky operator A pozitivni, pak vSechna vlastni Cisla
jsou kladna a nula tedy neni vlastnim Cislem.



Prosty nosnik o jednom poli

Dukaz symetrie a pozitivnosti

Oba dikazy jsou pro tento pfipad snadné, jsou zalozeny na integraci
per partes a nasledném vyuZziti okrajovych podminek.

Symetrie: p,q € Dy
L L
(Ap,q)=(-p",q)= /0 —p'qdx=[-p'ql§+ /O p'q’ dx / p'q dx=(pr',q’),
L L
(Ag,p)=(-9q",p)= /0 —q'pdx=[-q'pl§+ /O q'p' dx / p'q dx=(pr',q’),
Pozitivnost: p € Dy

(Ap,p) = (p'.p") = |IP|* > 0.
(Rovnost ||p’||2 =0 nastava pouze pro p = 0 na celém intervalu [0, L].)
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Prosty nosnik o jednom poli

Podminka netrivialniho reseni

Soustava rovnic pro neznamé Cy a Cs

(cos1(kL) sin?kL)) (g;_) - (8) ’

ma netrivialni feSeni dané podminkou
sin(kL) = 0,

odkud o
k”:T’ n=1,2,3,...
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Prosty nosnik o jednom poli

Vlastni Cisla a vlastni funkce

Vlastni Cisla ulohy jsou dana vztahem

2, 2
Anzk,?:”TZ, n=1,23,. ...

pricemz kazdému vlastnimu Cislu A, pfislusi vlastni funkce

= sin nmx
pn - L .
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Prosty nosnik o jednom poli

Kriticka sila

Z nejmensiho vlastniho Cisla a vztahu
F
“=\VE

Elr?
L2

vyjadiime tzv. kritickou silu

Fcr:
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Prosty nosnik o jednom poli

Netrivialni freSeni prihybu pfi ztraté stability

Pro nalezeni feSeni plvodni diferencialni rovnice prihybu w je
nutno vztah pro vlastni funkce p, dvakrat integrovat a vyuzitim
okrajovych podminek w(0) = 0 a w(L) = 0 urcit nové vzniklé
integracni konstanty.

Netrividlni feSeni pruhybu bude mit tvar
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Nosnik o dvou polich

Volba souradného systému, podminky

X1 5

Obr.: Tlaceny nosnik o dvou polich
Wy (0) = 07 W1(L1) = o> W2(0) = Oa
w{'(0) =0, wo(Lp) =0, wi(0) =0
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Nosnik o dvou polich

Prava cast

Leva Cast

Integracni konstanty Cy - Cq,
Ci=0,Cs=0.

1 :

Wi (X1) = 7@02 SIn(kX1) + Csx,
1

wi(xq) = —ECQ cos(kxy) + Cs,

W1H(X1) =G sin(kx1 )

Integracni konstanty Cs - Cg,
Cs=0, Cg=0.

1 .

Wa(X2) = —ﬁce sin(kxz)+Cr x,
1

w(Xe) = — Ce cos(kxe) + C7,

Wy (X2) = Ce sin(kxz).
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Nosnik o dvou polich

Maticovy zapis soustavy rovnic

Vyuzitim podminek platnych v misté vnitfni podpory
dostaneme soustavu Ctyr rovnic pro neznamé C,, Cs, Cg a Cy

—psin(kly) L 0 0\ /G, 0
0 0 —% sin(kLy) Lo Cs 0
. cos(kkL1) . sirll(zll(_L11) 0 — cos(kkLg) + Sir/l(;ZL;) 0 CG 0

sin(kLq) 0 sin(kLy) 0/ \Cr 0
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Nosnik o dvou polich

Podminka netrivialniho reseni

Pokud poloZime determinant matice roven nule, dostaneme po
Uprave vztah

kLiLpsin(k(L1+Lp)) — (L1+Lp) sin(kLq) sin(kLz) = 0,

jenz urCuje pro jaka kladna k existuje netrivialni feSeni tlohy
tlateného nosniku o dvou polich.
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Nosnik o dvou polich

Operatorovy tvar ulohy

Obr.: Nova volba soufadného systému

Opét vyjdeme ze substituované rovnice

P'(xX)+Ap(x) =0, A=k
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Nosnik o dvou polich

Operatorovy tvar ulohy

Zvolme operéator A = —D?,
Potom hledame feSeni Ulohy s operatorovym zapisem

Ap = Ap, p € Da,

definicni obor operatoru definujeme jako podprostor funkci, které
ziskame dvojim derivovanim funkci z prostoru

M={we C¥(0,L]) : i, € C(0,L1]) A Wi,y € C4(ILs, L))

Aw(0) = w(Li)=w(L) =0 A w’(0)=w"(L) = o},
tedy

Dp = {p e C([0,L]) : 3w € M, p(x) = w"(x) Vx € [0, L]}.
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Nosnik o dvou polich

Dukaz symetrie operatoru

L

Ly
(Ap,q) =(-p".q)= | —p"qdx+ / —p"qdx = [-p'qlg'+ p’q’dx
L
~[p'dl, /p’q dx=—p'(L1)-q(L1) + | p’q’dX+p’(L1)-q(L1) + Lp’q’dx
. 1
— p/q/ dx + p/q/ dx
0 Ly

Ly

Ly
(Ag,p)=(-9".p) = | —pq"dx+ / —pq"dx = [-pq]g’ /0 p'q'dx

L
~loql, + / p'q/dx=—p( )q’(L1)+0p/q'dx+p(L1)-q’(L1)+Lp’q’dx

L
= p’q’ dx + [ p'q' dx
0 L1
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Nosnik o dvou polich

Dukaz pozitivnosti operatoru

Pozitivnost dokazeme obdobnym zplisobem

L L
(Ap,p) = (—p", p) :/ (p')? dx +/(/O’)2 dx >0, pe Da
0 Ly

Ostra nerovnost plyne z toho, Ze nulové hodnoty integral
nabyva pouze pro pfipad p = 0. Pozitivnost operatoru je ale
definovana pouze pro netrivialni funkce a pro ty integral nulové
hodnoty nenabyva.
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Nosnik o dvou polich

Postup rfeseni tlohy Ap = \p, p € Dy

Tim jsou splnény potfebné predpoklady pro platnost veéty o
vlastnich Cislech operatoru.

Po technicky naro¢ném feSeni této tlohy nakonec dostaneme
podminku

kLyLo Sin(k(L1 +L2)) - (L1 —|—L2) Sin(kl_1)Sin(kL2) =0,

jejiz ziskani snaz§im zpusobem, diky oto¢eni soufadného
systému pro pravou Cast nosniku, jsme jiz dfive ukazali.

Reseni této rovnosti nalezneme numerickou iteraéni metedou.
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Nosnik o dvou polich

Regeni numerickou itera¢ni metodou

Pro Gcely numerickych vypoctl zvolime jednotkovou délku
celého nosniku a délky jednotlivych Casti vyjadfime

L1 == OéL,

Lo=(1-a)l, ae0,1].

Pro konkrétni hodnotu o pomoci numerického vypoctu v
Matlabu zjistime hodnoty k, které splfuji rovnost

kLiLo sin(k(L1 —I—Lg)) - (L1 —|—L2) sin(kL1 ) sin(kLg) =0

a vzdy pro prvni (nejmensi) hodnotu k nasledné vyjadiime
velikost kritické sily.
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Nosnik o dvou polich

Limitni pfiblizeni podpor na okraji nosniku

Zajimavym pripadem je aproximace limitniho pfiblizeni dvou
kloubovych podpor. Pro vypocet zvolme napfiklad o = 0,99,
potom nejmensi hodnota k, pro niz existuje netrivialni feSeni, je
ki = 4,5236.

Pro kq vyjadfime hodnotu kritické sily

El4523627%  E[1,4399°72 . Eln?®

For = [2 2 (0702
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Nosnik o dvou polich

Limitni pfiblizeni podpor: o = 0,99

Priihyb w
P
T

35 L L 1 1 1 1 1 1 1 |
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 0.9 1

Délka nosniku

Obr.: Tvar vyboceni pfi dosazeni kritické sily
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Nosnik o dvou polich

Limitni pfiblizeni podpor: o = 0,99

—— Prihyb pro k2
Prahyb pro k3

Prihyb w

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Délka nosniku

Obr.: Tvar prahybu pro druhé a treti vlastni Cislo
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Nosnik o dvou polich

Umisténi vnitfni podpory do stfedu nosniku

—— Prihyb pro k1

Prihyb w

- 1
0'030 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Délka nosniku

Obr.: Prvni tvar vyboceni nosniku s vnitfni stfedovou podporou

Srovnani s prostym nosnikem délky L.
Srovnani s F¢ prostého nosniku délky 0,5 L.

28/40



Nosnik o dvou polich

Umisténi vnitfni podpory do stfedu nosniku

0.02-
------ Prahyb pro k,
0.0151 P .. —— Pruhyb pro k3 /",/
P N
e \
0.01}- S
3 4
2
>
=
bl
a

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 i
Délka nosniku

Obr.: Tvary vyboCeni tlateného nosniku s vnitfni stfedovou podporou

Srovnani s prostym nosnikem délky L.
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Nosnik o dvou polich

Vliv polohy vnitfni podpory na vzpérnou unosnost

Ukazme, jak poloha vnitfni podpory zmeéni vzpérnou délku
Loy = BL, kterd urCuje délku nahradniho, kloubové ulozeného
nosniku (shodného prifezu) o jednom poli, ktery ma stejnou
hodnotu kritické sily jako posuzovany nosnik.

Elxn? Elx?

“T 12 (BL2

Soucinitel vzpérné délky g vyjadfuje pomér délek

_ Lo

=1
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Nosnik o dvou polich

Soucinitel vzpérné délky 5 v zavislosti na volbé «

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
o

Obr.: Zavislost soucinitele 5 na hodnoté «
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Nosnik o dvou polich

Vliv vnitfni kloubové podpory na zvySeni hodnoty F,

Nasledujici graf ukazuje hodnotu poméru kritickych sil nosniku
o jednom poli délky L a nosniku o dvou polich v zavislosti na umisténi
vnitfni kloubové podpory, tedy na volbé «.

4

35

FIF
P

3

25

20 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 086 07 08 09 A,

o

Obr.: Graf zavislosti hodnoty é na hodnoté o
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Jednoduchy ram

Zakladni predpoklady

A
k

El=konst.

Obr.: Jednoduchy ram

shodny prufez (kruhovy)
na celé konstrukci ramu

shodna konstantni
hodnota E/ na celém
ramu

vybocCeni uvazujeme
pouze Vv roviné ramu

tlakova sila F pusobi
centricky
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Jednoduchy ram

Rovnosti platné pro svisly prut

1 1 .

2 (kx) — pCg sin(kx) + C3x + Cy,
, 1 . 1

wy(x) = RC1 sin(kx) — RCZ cos(kx) + Cs,

wy (x) = Cq cos(kx) + Co sin(kx),

w{’(x) = —KC; sin(kx) + kC, cos(kx).
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Jednoduchy ram

Rovnosti platné pro vodorovny prut

Wg(X):C5-X3+CG'3X2+C7'6X+C8'6,
wh(x) = Cs - 3x* + C¢ - 6x + C7 - B,
wy(x) = Cs -6x + Cg - 6,

w)'(x) = Cs - 6.
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Jednoduchy ram

Okrajové podminky a podminky spojitosti

wy (0)=0= —C1%+C4—0 (1)
w/(0)=0= Ci=0 (2
wa(b)=0= Cs5-b>+Cs-36°+C;-6b+Cs-6=0 (3)
wy (b) =0 = Cs-6b+Cs-6=0 (4)

Wg(o =0= Cs-6=0 (5)
w)"(h) + kK®wj(h) = 0 = —C3k*=0 (6)
(0)=0= C%sinkh—Cg%coskthCs—07-6:0 (7)

(0)=0= Cycoskh+ Cosinkh— Cg-6=0 (8)
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Jednoduchy ram

Postup reseni

Soustava uvedenych rovnic ma netrivialni reSeni pravé tehdy,
kdyZ je matice M soustavy singularni, tedy pokud je
determinant matice M roven nule.

Pomoci Matlabu a funkce, ktera pocita hodnotu determinantu
matice v zavislosti na proménné k najdeme prvni, tedy
nejmensi hodnotu k, pro kterou je determinant matice roven
nule a nasledné dopocteme hodnotu koeficientu S, ktery
figuruje ve vztahu

Elx?
For = G
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Jednoduchy ram

Postup reseni

Hodnotu koeficientu 3 ziskanou vypoctem nasledné
porovname s tabulkovou hodnotou, které je pro tento typ rdAmu

dana vztahem
Btab =V 1 +078"<'77

kde « je (pfi shodném momentu setrvacénosti na celém ramu)
pomér délky ramu k jeho vysSce, tedy
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45

35

25

Vyhodnoceni vysledku

Porovnani vypoctené a tabulkové hodnoty 3

05 1 1.5 2 25 3 35 4 45
K

Obr.: Srovnani vypoctené a tabulkové hodnoty koeficientu 3
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Dékuji za pozornost.
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