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Mechanicka formulace problému

Cil prace

Nalézt velikost sily, ktera zpiisobi ztratu stability neprizmatického
prutu
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Mechanicka formulace problému

Predpoklady reseni alohy

Predpoklady o zkoumaném prutu

@ Prut je staticky urcité podepfeny (jako prosty nosnik)
@ Strednice prutu je Osecka

@ Prut je vyroben z dokonale homogenniho materialu

°

Pfi namahani ohybem a tahem (tlakem) se prut chova linearné
pruzné

Predpoklady o zatizeni plisobicim na prut

@ Na prut piisobi na jednom z jeho koncii zatiZzeni rovnobézné se
stfednici, jehoz vyslednice prochazi stfednici prutu

@ Ostatni zatizeni plisobici na prut jsou v porovnani s timto
zatizenim zanedbatelna.

@ Neuvazujeme i gravitacni zatizeni plynouci z hmotnosti prutu
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Mechanicka formulace problému

Predpoklady reseni alohy

Ridime se predpoklady Navier-Bernoulliovy hypotézy

Navier-Bernoulliova hypotéza

@ Po deformaci ztistava libovolny pfieny Fez (kolmy na pfimou
stfednici) rovinny a kolmy na deformovanou stfednici Prut je

staticky urcité podepreny
@ Deformace jsou radové mensi nez délka prutu

Dolni odhad sily pro ztratu stability obecného prutu
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Mechanicka formulace problému

Sestaveni fyzikalniho modelu problému

Evzen Korec - 2.ro¢nik Sl

Sestavime jednorozmérny model
problému

Prut budeme modelovat pomoci jeho
stfednice (spojnice tézist jednotlivych
prafezi)

Zatizeni budeme modelovat pomoci
vyslednice (bodové sily), ktera ma
plisobisté v hranicnim bodé stfednice
Podepfeni prutu modelujeme jako
vazby (prosty nosnik)

Budeme predpokladat, Ze k k pisobeni
sily (a tedy i deformaci) miize dojit
pouze ve sméru osy z, jejiz polohu si

zvolime
Dolni odhad sily pro ztratu stability obecného prutu




Mechanicka formulace problému

Velikost sily F vedouci ke kolapsu prutu v nasem
jednorozmérném modelu

@ Na prut nemiize piisobit neomezené velka sila F, aniz by
nedoslo k jeho kolapsu a ztraté statické funkce

o Existuje tedy jista kriticka sila Fy, pfi které dojde ke kolapsu
prutu

Kritické sily vedouci ke kolapsu prutu

o Sila, pfi které dojde ke ztraté pevnosti (bereme v potaz pouze
namahani tlakem)

o Sila pri které dojde je ztraté stability (bereme v potaz pouze
namahani ohybem)
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Mechanicka formulace problému

Ztrata stability
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PFi pasobeni byt minimélniho zatizeni
ve sméru osy z dojde k (byt minimalni)
deformaci ve sméru osy z

Pfimka prolozena vektorem sily F tedy
neprochazi kazdym bodem strednice -
dochazi k namahani ohybem

Budeme zkoumat moment na
deformované konstrukci - teorie Il. Fadu
Na deformované konstrukci vyjadfime
moment jako funkci celkového prithybu
w(x)

My(X) = FkW(X)7

Dolni odhad sily pro ztratu stability obecného prutu



Mechanicka formulace problému

Ztrata stability

My (x) = Ely(x)ry (x),

L
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Mechanicka formulace problému

Klasicky Eulertiv model - sloup je prizmaticky
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Mechanicka formulace problému

N&s model - sloup neni prizmaticky (m& proménny priifez)
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Mechanicka formulace problému

Interpretace Fj pro realny nosnik

o Nas model popisuje Fy pro piisobeni sily pouze v jedné vybrané
roviné

@ Pokud je prut rotacni téleso - stejné Fj pro libovolny vybér
roviny plisobeni sily

@ Pokud je prut nerotacni téleso - riizné Fy pro libovolny vybér
roviny plisobeni sily
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Mechanicka formulace problému

Rovnice popisujici fyzikalni model

o Ziskali jsme rovnici

—El, (x)w"(x) — Frw(x) =0,

D = {w;w € C%(0, 1), w(0) = w(/) = 0},

Kdy dojde ke ztraté stability prutu?

Pokud ma rovnice pro dané F, nekonecné mnoho Feseni
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Matematické reseni problému

Rovnice popisujici fyzikalni model

@ Z matematického hlediska se jednd o ODR 2.7adu s nulovou
pravou stranou

@ Pokud hledame takova Fy, aby Gloha méla nekone¢né mnoho
feseni, Fesime lohu vlastnich Cisel - F, oznaéme jako A

o Mizeme ekvivalentné zapsat

—w(x) — E/y)\(X)W(X) =0, w(0)=w(/)=0,
" o 1
Aw = —w"(x), Bw= B, () w(x),
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Matematické reseni problému

Existence a vlastnosti \

Protoze A a B jsou pozitivné definitni operatory, plati, ze:
o Pokud je A vlastnim &islem alohy, pak ma aloha nekoneéné
mnoho feseni w(x), takzvanych vlastnich funkci

o Existuje spocetné mnoho, a to kladnych realnych vlastnich
Cisel )\, kterad tvofi rostouci posloupnost. Plati tedy, ze prvni
vlastni Cislo je nejmensi ze vsech vlastnich &isel alohy.
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Matematické reseni problému

Existence a vlastnosti \

Iy < Iy = Mgy < Ay,
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Matematické reseni problému

Existence a vlastnosti \

o Pokud je A vlastnim &islem alohy, pak ma aloha nekoneéné
mnoho FeSeni w(x), takzvanych vlastnich funkci

@ Existuje spocetné mnoho, a to kladnych realnych vlastnich
Cisel )\, ktera tvofi rostouci posloupnost. Plati tedy, ze prvni
vlastni Cislo je nejmensi ze viech vlastnich Cisel alohy.

@ Pokud bychom resili dvé alohy, ve kterych bychom volili
stejnou hodnotu E, tedy E; = E; a funkce /1 a /o obecné
riizné, ale takové, aby /,; </ 5, pak pro nejmensi vlastni &isla
Glohy plati, Ze A1, < A1p,-

Poznamka - Hledame pouze A1, dalsi vlastni isla pro nas nemaji
primy fyzikalni vyznam!
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Matematické reseni problému

Analytické reseni tlohy

A1 umime najit analyticky, pokud
e /, je konstantni funkce
1
—w(x) = Agw(x) =0, Ag = A w(0) =w(l) =0
y

2,2
)\,,:E/ynl—;r, n=1,2, ...
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Matematické reseni problému

Analytické reseni tlohy
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Matematické reseni problému

Numerické reseni alohy - hledani zaruceného dolniho odhadu

@ Pro jiné tvary /, neumime vlastni ¢isla nalézt analytickym
zptisobem

@ Snazime se tedy najit dolni odhad \;

Mozny postup hledani dolniho odhadu A;

o Predpokladejme, Ze feSime dlohu s /o, pro kterou neumime
najit FeSeni analytickym zptisobem

o Predpokladejme, ze existuje /,1, pro které plati /,; </,
pfiéemz néjakym zptisobem umime najit vlastni &isla (nebo
opét jejich dolni odhady) dlohy s /,; ( /1 umime vyfesit

@ Vlastni ¢isla Glohy s /1 jsou zaru€ené dolni odhady vlastnich
cisel s I,o» Tyto zarucené dolni odhady oznacme \;
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Matematické reseni problému

Numerické reseni alohy - hledani zaruceného dolniho odhadu

Iy < Iy = Mgy < Ay,
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Matematické reseni problému

Metoda konstantni aproximace

o /y(x) nahradime I, yonst.(X) = K, tak Ze Iy konst. < I

I(x) Ly jonst. < I
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

o /,(x) nahradime I, ponst.(X), tak Ze Iy pronst. < Iy

Iy(l')
I,(z)
X
0 h 2h 1=3h
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Vime, ze pro Glohu s po Castech konstantni funkci /,(x)
existuje nekone€né mnoho vlastnich Cisel této dlohy

@ Zabyvejme se vlastnimi funkcemi této alohy
o Na celéem (0,/) ale tato vlastni Cisla neumime najit

@ Rozdélme ale (0, /) na oteviené intervaly (0, h),
(h,2h)...((K — 1)h, Kh), n=1,2..K, K € N
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

o Na kazdém z téchto interval@ umime ale najit fundamentalni
systém alohy - jeho linearni kombinace musi nutné obsahovat
Casti vlastnich funkci (pro dané vlastni Cislo) na intervalu
((n—1)h, nh)

B AiL ) AiL
w, = Ci,cos (x E/n,y(x)> + Gopsin (x Eln7y(x)>
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Pro vlastni funkce tlohy musi platit spojitost w

wi(0) = 0, wi(h) = wa(h), wa(2h) = ws(2h)...

..wk_1(Kh) = wk(Kh), wk(l) = 0.
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

w(z)
wy(x) | wo(x) | ws(x) 1
B 7 w(x) i i
w(x) : : () |
| [ X
0 h 2h 1 =3h
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Pro vlastni funkce tlohy musi platit spojitost w’

wi (h) = wj(h), wj(2h) = wj(2h)...

Wi _1(Kh) = wj(Kh).
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

Ziskavame soustavu rovnic

Gv=0
@ v je vektor konstant Gy, Gop
o Matice G je tfidiagonalni

@ Protoze vlastnich funkci musi byt nekonecné mnoho, musi mit
soustava nutné nekoneéné mnoho feseni

e det(G) =0
@ Ziskavame rovnici jediné proménné \; |

@ Rovnice obsahuje rtizné soucty a souciny prvki ve tvaru

\/ )\,-,Lw,,sin (nh\ / /\,-’Lw,,), \/ /\,-7Lw,,cos (nhw / /\,-,Lw,,)
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Rovnici neumime vyfesit analyticky

o Musime pouzit n&jakou numerickou metodu - potfebujeme
zaru€it, ze ndam numerickd metoda poskytne dolni odhad A; |

@ Vyuzijeme toho, Ze funkce je spojita a plati Bolzanova véta
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

fld)>0< +
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

fld)>0< +

f2d)>0& +

0 d 2d Au\/ o m\
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

fld)>0&+

f2d)>0< +

d Az 3d
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

Autor: Evzen Korec - 2.roénik Sl Dolni odhad sily pro ztratu stability obecného prutu



Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

f2d)5 0 + x
AL 2d . 3d

0 d \/Au Ao
f(3d) < O\ —
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

fld)>0&+
f@2dy>0s +
ALL 2d 3d

0 d vAQ.L A&L\k
2d # M\ 11 f(3d) < O\ —

X
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Aby ndm metoda poskytla dolni odhad A; ;, musi platit, ze
d<X—AL
o Hledame tedy dolni odhad Ay — A1

@ Tento odhad mizeme sestrojit podle metod uvedenych v
¢lancich pro konstantni /,

Nedokazana hypotéza

Vzdalenost prvniho a druhého vlastniho &isla alohy s /, pionst, je
vétsi nebo rovna vzdalenosti prvniho a druhého vlastniho &isla alohy

S Iy,konst: tak Ze Iy,konst < Iy,pkonst-
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Funkce f(x) je Lipschitzovsky spojita
o |f(xc) — f(xp)| < Cilxc — xpl
e C, = sup(f'(x)) na (0,/)
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

Autor: Evzen Korec - 2.roénik Sl Dolni odhad sily pro ztratu stability obecného prutu



Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

@ Ze znalosti A1 11 a Ao — A1 miiZeme najit Ap j;
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Matematické reseni problému

Metoda po Gastech konstantni aproximace

fld)>0&+

f2d)>0< +

d Az 3d
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Matematické reseni problému

Variaéni formulace

@ Ulohu nejdfive formulujeme variaéné

@ Rozsirime mnozinu funkci D, mezi kterymi hledame reSeni na
H

o H=H}0,I) = {w; fol(w’)2 dx < oo, w(0) =0, w(/) =0}

, L I
o Na H zavedme skalarni soucin (w,v)y = [, wvdx
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Matematické reseni problému

Variaéni formulace

Dle Galerkinovy metody méa variaéni formulace tvar

(Aw —ABw,v)=0 VveH

/ | 1
/ w'vdx = )\/ —wvdx
0 0 EI}’
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Matematické reseni problému

Variaéni formulace
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Matematické reseni problému

Variaéni formulace

Pro variaéné formulovanou alohu plati:

Pokud je A vlastnim &islem Glohy, ma Gloha nekonecné mnoho
reseni

VariaZné formulovana tloha ma stejna vlastni Cisla jako
klasicky formulovana aloha

Vsechny zminéné vlastnosti vlastnich &isel zlistavaji v platnosti
Vlastni funkce jsou ortogonalni vzhledem ke skalarnim
soucindm (w, v), a(w, v)

Plati Friedrichs-Poincarého nerovnost
A lw]|? < ||wl[%, Vv e H
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Matematické reseni problému

Metoda koneénych prvki

e a(w,v;) = XNw,v;), Yvi,i=1l..n,neN
@ Za v; budeme volit po Castech linearni funkce

o Uloha vede k tloze najit zobecnény vlastni vektor a zobecnéna
vlastni &isla matic v rovnici Av — ABv =0
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Matematické reseni problému

Metoda koneénych prvki

@ Metodou konecnych prvkd dostaneme pfibliznou hodnotu Ayp

@ Pomoci Friedrichs-Poincarého nerovnosti je mozné ukazat, Zze
vzdy plati A1 < A1y
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

Predpoklady:
1) Musime znat dolni odhad A, dlohy, ktery nazvéme A, ktery
je ale v&tsi nez \; alohy, tedy

0 <A S A <A <X

2) Musime znat, byt tfeba velmi hruby, dolni odhad \; Glohy,
ktery si oznacme Aq
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

_ —1
AL =Mp— (1= An/Ao0) 2 (1= a2/8) " [nnll?

Bh = (1= Ain/Aa,) " | |mnl|
Bnr <1
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

Podle Rieszovy véty o reprezentaci plati
0 = Ap(wp, v) — a(wp, v), Vv € H,,

a(np, v) = Aip(wp, v) — a(wp, v), Vv € H,.
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

Podle Rieszovy véty o reprezentaci plati

a(np, v) = Ap(wp, v) — a(wp, v)

1 1 1
:/0 B, — A pWhpv dX — /0 whv' dx

1 1
/ Alhwhvdx—/ (W,’,+U)v’dx+/ ov' dx
0 0

1 1
:/ (EI Alhwh—a)vdx—/ (wp, + o)v' dx
0
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

Upravami a dosazenim 7, za v ,dostavame

1 1 1
[[nnlla < \// (E)\thh—J')2 dX+\// (W,’1—|—0)2 dx
VALV Jo CEly 0

1 1
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

wp(@), —wp(7), o (x)

wy(z)
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

wh(l'% 7’w},1’(:L‘)7 O—(‘L)

wp,(x)
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Matematické reseni problému

Zaruceny dolni odhad ziskany metodou koneénych prvki

wy(z), —wh(x), o(z)

wy, ()
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Matematické reseni problému

Numerické vysledky

]y.k'onst‘ ($)7 [l/(‘r)

L, =262-1074

0 a = 42.444 b

62.444
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Matematické reseni problému

Numerické vysledky

NUMERICKE VYJADREN{ v kN

Pocet funkci ych prvki 100 200 1000
Pfesnd hodnota F_k 773,2677427| 773,2677427| 773,2677427|
Metoda horniho odhadu pomoci MKP 773,3288372 773,2831685| 773,2683647|
Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 758,8768322] 769,8628868| 773,1376626
Metoda konstantni aproximace 517,2089692 517,177799 517,1676952]
Metoda po ¢astech i aproxi 618,3495012] 618,3495012 618,3495012]

PERCENTUALNI{ VYJADRENI (v procentech pFesné hodnoty F_k )

Pocet funkci &nych prvkd 100 200 1000
Pfesnd hodnota F_k 100 100 100]
Metoda horniho odhadu pomoci MKP 100,0079008 100,0019949 100,0000804|
Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 98,13894856 99,55967956 99,98317787|
Metoda konstantni aproximace 66,88614313| 66,88211216 66,88080552]
Metoda po &astech i aproxi 79,96576956 79,96576956 79,96576956

ty obecného prutu



Matematické reseni problému

Numerické vysledky

PERCENTUALNI{ VYJADRENI (v procentech pFesné hodnoty F_k )

Pocet funkci ych prvki 100 200 1000
Pfesnd hodnota F_k 100 100 100]
Metoda horniho odhadu pomoci MKP 100,0079008 100,0019949 100,0000804|
Metoda dolniho odhadu pomoci MKP 98,13894856 99,55967956 99,98317787|
Metoda konstantni aproximace 66,88614313| 66,88211216 66,88080552]
Metoda po ¢astech i aproxi 79,96576956 79,96576956 79,96576956

ROZDILY PERCENTUALNIHO VYJADRENI (pro riizny pocet kon.prvkii)

Pocet funkci kon. prvki (hrubsi odhad)- poZet funkei kon. prvki

(jemnéjsi odhad) 100-200 200-1000 100-1000

|Metoda horniho odhadu pomoci MKP | 0,005905932] 0,001914457| 0,007820389]

ROZDILY PERCENTUALNIHO VYJADRENI (pro riizny poéet kon.prvkii)

Pocet funkci koneénych prvkii (jemnéjsi odhad) - poget funkci kon.

pruki (hrubsi odhad) 200-100 1000-200 1000-100

| Metoda dolniho odhadu pomoci MKP' | 1,420730999] 0,423498308| 1,844229308|

ty obecného prutu
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Zavery
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Dekuji za pozornost
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