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1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

1 Soustavy a svazky sil

1.1 Svazky sil v roviné

Priklad 1.1.1 Pro zadany svazek sil urcete ekvivalentni silu Fr a vysledek zakreslete do
obrazku.

F, = 8 kN Fy; =10 kN
50° 40° T
> -
Fy =5kN
30°
z
Fy =12 kN

Reseni pomoci podminky ekvivalence:

SF = Fu
Fi+F+F+F = Fg

Za predpokladu, ze Fr pusobi do I. kvadrantu, budou kladné sméry slozek Fr (Fg, a Fg.) ve
sméru kladnych poloos.

—

— : Fr, = F|-cos40° — F5 - cos50° — F3 - sin 30° + F}
Fr, = 10-cos40° — 8 -cosb0° —12-sin30°+ 5 =1,518 kNN

b Fr, = —F;-sin40° — F5 - sin 50° 4+ F3 - cos 30°
Fr, = —10-sin40° — 8 -sin50° + 12 - cos 30° = —2,164 kN

F} = F},+F3 = Fp=,/1,5182+(—2,164)2 = 2,643 kN
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1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

%\3
F2 E %V F1
~ 2
© V4
i 8¢
! Fy z
> »
1,518 kN
Fy ‘

Priklad 1.1.2 Zadany svazek sil uvedte do rovnovahy a rovnovaznou silu R zakreslete do

obrazku.
F, =12 kN Fy =10 kN
130 60° F, =10 kN
o x
205, 7z
250° F; =10 kN
Reseni pomoci podminky rovnovéhy:
SFE+R =0

Predpokladame kladny smér slozek reakce ve sméru kladnych poloos.

— 1+ Fy-c0s20° + F5 - cos60° + Fy - cos 130° + F5 - cos250° + R, = 0
—~ R, = —11,553 kN

T o Fy-8in20° + F3 - 8in60° + F} - sin 130° + F5 - sin250° — R, =0
= R, ="7,178 kN

R=\/R,>+ R.?> =13,601 kN




1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

F4 F3
F
11,553 kN 7
¢ > >
o 7,178 kN
?\¢X YA |
Fy 2
4

Priklad 1.1.3 Téleso o hmotnosti m = 1500 kg je zavéseno na dvou lanech ¢. 1 a 2, ktera
sviraji se stropni deskou thly 60° a 40°. Vypoctéte velikost sil F; a Fy, které
v lanech vznikaji. Tthové zrychlenf uvazujte g = 9,81 m/s?.

60° 40°
1 2

m

Reseni: ze zadéni vytvorime soustavu sil a budeme tesit podminky rovnovahy.

Fy
Fy

60° 40° g

>

IF,,,,, =1500-9,81 = 14715 N
z

— —F - cos60° + Fy - cos40° = 0
T Fp-sin60° + Fy - sin40° — 14715 = 0
—-0,5-F1+0,766 - F, = 0
0,866 - Fy + 0,643 - F, = 14715
F; = 11445 013N
F, = 7470,635 N




1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

1.2 Svazky sil v prostoru

Priklad 1.2.1 Urcete vyslednici Fr prostorového svazku sil. Sily prochazeji pocatkem O
a jsou definovany velikosti F; a bodem A;, na ktery ptuisobi.

F, = 16kN A, = [3; 4; 5]

Reseni: sestaveni podminek ekvivalence ve sméru os z, y, 2.

‘Z
f\/
()é( %j :Z7 éy
O | s
______ o

Slozky Fi., F;, a F;, vytvorime pomoci smérovych cosinti vypoctenych ze soutradnic bodu A,
a vzdalenosti pocatku O a bodu A;.

| Ai || = a7+l + 2}

_ Zq . _ _ Y . _ i
cosa = i cos f3; = P il v

ill

Podminky ekvivalence:

\/‘T : FR:E = Esz:F1x+FQx+F3x

Fr, = Fj-cosay + Fy-cosay + F5-cosag = Fj - Hfl—ll”—i—Fg- ”Z” + F3 - IIZH

— 3 —4 2
— 3 —4 2

Fre = 16757 +30- 7557 +10- 555

Fr, = —4,856kN

-y FRy = ZFiy:F1y+F2y+F3y
FRy = F1‘COSﬂl—f—FQ'COSBQ—FFg'COSBg:Fl'ﬁ‘i‘FQ'HZ%”—FFg'”Z%”
_ 4 5 -3
Fry, = 16-m+30-ﬁ+10-m
Fr, = 22,246kN

Tz ¢ Fr = Y F,=F.+F,+ I,
Fr, = F1'COS’yl—f-FQ'COS’YQ‘f‘Fg'COS’}/g,:Fl'm+FQ'||Z2||+F3'||23H
Fro = 16 55 + 30 =50 +10- 5355
Fr. = 26,702kN




1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

Celkova velikost vyslednice a tihly, které svird s osami x, y, z:

Fp = \[F3, + F}, + F3. = \/(—4,856) + 22, 2462 + 26, 7022
Fr = 35,092kN

_ Fry _ —4856 _ °

COSQAR = F* = 3455 — QR = 97,954
_ Fry __ 22,246 _ °
cosfr = T = 35 = Br = 50,659
_ Fr. __ 26,702 _ °
COSTR = J5 = 3o — YR = 40,455

FR |

|

z |

|

|

|

o

|

F A2 |

L |

|

Ay :

/’ !

2 |

/_/ _____________ )

A3 //

e 0] Y
F3
T

Priklad 1.2.2 Soustavu sil F; = 15 kN a F;, = 20 kN uvedte do rovnovahy pomoci sil
Ry, Ry a Rs3, které jsou zadany svymi paprsky. Vysledné kladné sméry reakci
zakreslete do obrazku.

Reseni: pocatek souradného systému umistime do prusec¢iku vsech sil a uréime smérové cosiny
sil Fi, Fy, Ry, Ry a R3. U sil R; si zvolime predpokladany kladny smeér.
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1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

Na paprsku kazdé ze sil zvolime pomocny bod A;, resp. S;. Souradnice bodt odvodime z rozmeéri
Lkvadru“ a sméru sily. S jejich pomoci uréime velikosti vektort || OA; || a || OS; ||

Fi o= 15KN = A = [-4 —7;0] = |OA || = (C42+ (—7)2+ 02 = 8,062m
F, = 20kN = A, = [0;0;3 = [|[OA] = 3m

Ry, = 7kKN = S5} = [—4; 0; 0] = || 05, || = 4m

Ry = kN = S, = [O, —7; 3] = H (ONY H = 7,616m

Ry = 7kKN = S3 = [—4; 0; 3] = H OS3 || = 5dm

Sestavime podminky rovnovahy:

v @ Ry-cosapry + Ry -cosapry + R3 - cosags + Fy-cosay + Fy - cosay =0
Ri- G+ Ry sgg+ Ry 5 + 15 5555 +20-5=0

—R; —0,8- R3 — 7,442 = 0 = dvé neznamé

— vy : Ry-cosfPr1 + Ry - cosfBro+ Rs-cosfrs+ Fy-cosfPy+ Fy-cosfs =0
Ri-§+ Ry sgig + Ry 3+15- 555 +20-5=0

—0,919- Ry — 13,024 =0 = Ry = —14,172 kN

T2z : Ry-cosvyry + Ry - cosygrs + R3 - cosyrs + Fy - cosvyy + Fy - cosyy =0
Ry- 9+ (—14,172) - =235+ Ry - £+ 15 505 +20- £ =0

0,6 Ry + 14,416 = 0 = R3 = —24,029 kN

Dosazenim R3 do podminky rovnovahy ve sméru x ziskdme R; = 11,781 kIN.
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1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

1.3 Soustavy sil v roviné

Priklad 1.3.1

Zadanou soustavu sil a momentu zredukujte k poc¢atku souradného systému.

4

1 13
i Fy =8 kN
35 1]

|
= |
| + - -4+ - - = -
7‘20° S
| 1 4 >

e

F1 = 1 N
M = 20 kNm

N\

[2; -2]

Reseni: mame-li provést redukei soustavy sil k zadanému bodu, budeme hledat ekvivalentni silu
a moment pusobici v zadaném bodé.

YN F = Fi+Fy+F

XX Fp =

Fp =

MR = F1XF1+F2XF2+F3XF3

Podminky ekvivalence rozepiseme do smeéru jednotlivych os a zavedeme predpoklad, ze kladné
slozky ekvivalentni sily ptisobi ve sméru kladnych poloos.

Mg

le + ng + ng = —Fl - cos 30° + F2 -8in 20° 40
—15-cos30° + 10 - sin20° + 0
—9 570 kN

Fiy + Fyy + F3y = —F - sin 30° + F5 - cos 20° — F3
—15-sin30° + 10 - cos20° — 8
—6,103 kN

F},+ F}, = Fp=,/(—9,570)% + (—6,103)? = 11,350 kN

—M + F; -cos30°-1— Fy -sin30°-3+ F5-sin20°-0 —
— Fy-cos20°-1—F3-1
—20+15-c0s30°-1—15-sin30°-3 4+ 10 -sin20° -0 —
—10-cos20°-1—-8-1

46,907 kNm
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1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

by

iFg

F 2 |

o F1
Lo
| gg)-gg(k/lf
9,57 kN ! /\/ : @

#__ ¥6,103 kN

Fr=11,35 kN M
7N\

Priklad 1.3.2 Zadanou silu uvedte do rovnovahy pomoci sil R; (zadanou paprskem) a Ry
(zadanou ptsobistém).

Reseni: obecné feseni povede na soustavu tii rovnic o tfech nezndmych. Pusobisté reakce Ry
zvolime do znamého bodu a zvolime jeji predpokladanou orientaci. Reakci Ry zvolime pomoci
slozek Ry, a Ra, nebo pomoci velikosti sily Ry a thlu as.

12



1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

Yy

Sestavenim momentové podminky rovnovahy kolem bodu ptlisobeni sily Ry dostaneme jednu
rovnici s jednou neznamou.

tgay = 6/5 = oy = 50,194°

@ : Ry-cosay-(1+2)— Ry-sinay - (8+3) 4+ F -sin60°- (4+3) —
—F -cos60°-(3—2)=0
= R; =17,036 kKN

— : —Ry-cosa; + Ry — F - cos60° =0
= Ry, = 20,906 kNN

T ¢ Ry-sinag + Ry — F -sin60° =0
= Ry, = 4,233kN

R} = R3, + R}, = Ry = /20,9062 + 4,2332 = 21,33 kN

Ra, o
tg g = R%Z — 2407,293036 = 0’ 202477 = Og = ]_]_, 446

13



1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

1.4 Soustavy sil v prostoru

Priklad 1.4.1 Provedte redukci zadané soustavy sil k poc¢atku

Obecné se jedna o podminky ekvivalence:
S F, = Fg
> Mp; = My
Reseni po slozkéach:
Ech = FR:L" ZMFZZ = MR:L"
Y Fy = Fry > Mp, = Mg,
> F. = Fr. > Mg, = Mg,

Pro rozlozeni jednotlivych sil do slozek z, y a z zavedeme smérové cosiny thla «, § a 7.

A <
A
|
|
Y IZ _ oz
| COS ¥ = \OAH
E Y cosff = -
o : X, [OA]
o -
Lo - e COSTY = foa]

cos v = \/ﬁ =0,424; cosf; = \;—5% = —0,566; cosvy; = \/% = 0,707

_ —3 _ . 0 N 5
COSQy = mr—rrey = —0,514; cos s = ok 0; COSY2 = o = 0,857
€08 3 = orrrer = 0; cosfly =k =—-1;  cosyz= = =0

14



1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

Silové podminky ekvivalence:

Fry = X Fi-cosa; =
= Fy-cosaj;+ Fy-cosag+ F3-cosag =8-0,424+ 10 (—0,514) +5-0
Fr, — —1,T48kN

Fry = X F;-cosf; =
= Fy-cosfy+ Fy-cosPBs+ F3-cosff3 =8-(—0,566) +10-0+5-(—1)
Fr, = —9,528kN

Fr., = Y I -cosvy; =
= [} -cosy+ Fy-cosyy+ F5-cosy3 =8-0,7074+10-0,857+5-0
Fr. = 14,226 kN

Vysledna ekvivalentni sila:

Fr = \/Fr.* + Fg,* + Fg.> = 17,219 kN

Momentové podminky ekvivalence k pocatku:

Mg, = Y (Fiy-riy— Fiy-1iz) =
= (Fy-cosy-4—Fy-cosfy-0)+ (Fy-cosyg-4— Fy-cosfy-0)+
+ (F3-cosyz-4— Fy-cosf3-0) =
— (80,7074 — 8- (—0,566) - 0) + (10- 0,857 -4 — 10-0-0) +
+ (5-0-4—5-(—1)-0)

Mg, = 56,904 kNm

MRy - Z(Fvwrzz_}?z "rix) -

(8-cosay -0—8-cosvy,-0)+ (10-cosag -0 —10-cosvys - 3) +
+ (5-cosaz-0—>5-cosvys-3)
Mp, = —25,71kNm

MRZ = Z(Eyrm_ﬂ 'Tiy) =
= (8-cosf1-0—8-cosay-4)+ (10-cosfy-3—10-cosaq -4) +
+ (5-cosf3:-3—5-cosaz-4)

MRz —8, 008 kNm

Vysledny ekvivalentni moment:

Mpg = \/Mg.? + Mg,? + Mg.? = 62,954 kNm

15



1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

14,226 kN

|
9, 5281kN
25,71 kNm,
<

Priklad 1.4.2 Nahradte ucinek danych silovych dvojic jedinou dvojici sil. Urcete smérové
cosiny normaly, kterd je kolma k roviné, v niz lezi vyslednd silova dvojice.
Rameno vysledné silové dvojice uvazujte 2,5 m.

FllekN 7“1:4H1
F2:15kN T2:2m
F3:12kN r3:3m

Reseni: vysledny ucinek silové dvojice nebo vice silovych dvojic je vzdy pouze moment ptisobici
kolmo na rovinu, v niz silova dvojice plisobi.

S F=0
]\43$ = —F1r1:—104=—40kNm
MRy = —F2T2:—152:—30kN1’1’1
MRZ = —F3 Ty = —12-3 = —-36 kNm

Pozn.: znaménka urcime podle pravidla pravé ruky, kdy palec pravé ruky jde ve sméru kladné
poloosy a prsty ukazuji kladny smér otaceni kolem prislusné osy.

16



1 SOUSTAVY A SVAZKY SIL

Mp = /M3, + M, + M}, =61,612kNm
Mgr = Fr-rg
61,612 = Fg-2,5= Fr = 24,645 kNm

Vypocet smérovych cosint:

_ Mg, _  —40 _
COSQR = i+ = gom = 0,649

_ Mgry _ 30 _
cosfr = e = 61 = —0,487

_ Mg, _ —36 _ _
COSVR = /= = Glo1z — 0,584

17



2 PODPOROVE REAKCE

2 Podporové reakce

2.1 Reakce hmotného bodu

Priklad 2.1.1 Urcete reakce hmotného bodu.

19 kN AN

33 kN NI
60° N

P O
3 ) )

Reseni: spocitdme stupei statické uréitosti s = 1-2°—(2-1°) = 0 SUK (SUK = staticky urcit4
konstrukce) a zavedeme reakce Ry a Rs na hmotny bod.

Ry
19 kN -~ 19 kN
_ R
33 kN Y N 33IN Y ocn
17 kN = 17 kN
60 N ]go
1
mi%m 3
 m)
Ry

tga =13 = a = 18,435°

Ulohu dale fesime jako rovnovahu svazku sil pomoci silovych podminek rovnovahy.

—  —Ry-cosa—33—17-sin60° =0 = Ry = —-50,304 kN
T ¢ Ri—Ry-sina—19+17-cos60°=0 = R; = —5,408 kN

50. 304 kN
19 kN —v

33 kN
17 kN

<

¥ 5,408 kN

Do obrazku muzeme zakreslit skutecné sméry reakei (Cervené).
POZOR: pokud ménime znaménko sily, musime také zmeénit orientaci Sipky!
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2 PODPOROVE REAKCE

Priklad 2.1.2 Urcete reakce dvou hmotnych bodt a doplite, ktery z prutii je namahan
tahem a ktery tlakem.

N

o

120 kN
15 kN

> —_—

<t
X

| 3 | 5 | 3 | [mm]

Reseni: spocitdme stupen statické urcitosti s = 2 -2° — (4 - 1°) = 0 SUK a déle budeme
sestavovat podminky rovnovahy pro kazdy hmotny bod samostatné. V kazdém prutu vznikne
pravé jedna reakce a jeji kladny smér si miuzeme zvolit. V tomto pripadé si kladné sméry reakci
zvolime tak, aby kladné reakce vyvozovaly v prutech tah.

lZO kN

tga =43 = a =53,130°

T ¢ —Ry-sina—20=0 = R;=-25kN = prut je tlaceny
— : —Ry-cosa+ Ry =0 = Ry=-15kN = prut je tlaceny

//’R4
& 15 kN
B
R2 [0

\-
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2 PODPOROVE REAKCE

tg B =33 = B = 45°

T ¢ —Rz-sina+ Ry-sinff =0
— : —Ro+ R3-cosa+ Ry-cosf+15=0

—0,8-R3+0,707-Ry = 0

0,6-R3+0,707- Ry = —30
Ry = —21,429 kN = prut je tlaceny
R, = —24,247 kN = prut je tlaceny

20



2 PODPOROVE REAKCE

2.2 Reakce tuhé desky v roviné
Priklad 2.2.1 Vypoctéte vSechny podporové reakce tuhé desky

l15 kN
10 th

18 kNm

N

2 |, 2 8 L [m]

1 |

Reseni: spo¢itdme stupen statické urcitosti s = 1-3°—(2-1°41-1°) = 0 SUK. Zavedeme dvé
svislé reakce v posuvnych kloubech a jednu ve sméru osy kyvného prutu.
x

r» 15 kN 15 kN
© 10kN lo d 10 kN l c,
> >

o

18 kNm 18 kNm TCZ '

N S Vel

>
o
o
-

tga =68 = a = 36,87°
Vypocet reakci provedeme ze silovych a momentové podminky rovnovahy.
— :10-C,=0
10—C-cosa=0 = C=12,5kN
@ : A-44+B-04+4C-0+10-0—-15-2+18=0 = A=3kN
Tt A+B+C,—-15=0
3+B+12,5-sina—15=0 = B=45kN
Kontrola: pomoci momentové podminky rovnovahy kolem bodu e.
xe) 1 A-2-B-2-C.-2+18=0
3-24+4,5-2—12,5-sina-2+18=0 = splnéno

21



2 PODPOROVE REAKCE

Priklad 2.2.2 Vypoctéte podporové reakce zadané konstrukee.

AN D
R S VRN 2 L2 L3 P

Resent:

20 kNm

N
)
——
o
~
z,

Vypocet reakci z podminek rovnovahy:

—~ : B, =0kN
xe) : B.-T—1-6:6-6-10-2—-20=0 = B, =21,143kN
T B.—3-6:6-10+E=0 = FE =6,857TkN

Kontrola pomoci momentové podminky rovnovahy:

X&) 1 2.6:6-4-21,143-3+10-8—6,857-10—20=0 = splnéno

Priklad 2.2.3 Vypoctéte podporové reakce zadané konstrukce.

FYFTITIY N
m R
| 5 i

Resgeni: spocitdme stupeit statické urcitosti s = 1-3°— (2-1°+1-1°) = 0 SUK. Zavedeme dvé
vzajemné kolmé reakce v pevném kloubu a jednu svislou v posuvném kloubu.
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2 PODPOROVE REAKCE

v 2 |
| '
b AN
AN
TA7 20 kN, INE
Qr=1-6-4
l ~
C d L
A
3 A
| - A J;? ]
D,

Vypocet reakci z podminek rovnovahy:

— A, 4+20=0 = A, =-20kN

X&) 5:5-2-20-1+1-6-4-(5+2-4)-D.-9=0 = D, =14,944kN

2
T+ A—-5-5-3-6-4+D.=0 = A, =22 056kN

Kontrola: pomoci momentové podminky rovnovahy kolem bodu ec.
KC) Ay 3+A.-5-5-5-3+420-245-6-4-3-4-D.-4=0
—20-3+22,056-5—5-5-%+20-2+%-6-4-2-4—14,944-4:0:>sp1nén0

w]
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2 PODPOROVE REAKCE

2.3 Reakce tuhé desky v prostoru

Priklad 2.3.1 Urcete podporové reakce na prostorové konzole, ktera je na levém konci vetknuta
po celém svém obvodu. Doplite souradny systém tak, aby byl pravotocivy.

l—\x
z fi =4 kN/m?

drvyvvvyy

R

! KAERARRD
T T yaye
////////;‘//1{//// T FT a0k

2 =206 m
[m]
| 4 2 |

Reseni: spo¢itdme stupeii statické urcitosti s = 1-6°— (1-6°) = 0 SUK a ve vetknuti zavedeme
t1i silové a tfi momentové reakce. V pripadé vetknuti celého prirezu, se reakce zavadéji do osy
konstrukce, ktera je spojnici tézist prurezi.

Protoze reakce budou ptisobit v jednom bodé a jsou na sebe navzajem kolmé, mizeme z kazdé
podminky rovnovahy (3 x silovd a 3 X momentovd) vypocitat pravé jednu z reakei.
Pravotocivy souradny systém doplnime pomoci prstii pravé ruky: palec pravé ruky symbolizuje
osu x, ukazovacek osu y a prostrednicek ukazuje smér kladné poloosy z.
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2 PODPOROVE REAKCE

—x : R,—30=0 = R, =30kN
Sy Ry+4-fo=0 = R, =-24kN
tz : R.—2-0,8-fi=0 = R.=6,4kN
—»x o M,4+6-4-2+Q-0=0 = M, =-14,4kN
Ay oo M,+30-2+4.2.0,8-(4+2%)=0 = M,=-50kN
Tz o Mo+6-4-4-30-2 =0 = M, = —-36kN

Vykresleni skutecnych smért ptisobeni reakci bude dle nasledujictho obrazku:

36 kNm

Priklad 2.3.2 Urcete podporové reakce zadaného tuhého télesa.

v =
Y/ N 3KN/m o9y
"X EEEXAREEEERARE, Jé
10 %@ : ___________________ Z |
& meSS =00,
0 kN[
0 N4 AV
) | 8 m]

Reseni: spo¢itdme stuperi statické uréitosti s = 1-6°—(1-3°+1-1°42-1°) = 0 SUK. Zavedeme
t1i silové reakce v pevném kloubu, jednu silovou reakci v posuvném kloubu (kolmo na smykovou
plochu podpory) a dvé silové reakce v kyvnych prutech (vzdy v ose kyvného prutu).
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2 PODPOROVE REAKCE

02: - D
| | /_/
: | /‘/' ,
[ e e i - s
i
.......... L _._&_//I _ S _ _ 04
i /
I Ve
Ra, 17 . 0
_____ Az .;l — [ e §
i 05 .
%y A TR AT
03
RAZ B AC
i

Pro feseni mame k dispozici Sest nezavislych podminek rovnovahy a snazime se postupovat
tak, abychom z kazdé podminky vypocitali jednu z reakci. Pokud se ndm nepodarfi sestavit
podminky, ze kterych ptijde spocitat primo néktera z reakci, reseni povede na soustavu rovnic

o vice neznamych.
Prvni podminkou, ze které jsme schopni spocitat jednu z reakci, je silova podminka rovnovahy

ve Smeéru osy .
Yt Ray+15=0 = Ry, = —15kN

V dalsich silovych podminkéch rovnovahy (ve sméru osy « a z) je vzdy vice nez jedna neznama
= vyuzijeme momentovych podminek rovnovahy kolem vhodné zvolenych os.

o0 : C-2-15-2-3-8-1,2=0 = C =29,4kN

To, + D-1,2=0 = D =0kN

Mog RAZ-S—D-2+20~O,5—3~8-%—30:0 = Ry, =145kN
Zbyvajici reakce je mozné spocitat opét pomoci momentovych podminek rovnovahy nebo jed-
nodussim zptisobem = pomoci silovych podminek rovnovahy.

—x : Rar+20—D =0 = Ry, = —20kN

T2 : Ry, +B+C—-10—-8-3=0 = B=-99kN
Kontrola: Pro kontrolu mtizeme zvolit obecnou osu tak, aby se v momentové podmince rovno-
vahy projevily vSsechny reakce, nebo udélame vice podminek rovnovahy kolem os rovnobéznych
s osami souradného systému.

=04 1 Ray-0,5—Ry,-1,2-B-1,24+C-0,8410-1,2-15-1,5= 0 = splnéno

705+ —Ray 0,5+ Ra,-8—D-1,5-3-8-5—30=0= splnéno
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2 PODPOROVE REAKCE

2.4 Reakce na konstrukcich se zakrivenym prutem

Priklad 2.4.1 Vypoctéte podporové reakce zadané konstrukee.

8 kN/m

ACCCCOUCOOCOOCO O N

60° 10 kN
15 kN N
ZAN J o
6 4 , 2

A 1 / {

1,5

1,5

Reseni:
QY =8-sin60°- 10 C

Iy 4

d
60° O =8 cos60° - 10 \
| 5 |
A | -
g

L

tga =34 = o =236,87°
tg 5 =32 = [ =56,31°

Prislusné podminky rovnovahy:

T A—8-sin60°-10+ B-sina—C -sin =0

— : 8-c0s60°-10— B-cosa—C-cosf—10—-15=0

@ : 8-Sin60°-10§+8-00860°-10-3—10-3—15-1,5—B-sina-10+
+C-sinf-10—-C-cosf-3=0
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2 PODPOROVE REAKCE

Ze silové vodorovné a momentové podminky rovnovahy vytvorime soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych:

—0,8-B—0,555-C = —15
—6-B+6,656-C = —413,91
B = 38,078 kN
C = -27,861kN

Dosazenim do svislé silové podminky rovnovahy dostaneme:

A —69,282 + 38,078 -0,6 — (—27,861) - 0,832 =0 = A = 23,255 kN
Kontrola:

@ 23,255 -5+ (—27,861) -sinfB-5+15-1,5—38,078 - sinaw - 5+

+ 38,078 -cosa -3 =0 = splnéno

Priklad 2.4.2 Vypoctéte podporové reakce zadané konstrukee.

preetteed

Reseni: spo¢itame stupeti statické urcitosti s = 1-3° — (1-2°+1-2°) = 0 SUK a zavedeme
podporové reakce.

Q1 =1%-9-6=2TkN

2.5
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2 PODPOROVE REAKCE

tga =3/ = o= 26,565°
tg =2 = [ =23578°

V pevném kloubu si rozlozime reakce do svislého a vodorovného sméru dle nasledujictho ob-
razku, tak abychom mohli nésledné pohodlné sestavit podminky rovnovahy.

¢
A, -sina

Prislusné podminky rovnovahy:

xa) 1 —B-114+Q;-2+18-cos3-8—18-sinf-[3— (5—4,583)] — Q2+ (3—2,5) =0
= B =14,307kN

Ze svislé a vodorovné podminky rovnovahy dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

T Ap-cosa+ A, -sina— Q1 —18-cosf+ B =0
— : —A,-sina+ A, -cosa—18-sinf—Qy =0

0,894 A, +0,447- A, = 29,19
—0,447- A, +0,894- A, = 27,20
A, = 13,951kN
A, = 37,400 kN

Kontrola:

@ : Apcosa-6— A, -sina-2+ A, -sina-6+ A, cosa-2—Q1-4—0Qy-2,5+
+18-0—B-5=0 = splnéno
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2.5 Reakce slozené soustavy

Priklad 2.5.1 Vypoctéte vSechny vnitini a vnéjsi reakce na zadané konstrukei.

5 kN/m

YYvYYYYYYYY ]

C,\ A 20N

18 kNm

(o}

Reseni: vypocet statické urcitosti je mozné udélat dvéma nasledujicimi zptisoby.

$s=2-3°—(2°+1°+1°+2°) = 0 SUK (dvé desky + kyvny prut)
nebo

s=3-3°—(2°+1°+3-1°) = 0 SUK (tii desky)

Zavedeme vnéjsi reakce do pevného a posuvného kloubu a premyslime, zda je mozné nékterou
z reakci vypocitat z podminek rovnovahy na celé konstrukei.

Q=5-6=30kN

I C

d O

( 20 kN
/) (=

o
I
w

18 kNm
a b
VAN AN
A T 2
A, TB
— A, —20=0 = A, = 20kN
X&) : 1845:6-5-20-3-B-6=0 = B = 8kN
Tt A+B-56=0 = A, = 22kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Pro vypocet vnitinich reakci k-ci rozdélime na jednotlivé desky, ve vnitinich kloubech zavedeme
vnitini reakce a kazdou z desek Fesime samostatné (pro kazdou z desek jsme schopni sestavit
tfi nezavislé podminky rovnovahy).

Q = 30 kN C,
d l Co Co Ye
O -—0
@® . (W
S S S S
( O —» <+— O O —» <+—( ﬂkN
18 kNm
a . b
T A <
. ts

Pro vypocet si vybereme tu desku, na které jsou maximalné 3 neznamé a minimum zatiZeni,
tak abychom si vypocet maximalné ulehcili. V tomto pripadé zaéneme s deskou ¢. II.

Podminky rovnovahy na desce II:

t : B-C.=0 = C. = 8kN
XC) :20-248-2=0 = S = —20kN
- —C,—S-20=0 = C, = 0kN

Kontrola: ke kontrole mizeme vyuzit dosud ,nepouzité“ podminky rovnovahy na desce I.

T A —-5-6+C,=0 = splnéno
— A, +S+C,=0 = splnéno
xd) : —A,5—5-2418+5-6-5—C.-6=0 = spln€no
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Priklad 2.5.2 Vypoctéte vSechny vnitini a vnéjsi reakce na zadané konstrukei.

9 kN/m 15 kN
N\ I S e
o
18 kN
75°
N\ T N
(@]
N\ N
6 3 3
| | |

Resenti: spo¢itdme stupeti statické urcitosti s = 2-3°—(2-2°+1-2°) = 0 SUK. Zavedeme vnéjsi
reakce a premyslime, zda je mozné nékterou z reakci spocitat pfimo z podminek rovnovahy na
celé konstrukei.

=1.9.12
©=3 l15kN
l O
C
4 m ‘ 8 m
| |
18 kN
N 75°
a _» y O\ _ .
A A.’I,‘
A
A,
bl—»
7
B,

Neni-li mozné spocitat nékterou z reakci z globalnich podminek rovnovahy, je nutné konstrukci
rozdélit na jednotlivé desky a zavést vnitini reakce.

« Osamélou silu ptisobici do vnitfniho kloubu umistime na jednu z desek.

e Vzniklé lichobéznikové zatiZeni rozdélime na zatizeni trojuhelnikové a rovnomérné. Ne-
smime zapomenout spoc¢itat poradnici (hodnotu) spojitého zatizeni ve vnitinim kloubu,
ktera je jind nez ve vrcholu.
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Qs =1%-4,5
Q2=4,5-6 l15 Q1=4-45-6
______ Y_ |45 45
AN
CCA)_><_O‘
2 4 (W
® o e
3 ‘ 3 ‘ 2 ‘ 1 ],/18
a | | | 75°
— .
AA.’IJ
A
A,
b
A=
A x
B.

Na kazdé desce muzeme sestavit tfi nezavislé podminky rovnovahy a sestavit tak soustavu
Sesti rovnic o Sesti neznamych. Toto je mozné zjednodusit zvolenim vhodnych momentovych
podminek a bodi kolem, kterych budeme ptislusnou podminku pocitat. Vyjadienim momentové
podminky rovnovahy kolem bodu a (deska I) a bodu b (deska II) dostaneme soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych.

deskal Sa): Cp-3—C.-6+45-6-5+2-45.6-2-6=0
deska II {b): —C,-5—C.-3-15-3—3-45-6-1—18-cos75°-2=0

3-C,—6-C, = —108
~5-C,—3-C, = 67,817
C, = —18,741kN

C, = 8,629kN

Zbylé reakce dopocitame z podminek rovnovahy na jednotlivych deskach.
Deska I:

T A+C. —Q2—Q3=0
A, +8,629-4,5-6—3-45-6=0 = A, = 31,871kN
- A, +Cy =0
Ay 4 (—18,741) =0 = A,

18,741 kN
Deska II:
T —C,+B,—Q,—18-sin75°=15=0
8,629+BZ—%-4,5-6—18-0,966—1520 = B, = 54,516 kN
— : —C,+ B, —18-¢cos75°=0
—(—18,741)+ B, — 18-0,259 = 0 = B, = —14,082kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Kontrola: pomoci silovych podminek rovnovahy na celé konstrukei.

T A, —Q —18-sin75°+ B, =0

31,871 —1-9-12—18-0,966 + 54,516 — 15 = 0 = splnéno
— : A, + B, —18-cos75° =0

18,741 + (—14,082) — 18- 0,259 = 0 = splnéno

Priklad 2.5.3 Vypoctéte vSechny vnitini a vnéjsi reakce na konstrukei zatizené snéhem a vé-

trem.
4 kN/m &
Z,
YYVYYYYYYYVYY -
£ ] T g
% ] 0
< A
4_
- =
<
4_
é V/////a é
75 ! 75 7.5 ! 7.5 [m]
15 15

Reseni: spoc¢itdme stupeti statické uréitosti s = 3-3°—(2-1°+1-3°41-4°) = 0 SUK. Zavedeme
vnéjsi reakce a pripadné spocitdme nahradni bfemena spojitého zatizeni. Pfemyslime, zda je
mozné nékterou z reakci spocitat z globalnich podminek rovnovahy.

\J
d
S - — —x
= o
- I 2
- e
@f.\l
L S | c N
VAN (”[ M, YAN
A A
A B. C
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—~ : B, —1.3.24-1.24=0 = B, =60kN

Neni-li mozné spocitat dalsi reakci z globalnich podminek, musime

konstrukci rozdélit na jed-

notlivé desky a tesit podminky rovnovahy na ptislusnych deskich samostatné. Po rozdéleni

musime ve vnitinim kloubu zavést vnitini reakce.

e Ve vnitfnim kloubu budou pouze silové reakce, jenz jsou na sebe vzajemné kolmé, a jejich

pocet odpovida poc¢tu stupni volnosti, které kloub odebira.

o Kloub spojujici tii desky bude tedy odebirat 4° volnosti a budou v ném 4 silové reakce.
(Vypocteno podle vzorce s =2 - (n — 1), kde n je pocet pruti, které kloub spojuje.)

f-1

;

@

1L—4 15

DI[
-«

I
d D,
—>

DII
DI DII

-—O—>
DII

— D=

ZA M,

15

<« 2

D=

Reéeni podminek rovnovéhy na jednotlivych deskéch — zac¢iname s deskou, na kterou pusobi co

Vv,

Deska I:

— : —1-244DI=0 = D! = 24kN

xd) : A-15+1-24-12-4-15-75=0 == A = 10,8kN

t A+ DI-4-15=0 = D! = 49,2kN
Deska III:

— :+ =DIf—1.3.24=0 = DI =

)+ —C-15+4-15-75+3-3-24- 1. 24=0 = C =

+ : C4+DM—4.15=0 = DI —

—36 kN
49,2 kN
10,8 kN
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Deska 1I:

t : B.-D!-D'=0 = B. = 60kN
d) i =My—B,-24=0 = M, = —1440kNm

Kontrola: pomoci globalnich podminek rovnovahy na celé konstrukei.

T : A+B,+C—-4-30=0 = splnéno
)+ A15-B, 24— M,—C-15+1-24-12+ 3-3-24-1.24 =0 = spln&no
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2.6 Vypocet reakci tuhé desky pomoci PVP

Priklad 2.6.1 Pomoci PVP vypoctéte podporové reakce tuhé desky v roviné.

lFl — 15 kN

M = 8 kNm ~
< — N
S F3 =10 kN
3 4
| m)
Reseni: zavedeme kladné sméry reakci.
Fy =15 kN
A
>
C
Y B =10kN
<1
M = 8 kNm
-«
£ F3 =10 kN
A
B

Myslenka: uvolnime 1° volnosti odpovidajici fesené reakci (odstranime podporu zpusobujici
hledanou reakci) — konstrukce se muze pohybovat.

Podminka: musime byt schopni urcit pohyb konstrukce. Hledame tedy stied otaceni — pru-
secik dvou paprsku zbylych reakci (napf. pevny kloub) nebo smér posunuti — posun kolmo na
dvé zbylé reakce, které jsou rovnobézné.
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stted otaceni lFl — 15 kKN

Al

YA
7 N
’ : Inéné vazb
’ N uvolnena vazba
7 S (/ ¥ Fb=10kN
-
4 2
7 s
4 s
/\ s M:8kNm
\ ,/
N\ ¢
N N
\\ - 4
s = N F3; =10 kN
N A N
N \
\\ B \\
N\ N
AN
[Ny N
| N N
N\ /
| N ,
| A 7
I N s
N /
| N,

Pro urceni reakce C' tedy odebereme kyvny prut a budeme hledat zptsob pohybu konstrukce:

o zbylé dvé reakce A a B se protinaji v jednom bodé — stred otaceni;

» otoc¢ime konstrukei kolem stredu otéaceni a ozna¢ime zménu pootocCeni konstrukce — 9 4;

e mnapiseme podminku rovnovahy prace 0W, kde budeme sé¢itat virtualni praci, kterou musi
vykonat zatizeni a hledana reakce C, tak aby se konstrukce otocila;

» ve vysledku vime, Ze konstrukce se otdcet nemuze (je staticky urcitd) — dW = 0.

oW =0

oW = 15-dwp, + 10 dwp, + 10 - dwp, + 8- dpa + C - dwe

0 = 15:-0wp + 10 dwp, + 10 - dwp, + 8 - dpa + C - dwe

0 = 15-3-0pa+10-2-0p4+10-4-0ps+8-0pa+C-T-dpy

Tato rovnice pripomind momentovou podminku rovnovahy a po vytknuti clenu dp4 je mozné
vypocitat reakci C.

0 = (15-3410-2+10-448+C-7)-dps = C =—16,143kN
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2 PODPOROVE REAKCE

__A,+

Podobnym postupem vypocteme reakci B:

e uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce;

o paprsky pripadnych reakeci vzniklych ve zbyvajicich podporach se protinaji v jednom bodé
— stied otaceni;

« natoc¢ime konstrukei kolem stredu otaceni a ozna¢ime zménu pootoceni konstrukce — dp¢;

o sestavime podminku prace — W = 0 a vypocteme hledanou reakci B.

oW =0

oW = 15-dwp, — 10 dwp, — 10 - dwp, — 8- dpa — B - dwp

0 = 15-6wp —10-dwp, — 10 - dwp, —8-d0ps — B - dwp

0 = 15-4-0pc—10-2-dpc —10-4-0pc —8-0pc — B -T-dpc

0 = (15-4-10-2—10-4—8—=B-7)-0pc = B =-1,143kN
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2 PODPOROVE REAKCE

uvolnéna vazba
|

| lFl =15 kN |

4! . Ml

a

M = 8 kNm

) i

| ) ’
— posunuti

Vypocet reakce A:

e uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce;

o paprsky pripadnych reakci vzniklych ve zbyvajicich podporach jsou rovnobézné — stred
otacCeni je v nekonecénu a konstrukce se posune;

e posuneme konstrukci v kolmém sméru na paprsky zbyvajicich reakci a ozna¢ime zménu
posunuti — du;

 sestavime podminku prace — W = 0 a vypocteme hledanou reakci A.

oW =10

oW = A-6u—10-6u—10-du

0 = A-ou—10-0u—10-du

0 = (A-10-10)-0u = A=20kN

Rovnice pripomina vodorovnou podminku rovnovahy.

Priklad 2.6.2 Pomoci PVP vypoctéte vsechny vnéjsi reakce na slozené soustave.

Fy = 10 kN [f2 =6 kN/m
YYYYYYYYY N
g
% o
L
5% L
5 } [m]
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2 PODPOROVE REAKCE

Reseni: zavedeme fesenou reakci a uvolnime vazbu, ktera tuto reakci vyvozuje.

L du

o
EYTTTRTET.

@ \"’I/(S ©®1 @

01

o

Budeme hledat absolutni a relativni stfedy otaceni.

Absolutni stied otaceni O; — kazda deska ma svij vlastni absolutni (hlavni) stied
otaceni. Pro nalezeni hledame nejprve bod, ktery se nemiize posunout v zadném sméru
— pevny kloub na desce I bude hlavni stred otaceni desky I — O;.

Relativni stied otaceni O;; — je bod, ve kterém se desky vzajemné otaceji (kazdd se
muze otacet o jiny thel), ale jsou spojené, tudiz posun du nebo obecny Js je pro obé
desky stejny — vnitini kloub spojujici desky I a II je relativni stfed otaceni Oqs.

Absolutni stfed otaceni desky II pak bude lezet na priseciku spojnice O; — O15 s paprskem
reakce, kterd by vznikla ve zbylém posuvném kloubu na desce II — absolutni stred otaceni
desky IT Os.

Zavedeme deformaci konstrukce tak, ze v relativnim stfedu otaceni O15 konstrukei posu-
neme o vychylku du a tim nam vznikne dvojice natoceni dp; a dpo vychazejici z absolut-
nich stredl otaceni prislusné desky.

Sestavime podminku prace 6W = 0 a vypocteme hledanou reakci B,. Zatizeni pusobici
na desku I bude ovliviiovat dp; a zatizeni pusobici na desku II ovlivni dys.

ow =0
oW = 10-0up +%-10-4-duy, +6-5-duy, — B, - dup,

0
0

= 10-0up +1-10-4-0uy, +6-5-0uy, — B, - dup,
= 10-5-0p1+2-10-4-1-4-0p; +6-5-3-8ps — B, -5 0ipy

Pro vyreseni rovnice je potreba vyjadrit vzajemny vztah mezi dp; a dpo

0p1-4=0u=0dpy-3 = 5(,01:%-5902

Po dosazeni vztahu dp; a dps do predchozi rovnice prace, je mozné vypocitat reakci B, .

= 10-5-3 - 0po+2-10-4-2-4-3 .60y +6-5-2-5py — B. -5 65
= (10-5-3245-10-4-2-4-2.46-5-2-—B.-5)-6ps = B, =26,5kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Reseni reakce B,:

uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce;

Hleddme absolutni stfedy otdceni — na desce I je pevny kloub (nemtze se posouvat)
— pevny kloub na desce jedna bude absolutni stted otéceni desky I — Oy;

Vnitini kloub spojujici desky I a II je relativni stred otaceni Oqs;

Na pruseciku spojnice O; — Oq5 s paprskem reakce, ktera by vznikla ve zbylém posuvném
kloubu na desce II, bude lezet absolutni stfed otaceni desky II. Ale tyto paprsky jsou
rovnobézné (prisecik je v nekonecnu) — deska II se nebude otacet, ale posouvat;

Zavedeme deformaci konstrukce tak, ze v relativnim stfedu otaceni 05 konstrukci po-
suneme o vychylku du a tim nadm vznikne natoceni dp; na desce I a posunuti du na
desce II;

Sestavime podminku prace — W = 0 a vypocteme hledanou reakci B,. Zatizeni ptisobici
na desku I bude ovliviiovat dp; a zatizeni ptisobici na desku II ovlivni du.

TEYYYYYYY

T
e}

_\\_}.Dl
p-----

SW =0
oW = 10-0up +1-10-4-duy, + B, - du

= 10-dup, + 5 -10-4-Suy, + B, - bu

Pro vyfteseni rovnice je potfeba vyjadrit vzajemny vztah mezi dp; a du.

ou=29p; -4

Po dosazeni vztahu 6, a du do predchozi rovnice prace, je mozné vypocitat reakci B,.

= 10-5-0p1+4-10-4-1-4-6¢p; + B, -4
= (10-5+3-10-4-1-4+B,-4)-6p1 = B, =-19,167kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Reseni reakce A,:
e Uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce;

o Hleddme absolutni stfedy otéceni — na desce II je pevny kloub (nemtze se posouvat)
— pevny kloub na desce dva bude absolutni stfed otaceni desky II — Os;

o Vnitini kloub spojujici desky I a II je relativni stted otaceni Oq9;

o Na pruseciku spojnice Oy — 015 s paprskem reakce, ktera by vznikla ve zbylém posuvném
kloubu na desce I bude lezet absolutni stred otaceni O, desky I;

o Zavedeme deformaci konstrukce tak, ze v relativnim stfedu otaceni 05 konstrukci po-
suneme o vychylku ds (vychylku zavadime kolmo na spojnici O; — Oy — O15. Tim nam
vznikne natoceni dp; na desce I a natoceni dps na desce II.

o Sestavime podminku prace — dW = 0 a vypocteme hledanou reakci A,. Zatizeni ptisobici
na desku I bude ovliviiovat dp; a zatizeni plisobici na desku II ovlivni dys.

~ 15
\\/ N
: N NS
\\ \\\\
~ NN
\\ \\
N \\
N NS
IR
IR
~N N O
5@1\\ \2
>N
~ N
SN
“N_0p
e s I S A ‘_\_
A N

6,667 (z podobnosti trojihelniki)

W =0
SW = 10-0sp +2-10-4-0sy, —6-5-0sp, + A, - 654,
0 = 10-0sp, +5-10-4-0sp, —6-5-dsp, + A, - dsa,

0 = 10-5-0p1+5-10-4-5-4-0p; —6-5-2 60y + A, - 6,667 - 0y
Pro vyteseni rovnice je potieba vyjadrit vzajemny vztah mezi dp; a dps.
§s = /52 + 325y = /6,6672 + 420y = 0o = 1,333 - 5y
Po dosazeni vztahu dpy do predchozi rovnice prace, je mozné vypocitat reakci A,.

0 = (10-5+1-10-4-2.4-6-5-3.1,333+ A.-6,667)-6p; = A, = 3,496 kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Reseni reakce A,:
e Uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce;

« Hledame absolutni stfedy otéceni — na desce II je pevny kloub (nemtze se posouvat)
— pevny kloub na desce II bude absolutni stfed otaceni desky II — O;

o Vnitini kloub spojujici desky I a II je relativni stted otaceni O;s;

o Na priseciku spojnice Oy — 015 s paprskem reakce, ktera by vznikla ve zbylém posuvném
kloubu na desce I, bude lezet absolutni stred otaceni O; desky I;

o Absolutni stfed otaceni desky I O; je totozny s relativnim bodem otaceni Oy5 a zaroven
je soucasti desky II. Deska II tedy obsahuje dva pevné body (O; a Oy) a nemize se
pohybovat. Jedina mozna deformace je otoceni desky I o dypq;

o Sestavime podminku prace — dW = 0 a vypocteme hledanou reakci A,. Zatizeni ptisobici
na desku I bude ovliviiovat dp; a zatizeni pusobici na desku II nebude mit na celkovou
praci vliv (diky nulové deformaci).

e
AYYYYYYYY

N

N ,5802

N g
N

0s=r-0py =0ds=0 = dpy=0

W =0
oW = 10-6uF1—%~1O~4-5uf1—Am~5uAm
0 = 10-0up —5-10-4-0uy — A, - dua,

0 = 10-1-6¢p; —5-10-4-2-4-0p; — A, -4-0¢,
0 = (10-1—5-10-4-2-4—A,-4)-0¢p; = A, =-10,833kN
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2 PODPOROVE REAKCE

Priklad 2.6.3 Pomoci PVP vypoctéte reakci B zadané konstrukce.

10 kNm
7N\ Tzo kN
@, 0,
10 kN -
_> —_
(&
aN 2 N —x
2 | 3 L o2 | 4 1 |, [m]
| B | |

Reseni: uvolnime vazbu ve sméru hledané reakce + oznaéime jednotlivé desky. Nasledné budeme
hledat absolutni stfedy otaceni (01, Oy, O3) a relativni (O15 a Oag).

Absolutni stiedy otaceni na dekach I a III budou v pevnych kloubech — O; a Os.

Relativni stfedy otaceni budou ve vnitinich kloubech mezi deskami I a II, II a III
— 012 a 023.

Absolutni stred otaceni Oy desky II pak bude lezet na priseciku spojnic O; — O15 a O3 —
Oa3.

Kolmo na spojnici absolutnich a relativnich stfedii otdceni zavedeme vychylky dsi2 a dSo3.
Tim si uré¢ime natoceni jednotlivych desek dpq, dws a dps.

Pro lepsi predstavu provedeme ,,projekci® vyboceni do roviny tak, abychom nazorné vidéli
zévislosti mezi jednotlivymi natocenimi dp; a posuny ds;;.

N /
N
AN { O
"2
A NP
o S
v ~ -
S d:Q) / // CD& h N S~ oy
f/\‘/ \\ \ CQ%%
/ / N N \
019 7 / N \%
/©\ 023] ~ AN
/ Il \
o / ’/J A \\
/ V2 5 N
/ /\)/@ [Q @ > N \\
/ N \
/// 4 %&5 NN
/ AN
01 2 " 03
/A AN P N
N
/ N
/ N
(5@2 P IR 5@3
01 O124 02 -~ 023 ? RS &3
5801 S~ 1 - 902
2 Ly Lo 4
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2 PODPOROVE REAKCE

Podminku prace — dW = 0 poté sestavime po jednotlivych deskach. Vzdy pocitame zatizeni
pusobici na desku krat deformace piislusné desky (sila x posun nebo moment X pootoceni).
oW =0
oW = 10-0sy —10- 0o — 20 - dsrr + B - dsyy
0 = 10-6s;—10-0ps —20-dsy7 + B - dsyg
0 = 10-2-6p1 — 100y — 201803+ B - 21 - 5oy

Nyni musime vyjadrit vzajemny vztah dp1, dps a dps. Nezbytné hodnoty pro toto vyjadreni
musime dopocitat ze soustavy rovnic — jedna se o [y, I a v.

lLLh+la=5
Z desky I: na vzdélenosti 2 m ... stoupne o 3 m
na vzdalenosti [; ... stoupne owv
= V= % -l
7 desky III: na vzdélenosti 4 m ... stoupne o 3 m
na vzdalenosti [, ... stoupne ow
= v=23.1,
Soustava rovnic:
L+l =5
% Ty = % ly
li = 1,667Tm
lo = 3,333m
= v=20m r1=1p—2=1,333m
0819 = \/m-&pl = 1,6672+2,52-0py = & = 0,833 g,

5823 = /3, 3332 + 2, 52 . 5@2 = 42 4 32. 5(,03 = (5(,03 = O, 833 - (5302

SW = 0

SW = 10-2-(0,833-8ps) — 10+ ¢y — 20 - 1- (0,833 - 5p5) + B - 1,333 - 65

0 = 10-2-(0,833-6¢p5) — 10y —20-1- (0,833 5ips) + B - 1,333 - oo

0 = (10-2-0,833—-10—20-1-0,833+ B-1,333)-0py = B =17,502kN

46



3 VNITRNI SILY

3 Vnitrni sily
3.1 Vnitrni sily na prihradovych konstrukcich

Priklad 3.1.1 Vypoctéte podporové reakce a osové sily ve vSech prutech prihradové kon-
strukce s vyuzitim styénikové metody (metody stycnych bodi)

| 6 | 6 |

| | |
}5 KN 1 }20 kN 7] J10 KN

Reseni:
Vypocet statické urcitosti = pocet sty¢éniku (hmotné body) x2°— pocet prutu (kyvné pruty) x2°
a vnéjsich podpor.

§=5-20—(7-1°4+1-2°+1-2°) = 0 SUK.

Zvolime kladné sméry vnéjsich reakei v podporach a jejich velikost vypocteme z podminek
rovnovahy na celé konstrukei.

5 kN 20 kN 10 kN
Ay ¥ v
N\
TAZ TB
> 10 kN
— A, +10=0 = A, = —10kN
X&)+ —B-12+410-12+420-6-10-3=0 = B = 17,5kN
t : A, 4+B-5-20-10=0 = A, = 17,5kN

Kontrolu je mozné provést momentovou podminkou rovnovihy kolem libovolného bodu (idedlné
takového, kterym neprochazi ani jedna z vypoctenych reakef).
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3 VNITRNI SILY

Osové sily budeme tesit ze silovych podminek rovnovahy v jednotlivych stycénicich. Vyjmeme
sty¢nik a do prerusenych pruti zavedeme vnitini (osové = normélové) sily. Smér zavedeni MUSI
BYT takovy, 7ze kladna sila sméfFuje ven z prutu — kladnd osovd sila vyvozuje v prutu TAH,
zapornda TLAK. Postupné resime jednotlivé stycéniky a je snahou brat takové, ve kterych jsou
maximalné dvé neznamé.

A,y N
—> S/ —> —>

tga =3/ = a = 36,87°
T A,—5—N3-sina=0 = N3z = 20,833kN
— : A, 4+ N1+ N3-cosa=0 = N; = —6,666 kN
Ny
N3 tg 3 =3/ = [ = 56,31°
AN ‘ T : Ny-sina+ Ny-sinff =0 = N, = —15,023 kN
! — : —Nz-cosa+ Ny-cosf+ N; =0 = Ny = 25kN
20
Nl * ]\2
W 4 . 20— N,-sinf—Ns-sinf=0 —~ Ny — -9, 014kN
— : —=N1+ Ny — Ny-cosff+ Ns-cosf=0 = Ny = —10kN
Ny Ns
N, 10
a ZAN T : B—10— Ng-sina=0 = Ng = 12,5kN
N TB kontrola: — : —Ny — Ng-cosa=0 = splnéno

Zbyvajici stycnik, ktery jsme dosud nepouzili, je mozné vyuzit ke kontrole.

N,

5 Ny
I6; o T : N5-sinff+ Ng-sina =0 = splnéno
N- 10 — : —Ns-cosfB+ Ng-cosaa— N;+10 =0 = splnéno
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3 VNITRNI SILY

Priklad 3.1.2 Vypoctéte osové sily v oznacenych prutech prihradové konstrukce a urcete zda
jsou namahany tahem nebo tlakem.

5kN 10 kN 20 kN
15 kNFV ¢

1] 20 kN

Resent:
Vypocet statické urcitosti s =12-2°—(21-1°4+2-1°+1-1°) =0 SUK.
K fteseni vyuzijeme prisecné metody — konstrukci rozdélime tfezem na dvé casti, zavedeme

vnéjsi reakce a v pietnutych prutech zavedeme osové sily. Rez konstrukei volime tak, aby pro-
tinal (idedlné) t¥i nezndmé osové sily. Rez muze byt libovolné zaktiveny.
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3 VNITRNI SILY

5 kN llo kN 20 kN
15 kN .:V T_____. //‘/
‘D) ‘/'/-
N3 _//
N T /\‘2 N3
//
A / 3
> » -
l\ 1 '/'/ L‘Tvl d
/ v 20 kN
./‘/
,//
/‘/
/ Tez konstrukei o

Hledané osové sily vypocteme z podminek rovnovahy na vybrané ¢asti konstrukce. Nasi snahou
je, si vybrat jednodussi ¢ast konstrukce — jesté pred sestavenim podminek rovnovahy na casti
konstrukce je nutné dopocitat potiebné podporové reakce.

Osové sily budeme tedy pocitat z levé c¢asti a je nutné dopocitat reakci A. Hledanou reakci
dopocteme z podminek rovnovahy na celé konstrukei:

-  A+15—-C -cosa=0=A="7
tga =42 = a = 63,435°

@ : —4-C-sina+20-2+20-2—-10-2—-5-6+15-3=0= C = 20,963 kN
= A=-5,625kN

Vypocet osovych sil z podminek rovnovahy na levé éasti konstrukce:

X))t =Ni-3—A-3-5-4=0= N; =—1,042kN = prut je tlaceny

— A+ Ny + N3-cosff+15=0= N3z = —15,023 kN = prut je tlaceny
tg S =3/ = [ =56,31°

T ¢ =Ny —N3-sinff—5—10=0= Ny = —2,5 kN = prut je tlaceny
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3 VNITRNI SILY

Priklad 3.1.3 Vypoctéte vsechny osové sily v prutech a podporové reakce prihradové kon-

strukce.
20 kN 10 kN
\ \/
15 kN ©
<
10 kN ©
<
20 kN
7 <
N‘\
5EN N
L 09 | 09 0.9 [m]
| |

Reseni: Vypocet statické urcitosti s =9-2° — (14-1°+1-2°+2-1°) = 0 SUK.

Konstrukce je jako celek staticky urcita, ale vné je staticky neurcitd — nedokazeme spoci-
tat reakce primo z podminek rovnovahy na celé konstrukci. K feseni tedy musime vyuzit jednu
z nasledujicich moznosti:

e muzeme pouzit kombinaci prisecné a styénikové metody — naptiklad fezem pres pruty
13 a 6, sestavenim momentové podminky rovnovahy kolem bodu, kde se protinaji pruty
5 a 8, bychom vypocitali reakci A, — zbyvajici reakce je pak mozné dopocitat z pod-
minek rovnovahy na celé konstrukci a konstrukei dale muzeme resit klasicky stycénikovou
metodou;

e nebo vyuzijeme toho, ze mame k dispozici 9 sty¢niki a v kazdém jsme schopni napsat
dvé silové podminky rovnovahy — obecné to vede na soustavu 18 rovnic o 18 nezna-
mych.Vhodnym poradim reseni jednotlivych sty¢niki muzeme vSechny osové sily a reakce
spocitat postupné, bez nutnosti resit soustavu rovnic.
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3 VNITRNI SILY

lzo llo
[14] P
15 [13 ¢
¥ 0] N o [12]
10 (8 5]
l?l_> [6] [7] <&
A, A
A,
2] [3 [ 4]
S [1]
A
B

10 Ny tga =06/0,9 = o = 33,69°
% : Ny -sina — 10 = 0 = Ng = 18,028 kN

—: N5+ Ng-cosaa =0 = N5 = —15kN

—: —Ng-cosa+ Niz-cosa=0= N;3 =18, 028 kN

T —Ng-sina — Ng + Nig-sina— 15 =0 = Ng = —15kN
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3 VNITRNI SILY

No
A, +Nyg=0= A, =15kN
N5 1\]6

A —>T —: A, — N5 + Ng = 0 = dvé nezndmé
A = pokracovat na dalsi sty¢nik
10

]\/‘14 l TI —N12—10202>N12:—10kN

-
‘ C —: —C' — Ny = 0 = dvé neznamé
Nz

= pokracovat na dalsi sty¢nik

N —: N; = 0kN
N, |

T 1T B+ Ny = 0 = dvé neznamé

= pokracovat na dalsi sty¢nik

tgf =120,9= =53 13°

N3
5 p —:Ny+ N3-cosf+5=0= N3 =—8 333kN
—>

TI N2+N381HBZO:>N2:6,6661{N
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3 VNITRNI SILY

TZ —No+ Nijg=0= Nyg = 6,666 kN

—: —Ng + N; = 0 = dvé neznamé

= pokracovat na dalsi sty¢nik

TI —Nl() — Nyg - Sinﬂ — N13 -sinae — 20 =0= Ny = —45,833 kN

—: NH'COSB—ng'COSO{—f—NpL:0$N14:42,5kN

zpétnym dosazenim do —: —C' — Ny =0= C = —42,5 kN

Nu Nia

B 20

N; 3 - Tt —=N3-sinff — Ny + Nypsin 8+ Nip =0 = Ny = —40 kN
N, YN —: —N3z-cosf3— Ny — Nyj-cosf—20=0= Ny =12,5kN

zpétnym dosazenim do 1 : B+ Ny, =0= B =40kN
— —N6+N7:0:>N6:12,5kN
— Ax—N5+N6:O:>Aw:—27,5kN
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3 VNITRNI SILY

Kontrola: pomoci globalnich podminek rovnovahy

T : A+ B—10—15—20—10 = 0 = splnéno
— : A, —C+5—20=0= splnéno
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3 VNITRNI SILY

3.2 Vnitrni sily na primych nosnicich

Priklad 3.2.1 Na nosniku urcete pribéhy vnitinich sil.

5 kN
) 32 kKNm
a 60}\ [ b 8N
AN C \ = 2
z
2 fo2 L2 fim

Reseni: zavedeme reakce, jejich velikost uré¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukei a ozna-
¢ime na konstrukci spodni vlakna.

— : 5-cos60°+8—A, =0= A, =10,5kN
xb) 1 A, 6-5-5in60°-4—-32=0= A, =8,22kN
+ A, —5-8in60°+B=0= B =—3,89kN

5 kN
o 4.33 kN 32 kNm
A,=10,5 kN 60% 4 8 kN
- — — I_____A >
2.5 kKN \ . =
A spodni vldkna A
A,=8,22 kN B=-3.80 kN

P1i feseni vnitinich sil V, M, N pouzijeme znaménkovou konvenci:

s

s/podm” \V

vlakna

Vypocet vnitinich sil - sestaveni analytického vyjadreni a vypocet vnitinich sil v poc¢atecnich
a koncovych bodech prislusného intervalu:
interval (a; ¢) (Fesime zleva)
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3 VNITRNI SILY

Viy = A.=822kN
My = A, -x=822-x

= M,. = 0kNm

= M., =8,22-2=16,44kNm
Ny = A, =10,5kN

interval (c; d) (fesime zleva) - opiSeme predchozi interval a pridame cleny z intervalu (c; b)

Vi) = A.—5-sin60° =8,22 — 4,33 = 3,89 kN

Mg = A,-x—5-sin60°- (x —2) =8,22-0—4,33- (v —2) = 3,89 -2 + 8,66
— M,y —=3,80-2+8,66 = M, — 16,44 kNm
— My, = 3,894+ 8,66 — 24, 22 kNm

N = A, —5-c0os60°=10,5— 2,5 = 8kN

interval (d; b) (fesime zprava)

Ve = —B=—(-3,80)=3,89kN
Mgz = B-2=-3,89-%

= Mjps = 0 kNm

= Mg, = —3,89-2=—7,78 kNm
Nz = 8kN

Finéalni vykresleni provedeme tak, ze vyneseme hodnoty v krajnich bodech intervali a ty spojime
prislusnou funkei.

« normalova sila: kladné hodnoty kreslime zpravidla nad osu prutu, zaporné pod osu prutuy;

o posouvajici sila: kladné hodnoty kreslime zpravidla nad osu prutu, zaporné pod osu prutu;

« ohybovy moment: kreslime VZDY na stranu tazenych vldken bez ohledu na znaménko.
Zaroven plati, ze kladny ohybovy moment vyvozuje tah na strané spodnich vldken —
kladny moment tedy vyneseme na stranu ,carkované c¢ary*.
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3 VNITRNI SILY

8,22
v O T2 g gy
-7,78 |
16,44%2422
10,5 8,0
N [l TSI

Priklad 3.2.2 Na nosniku urcete pribéhy vnitinich sil

4 kN/m 3 kN
IFTTITIITETT I

z

Reseni: zavedeme reakce, jejich velikost urc¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukei.

— : A, =0kN
xb) : A,-6-4:6-3+3-2=0= A, =11kN
? :11-4.6+B-3=0= B=16kN

» 3 m VQ =4-6
i 1
| l?) kN
N TTT YT TR T T TE]
________ \________________C
A spodni vlakna A
A,=11 kN B=16 kN

Vypocet vnitinich sil
interval (a; b) - fesime zleva
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Vi = 11—4-x

= Vo = 11 kN

= Ve =11—-4-6=—-13 kN

prechodovy prifezz, : 0 =11 -4 -z, = x, = 1741 =2,75m
My = 11-2-4-2

= M, = 0 kNm

= My, =11-6-4-% = —6kNm

maximalni moment M, =>Mmaw:11-2,75—4-¥:15,125kNm
N = OKkN

interval (b; ¢) - FeSime zprava

Vizy = 3kN

Mgz = =32
= M = 0kNm
= M. = —6 kNm

Nz = OKN
VZ : ’ \lHQHH[kN]
$p:2775 m | _13
! -7,78
|
! -6
M g : W < [kNm]
| o e
o 2°
15,125
N [kN]
T —

29



3 VNITRNI SILY

Priklad 3.2.3 Na nosniku s previslym koncem urcete pribéhy vnitinich sil

/

22 kN 4 kN/m ) / .
Y rrrrrerra
AN 2
1,5 ! 4 ! [m]

Reseni: zavedeme reakce, jejich velikost urc¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukei.

—

Ay, —4-cos60°-4=0= A, = 8kN

KC) A, -4-22-55-4-sin60°-4-1-4=0= A, =37, 178kN

T

A, —22—-4-sin60°-4+ B=0= B =-1,322kN

4 -sin 60°-4 = 13,856 kN

2 ~-44-4=16 kN
a b y. ¢
A,—8 kN A 4 - cos 60°-4 £
’ = 8 kN
A,=37,178 kN B=-1,322 kN

Vypocet vnitinich sil
interval (a; b)

Ve = —22kN
Mg = —22-x

= M, = 0 kNm

= My, = —22-1,5=—-33kNm
Nu = OkN

interval (b;

c¢) — sikmé spojité zatizeni rozdélime na svislou slozku f, a vodorovnou slozku f,
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3 VNITRNI SILY

4
Vv

kN/m
y

Y ¥ PP =

< <4 <4 <14 <¢4— fac =4-cos60° =2 kN/m

YYYVYYYYyy/ =4 sin60°=3464 kN/m

22+ A, — f.-(x—1,5)=15,178 — 3,464 - (x — 1,5)

= Vipe = 15,178 — 3,464 - (1,5 — 1,5) = 15,178 kN

= V,, = 15,178 — 3,464 - (5,5 — 1,5) = 1,322 kN

22+ A, - (x—1,5) — f, - ==L

= My = —22-1,5+ 37,178 - (1,5 — 1,5) — 3,464 - 221" — 33 KkNm
= My, = —22-5,5 437,178 - (5,5 — 1,5) — 3,464 - ©2L9° — 0 kNm
No = —Ae+ fo-(x—1,5)=
= Npe=-8+2-(1,5—1,5) = —8kN
= Ny =-8+2-(55—1,5=0kN

15,178
1,322
[kN]

—8+2-(z—1,5)

v %: N
-22 133
illlii
M [kNm]
N [kN]
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3 VNITRNI SILY

Priklad 3.2.4 Na nosniku zatizeném spojitym trojihelnikovym zatiZzenim urcete pribéhy
vnitinich sil

Reseni: zavedeme reakce, jejich velikost ur¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukeci. Vo-
dorovna reakce v pevném kloubu bude nulova, protoze na konstrukci neptisobi zadné vodorovné

zatizeni.

xb) : A6-1-4.6-1.6=0=A=4kN
T : A+B—-1-4-6=0= B=8kN

| 4 |
|
45 =12 kN
0o . l
g ray
TA—4 kN TB_8 kN

A) ReSeni vnit¥nich sil zleva:
Nejprve si vyjadifme funkci spojitého zatizeni f,)

2 Q|()
M\/\4 KN/m
) o)
° !
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3 VNITRNI SILY

Z podobnosti trojihelniki plyne %& = 4 = = 2.4

1.2, .. .. _ 2
Jwyr=5-50- =75

N |

Potom nahradni bfemeno @) ur¢ime jako Q) =

w

T

Ohybovy moment v prifezu x uréime podle M) = —Q(y) - 5

Nyni mtizeme zapsat funkce vnitinich sil a vypocitat hodnoty ve vyznamnych pritezech.
interval (a; b)

Vg = A=Qu=4-%
= Vyp=4—% =4kN
= Vie=4—% = —8kN
pfechodovyprﬁfezxp:V}Cp:():>4—§:():>xp:\/ﬁ:3,464m
My = Ao-Qu §=41-7%
= My =4-0-% =0kNm
= My, =4-6-% =0kNm
maximalni moment Mmax:Mma$:4-mp—§:9,238 kNm

N = OkN
B) Reseni vnitinich sil zprava:

Spojité trojuhelnikové zatizeni si vyjadiime jako soucet spojitého rovnomérného zatizeni a troj-
uhelnikového zatizeni, které ptisobi s opac¢nou orientaci.

Déle postupujeme podobné jako v feSeni varianty A

o)

z

Quw =

= fa=3%72

T2

fa@y 7=

= Ok
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3 VNITRNI SILY

interval (a; b)

Vi = —8+4-2-%
= Viu=-8+4-0-% = -8kN
= Vyp=-8+4-6-% =4kN
pfechodovyprﬁfezi*p:Vggp:O:>—8+4-a_:p—§:0:>9Z]23—12-§:p+24:0
D=144—4 24 =48 = 7, , = 22/B
= Tp, = 9,464 m — vzdélenost mimo feseny interval
= T, = 2,536 m = &, = 2,536 m
Mg = B-2—4-24Q;-2=82—4-2 42
= M, =8-0—4-% +% =0kNm
= Mup=8-6-4-%+% =0kNm

2 3
maximalni moment Moz : Mipge =8 -7y —4 - F + L =9,238 kNm

Ng = OkN

4
vV o > kN
z, = 3,464 m
-8
Z, = 2,536
30
””” 9,238
[kN]
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3 VNITRNI SILY

3.3 Vnitrni sily na lomenych nosnicich

Priklad 3.3.1 Na lomeném nosniku urcéete pritbéhy vnitinich sil

6 kN
—

a

IETTITTTINY)

Reseni: reakce uré¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukei.

— :6—A,=0=> A, =6kN

@ . B-10—3

6:-3-6-4=0= B =T7,8kN

+ . A, —-3-6+7,8=0= A, =10,2kN

6N e

it I
Q=3-6=18 kN
, 3
3 kN/m

oSy FFTITRR T
=
A.=10,2 kN

Urceni vnitinich sil
interval (c; a)

or
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6 kN

—6-x

= M., = 0kNm

= M,. = —24 kNm
0 kN

interval (a; d)

Viw)

N

interval (b;

Viw)

A, —-3-x
= V,u=A, =10,2kN

piechodovy prifezz, : V, =0=10,2-3-2,=0= 1, =3,4m

6-4+A, -x—-3-2

= M,q = 24 kNm

= My, =24+10,2-6—3-% = 31,2kNm

maximalni moment M, : Mgz =6-4+10,2-3,4—3 - % = 41,34 kNm

—6+6 =0kN

)

—B=-7,8kN

B-x

= Mp. = 0 kNm

= M., =7,8-4=231,2kNm
0 kN

interval (e; d)

Viw)
Mz
Nz)

0 kN
7,8 4= 31,2kNm
B=178kN
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3 VNITRNI SILY

Nej
é AN
-7.8 -7,8
-® V [kN]
10,2
NeJ -
2, =3,4m -1.8
31,2
— M [kNm]
(@]
<t iy
N o
O TR AR
,,// ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3172
11,34 o
0
AN
A N [kN]
w.\
I~
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3 VNITRNI SILY

Priklad 3.3.2 Na lomeném nosniku urcete pribéhy vnitinich sil a ve styéniku ¢ zkontrolujte
rovnovahu vnitinich sil.

4 kN|f 4 kN

+ e

|12 kN o
c d N

[\
b
U= -~
! 1 [ 2 2| (]
Velikosti reakei uréime z podminek rovnovahy na nosniku.
— : B, =4kN
X&) @ B.-3-12-5+4-4—4-1=0= B, =16 kN
T @ A+16-12—-4=0=A=0kN
4 kNl
f 4 kN
==
: 112 kN
C f————— d
T

Zvolime spodni vldkna a vykreslime pribéhy vnitinich sil.
interval (a; b)
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3 VNITRNI SILY

Ve = OkN
Mg = 0kNm
Nu = OkN

interval (b; ¢) - Tesime od spodniho konce

Ve = —B,=—-4kN
Mg = —4-

= M. = 0 kNm

= My =—-4-2=—-8kNm
N@ = —B,=-16kN

interval (d; c) - fesime zprava

Viey = 12kN
Mg = —12-x

= M. = 0 kNm

= M,4=—-12-2=—-24kNm
Nu = OkN

Viey = —4kN
Mg = —4-x

= M. = 0 kNm

= M.y =—4-2=—-8kNm
Nu = OkN

Viey = —4kN
Mg = 8+4-x
= M,. =8 kNm
= M. =16 kNm
Nu = —4kN
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3 VNITRNI SILY

V [kN] M [kNm]
f c-4 e )
4 O B e e’
~ S 5
% 12 E
C cpd
| d d
o O]
a = a b
AN 4 e

Kontrola rovnovahy ve stycniku c.

16

e M (\

12
I —l ) %
- A \As

16

:d—4=0 v 1:16-12-4=0 v X ):i24—16-8=0 v
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Priklad 3.3.3 Na lomené konzole vykreslete pribéhy vnitinich sil

10 kN
5 kNm . l
o

_>
_’
—
> <+
_>
—
™
3 kN/m —L
! 1,5 2.5 ! [m]
10 kN
5 kNm . l
e s T d
C"—z_,;[ B
—>:x
—»1
],
]|
-,
-
3 kN/ml, L

Vnittni sily budeme fesit od volnych koncii, reakce tudiz nepotiebujeme.

interval (b; c)

Vi = OKN
M(m) = —5kNm
N = OkN

interval (d; c)
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3 VNITRNI SILY

Ve = 10kN
Mg = —10-z

= My = 0kNm

= M., = —25kNm
N = OkN

Vypoctené prubehy vnitinich sil vykreslime. Z rovnovahy dopoc¢teme hodnoty vnitinich sil pod
sty¢nikem c.

04/5{___,__1?&,0
Nalo | v/

<—— V,,=0 kN
W M,,—-20 kNm

YN —10 kN

Dopocitame vnitini sily na intervalu (c; a).

Viy = 0+3-2= V,u=0kN,V,.=12kN
My = —20-3%

= M., = —20kNm

= M,.=-20-3-% = —44kNm
Ny = —10kN

7710
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3.4 Vnitrni sily na nosnicich se sikmym prutem

Priklad 3.4.1 Na sikmém nosniku urcete prubéhy vnitinich sil.

1,0,75]

3

[m]

Zavedeme reakce a urcéime jejich velikost z podminek rovnovahy na nosniku.

— : B,—6=0= B, =6kN
xb) + A-4-6-3,75-12-2=0= A=11,625kN
+ : A-124+B,=0= B, =0,375kN

Pro vypocet V a N je tieba rozlozit zatizeni do sméru kolmého ke stfednici a do sméru strednice
nosniku:

délka nosniku l = /5% 4+ 3,752 = 6,25 m

_ 5 __
cos v = 53 =0,8
; — 375 _
sina = gz = 0,6

Fy-cosa=6-0,8=4,8kN
F)-sina=6-0,6=3,6kN
Fy-cosa=12-0,8=9,6kN
Fy-sina=12-0,6 =7,2kN

ot ot
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interval (c; a)

My = —3,6-s

= M., = 0 kNm

= M,.=—-3,6-1,25=—-45kNm
Ohybovy moment lze rovnéz vyjadiovat jako funkce proménnych = a z.
My = —Fi-z2= M, =0kNm,M,.=—6-0,75 = —4,5 kNm
Pozor, v tomto pripadé neplati Schwedlerova véta.

Ne = 4,8kN

interval (a; d)

iy = —3,6+A-cosa=—3,6+11,625-0,8=05,7kN
Mg = —3,6-s+A-cosa-(s—1,25)
= Myq = M, = —4,5kNm
— My, = —3,6-3,75+11,625-0,8-2,5 = 9,75 kNm
Nebo ohybovy moment:
Mgy = —Fi-z24+A-(x—1) = Myg = —4,5kNm, My, = 9,75 kNm
No = 4,8+ A-sina=4,8+11,625-0,6 =11,775 kN

interval (d; b)
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Vis = —3,6+A-cosa—9,6=-39kN
Mgy = —3,6-s+A-cosa-(5s—1,25)—9,6-(s—3,75)
= Mg, = 9,75 kNm
= Mg = 0 kNm
Nebo ohybovy moment:
Muy = —Fi-z24+A-(x—=1)—F-(x—3) = Mg =9,75 kNm, My; = 0 kNm
N = 4,8+ A-sina—7,2=4,575kN
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Priklad 3.4.2 Na lomeném nosniku urcete pribéhy vnitinich sil. Zkontrolujte rovnovahu
vnittnich sil ve stycéniku c

8 kN

Reseni: Velikost reakci urc¢ime z podminek rovnovahy na celé konstrukei:

—~ : 8=B,=0= B, =8kN
D)+ —A-6+14+8-2-2-3-1,5=0=A=35kN
+ : B,—A-2-3=0= B, =9,5kN

d o R
_T. Q=2-3=06kN
8 kl\; N, 1.5m
|
lyvvvy
/¢ TZ>B, =8 kN
// A
14 kNm /’
e B.=9,5 kN

Reseni vnitinich sil
interval (a; e)
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loe = V3 +42=5, cosa =2, sina =1
Vis = —A-cosa= —3,5-%: —2,1kN
Ohybovy moment 1ze fesit bud v zavislosti na proménné s:
Mgy = —A-cosa-s=-2,1-5
= M,. = 0kNm
= M., =-2,1-25=-525kNm
nebo lze ohybovy moment vyjadfit jako funkci proménné x (v tomto pripadé neplati
Schwedlerova véta):
Mg = —A-x=-3,5-2= My =0kNm, M., = —3,5-1,5= —5,25 kNm
Ny = A-sina:3,5-§: 2,8 kN

interval (e; ¢)

Vi = —A-cosoz:—3,5-%:—2,1kN
Bud
Mgy = —A-cosa-s+14=-2,1-5+14

= M,.=-2,1-2,5+14 = 8,75 kNm
= M, =-2,1-5+14 = 3,5kNm

My = —A-z+14
= M, =—3,5-1,5+ 14 = 8,75 kNm,
= M. =-3,5-3+14=3,5kNm
Ny = A-sina=3,5-1=28kN

interval (d; c)

Viey = 8kN
Mg = 8-

= M. = 0 kNm

= M4 =8-2=16kNm
Nu = OkN

interval (b; ¢)
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VV(I) = —-B,+2-x
= Voe = —9,5 kN
SV —=-95+2-3——3 5kN

2

M(x) = Bz-l’—2~%

= M. = 0 kNm
= M4 =9,53-2-% =19,5kNm

Nu = —B,=-8kN
8
@
8 16
2.1 = ‘ 3.5-A1 ‘é
3.5 al
_975 19,5
-5,25
8,75
V [kN] M [kNm]
2,1
2.8
-8 -8
N [kN]
2,8

Kontrola rovnovahy ve stycéniku c:
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IO 164+3,5—-19,5 = 0 v
+ :043,5-21-cosa—28 sina = 0
3,5-2,1-2-28.4 £ 0

0=0 v
— 8—8+21-sina—28 cosa = 0
2,1-4-218.2 £ ¢

0=0 v

OA

Styc¢nik je v rovnovaze.

Priklad 3.4.3 Na sikmém nosniku urcete pribéhy vnitinich sil.

f2:2,5 kN/m

LYvyyyvyy | &€

Reseni: Velikost reakci uréime z podminek rovnovahy na celé konstrukei:

— : B, =0kN
X&) 1 —B.-3+4-1,25-35425:4-2=0= B, =12 5kN
+ : A+B,—25-4-4-1,25=0= A=25kN
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Q2 =2,5-4=10kN
fo=2,5 kN/m

EEREARR)
Q1 =4-1,25=5kN
f1:4 kN/m

2 m

B,=0 kN—;
. } N4
L 3,0 M
/I |
Z B.=125 kN

Zatizeni zadané na prumeét nosniku je nutné prepocitat na délku stiednice.

farL=f; L Jo= T =237 = 2kN/m

Q2 =2,5-4=10kN
f2:2,5 kN/m

L YVYYVVVY | f4=2 kN/m

@

Pro vypocet V a N je tieba rozlozit zatizeni do sméru kolmého ke stfednici a do sméru strednice
nosniku:

cosa:§:0,8
sina = 2 =0,6
fi-cosa=4-0,8=3,2kN/m
fi-sina=4-0,6=24kN/m
j-cosa=2-0,8=1,6kN/m

5 sina=2-0,6=1,2kN/m
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fi-cosa=4-0,8=32kN/m
‘ fi-sina=4-0,6=24kN/m
‘% f}-cosa=2-0,8=1,6kN/m
“ ~f5-sina =2-0,6 =1,2kN/m

Reseni vnitinich sil

interval (a; b)

Visy = A-cosa— fy-cosa-s

=V =2,5-0,8=2kN

= Ve =2—-1,6-3,75=—4kN
Mgy = A-cosa-s—fé-cosa-%

= M, = 0 kNm

= My, =2-3,75—1,6- 27 = _3 75 kNm

N = —A-sina+ fy-sina-s
— Nyy=-25-06=—-1,5kN
= Npe=—1,5+1,2-3,75 =3 kN

interval (b; c)

Viey = Vea+ B.-cosa— fi-cosa-(s—3,75) — f5-cosa-(s—3,75)
= Vie = —4+ 10 = 6kN
— Vy=6-32-1.25—16-1,25=0kN
M) = Mba+(Vi,a+Bz-cosoz)-(3—3,75)—fl-cosa-%—fé-cosa-%
— M,, — —3,75kNm
= My =—3,75+6-1,25-3,2- 2% _1.6. L2 — 0 kNm
Ny = Nyg— B-sina+ fi-sina-(s—3,75) + f;-sina - (s — 3,75)
~ Np.—3-75=—4 5kN
Ny = —4,5+24-1,25+1,2-1,25 = 0kN
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3.5 Vnitrni sily na konstrukcich se zakfrivenym prutem

Priklad 3.5.1 Na kruznicovém prutu stanovte prubéhy vnitinich sil

5 kN/m

YYVYVYVYVY

‘ a

Reseni: z podminek rovnovahy na nosniku uréime podporové reakce.

t ¢ B.-5-4=0= B, =20kN
xb) : A-4-5.4.2=0= A=10kN
— : A-B,=0= B, =10kN

' Q=5-4=20kN
J 2y ~5kN/m
EXXATTE

< B,=20 kN

Dale si zvolime jednak polarni souradnicovy systém s pocatkem v bodé s, jednak souradnicovou
soustavu -z s pocatkem v podpore a. Mezi obéma systémy muzeme vyjadrit transformacni
vztahy:
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r = r-sinp=4-sinp

z = r—r-cosp=r-(l—cosp)=4-(1—cosyp)

Vyjadteni vnitinich sil:

Vi = A-sinp — Q) -cosp=10-sinp —5-x-cosp =10-sinp —5-4-singp-cosy
= Vo = 0kN
= Vb =10 — 0 = 10 kN

M(%Z) = AZ—E)%z
= M, = 0 kNm

= My, =10-4-5-£ =0kNm

Ny = —A-cosp—5-4-sinp-sing = —10-cosp — 20 - sin’
= Nab = —-10 kN
= Nba = —20 kN

84
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Q) =br =5-4-sinp

|
YYVIVYY

O‘%o
[®) 9
A @ Q(p)
N
%

Funkci ohybového momentu 1ze rovnéz vyjadrit jako funkci ¢:

M(SD) = AT(1—COS§D)—5M:ZlO(l—COS(’D)_ZLOSIDQSD

Vypocet extrému posouvajici sily V:

poloha V.. :

% =10-cosp — 20 -cos? ¢ + 20 -sin? ¢ = 0

10-cosp —20-cos? o +20- (1 —cos?p) =0

10 - cos — 20 - cos? ¢ 4+ 20 — 20 - cos? p = —40 - cos? ¢ + 10 - cos  + 20 = 0
= cos p; = —0,593— thel mimo fesenou konstrukeci

= cos py = 0,843 = py = 32,542°

Vinas = Vinae = 10 - sin 32, 542° — 5 - 4 - sin 32, 542° - cos 32, 542° = —3, 691 kN

Vypocet extrému ohybového momentu M:

prechodovy priifez:
Vig) =0=10-sinp —5-4-sinp-cosp =0
cosp =3 = ¢ =60° pozn: (sing # 0)
=1x=4-sin60° = 3,464 m
=2z=4-(1—-cos60°) =2m
Moy vyjédrien z My .y = Mpge = 10-2 = 5- 34 — 10 kNm
Moo vyjaditen z M) = Mpae = 40 - (1 — c0s60°) — 40 - sin?(60°) = —10 kNm
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Priklad 3.5.2 Na parabolickém oblouku vykreslete pribéhy vnitinich sil. Stfednice oblouku
je parabola 2° a je dana tfemi body

6 kN/m

LYYYVYVYVVY)

Soutadnice bodu paraboly [m]:  a [0; 0] b [20; 0] c[10; —§]
Vypocet podporovych reakci z podminek rovnovahy na celké konstrukei:

—- : A, —5=0=A,=5kN
Ya) : B-20—60-5=0= B =15kN
t + A+B-60=0= A, =45kN

- Q=610 =60kN e
v 5 m 15 m %
d 6 kN/m 7

LYYVYViIVYVY)

A R R ..., -
A, =5kN
A,

5 kN
= 457%‘NT B = 15/@']\7T7

Urceni rovnice stfednice nosniku:
Obecnou rovnici paraboly mizeme napsat ve tvaru: 2z = k; - 22 4+ ko - x + kg kde k; jsou
koeficienty, které je nutné dopocitat.
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boda : zu— = 0 = Kk
bod b : zu—20) = 0 = k-
bodc : zg—19p = —8 = k-
-8 =k
8 = k-

02+k’20+k53:>k3:0

202+k220+k3:>k32:—20k’1
102 + ko - 10 + k3

2102 + (=20 ky) - 10

100 = k; = 0,08

= ky=—20-k =—1,6

Rovnice stiednice prutu: z) = 0,08 - x?-1,6-x

Smérnice tecny ke stfednici: tgy = % =0,16-x—1,6

Hodnoty posouvajici a normalové sily v bodé nosniku urc¢ime ze vztahii:

<
I

Ey -sinp — F, - cos g
N = —F, -cosp—F,-sinp

Urcéime funkce vnitinich sil v jednotlivych intervalech nosniku

Interval (a; c)
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bod ¢

Ay -sinp+ A, -cosp—6-x-cosp=>5-sinp+45-cosp —6-x-cosy
—Ap-cosp+ A, -sinpg—6-x-sinp=—-5-cosp+45-sinp —6-x-siny

= —A, - [(—2)]+A. —6-Z pom.: (z<0)=

2
= My =—A; - [—(0,08- 2> —1,6-2)] + A, - — 3-2° po dosazen:
—2,6-22+37-2

tge = 0,16-0—1,6=—-1,6 = p = —58°

Vee = H-sinp+45-cosp —6-0-cosp =19,61 kN
Nge = —5H-cosp+45-sinp —6-0-sinp = —40,81 kN
M, = -2,6-0°+37-0=0kNm

)
|

tgp = 0,16-10-1,6=—-1,6 = p=0°

Vo = H-sinp+45-cosp—6-10-cosp =—-15kN (= A4, — Q)
Ne = —5-cosp+45-sinp —6-10-sinp = =5 kN (= A,)
M, = —2,6-10°+37-10 = 110 kNm

Polohu extrému M,,,, uré¢ime z podminky: % =Viz) = Vig,) =0

dM(x)
dx

0 =

L

—5,2-2+37
—5,2-2,4+37T=a,=7,115m
Moz = —2,6-7,1152 4+ 377,115 = 131,635 kNm

Polohu extrému M,,q, miZeme rovnéz urcit z podminky: V(,,) =0

‘/(@p)
0

tg ©p

0,16 -z, —

1
Cos ©Yp

= A, -sing,+ A, -cosp,—6-1,-cosp,=0 /-
= A, -tgpp,+ A, —6-1,

= G4 =—B48.5 =-9412-1,
za (tgy,) dosadime diive uréeny vyraz (tg¢,) =0,16-z, —1,6
1,6 = —9+1,2-2,=>x,=-2=7,115m

Interval (c; b)

= A, -sinp+ A, -cosp—Q-cosp=5-sinp+45-cosp — 60 - cosp
= —Ay-cosp+ A, -sinpg—Q-sinp =—5-cosp+45-sinyp — 60 - sinp
= —A, - [(-2)]+ A, — Q- (xr—5) pozn.: (2 <0)=

= My =—A; - [—(0,08-22 —1,6-2)|+ A, -2 — Q- (r —5) po dosazent:
0.4-2% — 23 2 + 300
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bod ¢

bod b : tge

Vie

Mbc

0,16-10 — 1,6 = —1,6 = © = 0°

5-sinp+45-cosp —6-10-cosp =V, = —15 kN

—5-cosp+45-singp —6-10-sinp = N, = =5 kN
-2,6-1024+37-10 = M,, = 110 kNm

0,16-20—-1,6 = —1,6 = ¢ = 58°

5-sinp+4+45-cosp —6-10-cosp = —3, 71 kN

—5H-cosp+45-sinp —6-10-sinp = —15,37 kN
0,4 -20% — 23 -20 + 300 = 0 kNm

Pro lepsi predstavu o prubézich vnitinich sil je mozno vy¢islit jejich hodnoty ve vice bodech.

bod | x[m] zm]| ¢[] | VKN] N[N M [kNm]
a 0 0 | —57,995| 19,610 —40,810 0
1 2 283 | -52,001 | 16,376  -29,083 63,600
2 4 -512| 43831 | 11,68  -18,150 106,400
3 6 6,72 | -32,619 | 4,385 9,063 128,400
4 8 768 | -17.745 | -4,381 3,848 129,600
c | 10 -8 0 ~15,000 —5,000 110,000
5 12 768 | 17,745 | -12,762  -9,334 81,600
6 14 -6,72| 32619 | -9939  -12,297 56,400
7 | 16 -5,12 | 43,831 7358  -13,995 34,400
8 18 -2,88 | 52,001 5205  -14,809 15,600
b | 20 0 | 57,995 | —3,710 —15,370 0
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3.6 Vnitrni sily na slozenych soustavach

Priklad 3.6.1 Na slozené soustavé vykreslete priibéh vnitinich sil

2 kN/m

Y YYYYYYYY

C

®

a
ZAN

3 kN/m

%++++++++$

@

5

e

[m]

Nejprve urcime reakci v podpore a a vnitini reakce v kloubu d. Reakce ve vetknuti e pocitat

nemusime.

Na desce @ plati:

_>

@ :

. D, =0kN
A5-2.5.25=0=A=5kN

+ D, +5-2-5=0= D, =5kN

Q=2-5=10kN

2,5 m ,

o

YYVYYVYYYY |

a
VAN
A

P - - - - ==

[x

A=5 kN

Q=3-5=15kN
4V 2,5 m 3 kN/m
«d YyvviyYYY
D,=0kN [ £ @ €
YD.—5 kN

Zvolime spodni vldkna a vypoc¢teme vnitini sily.

interval (a; b)
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Viey = OKN
M(x) = 0kNm
Ny = —5kN

interval (b; c)

Ve = A=2-2=5-2-z

= Ve = 5 kN

= Vo4 = —5kN

prechodovy priifez lezi uprostied intervalu
My = 5-2-2-%

= M. = 0 kNm

= My =55-2-2 =0kNm

maximalni moment M. : Mz = 52,5 — 2 - g = 6,25 kNm (= % -2+ 5%)
N = OKkN

interval (c; d)

Viy = OKN
M(x) = 0kNm
Nu = A—2-5=-5kN

interval (d; e)

Ve = —D.—-3-2=-5-3-x
= Vie = —5 kN
= V.qg = —20kN
prechodovy priifez na intervalu neni

2

M(x) = —5'1’—3'%
= My, = 0 kNm
= M.i=-5-5-3-% = -62,5kNm

Nu = OKN
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V [kN]
5m
T
25m |
|'
|
|
|
I
|
| ! y
= | U
|
M [kNm] | 220
I
6,25 o
A 4 g
N [kN]
_5 _5
o o
El = V
g O /

Priklad 3.6.2 Na trojkloubovém ramu urcete priubéhy vnitinich sil

Pti TeSeni reakci i vypoctu vnitinich sil lze vyuzit symetrie konstrukce a zatizeni.
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4 kN/m
f YYVYVY - VYVVY [,
®© ° ® -
d f
— — L
21 kN 21 kN
a b
N N TN
3 ! 3 [m]

P1i vypoctu reakei nejprve z podminek rovnovahy na celé konstrukei urcéime A, a B,.

xb) + A,-6+21-3-21-3-4-6-3=0= A, =12kN
+ : A, —-4-6+B,=0= B, =12kN
nebo ze symetrie

t . A,=B,=%%—12kN

Q=14-6=24kN

4 kN/m
XYYV VAVIVVY .
B O ) I
|
dJr : f
| ——
21 kN |, 21 kN
! |
! [
|
i :
s :
a : Ay B, = A, _'|b
A — A
A A
A.=12 kN B, =A.=12 kN

V dalsim kroku vypocteme vodorovné reakce A, a B,. Urcime je z momentové podminky
rovnovahy na jedné z desek ® nebo @

deska @:

XC€) t Ag-45+A.-3-21-1,5-4-3-1,5=0= A, =3kN
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Q1 =4-3=12kN

4 kN/m 4 kN/m
C, C,
IEEEEZ DY BEXEXEA
@ 1,5 m T @

—£ C.=0 kN C.=0 kN L—
21 kN o o 21 kN
al A,=3 kN B, = A,=3 kN |b
AN AN
A A
A,=12 kN B, =A.=12 kN

Vypocet vnitinich sil:
interval (a; d)

Ve = A;=3kN
Mg = 3.

= M,q = 0kNm

= My, =3-3=9kNm
N = —A,=—-12kN

interval (d; e)

Vi) = 3—21=—18kN
Mg = 3-2—-21-(x—3)

= Mye = My, = 9kNm

~ M,;—3-45—21-1,5= —18 kNm
Nu = —A, = —12kN

interval (e; ¢)

Ve = A.—4-x
= Ve = 12kN
= Vo = 0kN
Mg = Med+Az'x—4'%2
= M,.= —18 kNm
= M, =-18+12-3—4-% =0kNm

Na = A,—21=3-21=—18kN
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Na zbyvajicich intervalech uré¢ime analogicky.
M a N vychazeji ¢iselné i znaménkove stejné, V' ma opacnd znaménka.

12

JE T S & 18
Oy

—®— _12—@—

3 —-18 318

' V [kN]

(0

a b

3 -3

-18 -18

9 9
M [kNm]
a b
aN N\
e c :
-12 < 12 8
-18 é -18

d f

10} N [kN] ]
12 _12b

Priklad 3.6.3 Na Gerberoveé nosniku vykreslete pribéhy vnitinich sil

12 kKN 5 kN/m
007%d = PR AR RRD cf
AN é (o fv g
L 15 | 1 L1 3 | 3 | [m]

Reseni: nejprve Tesime reakce a vnitini sily od svislého zatizeni. Od vodorovného zatizeni
(F, = 6 kN) vnikd pouze normélova sila N, kterou vyfesime na zavér piikladu.
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F. =12 - sin60° = 10,392k N
i 2 - s1m60 0, 392k 5 kKN /m

N BPSEEEED :
¢ f

AN

F, =12 cos60° = 6kN

cos60° = 0,5

5in60° = ¥ = 0,866

Nez zac¢neme Tesit reakce od svislého zatizeni, urc¢ime si hiearchii nosniku. Reakce urcujeme
nejprve na ,hornich®, to znamena na nesenych nosnicich. V nasem pripadé to jsou reakce F,
a I, na nosniku e-f.

4. E.=F.=%=E,=Fz=T5kN

Reakcemi E,, F, zatizime ,spodni“ nesouci nosniky a pokracujeme ve vypoctu reakci A, B
pottebnych pro feSeni vnitinich sil.
nosnik d-e

xb) + A-4-10,392-55+E.-1=0= A=12414kN
+ : B—10,3924+ A—E,=0= B =5,478kN

5 kN/m
c YYVYVWY ¢
AN
i E.=75 kN* *FZ:7,5 kN
E, = 10,392k N
E,=7,5 kN F,=75 kN
ld a by v %
I = E— D) xT3 E
TA:12,414 kN T
B=5,478 kN

Zbyvajici svislé a momentové reakce pro vykresleni vnitinich sil nepotfebujeme a miizeme zacit
resit prubéhy M a V.
interval (d; a)

Vi) = —F.=—10,392kN
Mg,y = —10,392 -2,
= M,;, = 0kNm
= M,y =—10,392-1,5 = —15,588 kNm

interval (a; b)

Viey = —F. 4+ A=-10,392 + 12,414 = 2,022 kN
Mg, = —10,392 2+ A- (21— 1,5)
= Mg, = M,y = —15,588 kNm
= My, = —10,392- 5,54 12,414 - (5,5 — 1,5) = —7,5 kNm
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interval (b; e)

Vi = —F.+A+B=-10,392+12,414+ 5478 =7,5kN = .
Mgy = —10,392 21+ A- (21— 1,5) + B - (21 — 5,5)
= My, = M, = —7, 5 kNm
— M.y = —10,392- 6,5 + 12,414 - (6,5 — 1,5) + 5,478 - (6,5 — 5,5) = 0 kNm

bod e je vnitini kloub = ohybovy moment ve vnitinim kloubu = 0

interval (e; f)

Vi = E.—5-19
= Ver=75-5-0=7,56kN
= Vie=7,5-5-3=-7,5kN
My, = E.-wy—5-%2
= M.y = My, = 0 kNm — vnitini klouby
=1,5m)

prechodovy priitez lezi uprostred vlozeného pole

(@p
maximalni moment Mee = Mpae = 5 f - 1? = % -5-32=5,625 kN

interval (f; )

Viesy = —F.=-T7,5kN

M(ms) = —FZ T3 = —7,5 - I3
= M. = M. = 0 kNm — vnitini kloub
= M. = —7,5-3=-22,5kNm

75 75
V [kN] d 270\2i||u||270[21¢% ‘,f\ c
il b W é

|
|
-10,392 : 75 .5
|
|
|

-10,392
_15,588

Nyni muzeme pristoupit k feseni normalové sily N. Na staticky urcitych spojitych nosnicich
se veskeré vodorovné zatizeni prenese prostiednictvim vnitinich kloubli do jediné neposuvné
podpory. V nasem pripadé je to vetknuti. Zde vznikne jedina vnéjsi vodorovna reakce C, = 6 kN.

Mizeme vykreslit pribéh N.
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— —0 o -
F,=6 kN o C,=6 kN
N [kN] d a b ,e\ ,f\ C
Sl AT ne
-6 6 6 -6 -6 6
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3.7 Vnitrni sily na prostorové zatizenych konstrukcich

Priklad 3.7.1 Na prostorové zatizené konzole urcete prubéhy vnitinich sil

X

Y
' e

0,3

Reseni: Na konzole zavedeme pravoto¢ivy soutadny systém. Budeme Fesit od volného konce,
tj. ze zaporné plosky (pri pohledu ,do prifezu® sméruje kladna poloosa x od nas). Podle
znaménkové konvence sméruji kladné sméry vektori vnitinich sil na zaporné plosce ve sméru
zapornych poloos.

M, :
[
[
AV:
[
/l"x
‘/r )' _____
&
w<{4—< > ,Ur
M, ‘
N ,
s &
M, / z 3 S
/ VA

zaporna ploska

Reseni vnitinich sil: konstrukei si rozdélime na jednotlivé intervaly ve kterych se budou vnitini
sily ,skokem*“ ménit (zména tvaru prarezu, konstrukce nebo zména zatizeni) - tomto piipadé
pouze jeden interval a-b.

Q=3-2=6kN

0,3
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y(z) —

-3z
= V*=0kN
:>V;”:—3-2:—6kN

posouvajici sila V, vyvozuje ohybovy moment M,

—-3-Z
= M} = 0kNm

= M =-3.-2 = —6kNm
—20kN

posouvajici sila V,, vyvozuje ohybovy moment M,
20 -z

= M? = 0kNm

= M?=20-2=40kNm

0 kN

—20-% +3.2-% =-3+0,3-2= M, je linedrnf funkce!
— M2 = —3kNm

= MP=-3+0,3-2=-2,4kNm

Vnitini sily je nutné vykreslovat ve spravnych rovinach, ohybové momenty se navic musi kreslit
na stranu tazenych vlaken.

V., M,
Vy, M.
N, M,

v roviné zz

v rovineé zy

muzeme vykreslovat v libovolné roviné (obvykle v roviné zz)
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-20

Priklad 3.7.2 Na prostorové zatizeném sloupu urcete prubéhy vnitinich sil

100 kN
Yo
R I [P
SRR ‘
o
N : o
|
|
|
I N (S
04 \Rﬁnﬂ
N

Reseni: na konzole zavedeme pravotodivy soufadny systém. Vnitini sily budeme Fesit od volného
konce, tj. z kladné plosky (pfi pohledu do ,prifezu® sméruje kladna poloosa x proti nam).
Podle znaménkové konvence sméruji kladné sméry vektorti vnitinich sil na kladné plosce ve
sméru kladnych poloos souradného systému.
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<
)
\
)
i
oY N 2
™ |/
8 "
Il N
a
|

Ul -

Reseni vnitinich sil: konstrukei si rozdélime na jednotlivé intervaly ve kterych se budou vnitini
sily ,skokem ménit (zména tvaru prurezu, konstrukce nebo zména zatizeni) - tomto piipadé
dva intervaly a-b a b-c.

100 kN
Y.
15 kN oo b 100 1§NN
12 =
T A
o 15 kN
z
: 0.4 |, fm]
7 1,04
interval (a; b)

N = —100kN
Vyw) = OkN
Viey = OKN
Mw(m) = 0kNm
My = 100- % =10 kNm — vyvozuje posouvajici sila V,
M.y = —100- % = —20 kNm — vyvozuje posouvajicic sila V

interval (b; c)
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Nu = —100kN

Vyw) = OKN

Ve = —15kN

M, = —15-% = —3kNm

My = 100 - % + 15 (3 — ) — vyvozuje posouvajicic sila V,

= M} =100-% +15- (3 - 3) = 10 kNm
= M¢=100-% +15- (3 —0) = 55 kNm

M. = —100- % = —20kNm — vyvozuje posouvajicic sila V},

Vnitini sily je nutné vykreslovat ve spravnych rovinach, ohybové momenty se navic musi kreslit

na stranu tazenych vlaken.

V., M, .. vroviné xz
Vy, M, ... v roviné xy
N, M, ... mizeme vykreslovat v libovolné roviné
N [kN] V, [kN] V. [kN] M, [kNm| M, [kNm] M, [kNm)]
a_ ~100 -20
| 10 ]
| 15 -
b | -3 ]
| - 10 —
o = |
- é O —]
¢ -15 /-3 -20 [
Y -100 Y Yy ] ] Yy
2 2 2 2 2
55
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4 PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

4 Prtrezové charakteristiky
4.1 Tézisté, centrilni/hlavni momenty setrvac¢nosti
a elipsa setrvacnosti

Priklad 4.1.1 Vypoctéte hlavni centralni momenty setrvacnosti a vykreslete elipsu setrvac-
nosti slozeného priirezu

150 | 330 |

420

Vviev

Souradnice tézist k pomocnym osam y, z a plochy dil¢ich ¢asti prurezi jsou:

360 |
|
7
=
E — i|yi[mm] z[mm] A; [ mm?|
N 1] -150 210 126000
2 360 140 37800
@ 3| -150 150  -20106,193
celkovd plocha £ A 143693,807
150
vz

VVvev

Y "S.i D (Avwi)  126000-(—150)+37800-(—360)—20106,193-(—150) _ —29492071,05
Ye = STA TS A 1260000+37800—20106,193 ~ T143693,807
Y. = —205,242 = —205 mm

» DSy D (Aizi) _ 126000-210437800-140—20106,193-150 _ 28736071,05
c T XA T YA T 1260000+37800—20106,193 — 7143693,307

ze = 199,981 = 200 mm
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4 PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

<y I @
|
S |

(@] ®X03 : XO2
< |
Yo X |
Y o C :
|
|
@ |
205 [mm]
v~ \ A

V dalsim kroku vypocteme axialni momenty setrvacnosti a deviacni moment setrvacnosti k té-
zistovym osam . a z.

c

Dyc Zc

Dyc Zc

Z(chi + A; - ZZQ) =
L. 300 - 4203 + 126000 - (210 — 200)2 +

12

3—16 - 180 - 4203 + +37800 - (140 — 200)? —

{m80% 120106, 193 - (150 — 200)2}
18,648 - 108 + 5,065 - 108 — 0,824 - 10% = 22,889 - 10® mm*

S (Lo + Ai - y7) =

L.420 - 300% 4 126000 - (—150 — (—205))2 +

L .420 - 180% 4 37800 - (—360 — (—205))2 —

{80 1 20106, 193 - (—150 — (—205))%}

13,262 - 108 + 9,762 - 10° — 0,930 - 10° = 22,094 - 10° mm*

S (Dyeizes +Ai - yi - 2i) =

0 4 126000 - (—150 + 205) - (210 — 200) +

% - 180% - 420% + 37800 - (—360 + 205) - (140 — 200) —
{0+ 20106, 193 - (—150 + 205) - (150 — 200)}

0,693 - 10% + 4,309 - 10% + 0,553 - 10® = 5,555 - 108 mm*

Pokud vysel D,,_., > 0, prochdzi osa, k niZ je moment setrvacnosti maximalni, druhym a ctvrtym

kvadrantem.

Vypocet hlavnich centralnich os setrvacnosti a hlavnich centralnich momentt setrvacnosti:
Nejprve ur¢ime tihel pootoceni hlavnich centralnich os:

82 a0) = 72 = mii e = 1897

22,094-108—22,889-108
= 2-qp=—85,91° = ap = —42,96°
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4 PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

Vypocet hlavnich centralnich momentti setrvacnosti:

I I Iy.—1I
]max7min — yc'g Zc j: \/( yc2 Zc)2 + D2

Ycze

.108 .108 108 — .108
22.889-10 ;22,094 10 + \/( 22,889-10°—22,094-10 )2 + (5’ 555 - 108)2

[maa:,min = 2

= Tnax = 28,061 - 108 mm* = T,

= Ipin = 16,922 -10° mm* = I,

Vypocet polomeéri setrvacnosti:

: _ s Imaz . /28,061-108 _
tmaz = ly, — \/ naz = \/1436937807 =139, 74 mm
L Tmin _  /16,922:108 _
bin = Lz = \/ nin — \/1436937807 = 108,52 mm

Vykreslime elipsu setrvacnosti. Jednotlivé poloméry se vynaseji kolmo na ptislusnou osu.

»<
(%] g
3 s
2,‘2 / &0‘
? \
JC C
0 | A

Musi platit:

ch + Izc = lnae + Imin
22,889 - 10® 422,094 - 108 = 28,061 - 10® + 16,922 - 108
44,983 - 108 = 44,983 -10% v/
Priklad 4.1.2 Urcete momenty setrvacnosti k hlavnim centralnim osam priifezu a vykreslete

elipsu setrvacnosti.

L 100x100x6

- f 3
i |

360 100 | [mm]

143

100
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4 PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

Ptehled priitezovych charakteristik jednotlivych profili:

Il

il

26,4

Vvev

I, = 817-10° mm? = 8,17-10"%m?
I, = 1,96-105mm?* = 196- 1076 m*
A = 9700 mm? = 9,7-1073 m?
I,=1, = 1,11-10° mm* 1,11-1075 m?
D,. = —6,52-10°mm* = —0,652-10"% m?
A = 1179 mm? = 1,179 - 1073 m?

180 180 100
26,4 73,6
—| 0
N gﬁ ;
7=y i
— C1 Cl LO.\
Yo, \_|
E— ﬂ-\
YZ ~ o VZ02 K| [mm]
o 22] S0 _ D (Acyi) _ 041,179-1073-(—0,180—0,0264) _ —2.433.10~%
Ye = =1 AT > A T 9,7-10-3+1,179-10—3 ~ 10,879-10—3
ye = —0,0224 m = —22. 4 mm
_ %Syo,i _ Y (Aiz) _ 041,179-1073-(0,0451) _ 5.317-10~5
fe T oZTA T A T 10,879-10—3 = 10,879-10-3
Zz. = 0,0049m =4,9mm
184
~ <
=
?H“ (@) C\]'\ o
¢
Yo o C ©
S 22,4 e |
N L [ >
202 158 100 L [om]
]
yzc
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4 PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

Déle vypocteme momenty setrvacnosti a deviacni moment k tézistovym osam ., z.:

2
[yc - Zl(lyc,i + Al ' ZCQ,’L) =

1=

8,17-107¢+9,7-1073- (—4,9-107%)2 +
4+ 1,11-1076 41,179 - 1073 - (40,2 - 1073)?

I, = 1,142-107°m*
2
L. = igl(lzc,i + A yiz) =
= 196-10764+9,7-1073-(22,4-1073)% +
+ 1,11-1075 41,179 - 1073 - (—184 - 1073)?
I, = 24,189 -107°m*

c

2
Dyczc = igl(Dyc,izc,i + AZ ' ycyi ’ ani) =
= 0-105+9,7-1073-(22,4-107%) - (—4,9-1073) —
— 0,625-1076+1,179 - 1073 - (=184 - 1073) - (40,2 - 1073)

D,. = —1,044.10"° m?

Uhel nato¢eni hlavnich centralnich os:

] _ 2Dyes. 2:(—1,044-10~5) _
tg(2-ag) = Lo = 30is910-5-1,142.10-5 — — 0, 0906

= 2-qp=—-5,17T7°" = ag = —2,589°

Vypocet hlavnich centralnich moment setrvacnosti:

Iy 41,
Imax,min = % + %\/(ch - IZC)2 +4- DZ(;ZC

10-5 105
Lz min = LHAZI0 2018910 i%\/(1,142~10*5—24,189~1O*5)2+4~(—1,044~1O*5)2

Lnoe = 24,236 -10°m* =1,

=
= Inin=1,095-10""m?* =1,

Vypocet poloméra setrvacnosti:

: o Imew /22236105 _
tmaz = lz = \/ A _\/10,879-10—3 =0,149m

s _ s _ Imin 1,095-10-5
tmin = lyy = \/ A _\/10,879-10*3 —0,032m

Vykresleni elipsy setrvacnosti:
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\_
7

Ymin

>

0

L0

o~

|
Yo li’ I Zmax_\

> — |\
< A ¥

\

Z0W<C
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5 POMUCKY

5 Pomucky

5.1 Pomicka pro vykreslovani vnitinich sil

Zde uvadime c¢tyti zakladni typy zatizeni s vykreslenim pribéht V a M. Pii vykreslovani
vnittnich sil je dobré védét, ze posun krivky mezi zatizenim, posouvajici silou a ohybovym
momentem je vzdy o jeden stupen. Tedy:

» zatizeni osamélou silou nebo momentem — V' je konstantni — M linearni
e spojité rovnomérné zatizeni — V je linedrni — M parabola 2°

e spojité linearné proménné zatizeni — V' je parabola 2° — M parabola 3°

A | ZAN
TS S SR
| ! ! | | |
Ry = g | Ry = g R, = % | Ry = _]\T]
R(L Ra Ra Ra

_Bbi _Rh Rb L
M | M
W W AN
Ra : é R(L : é

f
YYVYYYVYVVY] AM
A z T A z A

Ry=1.f-1 Ry=1f

B[~
D[~

f |
M § M
Mypgo = L f 12 Mo
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5 POMUCKY

5.2 Pomicka pro odhad centralni elipsy setrvacnosti

V nasledujicich obrazcich jsou nakresleny prurezy skladajici se z jednotlivych cétvercl. Byl
proveden odhad hlavni centralni elipsy setrvacnosti a jeji vykresleni. Déale je mozné pozorovat
vliv polohy sourfadného systému na znaménko deviacniho momentu urcéeného k osam y; a z;.

Dy, >0 Dy, <0 Dy,., =0
Y | li'\ hn | /i'\ | /{'\
hn \ ?
21 Z1 21
. Dy . >0 . D, . <0 . Dy . =0
Y1 | a Y1 | a Y1 | dh |
21 21 21
« Dylzl >0 - Dylzl <0 Dylzl =0
o LAN o LA LAN
(3 I B
hn \
| \/ | \/ | \/
2 21 21
Dy121 >0 Dy121 <0 Dy121 =0
hn _l @1 §J1
1y \ Lol
21y 21 21
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