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Predmluva

Zajem studentt, védeckych pracovaiki t inZenyrG v praxi o numerické me-
tody mechaniky neustale roste. O tom jsme se presvédéili vydanim skripta
Metoda koneénych prvki I, kieré bylo rozebrano béherm pal roku. Protoze
numerické metody se prudce vyvijeii, pfedkladdme technické vefejnosti mo-
nografii, ve které je obsah skripta zceja piepracovin a dopinén o partie, jez
meély byt pivodné zafazeny do zamysleného druhého dilu skripta.

Rovnéz obsah monografie je rozd
naf nejprve seznamen s nejdalezit

¢len do dvou dild. V pronim dilu je Cte-
simi vztahy, pojiny a principy mecha-
niky, s nimiz se dale pracuje. Ctyfi navazujici kapitoly jsou pak vénovany
linedrnimu fesen{ konstrukei pod statickym (kap. 2 az 4) a dynamickym
zatizenim (kap. 5).

Druhy dil je rozélenén do gesti kapitol. Nejprve je pojedrino o semia-
nalytickém Feseni konstrukcel, pfi némi se vyuiiva v jednom sméru rozvoje
neznamych posunt do Fourierovy fady (kap. 6). Navazuje feSeni specidlnich
uloh MKP, jako je vypocet krouceni masiviich prutd, Ulohy teorie pole a
ulohy lomové mechaniky (kap. 7). Osma kapitola uzavira prvni tématicky
okruh vénovany pfevdzné linearnim problémum. Predchozl poznatky o MKP
jsou v ni doplnény informacemi o metodé hraniénich prvkd se zaméfenim
na postupy vedouci k symetrické varianté MHP.

Druhému tématickému okruhu - feSeni velinedrnich 1loh mechaniky -
je vénovana devatd kapitola. Po vykladu nezbytnych pojmi vystupujicich
v geometricky nelinedrni mechanice nasleduii metody feSeni nelinearnich
rovnie, které Jsou v souladu se soucasnymi pfistupy pojimany jako soustavy
rozditené o dopinujici podminky.

Desata kapitola otevird tret{ tématicky okrub problémi souvisejicich
s aplikaci MKP a MUHP. Je vénovana modernimu aparatu adaptivnich siti se
zminkou o vyuziti metod uinéié inteligence pii jejich konstruovani. Vhodnou
modifikaci sité prvki se zajisfuye, ze chyba fesen{ jo na véech prvcich piibliz-
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né stejna. V zavérecné jedenacté kapitole je Ctendf seznamen se zakladnimi
pravdépodobnostnimi metodami pouzivanymi v kombinaci s MKP a MHP.

Poklidame za milou povinnost podékovat véem, ktefi pfispéli k vydani
dila. Zejména jsme vdééni recenzentum prof. Ing. C. Hoschlovi, DrSc a doc.
Ing. B. Teplému, CSc za petlivé pfecteni rukopisu a fadu cennych pfipomi-
nek a naméta k jeho zkvalitnéni. Dik patfi téZ nasim spolupracovnikim a
aspirantum Ing. J. Macovi, CSc, Ing. P. Fajmanovi, RNDr. J. Novotnému a
Ing. P. Kryslovi, ktefi nds upozornili nejen na formalni, ale i na vécné nedos-
tatky rukopisu. Dékujeme téZz H. Jarchovské za pédi vénovanou prekresleni
obrazkl a P. Bittnarovi, ktery s velkou trpélivosti vypracoval pfedlohu pro
tisk textovym procesorem KTRX.

Praha, unor 1992. Autofi



Uvod

Mohutny rozvoj vypoéetni techniky po druhé svétové valce vytvoiil pfedpo-
klady ke vzniku modernich metod numerického feseni fyzikalnich problému.
Jednou z nejucinngjsich je metoda koneénych prvki (MKP). Na vefejnosti
se poprvé objevila ve druhé poloviné padesatych let a v kratké dobé se rozsi-
fila ze Spojenych statu do naprosté vétsiny technicky vyspélych zemi celého
svéta. Zakladni myslenka metody spoéivajici v zavedeni ”po &astech spoji-
tych poli” se pfisuzuje R. Courantovi (1943). O dalsi rozvoj této myslenky
a jeji uplatnéni v technické praxi se zaslouzili pfedevsim inZenyfi, ktefli ji
aplikovali pfi Feseni statickych a dynamickych iloh. Mezi predni prukopniky
metody koneénych prvku patii M. J. Turner, R. W. Clough, E. L. Wilson
ad.

Jejich puvodni pojeti, dnes s oblibou ozna¢ované za inzenyrské, bylo poz-
déji dale prohloubeno pfedevsim po matematické strance. Ukazalo se totiz,
ze metoda konecnych prvku je v podstaté moderni variantou klasické Ritzo-
vy metody. Z tohoto poznatku vyplynula celd fada dalsich cennych zavéry,
Jez umoziuji kvalitativné zhodnotit ziskané vysledky. V tomto sméru ma o
rozvoj metody konelnych prvku velké zasluhy Belgi¢an B. Fraeijs de Veu-
beke. Do pokladnice inZenyrské teorie a praxe pfispéla vyznamnou mérou
i britskd skola, jejimz duchovnim vidcem je O. C. Zienkiewicz a na kte-
rého navazali E. Hinton, D. R. J. Owen ad. Vyznamnych uspéchu dosihly
téz kolektivy pracovniku v SRN soustfedénych kolem J. H. Argyrise, W. B.
Kratziga ad. Rada novych jmen se objevila v souvislosti s metodami neli-
nearni analyzy konstrukci MKP (K. J. Bathe, Z. P. Bazant, T. Belytschko,
M. A. Crisfield, T. J. R. Hughes, J. T. Oden, E. Riks, J. C. Simo, G. A.
Wempner, P. Wriggers ad.). Novinkou jsou v poslednich nékolika letech sto-
chastické koneéné prvky a technika adaptivnich siti, jejiz teoretické zaklady
polozil I. Babuska.

U nas se metoda koneénych prvku tispésné rozvijela od 60. let pfedevsim

11
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zasluhou matematiki. Pivodni prace vysoké védecké tirovné publikovali F.
Leitner, K. Rektorys, M. Zlamal, A. Zenisek ad. Dale je tfeba podtrhnout
védeckou a popularizaéni ¢innost J. Kratochvila, ktery k ndim metodu ko-
neénych prvku vlastné uvedl, a V. Kolare. Aplikacim na hydrotechnické
konstrukce se velmi intenzivné vénuje I. Kazda, ve statice a zvlasté v dy-
namice stavebnich konstrukei ispésné pracuji mj. J. Naprstek, P. Reficha a
A. Teséar. V. Cervenka je znam svymi pracemi o matematickém modelovani
vyztuzeného betonu, B. Teply a jeho spolupracovnici se navic zaméfili na
pravdépodobnostni analyzu Zelezobetonovych konstrukei. K rozvoji MKP ve
strojnictvi vyznamné pfispéli C. Héschl, E. Ondraéek a pracovnici SVUSS v
Béchovicich, a to fadou praci z analyzy teplotnich poli, mechaniky konstruk-
ci a lomové mechaniky. Za viechny jmenujme alespon S. Ptaka a J. Jinocha.
R. Brepta a M. Okrouhlik zkoumali vlastnosti modela zaloZzenych na MKP
pfi razovém namahani. Deterministicky i stochasticky pfistup k nelinear-
ni lomové mechanice aplikuje kolektiv pracovniku soustiedénych kolem I.
Nedbala.

O vyuziti numerickych metod mechaniky v inZenyrské praxi se nejvice
zaslouzili odbornici v Dopravoprojektu Brno, v CKD Praha a v SKODA
Plzeii.

Pokud bychom hledali historické kofeny metody hraniénich prvka
(MHP), dosli bychom patrné aZ ke Greenovi, ktery ukazal, Ze fesen{ Lap-
laceovy rovnice je mozné vyjadfit v integralnim tvaru prostfednictvim hra-
niénich hodnot hledané funkce a jeji derivace ve sméru vnéjsi normaly k
hranici. Somigliana pozdé&ji aplikoval obdobny postup na rovnice linedrni
pruznosti. Jeho rozéifeni do oblasti dynamiky byva pfisuzovano Wheelerovi
a Sternbergovi.

Soutasnou podobu MHP, kterou vytvofil M. A. Jaswon v r. 1963, lze
interpretovat jako efektivni spojeni klasickych integralnich rovnic se slabé
singularnim jadrem a MKP, v némz se vyuZiva pfednosti obou. O rozvoj
metody se zaslouZila celd fada autorti. V zahraniéi zejména C. A. Brebbia,
J. C. F. Telles, M. Tanaka, T. A. Cruse, C. Polizzotto ad.

U nas je rozvo] MHP spojovan se jmény pracovniki USTARCH Bratis-
lava J. Sladka a V. Slddka, dile se jmény P. Prochazky, P. Broze ad.

Autofi pifedklddaji monografii s cilem sezndmit étenédfe jednak s podsta-
tou a zdkladnimi myslenkami, na kterych MKP a MHP stoji, ale i se sméry,
JimiZ se ubira jejich souéasny vyvoj. Tak Siroky zabér bohuzel neumoziiuje
probrat viechny partie se stejnou dukladnosti. To se tyka i ilustrace vykla-
du pfiklady. Vybér je omezen jen na takové pfiklady, které poskytuji bud
porovnani ruznych vypoletnich modeld z hlediska jejich pfesnosti & iéin-
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nosti (spotieba strojového €asu, naroky na pamét pocitaée ap.) nebo které
dokumentuji algoritmus vypoétu, popf. jsou nezbytné pro pochopeni fyzi-
kalni stranky problému. Zdmérné jsme vynechali piiklady k partiim, které
jsou bohaté pojednany v tuzemské literature. To se tykd predevsim linearni
teorie ohybu desek a skofepin, a linedrni stability a kmitdni konstrukei.

Obsah prvniho dilu je rozdélen do péti kapitol. Specificky vyznam ma
prvnf kapitola. Rekapitulace zakladnich vztahil, pojmi a principi ma étena-
fi nejen usnadnit navazujici studium, ale ma jej upozornit i na nové oblasti,
které se v poslednich letech prosazuji ve fyzikdlné nelinearni mechanice. Né-
které problémy, tykajici se poskozeni, lokalizace, rozmérového efektu ap.,
povazujeme za vyznamné do té miry, Ze je alespoil struéné komentujeme s
odkazem na piislusnou literatury, i kdyZ pfesahuji rdmec publikace a nemo-
hou byt se viemi dusledky dale rozvijeny v aplikaéni Zasti.

Druhd kapitola je vénovana prutovym konstrukcim, pfi¢emz se bere v
tivahu interakce konstrukce s Winklerovym - Pasternakovym podkladem.
V této souvislosti je vyloZzen pojem konzistentni formulace matice tuhosti
pruzného podkladu, s nimZ se dile pracuje pfi feSeni linearni stability a
kmitani (konzistentni matice poc¢atecnich napéti a matice hmotnosti). Po-
zornost je vénovana rovnéz zakfivenym prvkim konstruovanym na principu
rozkladu (dekompozice) tetnovych posuni na slozku zpusobenou norma-
lovou silou a na slozku zplisobenou ohybem. Zavérem je uvedeno nékolik
poznamek tykajicich se statické kondenzace a transformace soufadnic.

Treti kapitola je tézistém prvniho tématického okruhu zaméfeného na
feseni linearnich problémi.. Po vyloZeni podstaty izoparametrickych prv-
ku je nejprve probran tenkosténny prutovy prvek zaloZeny na Umanského
- Mindlinovych - Reissnerovych predpokladech. Nasleduji prvky pro feseni
rovinnych iloh (stény spliiujici podminky rovinné napjatosti (RN) a téle-
sa vyhovujici pfedpokladiim rovinné deformace (RD)) s vykladem nékolika
uziteénych modifikaci, které se hodi pro feseni ohybu vysokych nosniku,
pro efektivni spojeni stény s rdmovou konstrukci, jako zdklad konstrukce
efektivnich skofepinovych prvki ap. Obdobnym zpusobem jsou pojednéa-
ny deskové prvky (véetné pruzného Winklerova - Pasternakova podkladu),
af uz pojaté v ramci Kirchhoffovy nebo Mindlinovy - Reissnerovy teorie.
Skofepinovy prvek zaloZeny na principu dekompozice je jen zobecnénim ob-
loukového prvku ze druhé kapitoly. Na zavér kapitoly je podana informace
o specidlnich prvcich pouzivanych k modelovéani podloZi pfi sledovani inter-
akce s vrchni stavbou.

Cturtd kapitola je zobecnénim pojmi a vztahii zavedenych pfi konstrukei
rovinnych prvkid na prvky prostorové (télesa).
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Pdid kapitola je vénovana linearni stabilité a kmitani konstrukci MKP.
Po vysvétleni zakladnich pojmu nésleduje vyklad o metodach feSeni vlast-
niho kmitani. Kromé standardnich metod (Rayleighova - Ritzova metoda,
inverzni iterace, Jacobiho metoda, metoda iterace podprostoru) je pozornost
soustfedéna na Lanczosovu metodu. Reseni vynuceného kmitani je zaloze-
no jednak na metodé rozkladu do vlastnich tvart kmitdni ( s podrobnym
komentafem ke zpisobu uvazovani itlumu), jednak na metoddch pfimé in-
tegrace, které lze aplikovat i na soustavy nelinedrnich pohybovych rovnic
(diferen¢ni metoda, Newmarkova metoda, Wilsonova ©-metoda). Kapitolu
uzaviraji dvé varianty FeSeni odezvy na harmonické buzeni (v komplexnich
¢islech, rozvojem do vlastnich tvari s komentdfem k proporcionalnimu a
neproporcionalnimu dtlumu).

Dodatek poskytuje ¢tenafi nezbytné informace o maticové formulaci
Gaussovy eliminace a metodach numerické integrace.



Kapitola 1

Vychozi pojmy, rovnice
a principy

1.1 Zakladni rovnice teorie pruzZnosti
Ulohou teorie pruznosti je uréit v télese vypliiujicim objem Q a ohraniceném
povrchem T tfi pole:

e vektorové pole posuni u = {u,v, w}T

¢ tenzorové pole deformace € = {€z, €y, €, Vyz, Yoz) Yoy }T

e tenzorové pole napéti o = {0, Oy, 02, Tyz, Tazs Txy}T.

K uréeni patnacti nezndmych funkci mame k dispozici systém patnacti rov-
nic, a to:

e tfi Cauchyho rovnice rovnovahy

9c+X=0 (1.1)
o Sest geometrickych rovnic
e-8Tu=0 (1.2)
o Sest fyzikdlnich rovnic
ow aw*
0= 5o, Tesp. €= 5. (1.3)
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Potencialni funkce jsou svazany tzv. Legendreovou transformaci

W(e)+W* (o) =0"¢. (1.4)
V rovnicich (1.1), (1.2) jsme zavedli operatorovou matici
3} o 0
8=1] 0 3y 60 ? ;) Ey (1.5)

a vektor objemovych sil X = {X,Y,Z}7.
Nedilnou souéasti formulace problému pomoci diferencidlnich rovnic jsou
okrajové podminky pfedepsané na hranici télesa I' =T, UT)p, a to:

o tfi silové okrajové podminky na I'p

no—-p=0 (1.6)

e tii geometrické okrajové podminky na T,

u-T=0. (1.7)

Nové zavedené symboly znaéi piedepsané povrchové sily p na I', a prede-
Y Yy p p p Y P

psané posuny @ na I'y. Matice smérovych kosini ng, ny, n, vnéjsi normaly

k povrchu I' ma obdobné uspotadani jako matice 9:

n, 0 0 0 n, ny
n=| 0 n, 0 n, 0 ng|. (1.8)
0 0 n, ny n, 0

Pole napéti o a posunil ¥ jsou svdzana uZiteénym integralnim vztahem,
nazyvanym divergenéni nebo Clapeyroniv teorém

/aTaTu dQ:/uTnadI‘—/uTaadQ, (1.9)
Q r o

ktery je bezprostfedm'm dusledkem Gaussova integrélniho teorému a porov-
nava praci sil vnitinich (levd strana rovnice) s praci sil vngjsich - povrcho—
vych a objemovych (pravé strana rovnice). :
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1.2 Linearné pruzny material

1.2.1 Fyzikdlni rovnice pro anizotropni material

Linearné pruzny material je charakterizovan hustotou deformacni energie
(mérnou energii deformace)

Wi(e) = %(5 —€0)TD(e — €0), (1.10)

kde D je symetrickd matice tuhosti materidlu typu (6,6). Pfi obecné ani-
zotropii ma 21 nezavislych prvka (elastickych konstant). Vektor poéateéni
deformace €9 = {€oz, €0y, €02, 0,0, O}T muze byt zpusoben teplotou, smrsfo-
vanim ap. V pfipadé teplotni dilatace plati

oz = @z T, €oy = T, €0, = T, (1.11)
kde T je teplotni zména [K],
agz,ay,a, jsou koeficienty teplotni roztainosti [K~1].
U vétsiny stavebnich materidli piiblizné klademe o, = oy = a, =

0,000012.
Spojenim prvntho vzorce (1.3) s (1.10) vyplyne maticové vyjadieni fyzi-
kalnich rovnic pro linedrné pruzny material ve tvaru

o =D(e — eg). (1.12)

Hustota komplementarni energie je v pfipadé linearné pruzného materia-
lu vyjadfena vztahem

wW* = -12-0TC0'+0'T50, (1.13)

kde C = D! je symetrickd matice poddajnosti materialu typu (6, 6). Spo-
jenim druhého vzorce (1.3) s (1.13) obdrzime inverzni vztah k (1.12)

£ = C0’+€0- (114)

Obecny stav anizotropie se vyskytuje jen u latek krystalizujicich v troj-
klonné krystalické soustavé. Pro stavebni praxi je duleZitd romboidn{ ani-
zotropie se tfemi navzajem kolmymi rovinami elastické symetrie, nazyvana
technickou praxi ortotropii. Matice materidlové poddajnosti je pii pouziti

" technickych konstant E,v,G vyjadiena takto:
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[ 1 Vzy Vg T
e 0 0 0
E, E, E,
e 1 e
. E, E. 0 0 0
Vig Vay 1
- - — 0 0 0
c=| B "B B | (1.15)
0 0 0 0 0
Gy. )
0 0 0 0 0
Gis )
0 0 0 0 0
- Gz‘y o

Matice je obsazena 9 nezavislymi konstantami, nebot konstanty prvni hlavni

submatice jsou svazany tfemi podminkami symetrie matice C

VeyEz = vy By, vy By = Vg Ex, Vi B, = Vg By

Inverzi matice poddajnosti obdrzime matici tuhosti materialu

[ dxx d:r:y da:z 0 0 0 )
dyg dyy dy 0 0 0
D=|de dy du 0 0 0
0 0 0 Gy 0 0
0 0 0 0 G, O

0 0o 0o o0 Gay |

S oznacenim

E=1- (Va:yVyx + vy vy + sz:”z:z) - (V::yVszz:r: + Vszzszz)
muZeme psat

Edss
gdz‘y e

Er(1 - vayvy,)

Ex("zy + szsz)
Ey(vyz + Vazly,) = €dys.

Dalsi prvky ziskdme cyklickou zdménou indexu.

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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Ve dvourozmérnych tilohach se vyskytuji dva specidlni typy stavu napéti
a pfetvofeni - rovinna deformace (¢, = vz, = 7y, = 0) a rovinna napjatost
(6 =72, =7y, =0).

V rovinné deformaci vyjdeme z redukované matice (1.17) a fyzikalni rov-
nice napiSeme ve tvaru

Or dee d:cy 0 &z ]
oy = | dys dyy 0 €y . (1.20)
Try 0 0 Gay Yy

Elastické konstanty prvni hlavni submatice jsou uréeny vztahy (1.18) a
(1.19). Inverzni vyjadieni obdrzime ve tvaru

Czz  Coy 0

[ Oy
e b= % Cw (1’ o b, (1.21)
Yy 0 0 G Try
kde
1—vg,v,
CII = /=
Ey
V2 Vyz z
Cry = Cyzr= _ Y=y +El:” y - _¥ +EV ,,Vyz, (1.22)
1—vy, vy y
ny = E
y

V rovinné napjatosti naopak vyjdeme z redukované matice (1.15) a fy-
zikdlni rovnice napiseme ve tvaru

1
gy =1 — Ey: B 0 oy 7. (1.23)
RED 0 0 Gi y Try
Inverzni vztah ma tvar
Oz dze dzy O €z
oy = dy; dyy 0 Ey , (1.24)
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kde

E;
b
1 —vzyvys
do = o O vy By
= =
y 1—vayvye 1 —vgyvys’

Ey

1 —vpyvys

(1.25)

Materidlovd ortotropie je charakteristicka napf. pro ortogonalné vyztu-
zeny beton. Vzhledem k nedostatku ovéfujicich experimentu byva hlavnim
problémem stanoveni smykové tuhosti. Modul G, se proto zpravidla uréuje
z dopliiyjici podminky, ze to je veli¢ina invariantni vuéi pootoéeni soufad-

nicovych os [24].

Zavedeme-li ekvivalentni Poissonovo éislo

V = /VzyVys,

(1.26)

obdrzime z (1.24) a (1.25) tiiparametricky fyzikalni vztah ve tvaru

rovinna
napjatost deformace
1 v 1—-v v 0
cC|l=| __v 1 - v 1-v 0
Gl 3@+ 20+ G| "3 3
0 0 0 0 1
2 2v 0 2(1-v) 2v 0
l1-v 1-v 1-2v 1-2v
D G 2v 2 G 2v 2(1-v)
0 0
1—-v 1-v 1-2v 1-2v
0 0 1 0 0 1

Tabulka 1.1: Matice poddajnosti a tuhosti materialu pro rovinnou napjatost

a deformaci




1.2. LINEARNE PRUZNY MATERIAL 21

o E. vJEE, 0 .

Oy = m I/\/E,;Ey Ey 0 Ey s (127)
Tzy 0 0 d33 Yry

kde
1
d33 = Z(EI + Ey - 2V\/E1Ey).

V izotropnim prostiedi jsou viechny materidlové konstanty nezavislé na
orientaci soufadnicovych os. Vynechanim indexu z, y a ipravou piedchozich
vzorci dojdeme ke znamym vysledkim uvedenym pfehledné v tab. 1.1.
Tabulka je sestavena takovym zpusobem, Ze umoZiuje ziskat vzorce pro
rovinnou napjatost (levy sloupec) jednoduse tak, ze ve vzorcich pro rovinnou
deformaci (pravy sloupec) nahradime Poissonovo &islo v konstantou 7 =
v/(1+ v). Pii sestaveni tab. 1.1 jsme vyuzili zndmého vztahu

E

¢= 2(1+v)

(1.28)

1.2.2 Transformace fyzikdlnich rovnic pro ortotropni
material

Roviny elastické symetrie zpravidla nesplyvaji s rovinami glob&lni sousta-
vy soufadnic, k niZ se vaze vypocet konstrukce jako celku. Je proto tieba
transformovat matici materidlové tuhosti (poddajnosti) z lokalni soustavy,
v niz byly elastické konstanty (experimentdlné) zjistény, do soustavy global-
ni. K transformaci pouzijeme vyraz pro hustotu energie W (komplementarni
energie W*), ktera je - jakozto skaldr - na volbé soufadnic nezavisla:

2W(e) = eTo=€TDe

= eTg=eTDe.

(1.29)

Pfedpokladejme, Ze zname matici D' definovanou vzhledem k lokalni
soustavé soufadnic a hledame matici D vztaZzenou ke globalni soustavé sou-
fadnic. Omezime se na rovinny pfipad ortotropniho materialu vyznaceného
schematicky na obr. 1.1a '

Slozky tenzoru deformace se transformuji podle zndmého vzorce [68]
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@ ®
vaz Y Y2 {y dyy = dyp=0
..::osms%_e ,_.A.._.‘:_-;.‘frhliny
,c Xu1 ’ Xx1
< X £} X
Obr. 1.1: Ortotropni material
€ €1 2 s? cs €z
g, ¢=4 € p=| 8 & —ecs € ¢,
Yoy T2 —2¢s 2cs c¢% —s? Yry
kde ¢ = cosa a s = sin a, neboli
e = Te. (1.30)
Po dosazeni (1.30) do (1.29) zjistime, ze
eTDe=eTTTD Te,
odkud
D=T"D'T. (1.31)
Po rozvedeni naznaéeného souéinu vyjde
D=D,+Dy=[Di1, D13, D13]+ [D21, Doz, D2g], (1.32)
kde

doost + 4G 252 ¢?
D = dons?c? — 4G 195%c? ,
—daas3c — 2G5 c(c? — 5?)
dyas2c® — 4G 95%¢?
D, = dagc? + 4Gyp5%c? s
—da3s ¢ + 2Gy2s c(c? — §?)
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—da2s3c — 2G12s c(c? — s?)

D3 = —d2s ¢ + 2G13s c(c? — s?) 3,
d223202 + G12(62 — 52)2
d1164 + 2d125262 d1152€2 + d12(84 + 04)
Dy = di1s?c? +dia(s* + ) , Do = di1s* + 2dy,s?%c?
di15 3 — dyas c(c? — 5?) d1153c + djas c(c? — s?)
‘ di1s ¢3 — dizs c(c? — s?)
D3 = d1153¢ + dyzs c(c? — s?)

(dll - 2d12)6282

Materidlova matice je souétem dvou matic. V pfipadé, ze dj3 = dyjp = 0,
druhd matice bude nulovd a prvni matici lze pouzit k vyjadieni tuhosti
materidlu, ktery je poruden trhlinami orientovanymi do sméru y' = 2 (dga #
0) a pfendsejicimi smyk (obr. 1.1b). Smykovou tuhost G2 # 0 je v takovém
pripadé tfeba snizit oproti smykové tuhosti zdkladniho materidlu. Zavislost
redukéniho soucinitele na §ifce rozevieni trhlin je uvedena v odst. 1.4.1.

1.2.3 Tenzorovy zapis rovnic pruznosti

Tenzorovy zapis je s vyhodou pouzivan tam, kde by maticové vyjadfeni bylo
bud’ pf#ilis slozité nebo mélo piehledné. Tak je tomu napf. v MHP. Tenzorovy
zapis je uziteény 1 pro MKP, kde umoziuje vyjadrit matice tuhosti nékterych
vyznamnych prvkd jednoduchym vzorcem. Naznaceny postup bude ukizan
na, pfikladé trojuhelnikového prvku pro rovinnou ulohu.
Za obecné napjatosti je maticové rovnici (1.12) ekvivalentni tenzorovy
zapis
3 3
7ii =Y Y Dijri(ers — €ort), (1.33)
k=11i=1

kde Dj;ii je tenzor tuhosti materidlu. V pfipadé izotropniho materialu
174
Djjr = 2G (1—_—2—11 ;5651 + (55k6j1> . (1.34)

Tenzor 6;; nabyva hodnot 1 (i = j) a 0 (i # j) a byva oznafovan
jako izotropni tenzor (Kroneckerovo delta). Symbol séitani nebude dale vy-
pisovan. S vyuzZitim sumaéniho pravidla budeme pozadovat séitdni podle
opakujicich se index.
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V inverznim vztahu k rovnici (1.33)

€ij = Ciju Okt + €0ij (1.35)
je
Covr = L s 5. Y 6.6 (1.36)
ijkl = 2G ikCjl 1+o ij Okl .

tenzorem poddajnosti izotropniho materidlu.
Maticovému vyjadieni geometrickych rovnic (1.2) odpovidd tenzorovy

zapis
1 0 Ug 6 u;
H =3 (5; + m) : (1.37)

Musime si dat pozor na rozdil mezi tenzorovou smykovou deformaci €15 a
"inZenyrskym” zkosenim yzy = 712 = 2€12 atd. UZitecné je spojeni fyzikal-
nich rovnic ve tvaru (1.33) a geometrickych rovnic (1.37). Za piedpokladu,
e €op1 = 0, vyjde

= v_ g, du 10w 0y
oij = 26 [1-—21/ i dz + 2 (61:_,- + 81;,-)] ' (1.38)

Posledni rovnice plati i v pfipadé rovinné deformace, kdy séitani probihd
od 1 do 2.

Tenzorovou rovnici pro rovinnou napjatost obdriime z pifedchoziho vzta-
hu zaménou 7 = v/(1 + v) za v. Po malé ipravé vysvitne, ze

a.-,-=2G{—~” 5 a”’+1<6"‘+gﬁi>]- (1.39)

=7 % 32, t3\53, + s

Zpét k rovnici (1.38) bychom se naopak dostali zdménou ¥ = v/(1 — v) za
v.
Pro tplnost uvedeme tenzorovy pfepis Cauchyho rovnic (1.1)

60’,‘j v
52, +X:=0 (1.40)

a okrajovych podminek (1.6) a (1.7)
oijn; —p; =0 , uy—u =0, (1.41)‘

kde n; jsou slozky jednotkové normaly (smérové kosiny) k hraniénimu po-
vrchu. .
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1.3 Pruznoplasticky material

1.3.1 Podminka plasticity a funkce zatézovani

Napjatost v jistém bodé télesa lze znazornit v prostoru (hlavnich) napéti
vektorem o (obr. 1.2). S nartustem zatizeni se pohybuje koncovy bod tohoto
vektoru po jisté kiivee L;, 1 = 0,1,2, ..., zvané draha zatézovani. Hranice
mezi pruznym a plastickym stavem je v prostoru napéti vymezena plochou
plasticity, popsanou skaldrni funkci - podminkou plasticity

f(o, k) =0. (1.42)

Slozkami vektoru k = {kj, k2, ...}T jsou jisté materidlové konstanty.

lovou konstantou k; = &

flo,ky=/T2+¥(0,) -k =0, (1.43)
v niZ pfi pouziti sumacniho pravidla

akk_0$+0y+az _Il
Oy == = 3 =3 (1.44)

je stiedni napéti, které je imérné prvnimu invariantu tenzoru napéti oy, a

1 1
T = 3 8% = 5 [si + S; +s242 (ryzz +12 + rﬁy)] : (1.45)
je druhy invariant devidtoru tenzoru napéti s;; = oi; — 0,6, kde &; je
izotropni tenzor (Kroneckerovo delta). Koneéné ¥ je empirickd, monoténné



26 KAPITOLA 1. VYCHOZI POJMY, ROVNICE A PRINCIPY

rostouci funkce (Gasto se klade ¥ = aly) a k,« jsou kladné materidlové
konstanty. Rovnici (1.43) je v prostoru hlavnich napéti popsina rotaéni
plocha, jejiz osou je hydrostatickd osa oy = o3 = 03. Zavislost na o, je
podstatnd u materidla, které maji rozdilnou mez plasticity v tahu a tlaku.
Proto se Druckerova-Pragerova podminka uplatnila zejména v mechanice
zemin, pfi vySetfovani pfetvarnych vlastnosti betonu, ale i jinych poréznich
materialy.

U fady materidlt, jako je ocel, je zdvislost na ¢, z praktického hledi-
ska zanedbatelnd a rovnice (1.43) pfechazi ve vyjadfeni Misesovy- Huberovy-
Henckyho podminky (M-H-H)

flo,k)=Ta—k =0. (1.46)

V prostoru napéti ji znazorfiuje rotaéni valec (obr. 1.3). Zavedme ekviva-

Obr. 1.3: Podminky plasticity (Tresca, M-H-H)

lentni napéti

3
Teg = V3J2 =/ 5 Sii%ij (1.47)

1/2

2 »
\/— [(D’x — 0'_,,)2 + (Uy - O'z)2 + (Uz - a'z')2 + 6(7'3/2/: + Tzzz + Tz'zy)] ’

=3
které se pfi jednoosé napjatosti (napf. ve sméru osy z) rovnd pusobicimu
napéti. Porovnanim vzorch (1.46) a (1.47) okamiité vysvitne, ze 3k = R,
(mez plasticity).
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Valei ptislusejicimu podmince M-H-H je vepsan Sestiboky hranol, zna-
zorfiujici Trescovu podminku maximalniho te¢ného napéti. Obr. 1.3b uka-
zuje prunik plochy plasticity s rovinou o3 = 0. Kiivky plasticity (elipsa,
estitthelnik) uréuji hranice mezi pruznou a plastickou oblasti pfi rovinné
napjatosti (o3 = 0).

Pokud material vykazuje zpevnéni, plocha popsana rovnici (1.42) se zvét-
§uje v zavislosti na historii zatizeni, coz vystihuji parametry zpevnéni !
k = k(t). Z tohoto diivodu je f nazyvana funkci zaléZovdni. V obr. 1.4

%
£ of
do3 ¢ o
ek 3 N t k’61
? / d o’
<5 1
&
& ae

> 04

flakit ,1)~-——&§{~-f [k (t2))

Obr. 1.4: Kfivky zatéZovani (plasticity)

jsou vyznaceny dvé kiivky zatézovani (plasticity) pfislusné dvéma Easovym
okamzikim? ¢;,t;. Nerovnost f(o,k) < 0 popisuje bud’ po¢ateéni pruiné
zatéZovani nebo pruiné odtézovani po predchozi plastifikaci.

Jestlize material zustava v plastickém stavu, zustava v platnosti i rovnice
(1.42) (stavy f(o, k) > 0 nemohou podle definice funkce f nastat) a jeji
diferenciaci dojdeme k podmince konsistence

of , L 90f
aa;jda"-{_m

oF\T af\T _ (1.48)
(25 s (21 ok o,

df = dk

10 réznych druzich zpevnéni je pojednano napf. v [69].
2Casovymi okamiiky t;,t; identifikujeme dva nap jatostni stavy. PruZnoplastické
vlastnosti materidlu jsou na ase nezavislé.
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kde
af _ {6f of df 98f of Bf}T
doe oy Boy’ Bo, O1y, 0T OTay '
of _ o o5 af) (149
ok Ok’ Ok’ T " Ok )

Z tvaru rovnice (1.43) je vidét, Ze materidlové konstanty lze zvolit zna-
ménkové tak, aby pii zatéiovani (8f/0k)Tdk < 0. Na zakladé podminky
konsistence lze pak definovat kritérium zatéiovdini

afNT, . rof
(5;) do =do 5>

>0 plastické zatéZzovani

=0  neutrdlni zatéZovani (1.50)

<0 pruiné odtézovani.
Kritérium je vyjadfeno skalarnim souéinem vektori do a Jf/0c, které
v obr. 1.4 postupné sviraji thly oy < #/2, az = /2, az > 7/2. Podrob-
néjsi komentaf lze nalézt v [69].

Uziteénou ilustraci uvedenych vzorcu je Chenove podminka pouzivana
k popisu plasticity betonu (viz [38]). Je sloZena ze dvou funkci: f. plati jen
v oblasti tlaku, f; urfuje vznik plastického pietvaieni betonu namahaného
tahem nebo tlakem (pfi obecné napjatosti). Rozdéleni dvouosé napjatosti
na uvedené oblasti, neboli zény, je zfejmé z obr. 1.5a. Zénovani obecné
napjatosti je nejlépe patrné ze znazornéni v roviné soutadnic (I,/J2) -
obr. 1.5b. Jednotlivé oblasii jsou pak vymezeny podminkami:

a) tlak-tlak I; <0, 72+ % < 0;
b) tlak-tah I, <0, 75+ % > 0;
’ (1.51)
¢) tah-tah I, >0, V7 — —ﬁ < 0;
d) tah-tlak I, >0, VJ»— L > 0.

V tlakové zéné vymezené podminkami (1.51a) je poédteéni plocha plas-
ticity popsand rovnici '

felo) =T+ % L —k2=0. O (152)
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@ . ®
tiak-tah tah-tah ) V32—

(pocdtecni)-----f--/---
k’lzg/ka,
plasticity

Re

kiivka P
poruseni-----
tlak-tlak | tah-tlak

Obr. 1.5: Chenova podminka plasticity pro beton

V zénach napjatosti zahrnujicich tah, tah a tlak, které jsou vymezeny pod-
minkami (1.51b,c,d)
1 A

ft(o-):..]g—-élf+—3—ll——k2=0. (1.53)

Materidlové konstanty A,k v rovnicich (1.52) a (1.53) se uréi na zdkladé
experimentalné zjisténych mezi plasticity Ry, Ry. pfi jednoosém namahdani
betonu v tahu a tlaku a Rys. pfi dvouosém tlaku, a to ze vzorci stanovenych
pro jednotlivé zény:

2 2
tak - tlak A= e = Fve o BycRyre2Ryc — Rype).
2Rybc — Ry ’ 3(2Rypc — Ryc) ’

tah, tah - tlak A= &_c.;.ﬁﬂ, k2 = RycRyt

(1.54)
Ndsledné plochy plasticity, které vznikaji "rozpinanim” plochy plasticity
(obr. 1.5) definované rovnicemi (1.52) a (1.53) jsou popisovany funkcemi:
V oblasti tlakového namahani vymezené podminkami (1.51a)

fe(o, k)= T2+ g L — k31— g— L)) =0. (1.55)

V zénach tahu, tahu a tlaku (1.51b,c,d)

B

filo, k) =Tz — % IF + 3h- k21— % L)=0. (1.56)
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Konstanty «, 8 jsou uréeny vyrazy:

Ay — A Ak2 — A k?
a = , B= "R 1.57
k2 k2 kZ — k2 ( )

Konstanty A, k byly pfedepsany vzorci (1.54) . Podle téhoz piedpisu vypoé-
teme i konstanty Ay, ky, jestlize ve vzorcich (1.54) nahradime meze plastici-
ty pevnostmi betonu R;, R, pfi jednoosém tahu a tlaku a Ry, pfi dvouosém
tlaku.

Parametr zpevnéni & je uréen ekvivalentni plastickou deformaci, o niz
se podrobnéji zminime v nasledujicim odstavei (vzorec (1.73)). Konstanty
«, (3 jsou zvoleny tak, Ze pfi & = k se funkce zatézovani (1.55) resp. (1.56)
zredukuji na pocateéni funkce plasticity (1.52) resp. (1.53).

Pro & = ky, se funkce (1.55) resp. (1.56) stavaji podminkami porusend:
Pro tlakovou zénu

Ay
feu(0) =J+5 04 -kZ=0. (1.58)
Pro zdnu tahu, tahu a tlaku
1 Ay
fiu(o) = T2 — g IZ + 3 I — k2 =0. (1.59)

Funkce poruSeni jsou zobrazeny kiivkou poruSeni v obr. 1.5. Pfi splnéni
podminek poruseni, tj. dosdhne-li koncovy bod vektoru napéti o plochy
poruseni v tlakové oblasti, dochazi k rozdrceni betonu; v zéné tahu, nebo
tahu a tlaku, nastane roztrieni betonu. Vystiznéji lze podminky poruseni
formulovat na zakladé energetického kritéria (¢l. 1.4).

1.3.2 Konstitutivni rovnice pro pruznoplasticky ma-
terial ‘
Pro materiadl, ktery lze definovat ve smyslu Druckerova postulatu pro
daTdep > 0 (obr. 1.6) jako stabilni, lze napsat v souladu s prvni nerov-
nosti (1.50) iméru doTde, = dAdoTdf/0o, dX > 0. Jejim ziejmym di-
sledkem je zdkon plastického pfetvafeni pfidruzeny k podmince plasticity
(asociovany)
of

do
Rovnice (1.60) je nazyvana podminkou normelity, nebot ukazuje, ze vektor
piiristku plastické deformace je kolmy k plose f = 0. Podminka plasticity
ma tak vyznam plastického potencidlu.

de, = d) - (1.60)
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:

Obr. 1.6: K Druckerovu postuldtu stability

Parametr d\ vylouéime pomoci podminky konzistence (1.48), kterou
k tomuto ucelu zapiseme v Melanové tvaru

T
(g{—) do — Hd\ =0, (1.61)

kde

_ (of\" dk ar\"
je modul plastického zpevnéni.
Z obr. 1.6 je vidét, ze

do = D (de —dep) = (de: —d\ af) (1.63)

kde D, je matice tuhosti pruzného materialu.

Po dosazeni vyrazu pro do z (1.63) do (1.61) obdrzime rovnici pro dA a
opétovnym dosazenim do (1.63) najdeme koneéné vyjadieni konstitutivniho
vztahu

do = D, de, (1.64)

T
0. (8) (24>
D,=D,- 7/ A\T (1.65)

(72) o (52) +m

kde
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je matice tuhosti pruznoplastického materiilu (asociovany zakon plastického
pfetvifeni).

U materiala s vnitinim tfenim funkce plastického potencidlu g = g(o, k)
neni totozné s funkei zatézovani f = f(e, k). Odvozeni analogické piedcho-
zimu postupu vede k nesymetrické matici tuhosti pruznoplastického ma-
teridlu (neasociovany zakon plastického pfetvafeni)

T
0. (57) (55) °-
D, =D.- Y, T p . (1.66)
g
— ] D, H
(57) o (52)+
V tomto piipadé jiz materidl neni vdzdn na Druckeruv postulat stability.
Vztah (1.66) plati i v oblasti, kde dochézi k deformagnimu zmékéeni (strain
softening) a kde je H < 0. Problematikou deformaéniho zmékéeni se budeme
podrobnéji zabyvat v nasledujicim ¢lanku.

Uvedme koneény vysledek vypoctu podle tohoto vzorce pro Druckerovu-
Pragerovu podminku (1.43) a funkci zatézovani [10]

(o, k) =T+ ®(oy) -k =0, (1.67)
ktera se lisi od f jen ve &lenu vyjadfujicim vliv o,. Pii oznaéeni®
dk % A
H — — [ron— = 1.
dx’ g doy’ p doy (1.68)

(8, ﬂl jsou parametry materidlové dilatance a vnitiniho tfeni) vychazi

. T
(g s+ Kﬁm) (-C;— s+ Kﬁlm)
Dep=D.- G+KpF + H ‘

(1.69)

Ve vzorci znali T = /J, intenzitu napéti, G je modul pruznosti ve smyku
podle (1.28) a
E

K =55 (1.70)

3Z4ménou funkce g za f dostdvidme z (1.62) H = -—2‘2 i—— = —,

bend
au
x
e
> &
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je modul objemové pruznosti. Zavedené vektory maji nasledujici vyznam

s = {sz , Sy , S: , Tyz: » Tz , Toy }T
(1.71)
m = {t , 1,1, 0 , 0 , 0 }
V ptipadé podminky M-H-H polozime 3 = ,BI = 0, takze
G?ssT
Dyp=D,— —————. 1.72

Zpevnéni materidlu je zpravidla vyjadfeno funkei jediného parametru
k = k(x), kde dx = o-Tdep = 0¢¢ de¢q p- Ekvivalentni plastickd deformace

Eegp = D _decgyp (1.73)

5 1 1/2
= Z \/;3: [df?ip + d€§p + dEZp + §(d73zp +d7frp + d’yz!ll’)]

se pil jednoosém namahdani rovna plastické deformaci v uvazovaném sméru.
Polozime-li napf. ey, = €;p = —(1/2) €z p, vyjde €eqp = €z p (uvaiuje-
me soudinitel pfi¢né kontrakce pfi plném zplastizovani). Modul plastického
zpevnéni nabude podle (1.62) tvaru

o dk_ 1 dog ldaeq<8n)Tdi

Tdx T V3 dx /3 dx \de,) A\

S uvazenim vztahu (1.60) a vySe uvedené definice parametru zpevnéni kK
dostaneme déle
1 doeg 0Ff

= —-— g .
\/go'eq dEe‘IP oo

Piimym vypoctem se snadno pfesvédiime, ze pro podminku M-H-H

0
UT% = \/-.72 = o'eq/\/g,

H

takze

H=:H, kde H = —% (1.74)

Odvozeny vzorec je ndvodem, jak ziskat jednoduse modul plastického zpev-
néni z jednoosé zkousky. '
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S pouzitim (1.74) nabude vyraz (1.72) znamého tvaru z [69], str.25:

D, =D 9GssT (1.75)
ep — e o a1 oy .
02,(3G+ H")
Zbyva poznamenat, e
2
S S8y S$zS; SzTy; SzTiz  SzTay
2
s; sygx SyTy: SyTez  SyToy
s S, T, 5,T. S2T,
ssT = z 2y Talw 2y, (1.76)
Ty:  TyzTer  TyzToy
2
sym. Ty TezToy
2
oy

Vyskrtnutim pfislusnych radku a sloupcu v matici materialové tuhosti
okamzité vyplyne redukce pro ptipad rovinné deformace.

Z praktického hlediska jsou nejéastéji uzivany konstitutivni vztahy pro
rovinnou napjatost. Uvedeme je bez odvozeni s odvolanim na [53]

dO’x dEz
do = doy, = D dey ) (1.77)
Aty dzy

kde
R=s2+2vs,sy+s2, P=A+ 'rfy/(l—f-u),

Q=R+2(1-v)P,

s;+2P, —sgsy+20P,  —(sz + Vsy)lrj—yv
D = g‘ sz +2P, ~(sy +vsz) lriyu
sym. £ + A(1-v)
2(1+v)

Parametr A uvazuje kromé izotropniho zpevnéni i moznost kinematického
zpevnéni podle Pragerovy resp. Zieglerovy hypotézy (idealni Bauschingeriv
efekt, srov. [69])

2 '



1.4. MATERIAL S POSKOZENIM 35

popt. komplexni nelinearni zpevnéni podle Marquise

A

2
3 Bo [203 — (o + We™ ¥ =1 7)ooT] ,
(1.79)

T = 2(sex11+ TeyZ12 + 8yTa2) + SyZ1) + $:T22.

Pét parametria ag, By, o, ¥, w je tieba ziskat metodou pokusu a omylu z ex-
perimentdlnich dat pfi jednoosém namahani. Slozky tenzoru z;;(i = 1,2) se
pocitaji ze zdkona

2 2 —w
dl’;j = g ﬂg I:deij P —g (‘I’Q + Ve €eq ")d&eq pTij| (180)

pii Cemz €13 = €5y = (1/2) Yoy.

1.4 Material s poSkozenim

AZ dosud jsme predpokladali, Ze material je spojitym prostfedim vyhovu-
Jicim jistym apriornim predpokladum, jako je Druckeriv postulat stability
ap. Jedna se o zjevnou idealizaci redlného materialu, jehoz mikrostruktu-
ra je charakterizovana specifickym uspofadanim mikrotrhlin, mikrodutin a
dalsich defektu. Uvedené materidlové diskontinuity se v procesu zatézova-
ni méni co do poltu i rozméru (srustani a Stépeni trhlin). Tento jev se
makroskopicky projevuje poklesem tuhosti a pevnosti materidlu a je obecné
nazyvan poskozenim (damage).

Jednim z dusledki rozvinutého poskozeni je deformaéni zmékéeni ma-
terialu, charakterizované ztratou pozitivni definitnosti materialové matice
tuhosti (sestupnd vétev v obr. 1.6). Typickym projevem zmékéeni je inten-
zivni rist deformaci v dzkych zéndch (v roviné v pasech), tzv. lokalizace. Ve
statickych ulohach je lokalizace spojena se ztratou elipticity pfiristkovych
rovnic rovnovahy, s existenci bifurkace z homogenniho do nehomogenniho
stavu deformace a s vyskytem vicendsobnych rovnovaznych drah (srov. [61],
[10], [14]). Duktilni materialy jevi tendenci k selhani smykem, je7 nésle-
duje po pfedchozim vyrazném plastickém pietvofeni lokalizovaném rovnéz
v uzkych zdénach.

Pro popis deformaéniho zmékéeni byla vytvoiena cela fada konstitu-
tivnich modelu, at fenomenologickych & mikro(mezo)mechanickych, jejichz
podrobny vycet lze nalézt v [10]. Z fenomenologickych modeli jsme se jiz
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zminili o varianté zaloZené na neasociovaném zakonu plastického pretvareni
(1.66). Uvedenou koncepci, umoiiiyjici sledovat cely vyvoj poskozeni (rast
mikrotrhlin i nukleace novych defektii) ve stabilnim i nestabilnim stadiu,
poskytuje mechanika poskozeni (damage mechanics), ktera se ve spojeni s lo-
movou mechanikou 4 stivd mocnym nastrojem materidlového inzenyrstvi.
Ucelenou informaci o vyvoji, souéasném stavu a cilech mechaniky poskozeni
je prace [47].

Poskozeni je v konstitutivnich vztazich kontinudlniho modelu vystizeno
jednou nebo nékolika vnitinimi proménnymi wy,, které se v klasické mecha-
nice poskozeni vztahuji k materidlovému bodu télesa (veli¢ina w,, vyjadiuje
hustotu mikrotrhlin na plosce s normélou n,w, € (0,1) ). .

Potieba vystihnout interakci poskozeni mezi dvéma materidlovymi body
vedla k vytvoteni nelokdinf kontinudlni koncepce (viz [10]}. Deformace vstu-
pujici do konstitutivnich rovnic se praméruji s jistou vahou nad oblasti, je-
Jiz charakteristicky rozmér (1D-délka tsecky, 2D-primér kruhu, 3 D-primér
koule) je materidlovou konstantou. Primérovani zajistuje, Ze zéna lokalizace
neklesne pod uréitou minimalni mez, ktera je pro kontinualni model dana
strukturou materialu.

Uvedené zjisténi je dilezité z hlediska MKP. Velikost prvku, jakozto nej-
mensi makrocastice, pfedznamenava v lokilnim modelu velikost zény loka-
lizace. Bez pouziti vhodného nastroje limitujiciho rozsah zény lokalizace by
se jeji §itka zmensSovala s rozmérem prvku k nule a k téze hodnoté by klesala
i energie v zéné disipovana, coz je fyzikalné nepfijatelné (pfi poSkozeni musi
dojit k nenulové disipaci). Nepfiznivym disledkem je pak znaéna citlivost
vypoéti vychazejicich z lokdlnich modeli na rozmér sité v MKP. Tvar sité
navic diktuje jisté sméry (dané orientaci hran nebo diagonal prvku), které
model preferuje pfi vytvaieni pasa lokalizace.

1.4.1 Model kiehkého porusovani

Konstitutivni vztahy mechaniky poskozeni se vyjadiuji pomoci vhodnych
stavovych funkci. V souvislosti s termodynamickym kritériem stability je
o téchto funkcich a vztazich mezi nimi struéné pojednino v él. 1.8. Zde
vystacime s pojmem hustoty volné energie, ktera se v mechanice poskozeni
znadi py a pfi jednoosé napjatosti je vyjadfena vztahem

o = % (1-w)Ee?. CE Y

4Lomové mechanice je vénovan samostatny &lének 7.4.
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Jednotlivé symboly maji nasledujici vyznam:
p Jje hustota

E - modul pruznosti
€ -  pruzna deformace
w -  funkce poskozeni.

Souvislost s hustotou deformacni energie linedrné pruiného materialu
W = (1/2) E€? je ziejma.
Vztah pro napéti obdriime derivaci (1.81) podle ¢ (srov. s rovnici (1.3))

a:p%—f— =(1-w)Fe. (1.82)

Zobecnéna termodynamicka sila sdruzend s vnitini proménnou w (rychlost
uvolnéné energie poskozeni) je dana vzorcem [47]

Y =-
p@w 2

> 0. (1.83)

Rychlost disipace energie vztaZena na jednotku objemu

v _ 09 dw

=P 5 =P 5. @

=Yuw>0. (1.84)
Zbyva uvést evoluéni rovnici vyjadfujici vztah mezi w,w, €. Pfi obecné na-
pjatosti se odvozuje z pfedpokladu, Ze vektor rychlosti rozvoje poskozeni je
kolmy k experimentdlné zjisténé plose poskozeni. V jednoosé napjatosti ma
evoluéni rovnice obecny tvar w = f(€,w). Pro beton se osvédéilo jednoduché
vyjadfeni doporuéené v [10]

w=g(Y)=1=[1+b(Y —¥})]"", (1.85)

v némiZ prah lokilniho poskozeni Y; ma rozdilnou hodnotu pro tah a tlak,
b a n jsou kladné materidlové konstanty. Prubéh funkce g je schematicky
znazornén na obr. 1.7.

Poskozeni roste jediné pfi zatéZovani. Pfi odtézovani a opétovném zaté-
Zovani po pfedchozim odtiZeni w = 0, takZe zatéZovaci kritérium lze zapsat
‘pomoci funkce zatézovini F = F(w) takto:

“Ww>0 , jestlize F(w)=0a F(w) =0,

6=0 , jestlize F(w) < 0 nebo jestlize F(w) = 0 a F(w) < 0.1
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Obr. 1.7: Funkce g = ¢(Y)

Vsimnéme si, ze obé podminky jsou v souladu s disipa¢ni nerovnosti (1.84).
Funkce zatézovani se vyjadfuje ve tvaru

Fw)=w — k(w). (1.87)

Pocate¢ni hodnota parametru zmékéeni k je rovna nule a postupné nabyva
nejvétsi hodnoty w, dosazené v procesu poskozeni od pocatku az do daného
stavu.
Diferenciaci rovnice (1.82) plyne vyjadfeni
do do
= (1-w)Ede— Fedw = Dy(w)de — Dy(€) dw.

Spojenim tohoto vztahu se vzorcem (1.85) a dpravou vyjde
do = D, de, (1.89)
kde J
D, =[1 - g(Y)]E — (Ee)? E}% = Dy — D, A. (1.90)

Prvni ¢len v (1.90) zahrnuje podle (1.88) poskozeni akumulované b&hem
pfedchozi deformagni historie, druhy élen se objevuje jen pfi zatézovani
(obr. 1.8a). Evoluéni funkce A je zavisla na tvaru evoluéni rovnice (1.85).
Konstitutivnimu vztahu pro deformaéni zmékéeni lze dat ponékud pre-
hledné&jsi tvar rozkreslenim slozek tvoficich piirtstek napéti podle obr. 1.8b.
Pfi oznaceni E; = D, < 0 miZeme pro pfipad zatézovani (de > 0) psat

do = Ede — (E — Ey) de. (1.91)
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Obr. 1.8: Deformaéni zmékéeni

Pfi odtézovani (de < 0) plati
do = E de. (1.92)

Porovnanim vztahu (1.88) a (1.91) vysvitne, ze
E(w+5 i‘ﬁ) =F-F,
de

odkud d
e%:[l—w—Et/E]. (1.93)

Pii obecné napjatosti 1ze vzorec (1.88) zobecnit do tvaru
do = Di(w)de — Dy(e,w) dw, (1.94)

kde D; a D, jsou matice materialové tuhosti, jejichz vyznam je patrny ze
schematického obrazku 1.8a. Pfi obecné napjatosti je déle tieba vzit v ivahu
kromé evoluéni rovnice téZ kinematiku rastu mikrotrhlin, tj. zménu tvaru a
orientace mikrotrhlin zptisobenou deformaci materidlu. Koneéné vyjadfeni
konstitutivni rovnice pro model kfehkého poskozeni ma tvar

do = (D, — D,AB) de, (1.95)

kde A je evoluéni matice a B je matice transformacéni (srov. [47]).

V inZenyrské praxi se z hlediska kinematiky rustu mikrotrhlin uplatnily
dvé zjednodusené varianty feSeni pouZivané zejména v analyze betonovych
konstrukei (srov. téz [23])
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a) V novéjsi varianté ”rozetfené” trhlinky rotuji tak, Ze jejich smér sle-
duje normilu ke sméru hlavniho tahu oy. Na plochach mikrotrhlin tudiz
nevznika Zadny smyk. Za tohoto pfedpokladu odvodili Bazant a Lin v [11]
konstitutivni rovnici, kterda ma ve slozkovém zapisu tvar

Eij = [C,‘jkl + - n,-n,-nkn;] Okl. (1.96)

(1-w)E

Rovnice (1.96) je zfejmym zobecnénim vztahu

€= [%—le—_u;—)f]U:(Ee-Feﬁ)%, (1.97)

ktery je inverzni k (1.82). Za predpokladu, 7e k zvétSeni pruiné defor-
mace poSkozenim dochazi ve sméru hlavniho napéti oy, mizZeme psit
Erfr = (61/E)w/(1 — w). K slozkovému zapisu (1.96) dojdeme transfor-
maci ;5,5 = ninj€Ergr , 01 = ng 0y ok, kde n; jsou slozky jednotkového
vektoru orientovaného do sméru o. Pruzna deformace je v (1.96) vyjad-
fena tenzorem poddajnosti linedrné pruzného materidlu Cjj; definovaného
vzorcem (1.36). Za E' se dosazuje E v ptipadé rovinné napjatosti (RN)
a E/(1 — v?) v pfipadé rovinné deformace (RD) a pfi obecné napjatosti.
Maticovy piepis rovnice (1.96) je trividlni.

b) V klasické varianté se mikrotrhliny zaénou tvorit ve sméru kolmém
ke sméru hlavniho tahu o7, kdyZ je poprvé dosaieno meze pevnosti R;.
Piedpoklada se, Ze se orientace trhlin v procesu deformace dale neméni. Na
plochach trhlin pusobi smyk, pro ktery se uvaiuje tuhost r, G, kde podle
Kolmarova (srov. [23])

o= ln(En/Cl).

s
C2

(1.98)

Ve vzorci je €, deformace kolma ke sméru trhlin (rozevieni trhlin) a ¢, ¢a
jsou konstanty zdvislé na stupni vyztuzeni. V této varianté se obvykle po-
uZivd jednoduchy konstitutivni vztah pro ortotropni materidl (ortotropie je
diktovana smérem trhlin, viz odst. 1.2.1). Dalsi podrobnosti lze nalézt v [23].

1.4.2 Lokalizace

Podstatu lokalizace vysvétlime na piikladé prutu délky L s pfedpokladanou
zabudovanou zénou lokalizace délky [ (obr.1.9).
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Obr. 1.9: Lokalizace (homogenni a nehomogenni deformace)

Za predpokladu, Ze pietvofeni prutu bude pfedepsdano posuny konco-
vych prufezi uq, uy (pfetvofeni vyvolava dokonaly stroj), libovolné pririst-
ky Au, > Au; zpusobi konstantni pfirustek homogenni deformace

Agg = % (Auy — Auy) = BAr, (1.99)

kde .
B = Z {_1) 1} ) A’ = {AUI,AUZ}T, (1100)

a to bez ohledu na to, zda se pohybujeme pfed nebo za vrcholem diagramu
na obr. 1.8a, a k lokalizaci nedojde. Lokalizace je bifurkaci z homogenniho
do nehomogenniho stavu deformace. Pieskok z jednoho do druhého stavu
odstartujeme vhodnou imperfekei v poli napéti (vyvolanou napf. dodateéné
vlozenou rovnovahovou soustavu sil £6F (obr. 1.9b), zmensenim prifezové
plochy ve stfedni ¢asti o §A ap.) a to tésné pred tim, nez napéti dosahne vr-
cholové hodnoty o, = R;. Ve stiedni &asti prutu se dostaneme na nestabilni
vétev diagramu s pfislusnym naristem deformace a poklesem napéti (zaté-
zovani). Imperfekce naopak iniciuje v krajnich éastech zmenseni deformace.
ProtoZe rovnovaha musi byt po odstranéni imperfekce zachovana, musi dojit
1 v krajnich ¢astech prutu k poklesu napéti (odtézovani). Nehomogenni pole
deformace je zndzornéno na obr. 1.9b a jeho pribéh je vyjadfen rovnici

Ae = BAr, (1.101)
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kde

= a; uvnitf zény lokalizace
B=(-ant(m)B a (m)= { OI vné zény lgkalizace - (1.102)

Z podminky spojitosti prutu

Aug - Au1
LBAr

/OLda‘:[(l—a,,+a1)1+(1—a,,)(L—1)]BAr

Il

vychazi
L

Q) = anp -+,

l
takze vzorec (1.102) piejde do tvaru

Pefon((@) e o

Lomené zavorky maji analogicky vyznam jako ve vztahu (1.102).

Koneéné z podminky spojitosti napéti na rozhrani obou zén, Aoy =
Aoy, vypolteme hodnotu souéinitele ay, v zavislosti na tecnovych tuhostech
D; = E, (v z6né lokalizace) a D,, = E (vné této zény). Z rovnosti

D, [1 + ay (%— - 1)] BAr = D,[l — a,] BAr

vyjde

an= oD E-E (1.104)

L - L
Dn—DI+TDl E—Et+—I‘Et

Popsali jsme postup, jakym lze zkonstruovat nehomogenni pole defor-
mace na prutovém prvku s vlozenou zdnou lokalizace. Obdobnym, i kdyz
ponékud komplikovanéjsim zpusobem, lze sestrojit nespojité pole deformace
(resp. matici B) na &tyfihelniku z obr. 1.10, popf. i u jinych typd prvki.
Podrobnosti Ize nalézt v [14].

Na zavér tohoto odstavce se zminime o lokalizaci z pohledu stability. Kri-
térium stability za zcela obecnych podminek je uvedeno v ¢l. 1.8. Na tomto
misté se spokojime se zndmym poznatkem, ze rovnovazny stav je stabilni,
je-li druhé variace potencialni energie systému kladna. Pfedpokladejme, Ze
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X

' L

v
1

Obr. 1.10: Zéna lokalizace zabudovana do &tyfihelnikového prvku

levy konec prutu na obr. 1.9b je vetknut a pravému konci je strojem vnu-
cen posun uz (zatézovani fizené posunem). Uvazujeme virtuélni zménu pole
posunl, pfi niZ se protdhne prvek délky [ o u a zbyvajici ¢ast délky L —1
se o tutéZz zménu zkrati. Protoze oba konce prutu jsou fixovany, bude druha
variace potencialni energie systému (obr. 1.11) vyjadfena vztahem

: 62w L b e

--6w=0od¢e

— e ]

Obr. 1.11: Variace potencialni energie

D" 2 _ 1 2
T 60t = 5 (Ko + Ka) P, (1.105)

L
A D A
Al 8Wder==""6u2+ =
/0 W dx 2Iu-+-2

kde K; = ADy/l = AEy/l, resp. K, = AD,/(L 1) = AE/(L — 1) jsou
tecnové tuhosti lokalizované, resp. nelokalizované ¢asti prutu, A je jeho pri-
Fezova plocha. Stabilni stav, ktery vyzaduje nasledné zvétseni posunu u,
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o Aug > 0, je podle (1.105) vymezen podminkou
Ki+Kn >0, (1.106)

tj. —E/E <1f/(L-1).

Kriticky stav nastava v pfipadé, ze K; + K, = 0. Po ném nésleduje jev,
ktery nazveme zvratem (v anglosaské literatuie snap back). Zavislost mezi si-
lou F' = 0 A a vynucenym posunem us je znazornén na obr. 1.12. Cerchované
je vykreslena drdha odpovidajici za bifurka¢nim bodem (B.B.) homogenni
deformaci z obr. 1.8 (dalsi podrobnosti lze nalézt v devaté kapitole).

F= 6CA
J --mikrotrhliny
BB. .. hom.def.
4 |a ’Q |
~ - % | OQ Bl Uy
) : 10 4
nehom.def.’ -
) Kl +Kn=0 N
l’ o |
J ~snap back [ L -~

—2

Obr. 1.12: Bifurkace pfi lokalizaci (homogenni a nehomogenni defofmace)

1.4.3 Disipace energie. Rozmérovy efekt.

Vypoéty zalozené na kontinualnim modelu jsou v dobrém souladu s experi-
menty, jestlize §iftka z6ny lokalizace ! je vymezena jistou minimdlni itkou
we, kterd je ddna strukturou materidlu. Bazant uvadi [10], Ze w, = 3d,
(ds je maximalni rozmér slozky betonu), resp. w, = 5d, (d; je maximalni
rozmér zrna v horniné).

Bez obavy ze ztraty obecnosti uvaZujme priifez taZzeného prutu o plose
A = 1. Energie disipovand v husté rozdélénych mikrotrhlindch (pfi jejich
vzniku resp. Sifeni potdteénich dutin) je ddna obsahem sestupné vétve de-
formaéné zmékéeného materidlu vyndsobené sitkou zény lokalizace [ = w..
Tato hodnota zvétdena o energii uvolnénou z materialu mezi trhlinami dava
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energii potiebnou k lomu

£y [} 2 1
G = w, [/ crd5+/ ods] w5 Rt2w° [% - E] : (1.107)

v

Energie G; je tedy vztaZena na jednotku lomové plochy a je materidlovou
konstantou. Vzorec (1.107) je pouzitelny i pro obecnéjsi pfipad namahani
(obr. 1.14), mame-li na paméti, Ze se jednd o lomovou plochu (kolmou k o)
o velikosti 1 (m?, mm?).

g
/

////f( _i‘ Ry
/) ¢

v -Gf IWC

Obr. 1.13: Energie potiebna k lomu

hwcﬂ : —g g [ | e

Obr. 1.14: Téleso se zénou lokalizace (déleni na prvky)

Zname-li energii G; potiebnou k lomu, mizeme formulovat Irwinovo-
Orowanovo G-kritérium ”hnaci sily”, pfi jehoZ splnéni se pas délky a de-
formaéné zmékéeny mikrotrhlinami rozsifi o Aa (na obr. 1.15 je vyznacena
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1l trajektorie
hlavnich napéti

REERAEA

y

—— X

W
b3

P o

Obr. 1.15: Reliéf napéti, rozmérovy efekt

jedna polovina télesa s centralni zénou zmékéeni). Hnacim agens je energie
uvolnénad z télesa v dusledku zvétseni délky zény a o Aa a vztazena na jed-
notku lomové plochy. Mizeme ji vyjadfit jako dibytek potencidlni energie
systému ~ATll/bAa = — [[I(a + Aa) — II(a)] /bAa > 0, kde b je sitka téle-
sa. Podrobnéjsi informace o potencidlni energii uvadime v él. 1.6. Zde jen
pfipomeneme znamy fakt, Ze II = E; + E. je souétem potencidlni energie
vnitfnich sil E; a potencialni energie vnéjsich sil F,. Piejdeme-li v pfirtst-
kovém vztahu k limité pro Aa — 0, vyjde

G=—-—=. (1.108)
Ke zvétseni délky pasu dojde, bude-li

G=g;. (1.109)

.....

B 1
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potencialni energie vnéjsich sil je nulova), takze (srov. [10])

— All = ~AE; = (62/2E ) bA Ay, (1.110)
kde
E = E pro rovinnou napjatost (RN),
7 | E/(1=v?) pro rovinnou deformaci (RD).

Ve vzorci (1.110) vyjadiuje AAin: = Aaw, + 2ka Aa ptiriistek plochy, kte-
rou vymezuje relief napéti charakterizovany empirickym parametrem k.
Prirustek plochy je Srafovan v obr. 1.15 svisle. Vodorovné srafovana plocha
véetné plochy pasu aw, se vztahuje k energii uvolnéné pti tvorbé zény délky
a.

Spojenim vzorcu (1.108) az (1.110) najdeme

2
o
Gy = Q—E,(wc-i—?k’a). (1.111)
Odtud vyplyne vzorec pro nominélni napéti o, = o (y — o)

o = \/QEIgf/’U)C _ BR; _ BR:
" Vit 2kafw, [ @ d
ao

(1.112)

1+ '(Z
Veli¢iny ag = w./2k, dg = a¢(d/a) a BR; jsou materidlové konstanty.

Z uvedeného vzorce je vidét, ze ke dvéma dokonale podobnym vzorkum
(obr. 1.15) vyrobenym ze stejného materidlu pfislusi rozdilné hodnoty no-
minalniho napéti o, pfi nichz dojde k sifeni zény deformaéniho zmékéeni.
Jedna se o tzv. rozmérovy efekt, ktery znazoriuje graf zavislosti o, = o,(d)
na obr. 1.16. Kdybychom ve vzorci (1.112) polozili a = 0, vyjde o, = BR;.
V tomto pfipadé se jednd o pevnostni kritérium, které rozmérovy efekt ne-
vykazuje.

Druhy krajni piipad w, = 0, k = 7 odpovida vypoétu podle linedrni
lomové mechaniky (LLM):

VOE _ Kic

S = T (1.113)

Kic =/Gs E' (1.114)

op =

kde
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log op,

log BRU ~-pevnostni kriterium

rozmeér
log(d)

logdy, RN

Obr. 1.16: Rozmérovy efekt

je kritickd hodnota faktoru intenzity napéti pfi normélovém lomu (1. typ).

Technicka praxe nazyva tuto hodnotu zjistovanou za podminek RD lomovou
houzevnatosti materidlu.

Zbyva poznamenat, ze obdobny rozmérovy efekt, jaky byl znazornén

v obr. 1.16, se vyskytuje i pfi otupeni kofene trhliny malou plastickou zénou
(obr. 1.17).

Obr. 1.17: Vliv malé plastické zény na otupeni éela trhliny

Pro kovy se osvédiil Dugdaleiv-Barenblattiv model (srov. [72]), ktery
vychazi z pfedpokladu, Ze plasticka oblast ma tvar malého klinu (obr. 1.17a)
s homogenni napjatosti R, (mez plasticity). Pro pfipad centralni trhliny
délky 2a (obr. 1.15) pfi w, = 0 a za pfedpokladu, ze 0, = 0o € Ry plati
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piiblizné
5~ rola K}
~ ER, T ER,’

(1.115)

Rozevieni é je v praxi chapano jako parametr lomu. Piedpoklada se, Ze
trhlina ztrati stabilitu, je-li dosazeno kritické hodnoty rozevieni trhliny éc.
Tak dochéazime k lomovému kritériu COD (Crack Opening Displacement),
které 1ze chapat formalné ve tvaru

5 < bc. (1.116)

Kriticka hodnota - se vSak méii velice obtizné.

1.4.4 Omezovace lokalizace

Jednim ze zpusobu, jak v piipadé deformaéniho zmékéeni omezit $itku zény
lokalizace, je pouziti omezovatu lokalizace (localisation limiters). Existuji
tfi moznosti

a) Nelokélni (integraini) omezovacle, jez spoéivaji v primérovani defor-
maci vstupujicich do konstitutivnich rovnic nad malym okolim daného ma-
teridlového bodu.

b) Diferencialni omezovace spoéivaji v tom, ze deformace (popf. napéti)
vstupujici do konstitutivnich rovnic zahrnuji derivace vyssich fadu.

¢) Omezovage rychlosti zahrnuji i faktor ¢asu.

V tomto odstavci se zminime o prvnich dvou variantach a vyklad ome-
zime na pfiklad jednoosého namahani. Dalsi podrobnosti s bohatou fadou
odkazu lze najit v [10] a [15].

a) Nelokdln? kontinuum
Konstitutivni vztah pro deformaéni zmékéeni zapiseme ve tvaru (srov.

[10])

o =o[g(z)], (1.117)
kde .
g(z) = f%ci /0 a(x — s)e(s)ds. (1.118)

Efektivni délka pramérovani pro bod z je uréena vztahem

L
Ar(z) = /0 a(z — s)ds, (1.119)
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kde L je délka prutu.

Na obr. 1.18 jsou uvedeny pfiklady dvou vahovych funkei, které davaji
stejnou efektivni délku A,(z) = A, pokud vzdalenost bodu z od kraje pru-
tu neni mensi nez pgA. V krajnich oblastech se délka A, méni. Polozime-li
r = |z — s|, mizeme psat (A je materidlova konstanta):

a) a(r)= [1—(,)0%)] b) a(r)=1 (1.120)

C) ®

<

x
1
r r
}._Qoi..l_ﬁsf‘_.; 1Q0h Qoh
0o=1/16 90’%

Obr. 1.18: Vahové funkce pro integralni omezovace

Zatimco zvonova funkce (a podobné funkce Gaussova normalniho rozdé-
leni) spliiuji jisté dopliiujici podminky vylucujici moznost vzniku nezidou-
cich nestabilit pfi primérovani, druhy typ vahové funkce podminky stability
nespliiuje.

Z praktického hlediska je cenné doporuceni, které Bazant uvadi v [10],
prumeérovat v konstitutivnich vztazich, které poskytuje mechanika poskoze-
ni, jen slozku w zachycujici poskozeni a pruznou deformaci uvazovat jako
lokalni. Ve vztazich (1.82) az (1.87) pak sta¢i pouze nahradit w funkei

L
T(z) = xt;-)—/(; a(z — s)w(s)ds. (1.121)

Prirustkovy konstitutivni vztah pro prufez z v nelokalnim kontinuu zis-
kdme tpravou (1.88)%

5Piiriistek napéti, deformace a poskozeni jsme oznafili symbolem A, aby nedoglo
k zaméné s diferencidlem soufadnice z.
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Ac = (1 - @)EAe — EeAw. (1.122)

b) Diferencidlni omezovaé lokalizace
Rozvedeme-li deformaci v okoli bodu z v Taylorovu fadu

1d%(z) ,

ez +1) = e(x) + s = ()

dz(z) .-

kde r = s — z, vyjde z (1.118) za pfedpokladu, Ze A.(z) = A, a s uvazenim
symetrie funkce « vzhledem k proménné r,

d%e

kde
L 2 d 1.124
K=oy _pDAr a(r)dr. (1.124)
Pro vahovou funkci s rovnomérnym rozdélenim vychazi
A2
K = ﬂ

Nahradu (1.123) uplatnime za vyse uvedenych zjednodusujicich pifedpokla-
dd v pEirdstkovém vztahu (viz (1.91))

Ao = EAc — (E - E;) < A >, (1.125)
kde

d*(A
< AF>={ Ae+k ¢§:c2€) pro zatéZovani (A€ > 0),

(1.126)
0 pro odtézovani (A% < 0).

Oba modely umoziiuji pomérné piehledny vypocet profilu deformace
v z6né lokalizace. Zatimco model a) vede na spojity pribéh (obr. 1.19a),
model b) vyzaduje nespojitost deformaci na rozhrani obou zén (obr. 1.19b).
Piedpoklada se, Ze je na za¢atku vypoétu zndma hodnota poéateéni homo-
genni deformace €g, k niz lze nalézt z (1.85) hodnotu po¢ate¢niho poskozeni
wg.

Numerickymi vypocty bylo prokazano, ze délka zény I je pfimo imérna
délce primérovani A. Z toho plyne, ze v lokdlnim kontinuu (A — 0) se
lokalizace soustfeduje na nekonecné malou oblast.
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®)
> N

Obr. 1.19: Profil deformace v zéné lokalizace

1.5 Vazkopruzny material

Dotvarovani (creep) probihd u materiall, jejichz deformace spojité rostou
pfi konstantnim napéti. Charakter dotvarovani (linedrni-nelinearni) je patr-
ny z izochronnich kfivek, které znazoriiuji vztah o = o(e, t;) v zavislosti na
okamiiku zatizeni ¢; (obr. 1.20). Carkované k¥ivka o = o.(¢) oddéluje oblast
linedrniho dotvarovani (linearni vazkopruznost) od nelinearniho dotvarova-
ni (nelinedrn{ vazkopruznost). Izochronni kfivky nékterych materidld, jako
jsou kovy pii vysokych teplotéch nebo jily (srov. [10]), jsou znaéné zakfiveny
jiz od napéti o = 0 (vazkoplasticita).

Zavislost izochronnich kfivek na stafi materialu v okamziku zatiZeni ¢;
charakterizuje tzv. starnuti, coz je jev typicky napt. pro beton. Podrobnou
informaci o chovani betonu je prace [9]. Bazant v ni poddva ucelenou zpravu
o materialovych modelech pro dotvarovani konstrukci véeobecné a o betonu
zvIast.

Konstitutivni vztahy mohou byt formulovany bud’ ve tvaru integralnich
rovnic nebo ve tvaru rovnic diferencidlnich. Pro numerické feseni jsou integ-
ralni vztahy méné vhodné, nebot jejich aplikace vyzaduje uchovavat fadu
informaci z pfedchézejicich ¢asovych kroki. Piirustkovou formu konstitutiv-
nich rovnic, které uvedenou zivadu nemaji, lze ziskat za urcitych zjednodu-
Sujicich pifedpokladu integraci diferenciainich konstitutivnich rovnic v rdmeci
sledovaného Zasového intervalu.
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nelinedrni dotvarovdni’
T —0 =0, {€)
linedrni dotvarovani

- €

Obr. 1.20: Izochronni kiivky

1.5.1 Konstitutivni vztahy pro jednoosou napjatost

U fady materiali, jako je beton v provoznim stadiu namahani, lze uplatnit
Boltzmanniiv princip superpozice a pil jednoosé napjatosti vyjadfit defor-
maci v materidlovém bodé rovnici (obr. 1.21)

t
e(t) = J(,to)o(to) + / J(t, 7)do(T) + €°(2). (1.127)
to
Funkce poddajnosti linearné dotvarujiciho materialu vyjadiuje deformaci

6

Obr. 1.21: Princip superpozice

v Case t zpusobenou jednotkovym napétim o = 1, které naskoc1 v ase T a
ziistava neménné. Casto j je zapisovana ve tvaru

J(t,7) = 1+ ®(t,7)

ORE (1.128)

o )+C(t r) =
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kde ® je tzv. soucinitel dotvarovani.
Prvni ¢&len rozkladu 1/F(r) vyjadfuje pruznou (okamzitou) poddajnost,
druhy C(¢,7) poddajnost v dotvarovani (mira dotvarovani). Clen &°
v (1.127) pfedstavuje deformaci zptisobenou nesilovymi Géinky (smrsfovani,
bobtnani, teplotni dilatace).

Deformaéni zmékceni materidlu lze zahrnout do (1.128) v rdmci modelu
poskozeni (viz €l. 1.4):

1 w
t = —— {1+ — + P(t 1.12
I = g [+ g+ 2] (1.129)
kde w je funkce poskozeni (w €< 0, 1)).

Pii zanedbani vlivu starnuti mazeme polozZit

Jt,r)=Jt-r),

¢imz rovnice (1.127) pfejde ve Volterrovu rovnici
t
e(t) =Tt —to)o(to) + / J(t — r)do(7) + £%(t). (1.130)
to

Inverzni vztah k (1.127) lze zapsat rovnéz s vyuzitim principu superpo-
zice takto:

a(t) = R(t, to) [e(to) — €°(t0)] + /tR(t, ) [de(r) — de’(7)] . (1.131)

Funkce relaxace R vyjadiuje napéii v case t zpiisobené jednotkovou defor-
maci € — €% = 1, jez naskoéi v ¢ase 7 a zlstavd neménna.

Jestlize napéti o je spojitou funkci Casu, mizeme polozit do(r) =
[do(7)/dr]dT, ¢imz pievedeme Stieltjesiv integral v (1.127) na integral
Riemannuv. Rovnici (1.127) pak muZeme derivovat a od integralnich kon-
stitutivnich vztahu pfejit ke vztahim diferencidlnim. K tomu je tfeba mit
k dispozici vhodnad vyjadient jader J(¢,7) a R(¢, 7). Z hlediska numerickych
vypottil se nejvice osvédéila degenerovana jadra (srov. napf. [9])

M
IeN =3 s - el ~n@), (1132
p=1H
0
R(t,7) = L E(r)exp [yu(r) — yu ()], (1.133)

n=1
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kde y,(t) = (t/©,)%". Koeficient ¢, < 1 se zavadi za G¢elem sniZeni poctu
stitancl a pro beton se voli zhruba ¢, ~ 2/3. Funkce D, a E, mohou byt
ziskany metodou nejmensich ¢tvercu. Pro konkrétni tvary funkci J obvykle
pouzivané pro beton (dvojnasobny mocninovy nebo logaritmicky zdkon)
jsou k dispozici explicitni vyrazy pro D, (viz [12]).

Retardacni ¢asy ©, v ptipadé funkce J (resp. relaxalni €asy v pfi-
padé R) musi splhovat jistd pravidla, jejichi dodrzeni je nezbytné pro
spésnost vypodtu: ©, se voli velmi malé (fadové 10~° dnu), aby prvni
clen Darichletovy Fady (1.132) byl dostatecné blizky hodnoté 1/D;(r), kde
Di(r) = F(r), a vyjadfoval tak s uspokojivou pfesnosti okamzitou pod-
dajnost. Dalsi ¢leny maji byt rovnomérné rozloZeny na logaritmické stupni-
ci ¢asu, tj. O, = 101-/‘7"(7),,_1, pro u = 2,3,..., M. Koneiné Op > imaz/2,
kde t,ar J¢ horni hiranice casového intervalu, ve kterém nas zajima odezva
konsirukce, Je-ll t,,;, dolni hranici tohoto intervalu, je tfeba kontrolovat
rodminka ©9 < 3tmin.

Jsou-lt degenerovana jadra J a R specifikovana, muZeme je uplatnit
v rovnicich (1.127) a (1.131). Jestlize nasledné zderivujeme rovnici (1.131)
podle ¢, ohdrzime v souladu s [9] po jednoduché tipravé vzorec

M
r=> o4 (1.134)

u=1
v némz slozky o, vyhovuji diferencialni konstitutivni rovnici
Ou+ Yuou = E, (6 —£°). (1.135)

Polozime-li y,(t) = Eu(t)/nu(t), pfedchozi dva vztahy budou rovnicemi
Mazwellova fetézce na obr. 1.22a. Ma-li byt fetézec modelem télesa (na
rozdil od tekutiny), musi mit funkce J koneénou limitu pro ¢ — 7 — oo.
Pozadavek je zfejmé splnén pro Op — oo, tj. y — 0 a gy — oo. V obr.
1.22a se limitni pfipad projevi vynechinim tlumiée v poslednim ¢lanku,
nebof v ném nedochazi k deformaci.

Obdobnym zplusobem lze zpracovat rovnmici (1.127). Po dosazeni
z (1.132), dvojim derivovani podle ¢ a zavedeni modelovych proménnych
Nu(t) = Du(t)/9u(t), Eu(t) = Du(t) — Du(t)/yu(t) dojdeme k rovnicim (viz
[9) ‘

M
et) =) eu(t) +€°(1), (1.136)

u=1
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Obr. 1.22: Maxwelliv a Kelviniv - Voigtiv fetézec

R ’/’T] —= B ( bez napéti)

Sy My,

u(t) o Mu(t)’
které popisuji chovani Kelvinova-Voigiova fetézce z obr. 1.22b. V limitnim
piipadé (©; — 0, g1 — o0, 91 — 0) v tlumiéi prvniho élanku nevznika
napéti a je tieba jej vynechat.

Eu+

(1.137)

1.5.2 Piirastkové konstitutivni vztahy - jednoosa na-
pjatost

Pfi numerickém feSeni délime ¢asovou osu na intervaly délky At; (obr. 1.23).
Predpokladejme, Ze na zafatku i-tého intervalu < ¢;_1,¢; > zndme hodnoty

Q

Aty At
Obr. 1.23: Prirustkové feseni

napéti o,(t;~1) pro kazdy clinek fetézce. Rovnici (1.135), kterd je jedno-
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dussi nez (1.137), miliZeme integrovat za zjednodusujiciho predpokladu, Ze
v radmci intervalu g, = konst., € —£° = konst. a E, = E, = E,(t; — At;/2).
Vychazi

ou(t:) = 0u(tior)e= 5 + z‘%‘—(l — e 2Un)(Ac - A&?).
M

S oznacenim
Aoy = ou(ts) — oulti—1), Aei = e(t) — e(ti-1)

miizeme pfedchozi rovnici pfepsat takto:

Aoy = —ou(tion)(1— e=8¥) 4 25 (1 — e=B¥)(Ac; — AeD).
Ay,

Uplatnime-li posledni vysledek v (1.134), obdrzime finalni vyjadfeni pfi-
ristkového konstitutivniho vztahu (srov. [9])

Ao; = Ei(Ag; — Ae? — AF), (1.138)
kde
E=)" E(1—ePw), Af= 2(1 — e Ao, (tiny). (1.139)
pu=1 Yu ' p=1

Explicitné nevyznatujeme, Ze soucinitelé za sumaénim znaménkem se podi-

taji pro interval < ¢;_;,%; >. Rada téchto souéiniteld mize byt vypoétena
piedem.

1.5.3 Prirtastkové konstitutivni vztahy - obecna napja-
tost

Predchozi vysledky lze snadno zobecnit. Voditkem nam bude rozklad funk-
ce poddajnosti (1.128). Pfi obecné napjatosti zaménime v rovnici (1.127)
napéti o matici napéti o = {0,,0y,0,, 7y, T2z, Ty }7, deformace ¢ a €° ma-
ticemi & = {€;,€y,€5, Y9z, Y2z, Yoy}’ @ €° a koneéné funkci poddajnosti J
definovanou vzorcem (1.132) maticovym jadrem

J(t,7)=J(t,7)E(r)C. = I(t,7)C, (1.140)
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kde C. je matice poddajnosti linedrné pruzného izotropniho materiilu a

1 —v —v»
—-v 1 —v
~ —-v —v 1
C=E(n)C, = 21+ v)
2(1+v)
2(1+v)
Pokud bychom chtéli vzit v xivahu i slozku deformace €;, zptsobenou po-
gkczenim, nahradili bychom ve vzorci (1.140) matici € matici C + N(1 ~
vw/(1-w), kde N je maticovy ptepis tenzoru N;;x = n;njngn, ktery byl
zaveden rovnici (1.96). Pf#i pfechodu k rovinné napjatosti je tieba jednak
zredukovat rozméry matic, jednak zaménit koeficient (1 —»?) jednickou (viz
napf. vzorec (1.110)).
Obdobnym zptisobem lze zobecnit rovnici (1.131). Relaxaéni funkci R
vyjadfenou vztahem (1.133) zaménime maticovym jadrem (pro w = 0)

R(t,7) = R(t,7)—— D.= R(t,7)D, (1.141)

E()

kde D, je matice tuhosti linearné pruzného izotropniho materialu a

D=——7D, .
— B (1.142)

—v v v 1

v 1—-v v

v v 1-v

1 1-2v
1+v)(1-2v) 2 1—92

2 1—-2v
L 2 i

Koneéné piirtistkovy konstitutivni vztah zalozeny na Dirichletovych fadach
(1.138) bude zapsan takto

Ao = E;D(Ae; — Ael — AZ), (1.143)
kde tuhost E,- je pro i-ty interval < t;_1,t; > uréena vzorcem (1.139) a

M
AZ; = E_l\_ SO = e 2 (tis). (1.144)

i p=1
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Pfi velmi malych ¢asovych krocich (s délkou At; blizkou nule) vychazi

M M
~ ~ 1
Ein Y Eu(ti— At/2) a A&in =Y Ayuou(tio).
- E =
p=1 p=1
1.6 Princip virtudlnich praci a varia¢ni prin-
cipy
Princip virtudlnich praci a variagni principy mechaniky jsou zakladem vét-
Siny pfibliznych metod mechaniky (viz [68]). S typem variaéniho principu

souvisi 1 jednotlivé modely MKP. S vhodnym varia¢nim principem jsou rov-
néz svazany novéjsi (symetrické) formulace MHP.

1.6.1 Princip virtudlnich praci (PVP)

PVP ma dvé zakladni verze:
e princip virtudlnich posuna (PVp)
o princip virtudlnich sil (PVs).

Princip virtudlnich posuni budeme zapisovat nejcastéji takto:

/65To-dQ:/6uT7dQ+/ SuTpdr. (1.145)
Q Q I,

Leva strana rovnice pfedstavuje virtualni praci vnitfnich sil, prava strana
Je vyjadienim virtualni prace vnéjsich sil.
Virtualni pole é¢, §u nesmé&ji narusovat vazby v télese. To znamena, 7e

¢ virtudlni posuny du musi spliiovat geometrické okrajové podminky

6u=0 (naéastil,) (1.146)

o virtudlni deformace §e musi byt svazany s virtudlnimi posuny rovnici
(viz (1.2))
b = 8T 6u. (1.147)
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Pomoci vztahu (1.9), v némz poloiime §u misto u, uvedeme rovnici
(1.145) na tvar

/6uT (80 +X) dQ+/ suT (=no +p) dl = 0. (1.148)
1] r.

Tato rovnice muze byt splnéna pfi libovolnych virtudlnich posunech du
jediné tehdy, budou-li souéasné splnény podminky rovnovahy, tj.

e Cauchyho rovnice (1.1) uvniti
o silové okrajové podminky (1.6) na T'p.

Rovnice (1.1) a (1.6) jsou tedy disledkem PVp, a proto je tento princip
nazyvin obecnym principem rovnovahy.

PVp lze snadno rozsifit na dynamické iilohy. Na zakladé d’Alembertova
principu lze povazovat mérné setrvainé sily - oii za vnéjsi zatiZeni objemo-
vymi silami (& zna&i druhou parcialni derivaci podle ¢asu, ¢ je hustota).
Rovnice (1.148) se potom zméni na tvar

/6uT(60 +X —0ii)dQ+...=0.
Q
Princip virtudlnich sil (PVs) budeme nejéastéji zapisovat takto:

/&:rTe: dQ = / épTwdl +/5xTu dQ = (1.149)
1) T, o

:/ 60TnTFdI‘+/6XTu dQ.
| a

Leva strana rovnice pfedstavuje komplementarni virtudlni praci vnitf-
nich sil, prava strana je vyjadienim komplementarni virtudlni prace vnéjsich
sil.

Virtualni pole 6o , §X , §p nesmé&ji narusovat rovnovahu uvnitf télesa.
Polozime-li §X = O uvnitf Q a 6p = O na T, potom virtudlni napéti musi
spliiovat :

¢ homogenni Cauchyho rovnice

860 =0 (uvniti Q) (1.150)
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o homogenni silové okrajové podminky

néo =0 (na &asti I['p). (1.151)
Pomoci vztahu (1.9) lze pfevést rovnici (1.149) na tvar
/60‘T(c— 8Tu)dQ+/ spT(u —@)dl = 0. (1.152)
£ .

Tato rovnice muZe byt splnéna pfi libovolnych virtudlnich napétich
So(bp = néo 76 O na T, ) jediné tehdy, budou-li soucasné splnény geo-
metrické vztahy$, tj.

e geometrické rovnice (1.2) uvniti Q

o geometrické okrajové podminky (1.7) na [,.

Rovnice (1.2) a (1.7) jsou tedy disledkem PVs, a proto se tente princip
nazyva obecnym principem spojitosti télesa.

1.6.2 Variaéni principy

Variaéni principy jsou piimym dusledkem PVP.

e Z principu virtudlnich posunu (PVp) se odvozuje Lagrangelv variaéni
princip

o Z principu virtualnich sil (PVs) se odvozuje Castiglianiiv variaéni prin-
cip.

Lagrangetv princip lze slovné vyjadfit vétou o minimu potencidlni energie
systému (celkové potencialni energie):

Ze viech kinematicky pripusingch stavi pruiného télesa nastdvd takovy
stav, ktery ddvd potencidlni energii systému minimdlni hodnotu , tj. plati

I = E; + E, = min., (1.153)

6Dusledné vzato jsou virtudlnf nap&ti vizédna tfemi statickymi rovnicemi (1.150).
Z principu (1.152) tudiZ plynou jen tii nezavislé rovnice (kompatibility deformaci).
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kde
B = /W(e)dQ (1.154)
fy!
je potencialni energie deformace,
E. = —/uTYdQ—/ uTpdr (1.155)
Q r

= -/(u_X_+v 7+w7)dQ—/ (upz + v Py + wp;) dl
12} ryp
Jje potencidlni energie vnéjsich sil.
Kinematicky pfipustny stav (pfetvofeni télesa) lze definovat takto:

e Pfipustné posuny musi byt spojité, musi mit po éastech spojité deriva-
ce v celé feSené oblasti a musi spliiovat geometrické okrajové podminky
piedepsané na &asti hranice T'y,.

o Pripustné deformace jsou s pfipustnymi posuny svazany geometricky-
mi rovnicemi.

Polozime-li variaci funkciondlu II rovnou nule, tj.

811

Il

8(E; + E)

— /6T8W

TX Q- 6u pdr (1.156)

obdrzime vzhledem k prvnimu fyzikdlnimu vztahu (1.3) rovnici (1.145).
Z uvedeného plyne tento dulezity prakticky zaver:

Aplikaci PVp t principu minima polencidlni energie systému obdriime
tytéz rovnice. V obou ptipadech to jsou Cauchyho rovnice a silové okrajové
podminky.

Doplnime-li (1.156) o virudlni praci setrvaénych sil, nabude d’ Alember-
tiuv princip tvaru

611 +/6u7‘gu‘ dQ = 0. (1.157)
12

Je-li tato rovnice splnéna v libovolném ¢asovém okamiiku, musi té7 platit

t2
/ (§H+/6uTgi) dQ)dt =0 (1.158)
ty Q
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pro libovolné ¢ > t;. Druhy integral se da upravit integraci per partes

t2 t2 t2
/ /6uTgi3 dQdt = [/ suT ou dQ] —/ /M%a dQdt.  (1.159)
t, J0 ¢} t t, JO

Omezime-li variace posunu éu podminkou, Ze v krajnich ¢asech t; a t,
jsou nulové, pak integral v hranaté zavorce bude roven nule. Druhy integral
na pravé strané (1.159) je variaci kinetické energie télesa K

1
6K =6 [-/ a” ou dﬂ] :/w%u dQ. (1.160)
2Ja Q

Spojenim (1.158) az (1.160) vyplyne Hamiltoniiv princip

ta
5 (- K)dt=0, ‘ (1.161)
ty
ktery lze slovné formulovat takto:

Ze viech mozZngch historii posund mezi dvéma okamziky t1 a ty (historie
jsou vdzdny tim, Ze posuny v éasech t; a ty jsou pevné ddny) nastane ta
2 nich, pro kierou je integrdl rozdilu potencidini a kinetické energie od casu
t1 do Casu ta staciondrni.

Castiglianuv princip lze slovné vyjadfit vétou o minimu komplementarni
energie systému:

Ze viech staticky pripusinych stavi (napjatosti télesa) nastdvd takovy
stav, ktery ddvd komplementdrni energii systému neymensi hodnotu , tj. plati

II* = Ef + E; = min., (1.162)
kde
E = / W (o) dQ (1.163)
jenkomp]ementérm' energie vnitfnich sil (napjatosti),
E: = —/ pTwdl = —/]F oTnTwdl (1.164)

je komplementarni potencialni energie vnéjsich sil.

Jsou-li na &asti T'y pfedepsany jen homogenni geometrické okrajové pod-
minky, tj. @ = O, potom E} =0 a
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" = E} = min. (1.165)

Staticky pfipustné pole napéti spliiuje podminky rovnovahy jak uvnitf
(nehomogenni Cauchyho rovnice) tak na hranici télesa (silové okrajové pod-
minky na I').

Polozime-li variaci funkciondlu IT* rovnou nule

Jdo

obdrzime s uvézenim druhého fyzikalniho vztahu (1.3) rovnici (1.149). Z uve-
deného plyne tento prakticky zavér:

Aplikaci PVs i principu minima komplemenidrni energie systému obdr-
Zme lyléz rovnice. V obou pripadech to jsou geometrické rovnice (piipadné
- po eliminaci posuni - rovnice kompatibility)} a geometrické okrajové pod-
minky.

Funkcionaly IT a II* lze upravit pomoci Clapeyronova teorému (1.9). Za
pfedpokladu, Ze na I',, jsou pfedepsiny jen homogenni okrajové podminky
ve tvaru u = O, vychazi

SII* :/5.#‘9”/ dQ—/ spTwdl =0, (1.166)
ﬂ L 3

H:/ﬂW(e)dQ—/ﬂuTYdQ—/I: uTpdl = —/ﬂW(e)dQ. (1.167)

»

Za ptedpokladu, Ze na 'y jsou piedepsany jen homogennt silové okrajové
podminky ve tvaru no = 0, a daile, ze X = O uvniti Q, plati

m* :/ﬂW*(a)dQ—/FtaTnTdeF :—/ﬂW‘(o’)dQ. (1.168)

PVp a Lagrangeuv varialni princip jsou zakladem tzv. deformaénich
metod v analyze konstrukci. Podobné PVs a Castigliantiv variagni princip
jsou zékladem tzv. silovych metod.

Smisené metody, ve kterych vystupuji jak posuny u, tak napéti o, lze
formulovat na zakladé Hellingerova-Reissnerova principu, ktery zapiSeme
matematicky ve tvaru (srov. [21])

Sllp =0, (1.169)
kde
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g = /aTaTu dQ—/W'(a)dQ—/uTYdQ—-
Q Q 4]

—/ uT‘ﬁ‘dF—/ oTnT(u —@)drl.
F F‘

4

(1.170)

Duéln{ vyjadfeni H.-R. principu, ke kterému dojdeme pomoci vztahu (1.9),
ma tvar
STy =0, (1.171)
kde

Iy = —/ W‘(a‘)dﬂ+/ oTnTudl—
- Ja .
(1.172)
»/ u7’(80+7)d9+/ uT(no —p)drl.
7}

4

Pole u a o jsou nezdvisla. Z rovnic (1.169) a (1.171) plynou tyto podmin-
ky stacionarity (splnéni fyzikalnich vztaht se v H.-R. principu pfedpoklada
a priori):

e Cauchyho rovnice a vztah mezi polem napéti o a posuny u

e silové okrajové podminky na I'; a geometrické okrajové podminky na
Ty.

Obecny varia¢ni princip Hu-Washizu neobsahuje Zadné apriorni pfed-
poklady o polich u, o, kterd jsou vesmés nezavisld, a lze jej zapsat ve
tvaru

§Tw =0, (1.173)
kde

My = /ﬂ [W(e) +07(07u —e) - u"X] d0

(1.174)
—-/ pT(u—ﬁ)dI‘—/ uTpdrl.
. r,
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Rovnici (1.173) rozvedeme na zékladé (1.174) pomoci Clapeyronova teorému
(1.9). Po formélnich dpravach dojdeme k vyjadreni

ow -
6y = /ﬂ [&:T (a_e_”) +66T(8"u —€) - 6uT (80 + X)| d02
(1.175)
~/ [6pT(u —u) +6u”(p — no)] dl‘—/ éuT(p—no)dl = 0.
Fu

4

Podminkami stacionarity jsou rovnice (1.1) az (1.3) (viz prvni fadek v rov-

nici (1.175)) a okrajové podminky (1.6) a (1.7) (viz druhy Fadek).
Rozsifime-li rovnici (1.175) o virtudlni praci setrvacnych sil, odvodime

obdobnym zpusobem jako v pfipadé Hamiltonova principu rovnici

5% =0, (1.176)

kde .
¥ = / (HW — K)dt. (1.177)
t

Podminkami stacionarity jsou tytéz rovnice jako pfi statickém feseni, pouze
rovnice rovnovahy (1.1) budou rozsifeny o vliv setrvacnych sil

80 +X —pii = 0. (1.178)

Obecny variacni princip se vyuziva v MKP ke konstrukci nékterych spe-
cidlnich typt prvku (napf. s vloZenou zénou lokalizace poskozeni), v prav-
dépodobnostni MKP a pfi formulaci symetrické varianty MHP.

1.6.3 Modifikované variaéni principy

Piedpokladejme, Ze konstrukce € je sloZena z nékolika ¢asti jednoduchého
geometrického tvaru, kterym budeme fikat prvky konstrukce. Prvky oznaéci-
me Q) a odpovidajici posuny u(®) a napéti o(¥). Téleso Q na obr. (1.24) je
rozdéleno na dva prvky Q1) a (2, Podle povahy variaéniho principu je tfe-
ba pozadovat, aby na vnitini (mezielementové) hranici I'12) byla zajisténa
bud spojitost posunt (tzv. kompatibilni model)

uM—u® =0, (1.179)

nebo spojity prenos pole napéti (tzv. rovnovainy model)
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_q2)

(12)
\P

(2) g(2)
ot gl \\ u‘ e

Obr. 1.24: Rozdéleni télesa na prvky

p(1)+p(2): 0, (1.180)
neboli
nWa) 4 n2(2) = 0,

Chceme-li oslabit pozadavky kladené na pole u(?) a ¢(), musime zahr-
nout vedlejsi podminky (1.179), respektive (1.180) do variagniho principu.
Tak vzniknou tzv. modifikované variaéni principy.

Modifikovany Hellingerliv-Reissneruv princip uvedeme ve dvou verzich:

1. V prvnim pfipadé zapiSseme podminku (1.179) ve tvaru
uWD—p=0, u®-p=0, nart? (1.181)

ktery se formalné shoduje se zapisem (1.7). Novd proménna - mezi-
elementovy posun g mé charakter ”piedepsaného” posunu na I'12).
Rozsitime-li posledni integral v (1.170) i na mezielementovou hranici
r1?), obdriime modifikovany funkcional

Mgy = Mp — / () = )T aWe® gr
ra2)
_/ (u® = )T n@e® gr
raz)
- Op - / (u DT n (D) 4 4T p (@) dr
1"(12)

+/ w7 (nMa) 4 n@ @) dr.
raz
(1.182)
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Funkcional Il g 1ze upravit pomoci vztahu (1.9), v némsz polozime Q =
QM + Q@ 1 = 1MW 4 1@ 4 112) Vysledkem této operace bude
funkcional

5, = I +/ pT(nWe® 4 nMe@)dr, (1.183)
rQa)

2. Ve druhém ptipadé (duilnim) uplatnime pozadavek spojitého pfenosu
pole napéti a rovnici (1.180) zapiSeme ve tvaru

nMe®W_A=0, aPec@i1r=0. (1.184)

Nova proménna predstavuje mezielementové sily vztazené k hraniéni-
mu povrchu prvku Q. Vysledkem analogickych tiprav je modifiko-
vany funkcional

e = Iy + / uMT (nWg() — N)dr
raz
+ / uOT (n® 4 A)dr
raz)
= m o+ / (WO RWg() 4 y@T @) dr
rQ2)

= [ AT @O uar,
r(12)

(1.185)
ktery lze pfevést pomoci vztahu (1.9) na tvar

Hpm = Mg - AT (™ — u@)dr. (1.186)
r(12)

Pomoci vztahi (1.179 az (1.181) a (1.184) se mizZeme piesvédéit, ze funk-
ciondly (1.182) a (1.186), respektive (1.183) a 81.185) jsou shodné. Variaci
podléhaji kromé posunt u, u(® a napéti (1), ¢(?) téz multiplikitory A,
u. ‘ o

Modifikovany Hellingertuv-Reissnerav princip je zdkladem tzv. smiSenych
modeld v analyze konstrukei.

Modifikovany Lagrangetiv princip odvodime z (1.186). Budeme-li pozadovat
pouze apriorni splnéni geometrickych rovnic (1.2), ne v3ak splnéni geomet-
rickych okrajovych podminek (1.7), dojdeme k vyjadfeni

Op=1— [ AT(@® - u®)dr -/ oTnT(u—@)dl.  (1.187)
(12)

13
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Variaci podléhaji kromé posuni u() a u(? téz multiplikitory A =
nWe() = —pn@ g na 1'(12) 3 ¢ na T,. Modifikovany Lagrangelv princip
je zakladem tzv. kompatibilnich hybridnich modelu v analyze konstrukei.

Modifikovany Castigliantiv princip odvodime z (1.183). Budeme-li pozado-
vat pouze apriorni splnéni Cauchyho rovnic (1.1), ne vsak splnéni silovych
okrajovych podminek (1.6), dojdeme k vyjadfeni (pozor na zménu znamén-

ka)

o= I - j/ uT(nWa® 4 ) dr
I‘(m)

(1.188)
- fuT(nd—F)dF.
F'

Variaci podléhaji kromé napéti o) a ¢(?) té7 multiplikitory p = u(P =
u® na T2 a y na T,. Modifikovany Castiglianiv princip je zékladem
tzv. rovnovaznych hybridiiich modelu v analyze konstrukci. Souvislost va-
riaénich principtt a odpovidajicich vypoéetnich modeld je ziejma z tab. 1.2.
Kompatibilni model je zaioZen na aproximaci pole posunt a je proto pfi-

PRINCIP VIRTUALNICH MODEL
. — -] . F—
PRACI (PVP; ; [ MKP |

i i

| | |

v R T P A
PV pOSun% PV sit i kompatitiing % ! covro 3ty
Lagrongedv v.p Costighaniv_v.p | I ;

T I T

| {

A Y N
modifikovany modifikovany kompatibiing rovnovdiny
Lagrangelv v.p Castighandv v.p hybridni hyoridni’

7 N 7
/ ) |

modifikovany
HellingerGv—Reissne riv smizeny

princip |

Tabulka 1.2: Souvislost variaénich principtt a modeld MKP

rozené svazan s deformaéni (posunovou) metodou fFeSeni. Jejim produktem
je matice tuhosti (prvku, konstrukce). Rovnovainy model je zaloZen na ap-
roXimaci pole napéti a je proto pfirozené svazin se silovou metodou. Jejim
produktem je matice poddajnosti (prvku, konstrukce). ProtoZe algoritmus
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silové metody je dosti komplikovany, prechézi se zpravidla inverzi matice
poddajnosti a jejim rozsifenim k matici tuhosti a tim k deformaéni varianté
feSeni. Tento postup je znam z mechaniky prutovych konstrukei a miize byt
nosti se odhaduje, ze vice jak 90 % programi je zpracovano v deformaéni
varianté feeni. Algoritmus MKP zce souvisi s klasickou Ritzovou metodou.
Proto nejprve probereme jeji dvé zakladni varianty.

1.6.4 Ritzova metoda
Deformacéni varianta Ritzovy metody

V feSené oblasti € zvolime bdzové funkce, které jsou pro danou tlohu kine-
maticky pfipustné. V piipadé funkciondlu IT - rovnice (1.153) to jsou funkce,
které jsou na (2 spojité a jejich vhodna lineérni kombinace je schopna splnit
geometrické okrajové podminky. Piiblizné feseni hleddme ve tvaru linedrni
kombinace bazovych funkci

U(l‘,y,Z) = ”0($,y72)+2"i<;0i(27y;2)a

1
v(z,y,2) = wolz,y,2)+ Y vithi(z,y, 2), (1.189)
’U)(.’E,y,Z) = "UO(-'LHy,Z)'FZwiXi(-’E:y,Z)-

1

Funkce ug,vo,wo jsou vybrany tak, aby spliiovaly pfedepsané geometrické
okrajové podminky (1.7), tj.

Ug = -’(—1.—, vy = ‘{_), wo = W, na Pu.

Funkce ok, %%, xk Jsou linearné nezdvislé a spliuji homogenni geometrické
podminky (1.7), tj.

Pr = 07 ¢I€ = 0) Xk = 0) na I'y.

Neznamymi v takto formulovaném pfibliZzném feseni jsou koeficienty linearni
kombinace. V dalsim vidy zvolime bazové funkce tak, aby platilo

u=uyg+Nr, (1.190)
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kde N je matice bazovych funkci (v MKP nazyvanych
pri¢inkovymi nebo interpolaénimi funkcemi),
r  je vektor dosud neznamych zobecnélych posunt.
Pomoci geometrickych rovnic (1.2) ziskime aproximované pole deformace

e = 8 (uo+Nr)
= 8Tuy+ 8" Nr, (1.191)
e = €+ 8Br.

Fyzikalni rovnice (1.12) zapiseme pomoci (1.191) takto:
o=D(—-%+ Br). (1.192)

Pro zapis potencialni energie systému nejsou nutné. Uvadime je proto, aby
bylo patrné, jakym zpisobem se pii aplikaci Lagrangeova principu vypodtou
nakonec slozky vektoru o. Dosazenim aproximace (1.191) do (1.10) vyjde

W= %(E+ Br—%) D(s+ Br—z). (1.193)
Pomoci (1.192) a (1.193) déle rozvedeme funkcional (1.153)
n = %/ (E+Br—%)"D(E+ Br —&,)dQ
a . (1.194)
— (ul +r"NTYXdQ— [ (ul +rTNT)p dT.
Q Ty

Po provedeni naznafené integrace zjistime, ze II = II(r) je funkei prvku
vektoru r.

Extrém funkce o vice proménnych nastdva, jestlize prvni parcidlni deri-
vace podle vSech proménnych jsou rovny nule, coz zapsiano maticové dava

podminku

on

Rozepsanim tohoto vztahu obdrzime soustavu linedrnich algebraickych rov-
nic

/BTD(E+ Br—a,)dQ—/NTYdQ—/ NTFdl = 0, (1.196)
1 Q r

4

kterou muzeme piepsat standardnim zpusobem:

Kr=R,-R,. (1.197)
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Rovnice je symbolickym vyjadfenim zobecnélych podminek rovnovahy
diskretizovaného systému. Jednotlivé symboly znaéi

K = /BTDBdQ

Q
matici tuhosti systému,

R, = fBTDEOdQ+/NT7dQ+/ NTp dr
Q Q r,
vektor zobecnélého (transformovaného) zatiZeni,

R, = J[BTDEdQ
Q

vektor zobecnélych reakei.

Rozsifeni na ulohy dynamiky je snadné. Druhy integral v (1.196) se jen
doplni o sily setrva¢né, ¢imz vyjde

/BTD(E+Br-EQ)dQ-/NT(Y—pN;)dQ—/ NTFdT = 0. (1.198)
1 2

4

Z toho vyplyvaji nasledujici zobecnélé podminky dynamické rovnovéhy
diskretizovaného systému

Mi+Kr=R,-R,, (1.199)

kde
M= / NTpN dQ, (1.200)
[

Je matice hmotnosti systému.

Takto ziskana matice hmotnostt M byva oznacovana jako konzistentn{
matice hmotnosti. Pfi feSeni mnoha praktickych iloh se spokojime s jed-
nodus§im popisem setrvacnych vlastnosti systému - soustfedime intuitivné
hmotnost do jednotlivych uzlovych bodi, coz bude mit za néasledek, Ze ma-
tice M vyjde diagonalni.

Z podminek rovnovahy (1.197) ziskdme zobecnélé posuny r. Tim se po-
tvrzuje, Ze algoritmus odvozeny z Lagrangeova principu minima potencialni
energie odpovida deformaéni metodeé.

Na tomto misté ukdZeme rozdil mezi klasickou Ritzovou metodou a
MKP. V klasické Ritzové metodé jsou bazové funkce voleny na celé vy-
setfované oblasti a jejich volba je pfi komplikovanéjdim tvaru vysSetfované
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oblasti nebo pfi Casté zméné okrajovych podminek (podepfeni) znaéné ob-
tiZné, ne-li nemoina. MXP oproti tomu ma bazové funkce velmi jednodu-
ché, nenulové pouze v nejbiiz§im okoli jednotlivych uzlovych bodi - viz obr.
1.25. Chceme-1i v klasické Ritzové metodé zpfesnit FeSeni, musime piidat
dalsi, linedrné nezavislé bazové funkce. V MKP postupujeme obdobné. Ba-
zové funkce pfidame jednoduse tak, 7e vySetfovanou oblast rozdélime na
vice prvki. Na stejné oblasti vznikne vice malych kopecku, coz odpovida
zvysenl poltu (globalnich) bazovych funkei.

Obr. 1.25: Pfiklad bazové funkce v MKP

Silova varianta Ritzovy metody

K piibliznému feseni zobecnélou Ritzovou metodou slouzi podminka
(1.162). Pfedpokladejme, Ze neznamé slozky vektoru napéti mohou byt pfi-
blizné vyjadfeny ve tvaru linedrni kombinace pfedem zvolenych bazovych
funkei

o(z,y,7) =7(x,4,2) + ¥ _ Bioi(x,y, 2). (1.201)

i
Funkce & jsou vybrany tak, aby spliiovaly Cauchyho rovnice (1.1) a silové
okrajové podminky (1.6) pfedepsané na I',. Funkce o jsou linedrné nezavis-
1é a spliuji homogenni Cauchyho rovnice (1.1) a homogenni silové okrajové

podminky (1.6). Koeficienty lincdrni kombinace 3; hleddme. Pfedchazejici
vztah mizeme symbolicky zapsat ve tvaru

o=0+Sp0. (1.202)

S vyuzitim vztahu (1.13) obdrzime pro komplementarni energii vyraz

W= 5+ SBC(F + 58)+ (7 + SB)TE. (1.203)
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Jeho uplatnénim v (1.162) najdeme

= -/ [(T+SB8)TC(TE+SB)+ (T+ SB) &) dﬂ—/ pTwdr.
r

2/q
(1.204)
Obdobné jako v pfipadé Lagrangeova principu zjistujeme, ze II* je po
naznadené integraci funkei zatim neuréenych koeficienti linearni kombinace
B. Podminka extrému ma tvar

am*
55 =0 (1.205)

Rozepsanim tohoto vztahu obdrzime (p vyjadfime pomoci (1.202) v kom-
binaci s (1.6)):

/ [STC(7 +SB) + §T&0] dQ~/ STaTGdl = 0.  (1.206)
Q

"

Tato rovnice pfedstavuje zobecnélé podminky kompatibility diskretizo-
vaného systému. Je to soustava linedrnich algebraickych rovnic, kterou mi-
Zeme pfepsat v symbolickém tvaru

PB+4,-4,=0, (1.207)
kde

P = STCS d

je matice poddajnosti systému

A, = /ST(Cb"+Eo)dQ
Q
vektor zobecnélych deformaci zpusobenych pfedepsanymi
silami X, p a poéateéni deformaci &,

A, = / STnTwdrl

vektor zobecnélych deformaci zpusobenych pfedepsanymi
posuny u.

Z podminek spojitosti deformaci ziskdme parametry 3, které umoziiuji uréit
pomoci (1.202) pfibliznou hodnotu napéti v télese. To znamend, Ze algorit-
mus odvozeny z Castiglianova principu odpovida silové metodé.
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1.7 Podminky konvergence v deformacni va-
rianté

Reseni MKP spociva v nahrazeni spojité idealizované konstrukce soustavou
prvku. Piesnost feseni zavisi na

e zpusobu déleni feSené oblasti (po¢tu prvku a aproximaci tvaru hrani-
ce)

e aproximaci hledanych funkci po prvku.

Aby pfesnost feSeni mohla byt uvedenymi dvéma zpisoby zajiSténa, mu-
si byt splnény nasledujici podminky konvergence, kladené na aproximaéni
funkce

e spojitost
e uplnost.

Spojitost znamena, ze aproximované funkce (posuny, teplota ap.) musi
byt spojité jak uvniti prvku, tak na hranici mezi prvky. Spojitost tedy za-
Jistuje, Ze v disledku zatiZeni nevznikaji v soustavé prvki mezery. Pokud
Jsou neznamymi v uzlovych bodech pouze funkéni hodnoty (uziové posuny,
uzlové teploty ap.), potom musi byt ve vech bodech hranice mezi jednotli-
vymi prvky zajisténa spojitost pouze funkénich hodnot, tzv. C° spojitost.
Pokud vsak jsou nezndmymi v uzlovych bodech i derivace (napf. pootoéeni
normaly pfi feseni desek na zakladé Kirchhoffovy teorie), potom aproximaé-
ni funkce musi zajistovat téZ spojitost v odpovidajcich prvnich derivacich
nezndmych funkci ve viech bodech hranice mezi prvky, tzv. C! spojitost.

Spojitost je automaticky splnéna u taZzenych - tladenych a ohybanych
prutii, nebot jsou spojeny pouze v uzlovych bodech (priifezech). Pomér-
né snadné je zajisténi spojitosti pfi feSeni rovinné ulohy. Obtiznéjsi je to
v pfipadé feSeni tenkych desek a skofepin.

Uplnost budeme definovat s ohledem na feseni tloh teorie pruznosti.
Aproximaéni funkce spliiuji podminku plnosti, jestlize

a) jsou schopny reprezentovat pfemisténi prvku jakozto tuhého télesa,
tedy bez vzniku deformace a z ni plynoucich napéti

b) jsou schopny reprezentovat stav konstantni deformace. K pochopeni
tohoto pozadavku pomize ndsledujici piedstava: Bude-li konstrukce délena
na neomezené rostouci pocet prvki, stava se v limité kazdy prvek neomezené
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malym. Jestlize deformace na prvku bude konstantni, potom lze ziejmé
aproximovat v konstrukci libovolny priubéh deformace.

Pokud aproximaéni funkce spliuji podminky spojitosti a tiplnosti, fika-
me, ze prvek je konformni. Konvergence k pfesnému feSeni je v takovém
pfipadé monoténni. Nevyplyva z toho viak, Ze napéti jsou spojitd na hra-
nicich mezi prvky. Rovnéi tak z uvedeného neplyne nic pro rychlost kon-
vergence. Ta zavisi na stupni aproximaénich polynomi. Je Zddouci pouZivat
kompletnich polynomi piislusného stupné.

Podminka spojitosti nemusi byt spinéna a presto feseni konverguje
k pfesnému Fedeni idealizované konstrukce. Konvergence vsak jiZz neni mo-
noténni. Prvka, které nespliuji pozadavek spojitosti, je pouZivana zvlasté
pro FeSeni desek a skofepin celd fada. V kaZzdém piipadé véak prvek musi
spliiovat podminku dplnosti. Pokud jsou aproximaéni funkce spojité, ale ne
uplné, feseni konverguje (dokonce monotdénné), avsak k chybnému vysledku.

V ptipadé nekonformnich prvki, kdy je splnéna podminka iplnosti, av-
sak nejsou splnény podminky spojitosti, je tfeba provéfit, zda podmince
tiplnosti vyhovuje soustava prvki. Prakticky se test provadi tak, Ze se z né-
kolika prvka (patch) vytvoii jednoduchy konstrukéni prvek a ten se podrobi
zatizeni silami nebo pfedepsanymi posuny, které odpovidaji stavu konstant-
ni deformace na idealizovaném konstrukénim prvku. V anglické literatufe
se tento postup oznacéuje jako paich test. Shoda piedpokladu s vysledkem
vypoétu potvrzuje vystiznost modelu. Podrobnosti jsou uvedeny ve tfeti
kapitole.

1.8 Nelinearni systémy a kritérium stability

Ukazali jsme, Ze potencialni energie diskretizovaného systému je funkei po-
sunu ry, tj. II = II(ry, re,...) = O(r). Podminky zapsané ve tvaru

on

—=F—-R=0 1.208
or ( )
vyjadfuji fakt, #e vnitini sily 7 F jsou v rovnovaze s vné&jsimi silami R.
JestliZe se systém chova nelinedrné, vnitini sily jsou funkci posuna F =
F(ry,re,...) = F(r). Malému vzristu vnéjsich sil o dR piislusi pfirustek sil

Pod pojmem ”vnitini sily” se rozumi uzlové sily, které jsou vnitinim sildm
ekvivalentni. )
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vnitinich dF; = Y",(8 F;/8r;)dr;, neboli 3
=T {0 cr T T <
dFT = dr (EF =drK7T, (1.209)

kde K; = (8FT/8r)T je matice tecnové tuhosti. Jeji prvky jsou uréeny
vzorcem

0 F; &1
kij = — = —. 1.2
Y 8 Lg 0 ¢ (9 r; ( 10)
Rovnovaha na konci prirustku bude vyjadfena rovnici
Kidr=dR+R - F. (1.211)

Clen na pravé strané vyjadiuje nerovnovadhu mezi vnéjiimi a vnitfnimi
silami vzniklou linearizaci ilohy. Pfi numerickém feSeni se odstrafiuje iteraci
podminek rovnovahy. Podrobnosti jsou uvedeny v #l. 9.4.

S [ —————

Obr. 1.26: Fundamentaln{ draha

Prozkoumejme podminky stabilniho stavu v bodu A na fundamentéini
draze OAB (obr. 1.26). Za piedpokladu, Ze vnéjsi sily R jsou pevné diny,
uvazujme vychylku systému do vedlejsiho stavu zpisobencu malymi posuny

8Derivace skaldrni funkce f podle vektoru # je chipana jako operace sloupcového
operatoru (8/8r) na tuto funkdci. Jejim vysledkem je sloupcové matice {8f/0r} =
{8f/8r1,...,8f/8r,}T. Podle stejnych z4sad je vytvorena i derivace vektoru FT podle
vektoru r.
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ér . Potencialni energie systému II se zméni o

Al =1M(r+6r)-TI(r)
ol 1 o*n
= 6 i T —— ,'(S :
Zari " +2;;6ri8rj riori+
=) (Fi = R)ér; + %sz,j 8riérj + ... (1.212)
i i J

=6T(F-R)+ %&TKt«Sr + ..
= 8T + 62H + ...

Na fundamentalni draze je zajisténa rovnovaha, takze

1, o
ATl = 6210 = §6r1 K.6r. (1.213)
Rovnovazny stav je
stabilni > 0 pro vS8echny vektory ér
kriticky , jestlize 6%I1{ = 0 pro nékteré vektory ér (1.214)
nestabilni < 0 pro nékteré vektory ér.

Piedchozi vysledek nyni zobecnime na zakladé prvniho a druhého zakona
termodynamiky. Uceleny vyklad podal Bazant v [10]. Zde se dotkneme jen

Podle prvniho zakona termodynamiky (zachovani energie) je prirustek
vnitini energie, kterou budeme dale znacit obvyklym symbolem U misto
F;, roven soultu pfirustku tepla AQ prijatého télesem z okoli a priristku
prace vykonané vnéjsimi silami:

AU =AQ+ ArTR. (1.215)

S ohledem na druhy zakon termodynamiky uvazme pfiristek entropie
(T je absolutni teplota)

AS = ATQ+AS,-. (1.216)

Prvni ¢len je dan tokem tepla do télesa z okoli, zatimco AS; vyjadfuje vnitf-
ni pfirtstek entropie v konstrukci. Podle druhého zdkona termodynamiky
zména stavu AS; < 0 nemulfe nastat, pfipad AS; = 0 muZe nastat
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(zména zachovavajici termodynamickou rovnovahu, ktera je vratna), pii-
pad AS; > 0 vyjadfujici nevratné procesy mus? nastat (disledné vzato pfi
kazdém redlném pietvarném procesu dochézi k disipaci energie).

V souladu s témito zdvéry je rovnovazny stav stabilni, jestliZe systém
nemuZe vyvolat zménu svého stavu sdm od sebe. Kritérium (1.214) tak
nabude obecnéjsiho tvaru. Rovnovazny stav je

stabilni < 0 pro vsechny vektory ér
kriticky , Jestlize 6S; < = 0 pro nékteré vektory ér (1.217)
nestabilni > 0 pro nékteré vektory ér.

Stabilitni kritérium se obvykle vyjadfuje pomoci stavovych funkci. Za-
kladni stavovou funkci je vnitini energie, jejiz pFirustek vyjddfime pomoci

(1.215) a (1.216) ve tvaru
AU =ArTR + T(AS - AS). (1.218)

Predchozi vyjadieni je vhodné pro pfipad AS = 0, ktery pfi zachovani
termodynamické rovnovdhy (AS; = 0) odpovida adiabatickym deformacim
AQ =TAS = 0 (pfi velmi rychlych deformacich je zména energie zptiso-
bena vedenim tepla zanedbatelnd).

S vnitini energii je spojena tzv. Legendreovou transformaci

F=U -TS (1.219)

Helmholtzova volna energie, jejiz pfirustek

AF = AU — A(TS) = ArTR — S AT — TAS;. (1.220)

Je vhodn3 pro izotermické deformace (velmi pomalé, takze je dostatek ¢asu
na zajidténi teplotni rovnovéahy).
Zobecnénim koncepce potencialni energie II jsou stavové funkce F resp.
U, pro néz
AF = AF - ArTR = -S AT - TAS;,
AU = AU — ArTR =-TAS —TAS;.
Kritérium stability vyjédiirﬁe nyni takto:
Rovnovainy stav konstrukce je pfi izentropickych podminkich (AS = 0)

stabilni 1 >0
kriticky , Jestlize 62U = §6rTK5(u) ér = -T6S;{ =0
nestabilni L <o0.

s DAL A ottt i o <L
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Rovnovainy stav konstrukce je pfi izotermickych podminkach (AT = 0)

stabilni 1 >0
kriticky , jestlize §°F = EérTKT(V) br = =-T6S5;{ =0
nestabilni <0

Argument v = dr/(drTdr)'/? ukazuje, 7e stavové funkce U i F, resp. ma-
tice teénové tuhosti Ks 1 Kp jsou obecné drdhové zavislé. U nékterych
materidli, jako je pruincplasticky material s deformaénim zpevnénim, mo-
hou byt matice K na v nezavislé, pokud se vektor v pohybuje v uréitém
sektoru (napi. kuzeli) vymezeném ve vicerozmérném prostoru o soufadni-
cich dry,dra, ... . Pro sektor vyznaceny v obr. 1.27 jsou matice K nezavislé
na sméru v na drahiach 1 a 2.

drp

Obr. 1.27: Sektor drahové nezavislosti

Termodynamické kritérium stability lze interpretovat takto:

Jestlize se konstrukce stane nestabilni, energie TAS; > 0 ji uvede do po-
hybu (kineticka energie). V pfipadé disipativnich procesi, jako je vazkost,
plasticita, vnitfni tfeni, poSkozeni a lom, se tato energie nevratné zméni
v teplo.

Je-li konstrukce ve stabiinim rovnovainém stavu, pfedstavuje energie
—TAS; > 0 praci vngjsich sil, kterou je tfeba dodat, abychom konstruk-
ci z rovnovazného stavu vychylili.



Kapitola 2

Prutové konstrukce

V této kapitole vylozime feSeni pruti pomoci dvou zakladnich variant prin-
cipu virtualnich praci, respektive variaénich principu. Jak je obvyklé ve
statice prutovych konstrukci, nebudeme energetické funkciondly vyjadfovat
v napétich, ale ve vnitinich sildch. Proto nejprve pfipomeneme nejdulezitéjsi
vztahy, jimiz se vnitin{ sily fidi. V technické praxi se ¢asto setkdvime s ohy-
banymi pruty (nosniky), které spoéivaji jakozto zakladové pasy na pruzném
podlozi. K tomuto 1igelu jsme vybrali Winkleruv-Pasternakiv model pruz-
ného podkladu, ktery je jednoduchy a z praktického hlediska dostate¢né
vystizny.

2.1 Zakladni vztahy pro prut

2.1.1 Transformace zakladnich rovnic pruznosti k pri-
Fezu

Uvazujme prut zatiZeny v roviné uréené osou prutu z, kterd prochazi tézis-
tém prafezu C, a osou soumérnosti prifezu z (obr. 2.1). Jedn4 se o rovinny
piipad namahani, ktery v prufezu zpusobuje normalovou silu N, posou-
vajici silu @, a ohybovy moment M, . Vnitini sily jsou s napétimi svdzany
podminkami ekvivalence

N, :/or dA, Q, :/TJD,Z dA, M, :/sz dA. (2.1)
A A A

81



82 KAPITOLA 2. PRUTOVE KONSTRUKCE

w

Obr. 2.1: Piimy prut

Utinkem smykovych napéti dochazi k deplanaci prifezu, jak je patrné z obr.
2.2. S vyjimkou bodii A a B, kde je smykové napéti 7., = 0, a tedy i zkoseni
Ye: = Tz /G = 0, se teéna k deformovanému prufezu odchyluje od kolmice
k deformované stiednici prutu (teoretickd normala).

V technické praxi se osvédéil vypoéet zkoseni prifezu za pfedpokladu,
Ze smykové napéti je po vysce prifezu rozlozeno rovnomérné (obr. 2.2 dole).

Primérnému napéti  odpovida primérné zkoseni ¥ uréené tihlem mezi
teoretickou normalou a pseudonormalou AB. Fyzikalni vztah mezi pri-
mérnym zkosenim 4 a prumérnym smykem 7 zapiSeme ve tvaru

T=k G']. (22)

Konstanta k se uréi z podminky rovnosti praci skuteénych napéti (obvykly
soudinitel 1/2 nepiseme)

Q? / $2(2)
z2Yzz dA = dA
/ 1244 =5 ], 0

a zprumérovanych napéti

Q2
T7dA =19A = —*=..
/A 7= ¥4G

Porovnanim obou vyrazi vychazi

sz(z)
A/ B2(z)

(2.3)
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V piedchozich vzorcich zna&i A prifezovou plochu, I, moment setrvaénosti
prufezu a Sy staticky moment &asti prufezové plochy, odiiaté fezem Sitky b
v trovni z, k ose y. U obdélnikového prufezu je £ = 5/6.

yr_ ............ - — XU

‘e (_'na\ A\,—teorehcka norméla

|
i
+

Obr. 2.2: Piedpoklady o deformaci prutu

Pfedpoklad, Ze prufez zistdva po deformaci rovinny, neni vak kolmy
k deformované stfednici prutu, pfijali Mindlin, Reissner, TimoSenko ad. Pro
urcitost jej budeme déle nazyvat Mindlinovou hypotézou.

Podle ni a v souladu s obr. 2.2 lze vypoéitat vodorovny posun u zpiiso-
beny ohybem (pootocenim prifezu ¢y ) a protazenim stfednice

u(z,s) = us(z) + py(2)2. (2.4)

Geometrické rovnice umoziuji vypoéitat relativni prodlouzeni podélného
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vldkna 6 p 4
v _du, dpy
=5 T Ia +— 7 ez(z,z) (2.5)
a zkoseni 6 8 d
u w w
=5t =t =@ (2.6)

P#i posledni ipravé jsme pfijali druhy obvykly pfedpoklad u prutg, ze svislé
posuny se po vy3ce prufezu neméni, tedy w(z, 2) = w(z).
Rozvedenim fyzikdlnich vztahit pomoci (2.5) a (2.6) vychazi

_ _ _ du, dyp, _
6z = E(e;—%) = E(dm +Ti;-z—eo)
2.7)
r = kG = kG (g, + 2%
- 7 - T az )

S vyuZitim pfedchozich poznatki a s uvdZenim, Ze osa y prochdzi tézistém
Cy, nabudou vyrazy (2.1) pro prifezové sily tvaru

N, = Ea%% 7,
dz

M, = EI,,% — Mo, (2.8)

Q: = kGA(py + dw)

dz

kde

N = E‘/ Zo(z,z)dA, M, = E/ Zo(z,2)z dA. (2.9)

A A

Je-li pogateéni deformace zplisobena oteplenim Zy = aT(z, z), dostaneme

No=Nr = Ea/TdA, Mo=Mp = Ea/ TzdA. (2.10)
A A

Sily oznacené pruhem jsou vnitfnimi silami pusobicimi v konstruci, kterd
se nemuze deformovat (du,/dz = 0 , dp,/dx = (). Poznamenejme jesté, ze
£o resp. T mohou byt nanejvys linearnimi funkcemi proménné z, aby byl spl-
nén pifedpoklad o zachovani rovinnosti priifezii po deformaci (kompatibilita
sousednich elementi).

Zanedbame-li vliv posouvajicich sil na pfetvoieni prutu vyjde z pod-
minky

dw
1=+ =0 (2.11)



2.1. ZAKLADNI VZTAHY PRO PRUT 85

vazba mezi pootoéenim priifezu a prithybem

dw

Py = ——5—

ot (2.12)

Reseni konstrukei podle (2.12) odpovida Bernoulliovu pfedpokladu o zacho-
vani kolmosti pfi¢nych fezl k deformované stiednicové ose prutu. Druhy ze
vzorcu (2.8) ma v takovém pripadé tvar

2
M, = (EI,,‘; =+ Mo) (2.13)

Vnitini sily musi spliiovat tfi podminky rovnovahy na diferencidlnim
elementu prutu (srov. [68])

dNe 2 _o 4Q: 7 _, dM,
o tfe=0 = +f, =0, —L4m Q=0 (214)

Z poslednich dvou rovnic lze vylouéit posouvajici silu @, coz vede k rovnici

d*M v dm,

dz? ' dz

Piedchozi vztahy vyuZijeme pfi vypoétu ramovych konstrukci. Rostové

konstrukce jsou kromé ohybu namdhany kroucenim. Kroutici moment M,
je svazan s relativnim dhlem zkrouceni dg, /dz vztahem

+7z =0. (2.15)

dys
M:z: - GIk dr s (216)

kde Iy je moment tuhosti priifezu ve volném krouceni. U masivnich prifezi,
Jjejichz tvar se alesponi zhruba blizi kruhu, se I vyjadfuje pfiblizné vzorcem

A4

h=my

(2.17)

------

vypotitat pomoci MKP, jak je popsano v él. 7 1.
Diferencidlni podminka rovnovahy krouticich momenti ma tvar

dM,
dz

kde i, je spojité kroutici zatiZzeni. V obr. 2.1 je vyznaéeno ¢arkované.

my; =0, (2.18)
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2.1.2 Prut na pruzném podloii

Zakladové pasy jsou modelovany jako nosniky spodivajici na pruiném pod-
lozi. Pro vertikalné neohraniceny podklad se nejcasté)i pouziva Boussinesqo-
va teorie pruzného poloprostoru, pro podklad tvofeny ohraniéenou vrstvou
tloustky h obr. (2.3) je vhodny Winklerav-Pasternakiv dvouparametricky
model. Omezime se na tento pfipad a pro jednoduchost budeme piedpokla-
dat, Ze vrstva je homogenni a izotropni.

XU

oblast¥
zéklad. pds
e y:T
i Y pruznd
* h vrstva
z,W

Obr. 2.3: Pis na pruzné vrstve

Déle budeme pfedpoklddat, ze vodorovné posuny u, v jsou zanedbatelné
ve srovnani se svislym posunem w !. Za piedpokladu, Ze zndme pribéh
posunti w po tloustce vrstvy (pro uréitost si mysleme, ze funkce ¥ popisujici
tento prubéh byla zjisténa experimentilné), muzeme psat

u =0, v =0, wzyz2)=uw(zmyl)y(). (2.19)
S vyuzitim geometrickych rovnic (1.2) najdeme

Er = 0, 6y = 0, Yy = 0,

_ ¥ - Qﬂd, - 6_"’,/, (2.20)
Ez—-'wdzy 7”*'3:: ) 7yz—ay ,

Podminky u = v = O urluji zvlastni druh anizotropie, kterd charakterizuje tzv.
Westergaardiiv material. Jeho podrobnou analyzu podal Hanuska v [29]. Ukazal, Ze pred-
poklad o neroztaZitelnosti podlozi pfi zachovéani platnosti Hookeova zakona (1.12) vede
na nekonzistentni feseni, coz ma neblahé disledky na analyzu napjatosti uvniti podlozi.
Disledné odvozeni teorie neroztazitelného podloii vyziaduje vyjit z transversilné izot-
ropnich téles s péti materidlovymi konstantami a k vysledkiim dojit limitnim pfechodem
téchto konstant. Na druhé strané modely zaloZené na apriornich pfedpokladech o nerozta-
zitelnosti podlozi poskytuji dobrou aproximaci svislych posunti povrchu. Vystihujf proto
i tuhost podlozi, kterad nas pfednostné zajima z hlediska interakce podlozi s konstrukci.
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kde w = w(z, y,0).
Vzhledem k pfedpokladim (2.19) se vzorce pro vypocet napéti zjedno-
dusi na tvar

dv dw dw
o, = Eoedwg;) Tez — G‘a—z"/), Tyz = G—a—y'l/J, (2.21)

kde podle tab. 1.1 je oedometricky modul

21-v)  E(1-v)
1-2v  (1+v)(1-2v)

Epea =G (2.22)

a modul pruznosti ve smyku

E

Separace proménnych ve vztazich (2.19) az (2.21) umoiziiuje vyloucit
zavislost feSeni na proménné z. Za tim ucelem nejprve vyjadiime virtualni
praci vnitfnich sil, a to pomoci vztahu (2.20) a (2.21). Provedeme-li ve
vztahu (viz odst. 1.6.1)

(2.23)

§E; = / (6,02 + 6Ye2Tez + 67y2Ty;) A, (2.24)
)
kde v s 5
be, = 6w$y 6%, = E(éw)lﬁa 67yz = 6_y'(6w)¢y
integraci po tlousfce vrstvy, snadno zjistime, Ze

0 dw 0 ow

Integraéni oblast Q Je vyznalena v obr. 2.3. Nové odvozené materidlové
konstanty souviseji se vstupnimi parametry E a v vztahy

A dy\? _3
—/OEOEd (E) dz  (Nm™>),

h
C; = /th?dz (Nm™1).
0

Ci

(2.26)

Podrobnou analyzou vrstvy lze ukdzat (viz [51]), Ze prubéh funkce v
je zavisly na dvou vstupnich konstantich E a v a poméru b/h (obr. 2.3).
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Obr. 2.4: Zavislost C1,C2 na poméru b/h a E
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Disledky této zavislosti jsou patrné z obr. 2.4, ktery slouii k rychlému
stanoveni konstant C; a Cs.
Vyraz (2.25) umoziiuje definovat dvé ekvivalentni smykové sily

dw dw
qr: = C'g—é—;, qyz = Cga—y, (227)
které pracuji na virtualnich zkosenich 8(éw)/dz, d(6w)/dy a jejichZ virtual-
ni prace je rovna Ghrnné praci smykovych napéti 7., a 7y, nerovnomérné
rozloZenych po tlousfce vrstvy.

Vyse uvedené poznatky umozni vysetfit sily, jimiz podloZi pisobi na
deformovany zdkladovy pds pfi ohybu v roviné zz a pfi krouceni kolem osy
z. Vyjdeme ze zakladniho deformaéniho stavu - rovnomérného zatlaéeni
pasu do podlozi podle obr. 2.5.

=7

~ L emytont koing

-

dw

Wo

A
v, 7

fo
Obr. 2.5: Rovnomérné zatlaéeni pasu do podlozi

Necht fo = —qy.(b) je ekvivalentni mérnd smykova sila (Nm—l), kterou
¢ast zeminy pod pasem pusobi na odiatou éast vpravo y > b a zatladuje ji
doli. Vzhledem k odnaté Zasti se fy jevi jako vnéjii sila konajici virtualni
praci (uvazujeme pruh sitky Az = 1m)

_6Ee = fOéu’Oa

kde E. je potencialni energie vnéjsich sil.
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Ohybova plocha je v tomto specialnim pfipadé nezavisla na proménné
z, takZe princip virtualnich posunu

6(E'e + E,') =0
nabude tvaru

o0 d dw

Druhy élen integralu upravime integraci per partes:

dw e d>w
(‘f" e [ﬂ) sunt [ [ovn-cuz | ouar=o

Pii této tipravé jsme uvazili, ze dw/dy — 0 pro y — oo.
Rovnice bude splnéna pfi libovolnych virtudlnich posunech, bude-li platit
podminka rovnovahy svislych sil

d2w
C’lw—C'gd—y2 =0, proy>b (2.28)

a okrajova podminka (viz téz vzorec (2.27))

fo= _Qyz(b) = —-C, [((11_1;1} L . (2.29)

Reseni rovnice (2.28) umoziiuje stanovit tvar smykové kotliny vyznatené
na obr. 2.5. Elementdrni vypocet dava

w(y) = woe” V % (y_b), proy > b, (2.30)
fo = wo/C1Cs. (2.31)

Vzorec (2.30) md velky prakticky vyznam, nebof poskytuje snadny odhad
délky smykové kotliny L, . Indexem &, kterému ptislusi dostateéné malé &islo,
uréujeme podle obr. 2.5 misto, kde je pokles povrchu z praktického hlediska
zanedbatelny. ReSenim rovnice

gwg = woe VY &y Le
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Obr. 2.6: Segment podlozi pod zdkladovym pasem

[Cy [Cy 1
e = —\/ =~ =4/=In-. 2.32
L c. Ine C: In . (2.32)

Piedchozi vysledky nyni zobecnime. Uvazujme segment podlozi pod pa-
sem délky ! (obr. 2.6). Zdkladovy pas pisobi na podlozi mérmym zatize-
nim ~f,(f, = fP°4 je podle obr. 2.1 zatizeni, kterym piisobi podlozi
na pas), dile spojitym momentovym zatizenim —mg, —my, a koncovymi
silami [-Q,, —M,, —M,)E=} . Se silovymi faktory jsou sdruzeny veliciny
wo, Pz, py = —dwg/dzr popisujici pfetvofeni kontaktni plochy pod pasem.
Jejich vzajemny vztah ziskime opét aplikaci principu virtualnich posuni,
ktery umozni vylouéit zavislost Feseni na proménné y. Za tim téelem vy-
Jjadiime svisly posun w = w(z,y) obecného bodu povrchu pomoci vzorce
(2.30)

najdeme

w(e,y) = { wo(z) + ¢z (z)y, pro |y| <b (233)

wo(z) + pr(x)b]e” VS pro y>b.
[wo(z) + ¢z ()
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Uplatnénim této aproximace ve variaéni rovnici
6(Ele + El) = 01

neboli

i
/ (f2°% swo + mE°¥ 6o, + mE°¥bip, )d + [Q.6wo + Mbipr + Mybp, 1224

// [Clw5w+c2<gw6;:’ ‘;Zaa‘sw)]d dy=0, (2.34)

dostaneme po tipravé, spolivajici v integraci a formalnim pfeskupeni élenn,
nasledujici vyjadieni

[ {swols 42 (C+ VG

C3
+ by {my+2(c2b+" ’é‘i‘ ‘Pyjl

+ bp, [mz + 22 (c L % + clcz) %} (2.35)

déps .5 b 1 [C3) do,
+ iz —2b (Cg§+-2- '51— 1z dz

+ [Q:6wo+ M bp, + My‘sﬁoy]::) =0.

Posledni &len v integralu upravime integraci per partes. Jedna se o béiny
vypodetni postup, ktery neni tieba prochdzet. Ma-li byt rovnice splnéna
pii nezavislych variacich dwo, é¢ , 6y, musi byt soucinitelé u variaci rovny
nule, takie

ol = g (Clb + f—_clc2) " (2.36)
m;o'“' = -9 (Czb + .512, /C /C1> Py =2 (Cgb + —\/C:’/Cl)
mpodl. = _gp2 (Clb /3 + C'bz C;Cz) Pz

1 & o,
+ 2 (C b3+ \/03/01) %
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Na okrajich £ = 0 a z = musi byt splnény vztahy

Cy ) de
—_ — — __9p2 2 z
Q:=0, M,=0, M;=-2b (Czb/3+ 01) 1

Index nula jsme u posunu w vynechali kvuli dalsimu pouziti.
Zahrnutim ziskanych vysledkt do (2.15) dojdeme k diferencidlni rovnici
ohybu prutu-na pruzném Winklerové-Pasternakové podloii:

d2M dm,
- +_d'2v.+f +[z(,(c’2d 2—Clw)] =0, (2.37)
kde 1
Ci' = Cl + = V Clcza
3 (2.38)
C; = C; + CI

Zduraziujeme, zZe §itka zdkladu je oznacena 2b. Vyraz v hranaté zavorce
v rovnici (2.37) vyjadfuje reakci pruzného podkladu. Obdobnym zplisobem
upravime i diferencialni rovnici (2.18):

dM, _ LAror _
=+ 7+ [Qb (04 T2 —Cago,)J =0, (2.39)
kde 1
C; = §Clb2+02+b\/clt'2

(2.40)

1 Cc3

* It b2
i 3C C

Vyraz v hranaté zavorce opét vyjadiuje reakci pruzného podkladu.

2.2 Tazeny - tlaceny a ohybany prvek

2.2.1 Silova varianta feSeni

Prvek na obr. 2.7 je umistén v lokalni soustavé soufadnic a pfenasi osové
sily (taZeny-tlateny prvek) a ohybové momenty a posouvajici sily (ohybany
prvek). Za pfedpokladu rovnomérného rozdéleni zatizeni fzy f, po délce
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Obr. 2.7: Prvek v lokalni soustavé soufadnic

prutu je soustava sil vyznaéenych na obr. 2.7 v rovnovaze. Ze Sesti zobecné-
lych koncovych sil jsou tfi veli¢iny (osova sila 8 a momenty 82, 83) tvofici
vektor B = {B1, B2, 83} nezavislé, sbyvajici silové faktory jsou svazany
tfemi podminkami rovnovahy na prvku - dvéma silovymi a jednou momen-
tovou.

Rovnovainé vnitini sily jsou vyjddfeny nasledujicimi vzorci (z = £l):
Normalova sila

No(§) = By + F.i(1-¢), (2.41)

ohybovy moment

My(€) = —P2(1 - )+ﬁa£+ (1 -¢). (2.42)
Konetné posouvajici sila podle druhého vzorce (2‘14)

P2t Ps +/33 [5_1(1 - 2). (2.43)

Q:(§) =

Deformace odpovidajici vnitinim silim vypoéteme ze vzorct (2.8). Pocateé-

ni deformace €, budeme povazovat za dusledek rovnomérného otepleni T' a

nerovnomérného otepleni (Ty — Tj) linedrné rozdéleného po vysce prifezu.

Rozdéleni teploty po délce prutu je konstantni. Osova dilatace zpisobena
normalovou silou

du,

dz

Zména kiivosti zpusobend ohybovym momentem

1 —
= 5[0+ Tl = )] + aT. (2.44)

dpy

Tz = EL [ ﬁ2(1—5)+53€+ 5(1— )] T_Th

h )

(2.45)
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kde h je vyska prufezu.
Zkoseni zpusobené posouvajici silou

1 [B2+p83 _le
= e [ 5 29 (2.46)

Ve vzorcich (2.44) a (2.45) zna&i T = (T4 +75) zménu teploty v ose prutu,
indexy d a h jsou oznafena dolni a horni vldkna prutu.

Pridrzime se maticového vyjadreni Castiglianova principu z odst. 1.6.4
a zavedeme analogicky pfepis vztahd (2.41) az (2.46). Musime si vsak uvé-
domit, Ze maticové symboly budou mit ponékud jiny vyznam, nebof nepra-
cujeme v napétich, ale v prifezovych sildch. V disledku toho se integrace
pies objem prvku zredukuji na integrace po jeho délce. Rovnice (2.41) aZ
(2.43) zapiSeme maticové takto

fA(1-¢
Mo () 10 0 5 fl(2 )
M) $=10 -(1-9 ¢ By b+ L2 g(1-¢)
1 1
Qz(f) 0 7 —I' ,33 _22'(1_26)
neboli
a(€)=SE)B+7(¢). (2.47)

Obdobné pfepiseme i rovnice (2.44) az (2.46) vyjadiujici materidlové
vlastnosti prvku:

e(§) = C[S(E)B+ (&) +7u(€), (2.48)
kde
1
EA 1
C= o 1 (2.49)
kGA

Jje matice poddajnosti prifezu a

T
%o {aT o L= Th ,o} (2.50)
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vektor pocateéniho pietvofeni zplisobeného zménou teploty. Vyznam zby-
vajicich symbolu je evidentni.

Rovnice kompatibility deformace je vyjadfena rovnici (1.207). Matice
poddajnosti prvku je uréena vzorcem

p — /OsT(.g)CS(g)zdg

- i -
LI 0
EA 1 1 (2.51)
= |0 sEtY  gErte |,
! !
KR AR I R

kde 6EI
— Y

K= T GAR (2.52)

K uvedenému vysledku jsme se dostali tak, zZe jsme matice v integrandu
rozndsobili a poté integrovali kazdy prvek vysledné matice v mezich od 0 do
1. prrava mezi odpovida transformaci z = €I, ktera prvek délky I pfevadi
na prvek jednotkovy.

Stejné formalné lze propoéitat vektor t¥i deformaci (protazeni prutu A
a pootoceni koncovych priifezti prosté podepfeného nosniku 9, 92) zptso-
benych vnéjsim zatiZenim a oteplenim (obr. 2.8)

1
a, = [ sT@Icao +a©a
0

()
2.
1B _ol(Ty —Th) (2.53)
=\ "aEn (Y 2h
.5 od(Ty — Th)
24EI, | 2h

Za predpokladu oboustranného vetknuti prvku dosadime do rovnice
kompatibility (1.207) A, = O. Z redukované rovnice

P3,+4,=0
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vypoclteme tfi koncové zobecnélé sily na oboustranné vetknutém prvku
ﬁp —_- —P_IAP (254)
- T
_ Fol = 12, — 1o oy — }
{ _(T+NT)) '1_2fz1 +A{T; 12fz1 +MT) 4
kde - EA )
—-— 0 0
l
~ 2EI,(2+ ) 2EL,(1-«&)
-1 _ o y y
Pl=K=10 (1 +2k) 11 + 2x) (2.55)
0 2EI,(1-k) 2EL,(2+k)
L I(1+2k) (1+2x) |

je (z0Zend) matice tuhosti prvku.
Naopak, kdyby prvek doznal pfi nulovém vnéjsim zatiZeni a otepleni
koncové deformace A, = 7 = {A,d;,92}7, koncové sily by musely mit
podle (1.207) hodnotu
B =P~ 'F = KF. (2.56)
V zavéru odst. 1.6.3 jsme se zminili v komentafi k matematickym mo-
delim MKP o uziteénosti pfechodu od silové varianty feseni k deformaéni
(posunové) varianté. Probirany prvek umoziuje tento prechod dobie ilust-
rovat. Cilem transformace je sestaveni zdkladni rovnice deformaéni metody
(1.197) pro prvek. Protoze jej vyjimame z konstrukce, musime vektor trans-
formovaného zatizeni R, doplnit o vektor koncovych sil R, jimiz na prvek
pusobi okolni ¢ast. Oba druhy sil R i R, totiZ maji pfi uplatnéni principu
fezu povahu vnéjsich sil. Zakladni rovnici deformaéni metody zapiSeme ve
tvaru
Kr=R+R,. (2.57)
Pfechod od (2.54) a (2.56) k (2.57) vyzaduje znat vztahy mezi tfemi
parametry ryzi deformace A a Sesti zobecnélymi posuny
{r1, ro, 73 T4, Ts, TG}T
= {u, w, Piy, U2, Wz, Sozy}T,

které v sobé zahrnuji i tFi stupné volnosti, jez ma prvek jako tuhé téleso.
Soutasné musime znat vztah mezi tfemi nezdvislymi silovymi faktory 8 a
Sesti zobecnélymi koncovymit silami

R = {Rl’ R2a

r =

(2.58)

R3, R4, Rs, Re)7, (2.59)



98 KAPITOLA 2. PRUTOVE KONSTRUKCE

které jsou svazany tfemi podminkami rovnovahy. Pfislusné souvislosti jsou
vyjadieny vztahy (2.60) a (2.61), které jsme sestavili pomoci obr. 2.8. Plati

Obr. 2.8: Zavislost koncovych sil

(A ) -1 00 1 0 0 U
1 1 w1
_ 0 —— 1.0 = 0 P1y
<191 } - l l us )
1 1 s
| 9, | [ 0 -7 00 71 -
( Ry ) (=) -1 0 07
Rs ] o 0 1 0 gl
1 R = o (Tl 1 o o 5 |
JA 11
\RGA L 0 ) L 0 0 1_‘

vty

Piehlednéjsi je zapis v kompaktnim tvaru
T = Tr (2.60)
R = R+T78. (2.61)
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Jé formalnim vyjadienim Krohnova teorému, podle kterého jsou matice vy-
stupujici v geometrické rovnici (2.60) a v silové rovnici (2.61) vzédjemné
transponované.

Podle (2.54) a (2.56) je vektor B souétem dvou &lend

B=P l(7-A4,)=K(F-a4,). (2.62)
Kombinaci vzorci (2.60) az (2.62) obdrzime hledané vyjadient
K=TTKT (2.63)
A(1 + 2k) 0 0 _A(1 + 2¢) 0 0
21, 21,
3 6 3
7T 0 7771
3
_ 2FEI, (2+k) 0 7 (=%
{1+ 2x) A(1 + 2¢) . .
2,
sym 6 3
v ?d
! (24 ) ]
Pfipominame, Ze soutinitel x je definovan vzorcem (2.52). Déle vyjde
R,=-R+TTKA,. (2.64)

Jednotlivé prvky vektoru R, jsou vyjadfeny takto
1 - _—
RpS = - ﬁlez + MT):

12 5 —
Rp6—1—2le +MT,
kde

- T
P
Vektor transformovaného zatizeni R, obsahuje zobecnélé koncové sily, kte-
rymi prut plisobi na podpory. Zaporné vzaté hodnoty (—R,) naopak vy-
Jadruji koncové sily na dokonale vetknutém nosniku. Z tohoto pohledu je
vhodné porovnat 4., 3. a 6. prvek vektoru (-R,) s prvky vektoru 8, vypoc-
tenymi ze vzorce (2.54).

Nr=EAaT, My = EIyaTd (2.65)
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2.2.2 Deformacni (posunova) varianta feseni

Podobné jako jsme v odst. 2.2.1 vysli z Castiglianova variaéniho principu,
v pfipadé deformaéni varianty obratime pozornost k principu Lagrangeovu.
Fyzikdlnim vztahum (2.8)

du,
N, EA 0 0 dz ol
dy Tq—Th
M, = 0 EI 0 —ry - .
v v dz *h
Q ¢ 0 kGA dw 0
? byt dz
odpovida podle odst. 1.6.4. formdlni pfepis
o =D(e—7), (2.66)

kde D = C~! je matice tuhosti prifezu prvku.
Potencialni energie systému je podle (1.153) souétem potencialni energie
vnitinich sil

1
E; = %/ (C—EQ)TD(C—EQ)ldf (2.67)
0
1 /du, 2 dey, Tai—-Th\’
= 5/; [(d:z—aT) EA+(d.1: -« 7 ) El,
dw\?
+ oy +——) kGA|ld¢
dzx

“ a potencialni energie vnéjsich sil

1 — _—
E.= _/ [u,f, + wf,]id¢ — rTR. (2.68)
0

Viimnéme si, Ze do potenciilni energie vnéjsich sil patfi i energie koncovych
sil (2.59), jimiZ odfiata &dst pusobi na vyjmuty prvek.

Vypoéet podame za stejnych pfedpokladi jako v odst. 2.2.1, tj. zatiZeni
fz, f. azména teploty stiednice prvku T = %(Td +Th) jsou po délce prvku
konstantni, po vysce prifezu ma zména teploty linedrni pribéh.

V Ritzové metodé vyjdeme z aproximace funkei u,, ¢y, w, které musi
zajisfovat spojitost deformaci v konstrukci. Protoze kompatibilni model a
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priori nevyzaduje splnéni rovnovahovych podminek (2.14), mizeme vyjit
z pfetvofeni nezatizeného nosniku, které je zpusobeno jen piemisténim a
pootoéenim koncovych prifezi, tedy slozkami vektoru (2.58).

Vychozim krokem je aproximace osovych posuni

uy = (1~ &uy + Euy (2.69)

a pruhybu

w = [1—¢€%(3-20w; - &(1 - €)%, (2.70)
+ (3= 20w + (1 - EIa,

které jsou za pfijatych pfedpokladii pfesnym FeSenim ulohy.

Geometrické znazornéni kubickych bazovych funkei u jednotlivych pa-
rametri w, ¥y, ws, J; je patrné z obr. 2.9. Parametry ¥,, ¥, pfedstavuji
pootoéeni te€ny k ose prutu v krajnich prifezech a jejich kladny smysl je
shodny s kladnym smyslem rotace prifezi @1y, p2y. Z toho vyplyva, ze

,91:_(11_{) , 192____(@.) .
dz £=0 dz £=1

Zbyva nalézt aproximaci funkce ¢,. Vime, Ze pfi nulovém zatiZeni f, je

U-£+282-£3)
((%2-53): S;/\
}

i o
+ 4

1[ 382,283 3%

Obr. 2.9: Kubické bazové funkce

podle druhého vzorce (2.14) posouvajici sila podél prvku konstantni. Vzhle-
dem k tfetimu vzorci (2.8) musi proto platit

Py + i—w = v = konst. (2.71)

z
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Parametr v vylou¢ime z pozadavku, aby aproximace w a ¢, splnily momen-
tovou podminku rovnovahy (2.14):

d?p
El,—— = kGAy. (2.72)
Spojenim vztahi (2.71) a (2.72) vyjde
El, #w  EI, dw

Y TkGAdz® kGADP d€d

2.73
_ QK[wz—w1+191+192} (2.73)

{ 2

Soucinitel « je stejny jako ve vzorci (2.52).
Zname-li v, miZeme pomoci (2.71) vyjadfit dhly ¥; a ¥,. ReSenim sou-
stavy rovnic

Wy = o1yl —yl= 1yl + 26(wy — wy) — k(11 + I)
W, = (,Dzyl - 71 = (ngl + 2K(’w1 - ’wz) - fc('!?ll + !921)
vypocteme
9, = ———l—[2icw1 + (1 + K)p1yl — 26wa — Kpayl]
1426 9
1 (2.74)
9y, = m[?.nwl — K1yl — 26wa 4+ (1 + k)2, l].

Koneéné podle (2.71) je v obecném priifezu

_ dw  1]dw L5 3w
PyEYT U T T4 Tedes |
Uplatnime-li vyrazy (2.74) ve vztazich (2.70) a (2.75), obdrzime finalni vzor-
ce pro aproximace

(2.75)

1 {11+ 2K) — 25 — 362 + 263 wy

YT Ty
+ -1+ R)E+ 2+ R)E - & gy (2.76)
+ [2x€+ 367 — 2% wy + U [kE+ (1 — 6)E2 — €] oy},
1
oy = m{[ﬁf - 6¢7] ?Ii +[(1+26) = 22+ K)E + 3] 1y
+ (-6 +667] 4 [-201~ m) + 3¢ oy} (2.77)
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Snadno se muZeme presvédéit o spravnosti téchto vztahi. Totiz pfi k = 0
musime obdrzet z (2.76) vyraz (2.70). Na prvni pohled je patrné, ze tomu
tak skuteéné je. Pootoceni prifezu ¢, se pro ¥ = 0 musi rovnat pootoceni
te¢ny k ose prutu, pro kterou plati

dw w1 '
O=py=——— = (6§-6£")— +(1-46+3E%)puy (2.78)
w .
+ (=66 +66%) 7 + (=2 + 36)pay.
Je tfeba poznamenat, Ze kontrola neni zcela dplnd, vzhledem k tomu, Ze
jsme neovérili spravnost koeficientii u téch élend, kde se vyskytuje 7.
Odvozené vztahy zapiseme nyni v kompaktnim maticovém tvaru. Uzlové
posuny sestavime do vektoru r podle vzorce (2.58). Aproximace hledanych
funkei v = {u,, py, w}T vyjadiime prostiednictvim matice bazovych funkei
N podle (1.190), kde polozime uo = O. Plati

hy 0 0 hy 0 O
N=| 0 hs ha 0 hs he |, (2.79)
0 h7 hs 0 h9 th

kde A; jsou interpolaéni funkce, pfisluiné jednotlivym uzlovym parametram.
Spolu se svymi prvnimi derivacemi jsou sestaveny do tabulky 2.1. Zbyva
aproximovat pole deformace

T
du, dyy dw }
= —ry - 2.80
£ { dI ) d:l? ) (‘Py + dI) ( )
podle (1.191). Snadno ovéfime, Ze matice B ma tvar
dhy dhy
rr T P 0
Bo| o dh  dh o dhs o dks
dz dx dzx dz
dhs d hg d hg dhyo
0 h3+7; h4+—d—;— 0 h5+g;° he + P

Koneéné potiebujeme podklady pro vypocet transformovaného zatiZeni
v rovnici (1.197). V disledku pfedpokladu ug = O bude i Ry = 0. Déle
vzhledem k tomu, Ze zatiZeni pisobi pouze v roviné (z,y) a vlastni tiha
miize byt zahrnuta do slozky f,, je

X=0 a p={7F., 0 7.} . (2.81)
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dh;
‘ . T
1
1 1-¢ -7
1
2 ¢ 1
1
! T 06~ EETnl
1 1
o [(1+20) - 224 k)€ + 3¢7] m[—2(2+ﬂ)+6£}
5 1 [Cec 4662 ML T
I(1+ 2x) 2(1 + 2x)
1 1
6 1+2 [-2(1 = x)¢ + 3¢7] m[—2(1~'€)+6&
i - — 2
7 1+2m[(1+2n)-2n£ 367+ 26°) m[ 2 — 6€ + 6€7)
I K
8 || Togs [FA+RE+H2+RE -] 1” [=(1+ &) + 2(2 + K)E — 3¢2]
1 1 L1 RE _ RE2
o 1+ 2« 20 + 367 — 2¢7] m[%-# 6¢ — 62
{ 1 A
0 e ke+-ne-¢] g [r+ 21w - 3¢7)

Tabulka 2.1: Tabulka interpolaénich funkei a jejich derivaci
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Sttedni ¢len odpovida spojitému momentovému zatiZeni, které je podle pfi-
jatych pfedpokiadi nulové. Ucinky ohfati jsou zahrnuty prostredmctwm sily
Nt a momentu Mr, které jsou uréeny vzorci (2.65). V maticovém zapisu
tomu odpovida soulin D&y, pro ktery plati

D&, ={ Ny, Mr, 0}7. (2.82)

Tim je vSe pfipraveno k vypoétu matice tuhosti K a vektoru transfor-
movaného zatiZeni R,. Vypotet lze v zdsadé provést dvéma zphsoby:

¢ numericky
¢ analyticky.

Numericky vypocet pfedstavuje aplikaci vhodné integraéni formule na
vyéisleni integrali v (1.197). Tento postup je zcela univerzilni, nebof by-
chom mohli uvazovat prvek s proménnym prifezem nebo slozitéjsim prube-
hem zatizeni po prvku. V pfipadé prizmatického prutového prvku, kterym
se pravé zabyvdme, pouZijeme analytickou integraci. Takovy postup nejen
elegantnéjsi, ale i rychlejéi pfi vlastni realizaci na poéitaéi. Kromé toho uva-
7ime, Ze ziskané vztahy jsou pouze modifikaci vztahti znamych z klasického
feSeni prutovych konstrukci deformacni metodou.

Nejprve vypolteme vektor transformovaného zatizeni od rovnomérného
zatiZeni p a otepleni. Vypocet je jednoduchy, vyzaduje pouze roznasobeni
matic v integrandu a integraci kazdého prvku vysledné matice (vektoru)
zvlast. Uvedeme pouze vysledek

1 1
R,,:/ BTDEOId.£+/ NTp lde, (2.83)
[} 0

ktery je shodny se vztahem (2.64), kde jsme k vektoru transformovaného
zatizeni dosli pfes rovnovaziny model.

Dtive, nez pfistoupime k vypoétu matice tuhosti, véimnéme si, Ze prvky
ve tfetim fadku matice B predstavuji hodnotu smykové deformace v, ktera
ptislusi jednotlivym prvkum vektoru uzlovych posunt. Vzhledem k tomu,
Ze tato hodnota je ale explicitné dédna vzorcem (2.73), muzeme porovnanim
ziskat vztahy

h +gﬁ— —2K h +%— 2k
STz T +2%y P T dz T (14 28)

d hg K dhyg K (284)
hait o= = o, het — =

dz (14 2k) dz ~ I(1+2k)’
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Této okolnosti jsme si dfive nemuseli viimat, nebof vzhledem k obsazeni
vektoru (2.82) byly tyto éleny nasobeny pii vypoétu vektoru R, nulovymi
hodnotami. Vypocet podle vzorce

1
K:/ BTDBId¢ (2.85)
0

vede k vysledku, ktery je uveden ve vzorci (2.63) a k némuz jsme pied tim
dosli jinou cestou.

Na zavér provéfime, zda aproximace funkci u,, ¢y, w spliiuje zdkladni
kriteria z ¢l. 1.7, totiZ schopnost popsat pfemisténi prvku jako tuhého celku
a vyjadrit konstantni deformaci (kfivost).

1. Pfemisténi prvku jako tuhého celku lze zadat tfemi parametry ug, wo,
©o tak, Ze jim bude pfisluset vektor (2.58) ve tvaru

T
ro=1{ uo, wo, wo, uo, wo—ol, o } . (2.86)

Dosazenim piislusnych parametrii pfemisténi do vztahu (2.69), (2.77) a
(2.76) snadno zjistime, Ze poZadované podminky jsou splnény, nebot vy-
chazi

us(§) =uo, ) =wo,  w(€) = wo—Elpo. (2.87)

2. Prijata aproximace zfejmé piipousti pouze konstantni deformaci e, =
(uz2 — u1)/l. Konstantni zkoseni ¥ bylo pfedpoklddano vztahem (2.71) a
priori. Piesvédéime se jesté, Ze stavu

Io={ 0, 0, Yo, 0, 0, ~<,00} (2.88)

ptislusi konstantni zména kfivosti dp, /(Id€) = —2/1. Vypotet zaloZeny na
vztahu (2.77) ponechame Ctenafi.

Ziskany pozitivni vysledek by nds nemél prekvapit, nebotf pfedchozi feseni
bylo zaloZeno na piesném vyjadfeni funkei u,, @y, w pro prut zatiZeny pouze
v koncovych prufezech.

2.3 Zakfiveny prutovy prvek

Zatimco u pfimych pruti je splnéni kriterii pro pfemisténi prvku jako tuhého
celku a pro konstantni deformaci (kfivost) pomérné snadné, u zakfivenych
prutd (a zejména u zakfivenych plodnych prvki) jsou uvedené pozadavky
obtiZnym problémem. Pfedstavme si, Ze zakfivenému prvku pfedepiSeme
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pouze zménu kfivosti, tedy ¢isté ohybovy i¢inek. Aproximace pole posunu
musi byt takova, aby v tomto stavu nevedla ke vzniku osovych (obecné
membranovych) sil a naopak.

Popiseme jednoduché feseni, které zaklida konstrukci osovych (mem-
branovych) a ohybovych tvari pfetvofeni na tzv. principu dekompozice [66].
Uvedeny princip s vyhodou uplatnime v ¢l. 3.4 pFi konstrukci skofepinového
prvku.

Sledujme plochy prvek na obr. 2.10, ktery je umistén v lokalni soustavé
soufadnic. Podobné jako v odst. 2.2.1 (obr. 2.8) zavedeme tfi parametry ryzi
deformace 7 = {A,¥;,92}7, z nichi prvni pfedstavuje zménu vzdalenosti
prufezu 1, 2 ve sméru osy z a druhé dva pootoceni koncovych prufezu
s vyloudenim pfemisténi prvku jako tuhého celku.

£ -
1 f 2 "’i B N
‘\,}I v El —_— .' A._-_*X'U —‘?
LI
r [ . =
: S S Dy
z,wW

Obr. 2.10: Zakfiveny prutovy prvek

Dekompozice spoéiva ve vyjadieni zmény vzdalenosti koncovych prifezi
A souétem dvou ¢&lenu
A = Uy — Uq

2.89
= An +Ab’ ( )

kde A,, jezména vzdalenosti zplisobena protazenim stiednice
(d€inek osovych sil) ,
Ap  je zména vzdalenosti zpusobend zménou kfivosti
(déinek ohybovych momentd) .

Druhy ¢len vypoéteme snadno pomoci principu virtualnich sil. Za pFijatého
pfedpokladu, Ze oblouk je dostate¢né plochy, vyjdeme z prace momentu
jednotkové sily M = 1f na zméné kfivosti (—d?w/dz?):
1 2 £€=1 1
- 1d°w 1[ . dw 1 fdfdw
1Ay =— ——=ldl =—= |f— - ==—=4d¢. (2.
== SO ggrde = - [fdeL:oJ’ 1), agag © 0
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Funkce f a w budeme aproximovat kubickymi polynomy

w(€) = —£(1 = €)2Dy + £2(1 = €)1,

. , (2.91)
&) =&(1-8&)%an — (1 - §)le.
Spojenim (2.90) a (2.91) najdeme
1 fldfdw
Ab = -i A EZ'FE— d{ = ‘—Cll‘l?] - 621192, (292)
kde
= ety = 2ay—ta
CEBN TR 2THT TR
Rovnici (2.89) nyni uvedeme pomoci (2.92) na tvar
Anm = A=A
d = 2.93
= A—{ —al, —czl}{,,;} - a-To. (29

K odvozeni matice tuhosti zakfiveného prutového prvku pouzijeme po-
stup, ktery v €&l. 3.7 zobecnime pfi odvozeni matice tuhosti skofepinového
prvku. Vyjdeme ze zdZené matice tuhosti piimého prutového prvku (2.55).
Nejprve ji piepiseme do tvaru

% T
gR=| % 00 ‘ (2.94)
0 K,

Skalarni ¢len K, = E A/1 vyjadfuje osovou tuhost prvku, matice K 2 je typu
(2,2) a vyjadfuje jeho ohybové vlastnosti. Protoze je v ni respektovan i
vliv posouvajicich sil na pietvofeni prvku, méli bychom pro tento pﬁpad
(x # 0) modifikovat vzorec (2. 92) pro vypocet upravenych konstant ¢}, c3.
Podrobnosti postupu, pfi némi je tieba vyuiit aproximaci z odst. 2. 2 2,
ponechdme &tendfi. :

ZuZenou matici tuhosti zakiiveného prvku K ! (mdex f upozornu_]e na
piitomnost vzepéti) obdriime porovnianim dvou vyrazi pro potencialni
energii deformace. Jednak plati

2E; = 7T K7, ' (2.95)

kde
? = {A) 191, !92}T = {A: 0T}T’ (2.96)
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Jednak muzeme psat

2E; = AR A, +9TK,0

(A-vT?T) (A= T9)+97R (2.97)

= ARA-9TTT X’IA—AI?I?0+19T<

-,
:JQ
¥
+
X

N2
S

Porovnanim obou vyrazi vysvitne, 7e

-~ 1?1 Ai?
7| PR (FTRTR) (2.98)
%’1 EAc EAc ]
- | EAq 3‘%”82;'6)” + BAIC, ?—%_(-:—2_51 + BAleic
| Bacs %’QJrEAIC;C; 2115;155?2—: ;‘) +BAlG, |

Rozsifenou matici tuhosti ohybaného prvku typu (6, 6), zahrnujici stup-
né volnosti, které popisuji pfemisténi prvku jako tuhého télesa, vypoéteme
v souladu se vzorcem (2.63) transformaci

K;,=TTK,T. (2.99)

2.4 Prvek pro reseni rostovych konstrukci

2.4.1 Analogie mezi tazenym-tlaéenym prvkem a krou-
cenym prvkem

Prvky tramového rostu jsou v piijaté lokalni soustavé soufadnic namahany
ohybovymi momenty M, posouvajicimi silami @, a krouticimi momenty
M. Nevznikaji osové sily. V&imnéme si podobnosti fyzikdlniho vztahu (2.8)
pro normalovou silu N, a fyzikilniho vztahu (2.16) pro kroutici moment
M. Z ni plyne analogie mezi obéma veli¢inami, které vyuZijeme k sestaveni
matice tuhosti a vektoru transformovaného zatizeni pro rostovy prvek.
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Necht 1, a @3, jsou pootoéeni koncovych prufezu kolem osy z.
Uspofaddame-li vektor zobecnélych uzlovych posunt podle schématu

{rly L }T

= {9011') w1, Lly, P2z, W2, Py }T
a ve vektoru koncovych sil R pfisoudime prvkum R; a R4 vyznam krouticich
momentu v koncovych prufezech, vyplyne porovnanim vyse uvedenych fyzi-
kalnich vztahi, dile vektoru (2.58) a (2.100) a konecné vektoru (2.59), jehoz

prvky jsou znazornény v obr. 2.8, s nové definovanym silovym vektorem R,
e matice tuhosti vznikne nasledujici ipravou vzorce (2.63)

r = T2, T3, T4, Ts,

(2.100)

"8 0 0 -8 0 0
6 3 6 3
g "1 Y =B 7
3
2+ 0 2 (-
K:Tf—lj:_—]%—j @+x) T PRTO)
" g 0 0
sym —6— :—3— b
ym. 2 I
i 2+x) |
_ GL(1+2%)
kde 8 = T

Bude-li prvek po délce pfenaset konstantni momentové zatizeni m,, ob-
drZime vektor transformovaného zatiZeni z analogie s vektorem (2.64)

— —_ T
_J md S md  f 1= — }
R,=¢{ ™' J:! J.t L1Fp )
P { 27" 3 5 5 ol Mr

Kombinaci matic tuhosti a vektoru transformovaného zatizeni pro ra-
movy a roftovy prvek jiz snadno odvodime prislusné vztahy pro obecny
prostorovy prvek.

1= —_
’ __(_1_§le2 + MT)7

2.4.2 Rostovy prvek na pruzném
Winklerové-Pasternakové podlozi

Matice tuhosti rostového prvku na pruzném podloZi je souctem matice tu-
hosti K3 ohybaného a krouceného prvku tvoficiho éast zakladového pasu,
ktera je uréena vzorcem (2.101), a matice tuhostt K5 pruiného podkladu.
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Fyzikalni vlastnosti pruzného podkladu jsme popsali v odst. 2.1.2. Pfipo-
miname, ze ve Winklerové-Pasternakové modelu se do spoluprace zapojuje i
zemina mimo zéklad. Tento fakt muZeme ignorovat, zavedeme-li ekvivalent-
ni tuhosti pro ohyb podle vzorca (2.38) a pro krouceni podle vzorci (2.40),
které nam umoziuji pracovat pouze s kontaktni plochou zékladového prvku.

Vypocet pfidavné matice tuhosti K zalozime na vyrazu (2.25) pro vir-
tudlni praci vnitfnich sil pfi ohybu, ktery rozsifime o analogicky vyraz pro
virtudlni praci vnitfnich sil pfi krouceni. Po zavedeni ekvivalentnich tuhost-
nich konstant (jsou oznageny hvézdickou) a uvdzeni, Ze se zdklad deformuje
v roviné zz, nabude vychozi rovnice tvaru

rTKor = (2.102)

d
= 2b/ [5100111) + — (6 )C'2 Tz + b0 Ch00 + ' (6 = )Cs Sox] dz.
Pro pruhyb a pootoéeni pfijmeme zndmé aproximace z odst. 2.2.2

pz(§) = Ni(&)r,

wE) = NaE)ra, (2.103)

kde
ri={ ¢z, 2 }T, Niy={ hi, hs }T,

ro={ wi, @1, w2, @2y }T, Ny={ hs, hs, hg, hio }T

Interpolaéni funkce jsou uvedeny v tab. 2.1. Po dosazeni aproximaci (2.103)
do (2.102) bude

rTKar =6rTKoiry 4+ 6rTKoars, (2.104)
kde
Ky = 21»1/l CiNTN, + CidNTdNy d¢ (2.105)
21 = A sV Ny + EPT; df ' :
Ky = 2b1/1 ciNTN, + 24 NidN, d€.  (2.106)
A R T '

P#ijmeme-li uspofadani vektoru zobecnélych koncovych posunu ve tvaru

r
r ={ r; }z{ Pz, P2 | w1, Py, w2, P2y )T (2.107)
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obdrzime matici tuhosti podlozi ve tvaru

_ K21 0
Ky = [ 0T Ku | (2.108)
Abychom ji uvedli do souladu s matici tuhosti zakladového pasu (2.101),
museli bychom jeji prvky odpovidajicim zptisobem pfeskupit. Podrobnos-
ti integrace podle vzorci (2.105) a (2.106) nebudeme uvaddét. Pouzijemne-li
piimou integraci, dojdeme k nasledujicim vysledkim:

oo.[2, 1], 2,.] 1, -1
K-A—EC:,{I, 2]+TC4[—1, ) ] (2.109)

%G 1 23

2= T Tarze Y (2.110)

Pro prvky pomocnych matic K,, K; plati nasledujici vztahy:

kan:‘}gi-*-%C g, kb11=4'€2+4'€+gy
ka12 = 1(’:: %1()5 + 21110) , kyiz = _i%’
kaia = 2;2 + 3?': %, kpiz = — (4f€2 +4k + g) ,
ka14—l(%2—+%+£6), k”“:iﬁ’
k022—'l2<;—;+'3%+%), kb22=12(%2+§+%),
ka3 = =1 (%2 + ?2)—8- 2153-0-) , ky23 = 1o’
ka24=—12(%+§6+1711-6>, kb24=—12(%2+§+31—0>,
k033—4§2+7§+g, kbsa=4r€2+4f€+g,

k =1 K:_2+1_1_IE+11
e34=%\6 " 60 ' 210/’

kizq = —
534 10)
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=12 o rEL , kpaa =0 —+-+=).
katq (30 t30t 105 baa 373% 15
Piiklad 2.1
F F2 F3 Fi
l '{'O,Sm &Aﬂ»
pruznada vrstva h . :-~2b:1m

|

7T 7777 7777777777 7777777777777 777777777777
Obr. 2.11: Nosnik na W — P podkladé

Utinnost smykové tuhosti podlozi, ktera je zachycena v dvouparamet-
rickém modelu, jakoz i vlastnosti popsaného rostového prvku spoéivajiciho
na tomto podlozi ukdzeme na piikladé zakladového pasu na obr. 2.11. Pas
délky | = 12m, Sitky 2b = 1m a vysky d = 0, 5m je zatiZen tiemi silami
F; = 1MN, F, = 1.5MN, F3 = 0.25 MN. Materidlové charakteristiky
pasu : E = 30MPa, G = 10 MPa. Materidlové charakteristiky podlozi jsou
uvazovany v péti variantach podle tabulky 2.2

| varianta [ a | b | c J d ] e ]
C; (MNm~=7) [ 10 [ 10 [ 50 | 100 | 100
C, (MNm‘I) 115 12] 10 | 50

Tabulka 2.2: Varianty materidlovych charakteristik podlozi

Reseni:

Varianty e, b odpovidaji zaloZeni na velmi poddajném podloii (soudrzné zeminy),
varianty d, e charakterizuji tuhé podlozi. Pomeér tuhosti C2/C; = 1/10 (relativné
mald smykovd tuhost podloz{) odpovidi podle grafu na obr. 2.4 zhruba poméru
polovicni 8itky zakladu k tlousfce stlacitelné vrstvy b/h =~ 0.3. Poméru tuhosti
C2/Cy = 0.5 piislusi b/h ~ 0.1. Z grafu si miizeme snadno odetist pfiblizné hod-
noty modulil pruznosti (deformace) podlozi, jak je uvddi tabulka 2.3.

{varianta Ja[ b [ c [ d ] e |
[E (MPa) [ 8] 20 [ 125 | 100 | 250 |

Tabulka 2.3: Moduly pruznosti (deformace) podloii
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Body odpovidajici varianté b jsou v grafu na obr. 2.4 vyznaceny hvézdickami.

Za zminku stoji porovndni variant ¢ a d. Vyss{ hodnota modulu pruznosti
podlozi ve varianté ¢ ma za nisledek piedeviim podstatny narist smykové tuhosti
(konstanta C>), zatimco tuhost C) oproti varianté d vychazi dokonce nizsi. I kdyz
z grafu lze ziskat jen hrubé odhady tuhosti Ci,C> k poméru b/h, lze tusit, ze
pitedevsim smykovd tuhost podlozi C3 ovlivni zdsadnim zpisobem pietvofenf i
napjatost zdkladového pasu.

Pro vypocet MKP byl pas rozdélen na 24 prvki s kubickou aproximaci pri-
hybu. Je respektovdn vliv posouvajicich sil na pietvofeni pasu. Vysledky jsou
znazornény v nisledujicich obrazcich.

F2
F T
[ F3 (m)
[ 0
i
Zagd -
— 10,010
A i et _ L
aEER , — 0020
38 OO Y N A K
10,030
a b c
4 —— e =

Obr. 2.12: Ohybové deformace péasu

Na obr. 2.12 jsou vykresleny ohybové deformace pasu v jednotlivych varian-
tach. Obr. 2.13 zndzoriiuje priibéhy kontaktnich napéti. Je vidét, Ze tuzsi podloii
zpisobuje* koncentraci napéti pod piisobicimi silami, zatimco pole mezi témito
silami jsou odleh&ovina.

Z priibéhé posouvajicich sil v obr. 2.14 je patrny vliv smykové tuhosti podlozi
C. Ve varianté a je smykovd tuhost C; pomérné mald a hodnoty posouvajicich
sil v koncovych priitezech jsou blizké hodnotdm piisobicich sil /4 =1MN a F; =
0.25 MN. V dalsich variantich je jiZ vliv smykové tuhosti podloZi vétsi a diference
mezi piisobici silou a posouvajici silou v pasu jde na vrub smykové sily v podloZ,
jez plisobi na koncové priifezy pdsu proti sméru vnéjsich zatéZovacich sil.

Z hlediska dimenzovan{ zikladového pasu je nejuZiteénéjsi obr. 2.15, v némiz
jsou vykresleny priibéhy ohybovych moment#&. OdlehZeni pasu v poli mezi silami

mé podstatné véts{ vliv na snifeni ohybovych momentd v poli nez na redukci
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Obr. 2.13: Kontaktni napéti

momenti pod silou Fy.

2.5 Staticka kondenzace

V souvislosti s feSenim prutovych konstrukci probereme obecné postup, kte-
ry se oznaluje jako statickd kondenzace a jehoZ smysl a podstatu :cjlépe
pochopime na ptikladé.

Méjme ramovou konstrukei na obr. 2.16. Jednd se o typicky :“iklad
ocelové konstrukce. Typicky v tom smyslu, Ze ma fadu kloubovych styénikii.
Dilezity nosnik vsak probiha pies viechny podpory spojité. Rovnéi hlavni
sloupy jsou konstruovany tak, Ze nemaji Zadny vnitini kloub. Prodiskutujm::
uspofadani pruti v detailu B. Styénik, ktery je oznaéen i ma 3 stupns
volnosti - u;, w;, iy = ; (index y v dalsim textu vynechdvime). V tomto
sty¢niku se stykaji ¢tyfi pruty, které jsou oznaceny malymi pismeny a, b, c,
d (obr. 2.17).

Deformace prutd b, ¢ je popsina jednoznaéné. U pruti a, d jsou jed-
noznacné popsany vodorovny a svisly posun. Pootogeni koncovych priifezii
pruti a, d, které se stykaji ve styéniku %, jsou vak riizna od ;.

Tento problém muZeme vyiesit dvojim zpusobem. Jednak muzZeme
zmnoZit nezndma pootodeni ve sty¢niku ¢ tim zptsobem, e v tomto styé-
niku budou 3 nezavisla pootoceni - i, ¥ia, @id, (Pia je pootoieni pravého
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Obr. 2.14: Posouvajici sily v pasu

prifezu prutu a, @;q je pootoceni levého prifezu prutu d). Kazdému z téch-
to parametru pfislusi nezdvisla podminka rovnovahy. Podminky rovnovahy
ptislusné parametrim ;,, @iq pozaduji, aby momenty na koncich prutu
a, d, které se stykaji v bodé i, byly rovné nule. Okamiité se tudiZ nabizi
otazka - pro¢ mame tyto jednoduché podminky vkladat do globalnich pod-
minek rovnovahy celé konstrukce, kdyz se tykaji jenom jednotlivych pruti.
Tim dospivame k druhé moZnosti feSeni uvedeného problému. Uplatnime
podminky nulovych koncovych momenti piimo v matici tuhosti prutové-
ho prvku a do globalnich podminek rovnovahy tak fakticky pficteme sily
z prutu, ktery je pouze jednostranné vetknuty.

Uk4zeme postup, jak ziskat matici tuhosti a vektor transformovaného
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Obr. 2.15: Ohybové momenty v pasu

zatizeni. Konkrétné si muzeme piedstavit, Ze se jedna o prut a. Pro jedno-
duchost budeme pfedpoklidat, Ze posuny u;, u2 jsou nulové. Ve skutecnosti
tomu tak neni, ale posuny u;, u v pfipadé prutu, jehoZ stfednice je rovno-
bézna s nékterou osou globalni souradnicové soustavy, neovliviiuji hodnoty
koncovych smykovych sil a momentt.

Aby se s uvedenymi maticemi lépe pracovalo, pfeskupime neznamé
parametry tak, aby parametr ¢, ktery budeme vyludovat z podminky
M, = 0, byl posledni. Vektor zobecnélych uzlovych posuni r bude mit
tvar {wy, 1, w2, p2}7. Tomu odpovida nasledujici matice tuhosti a vektor
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Obr. 2.16: Schéma ocelového ramu
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Obr. 2.17: Detail B

transformovaného zatizeni

6 3 6 3 (L)
2 l 12 l 2
3 3 8 -
.o 2E1, -7 24« 7 11—k R - 12 — My
Ci1+2) | 6 3 6 3 b IA
27 2 I >
3 3 = 1
—_ — - { —
| I 1 K 1 (2+K:)- ff2 +MT
\ V.

Podminka nulového momentu na pravém konci prutového prvku se ziska
z posledniho fddku matice K a z posledniho prvku vektoru R,. Musi platit

2E1, 3 3 L2 =
T(—1+—2fc)_[_7wl+(1_K)(’01+7w2+(2+n)(’02]_ 5 — M7y =0.
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Vzhledem k tomu, Ze i na jednotlivém prvku plati Kr = Rp+ R, miZeme
zavislost o na parametrech w;, 1, wa v tomto vztahu uplatnit jednoduse
tak, Ze za 3 dosadime do kaidé z prvnich tfi rovnic Kr = R, + R. Tak
obdriime modifikovanou matici tuhosti a modifikovany vektor zatiZeni:

kiy ki ki3 0
K — _2EL kaz ko3 0
I(1+2'€) sym. kss O
0 0 0 0
6 3
kde kll = 1—2 (1 - 2(2—-}—&)) s klg = (
6 3
ki3 = 1—2(1———-2(24-1':))’ k22—(2+’°)( (
3 1-« 6
k23_7(1_2+n)’ kss =
(T 1 3 Mr
2\ ere) TiEes
f.2 1-k\ — 1-«
- 1 - 1
Ri={ 12 tore) M\ e
Tzl (1_ 1 __:_;_ HT
2 2(2+«) 1 (2+k)
L 0

)

: (2.111)

W)

+ K

+

).

(- o)

3\

, . (2.112)

7

Polozime-li nyni xk = 0, tj. zanedbame-li vliv smykovych deformaci, mi-
Zeme napf. z druhého fidku odvodit znamy vzorec ze stavebni mechaniky
pro moment ve vetknuti na jednostranné vetknutém nosniku. Vliv zmény
teploty zanedbame, tuhost prutu oznatime shodné se zvyklostmi staveb-
ni mechaniky k = 2E1, /1 (je to zcela vyjimeéné oznaéeni, nebof symbol
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k az dosud znadil koeficient udavajici vliv rozloZeni smykovych napéti na
hodnotu ). Pro M;; plati

Mj,‘-i-(—%lez):—%k w1+gk 901-!--23—1,0 wo. (2113)
Odvozeni vzorcu pro svislé uzlové sily, jakoz i znaménkovou kontrolu pone-
chame na procviceni ¢tendfi.

Nyni obratme pozornost k obecnéjdimu pojeti statické kondenzace. Po-
stup uvedeny vyse je sice nizorny, postrdda vsak formalni jednoduchost a
univerzalnost, potfebnou k sestaveni efektivniho algoritmu feseni. V dalsim
budeme piedpokladat, Ze mame matici tuhosti K a vektor transformované-
ho zatiZeni R, piislusné obecné né&jaké subkonstrukei. Subkonstrukce mize
byt modelovana v podstaté libovolnym systémem prvki. Jednoduchy typ
subkonstrukce se vyskytuje hlavné pfi feSeni plosnych konstrukei, kdy se ja-
ko zakladni prvek Casto vyskytuje prvek trojuhelnikovy. Z hlediska uspory
pfi zadavani vstupnich idaju vsak radéji pracujeme s prvky étyfiahelnikovy-
mi, které vytvofime tak, Ze slozime dohromady ¢tyfi prvky trojuhelnikové,
jak je vyznaéeno na obr. 2.18 pro pfipad deskového prvku. Pfedpokladejme,
7e takovy prvek ma v kazdém uzlovém bodé tii parametry posunuti

e priuhyb w
e pootoéeni normaly okolo osy z — ¢,
e pootoceni normaly okolo osy y — ¢y.

I -

/!

/o

Obr. 2.18: Subkonstrukce siozena ze tyt trojihelnikovych prvki

Parametry w, 9., py souvisejici s uzlovym bodem uprostied étyfihelni-
kového prvku oznagime jako vnitini parametry, nebof v podminkach rovno-
vahy pfislusnych k témto parametrim vystupuji pouze parametry piislusné
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tomuto jedinému prvku. Mame tedy v ponékud obecnéjsi podobé stejnou
situaci, jako v pfipadé jednostranné vetknutého nosniku. Stejné jako u pru-
tu sefadime parametry pole posuni tak, aby ty, které budou kondenzaci
vylouéeny, byly posledni. Za tim iéelem rozdélime matici tuhosti, vektor
uzlovych posuni i vektor transformovaného zatizeni na pole. Pfislusnost
k vnitfnim stupiiim volnosti ozna¢ime indexem i (interni), pfisludnost k os-
tatnim stupfiiim volnosti e (externi). Na zdkladé této imluvy miZeme matici
tuhosti, vektor uzlovych posunii a vektor transformovaného zatiZeni pfepsat
do tvaru

[k k] =) e} e

Podminky rovnovdhy na izolované subkonstrukci zapiSeme ve tvaru

Kee K. re R, Rpe R’e
= = . 2.115
[ Kie Ki r; R f 1 Rpi R; ( )
Ve vektoru R; jsou uspoiadany vnéjsi sily pusobici pfimo ve vnitinim uzlu
i subkonstrukce, ve vektoru R. jsou uspofadany zobecnélé sily, jimiZ ve

vnéjsich uzlech e pusobi na vyjmutou subkonstrukci okolni ¢ast konstrukee.
Z druhé rovnice (2.115) vyjadfime r;:

ri=K;}(R; = Kicr.). (2.116)
Tento vyraz dosadime do prvni rovnice (2.115) a obdrzime
(Kee — KiK' Ki)re = R, — K K;'R;, (2.117)
coZ miizeme zapsat symbolicky
K'r. = R*, (2.118)
kde
K* = K.~ KaK; K,

R+ (2.119)

Il

Re+ Rpe — K K71 (Ri 4+ R).

Priklad 2.2

Uvazujme jednostranné vetknuty prut, ktery muZeme povaZovat za
zv]astni piipad subkonstrukce. Ponévadz budeme kondenzovat pouze jeden
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parametr, je matice K;; tvofena pouze jedinym prvkem, takze snadno zis-
kdme matici (prvek) inverzni.

Reseni:

Vzhledem k symetrii matice tuhosti je Kei = KZ%. Jednotlivé matice K.., K.i,
Ki; a vektory Rpe, Rpi maji tvar (jediny prvek vektoru R; - vnéjsi ohybovy
moment piisobici v kloubu na prut - neuvazujeme):

s _3 _6 3
2 1 Iz -7
2EI, 3 3 2EI
ee = Ty -5 T ’ Ke‘ =Y
Kee = 10520 7 iR T 2w) "
6 3 6 3
A I
JA
2F1
2 =ty
e K I(1+2x)(2+")’
Rpc.: __f‘ "HT ,
12 ? 12 _
FA Rioi =S5 +Mr

Podrobnosti vypoétu podle vzorci (2.119) neuvddime, ¢tendf je snadno zvlddne
sdm a vysledek porovni se vzorci (2.111) a (2.112).

Na prikladé eliminace pootoéeni jednoho z koncovych prufezi obou-
stranné vetknutého prutového prvku jsme ilustrovali obecny postup kon-
denzace podle rovnic (2.119). Zdiraznéme, Ze je-li to jen trochu mozné,
vyhybame se inverzi. V pfipadé kondenzace lze ziskat matici K* a vektor
R* aplikaci Gaussovy eliminace na matici K a na vektor R. Takovy postup
je velmi jednoduchy, numericky stabilni a v piipadé vétsi subkonstrukce
v maximalni mo?né mite zachovava pasovy charakter matice tuhosti.

2.6 Transformace souradnic

Matice tuhosti i vektory transformovaného zatizeni byly dosud vidy vzta-
zeny k soufadnicové soustavé, jejiz osa = byla ztotoZnéna se stiednici vy-
getfovaného prutového prvku. Pfi analyze celych konstrukénich systému je
viak tfeba vztahnout feSeni k uréité referenéni soufadnicové soustavé. Tato
soustava byva zpravidla jedina a nazyva se globdlni soufadnicovd soustava.
V mnohych pfipadech je tiéelné zvolit s ohledem na formulaci okrajovych
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podminek pro nékteré uzlové body specidlni referenéni soufadnicovou sou-
stavu. Podrobnéji o této otdzce bude pojedndno v souvislosti s feSenim
deskovych konstrukci. V kazdém uzlovém bodé& musi byt definovana jedina
soufadnicova soustava proto, abychom mohli pfispévky z matic tuhosti a
vektoru zatiZzeni v kazdém uzlovém bodé algebraicky séitat.

Pfechod od matice tuhosti vyjadiené v lokalni soufadnicové soustavé
k matici tuhosti vyjadfené v globalni soufadnicové soustavé ukazeme opét
na pitkladé prutového prvku.

Vyjdéme z geometrického ndzoru. Ztotoznime pocatek lokalni a globalni
soufadnicové soustavy, jak je znazornéno na obr. 2.19. Soufadnice bodu P
v globalni soufadnicové soustavé oznaéme X, Z a v lokilni soufadnicové
soustavé x, z . Pomoci obrazku snadno stanovime transformacni vztahy

Obr. 2.19: Transformace soufadnic

r = Xcosa+Z sina
. (2.120)
z = —Xsina+Z cosa,
kde
X2 — X, . Zy — 7
cosa:——-l—~, sina = ———.

Vzhledem k tomu, Ze se posuny transformuji stejné jako polohové vektory a
pootoceni koncovych prifezi ¢, se pfi pootaéeni a posouvani soufadnicové
soustavy neméni, muzeme pro pfechod od nezndmych parametri r; v lokalni
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soufadnicové soustavé k parametrim v globdlni soufadnicové soustavé r,
psat

rp=Ary, (2.121)
kde A je transformaéni matice sloZena ze submatic a, pro které plati
a 0 cosa sina 0
A= [ 0 a }, a=| —sina cosa 0 |. (2.122)
0 0 1

Znovu zduraznéme, Ze viechny vztahy, které jsme aZ dosud odvodili,
byly vztaZeny k lokalni soufadnicové soustavé s osou z, leZici v ose prutu.

Tudiz plati
K;ri = Ry. (2.123)
Do tohoto vztahu dosadime z (2.121) a stejnym zpusobem vyjadiime i Ry,
takze
KiAry;=AR,. (2.124)

Nyni vyuzijme toho, Ze matice A je ortogonalni, coZ znamena, Ze

Al = AT, (2.125)
Vaztah (2.124) vynasobime zleva matici AT. Uvazime-li, 7e ATA = I, vy-
svitne, Ze
ATKAr,=R,. (2-126)
Tento vztah je formalné shodny s (2.123), zaménime-li K, za K;. Symbolem
K, oznatujeme matici tuhosti v globalni soufadnicové soustavé. Vypocteme
Ji z lokalni matice tuhosti pouzitim vztahu
K,=ATKA. (2.127)
Vektor zatiZeni, vztaZeny ke globalni soufadnicové soustavé se vypoite
tak, Ze zdkladni transformalni vztah R; = A R, pfenasobime zleva matici
AT. Odtud pro R, plyne
R,=ATR,. (2.128)
Vztahy (2.121) a (2.128) vyjadfuji tzv. kontragradientni transformaci.
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Dalsi matici, jejiz transformaéni zakon nas zajima, je matice G. Definu-
jeme ji tak, Ze zvolend napéti nebo sily na prvku, které jsou sestaveny do
vektoru p, vypoéteme z uzlovych posunti, vztazenych k lokalni soufadnicové
soustavé, ze vzorce

pi=Gur. (2-129)

Ve vétsiné pripadu se vektor p; netransformuje. Typickym pfikladem
jsou pravé pruty, kdy nas zajima pfi¢na a osova sila. Do (2.129) dosadime
tudiz pouze z (2.121). Obdrzime

pr=0Gyry, G,=GA. (2.130)

Ze struktury matice A plyne, Ze neexistuje geometricka souvislost mezi
slozkami vektoru v uzlu 1 a v uzlu 2. To znamena, ze v kazdém uzlu miZeme
zavést jinou referenéni soufadnicovou soustavu. Pro viechny prvky, které se
v daném uzlovém bodé stykaji, musi viak byt tato soufadnicova soustava
totozna. Je pfirozené, Ze nebudeme volit v kazdém uzlovém bodé z pouhé-
ho rozmaru jinou referenéni soufadnicovou soustavu. Pokud si to zvlastni
okolnosti nevyzadaji, vztdhneme vsechny uzlové body a parametry v nich
ke globéalni soufadnicové soustavé.

Zvlastni okolnosti v piipadé rovinnych rdmovych konstrukci muze byt
uréity druh podepfeni. Uvazujme konstrukei, jejiz schema je na obr. 2.20.
Globélni soufadnicovd soustava (X, Z) vyhovuje véem styénikim, kromé

—_—— X

Nty

Obr. 2.20: Zvlastni zptisob podepieni konstrukce

pravého dolniho styéniku, kde v disledku sikmého podepfeni je vhodné za-
vést jinou referenéni soufadnicovou soustavu (X, Z'). Geometrickou okrajo-
vou podminku v ni vyjadiime snadno, kladouce w; = 0. Ponévadz v kazdém
z koncovych prafezi prutu I, J je jina referenéni soufadnicova soustava, je
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i transformaéni matice A sloZena ze dvou odli§nych submatic a, a'.

Priklad 2.3

V piedchazejicich odstavcich jsme probrali prvky pro analyzu prutovych
systémil. ReSeni bylo zaloZzeno na Mindlinovych pfedpokladech o pfetvofeni
prvku. Aby si étenaf mohl uéinit alespori piibliZznou pfedstavu o vystiZnosti
takového pfistupu, porovname zde vysledky feSeni podie Mindlinovy teorie
s vysledky, ziskanymi feSenim dvourozmérné ilohy MKP. Podrobné je vypo-
Zet dvourozmérné ulohy probran ve tieti kapitole. Zde se omezime pouze na
porovnani prihybu uprostied oboustranné vetknutého nosniku, zatizeného
rovnomérné podle obr. 2.21. Zatizeni na uvedeném obrazku je rozdéleno na
horni a dolni povrch nosniku. To je potiebné pfi FeSeni rovinné ilohy, jak
bude podrobnéji vysvétleno déile. Pro nosnikové feSeni pfirozené po&itame
se souétem zatiZeni obou povrchli. Na obrazku jsou rovnéz uvedeny fyzikalni
charakteristiky materialu.

Reseni:

Nejprve vypoéteme prihyb stfedu vetknutého prvku pomoci nosnikového feseni.
K vypoétu pouzijeme rovnic (2.8) ve tvaru

E=23 107kNm2 Tz = 200kNm'
f

G=1.15 - 107 k Nm2 212

Al Ll ity
g
-/ u
2
28
7 -

. f212 }

i | = 24m '

Obr. 2.21: Nosnik k ovéfeni Mindlinovych pfedpokladii

doy M, dw _ Q:
dz ~ EI,’ dz T koA

Vzhledem k tomu, Ze konstrukce je symetrickd podle svislé osy, nemd zapoéci-
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tdvani smykovych deformaci vliv na rozdéleni vnitinich sil. Tudi? plati:

= 15piL5 0z
M.'I - 12le +2fzz(l .'E)
_ dMy 17, 2
Q = dz _2le Iz

Dosazenim do vztahu mezi ohybovym momentem a kiivosti

doy _ 1 [_l— 2 15 g ]
iz ~ EI, f5 4 5 foe(l—2)
dw

e te=qan (74T x)
Integraci prvni z piedchozich rovnic ziskime vztah
=L [ lyp.o 7 .4 17 3]
(PM—EI’![ 12lez+4fz$l 6fzx +C‘

Vzhledem k podepfeni v prifezu z = 0, je C = 0. Po vylouéeni ¢, vyjde

dw 1 [1+, 1—21—3] 1( )
dz ~ EI, [ﬁf'l TR S R v A G A
Integraci a uplatnénim okrajové podminky w = 0 v priifezu £ = 0 mime

w= EII[ fz“--f 21+ 4?,z*] kGA(fIz 5T 2).

Po vpravé obdriime vzorec

P
T 24EI,

[2x€ + (1 - 26)€* — 26> + ¢*].
Prihyb uprostied nosniku vypoéitime dosazenim za £ = 0, 5.

L_ Tt
2’7 384EI,

w(z =

(1 + 8k).

Piistupme k dosazeni &iselnych hodnot podle obr. 2.21. Nejprve uvazujme tvarovy
sou¢initel prifezu podle vzorce (2.3) hodnotou k = 1:

I, = L 9.8° = 0.042667 m?;
12
A = 108=08m?
7
. o 623.107.0042667 .

1.1.15.107.0.8.2.42



128 KAPITOLA 2. PRUTOVE KONSTRUKCE

Z tolo vyplyvé4, Ze pii masivnim prifezu a poméru k/i = 1/3 je vliv smykovych
deformaci na prihyb uprostied vetknuiého nosniku 88.8% pii k = 1. Pii k =5/6
se tento vliv zvétsi na 106.7%. TakZze pro prihyb ve sttedu vetknutého nosniku
maime (pro k = 1)

200.2.4*

= _ -5
) 381531070, 042667(1 + 0.888889) = 3.326.10™° m

wiz =

a pro k = 5/6
w(r = %) = 3.639.10™° m

A nyni k vypoctu nosniku, jakoito stény MKP. Prihyb se po vysce prifezu
piirozené méni, nebof nosnik je ve skutetnosti po vysce stlagitelny. Jak je patrno
z obrazku, bylo zatiZeni rozdéleno polovinou na horni a polovinou na dolni povz-
ch nosniku. Tim bylo zajisténo, #e konstrukce a jeji odezva jsou antisymetrické
vzhledem ke stiednici nosniku. V diisledku toho nevznikd v podporach vodorovna
reakce. To je nesmirné dilezité, ponévadz jinak by se projevil obloukovy Wcinek
vodorovné reakce a ziskané vysledky by nebyly pro testovani nosnikového feseni
pouzitelné. Vypoctem jsme zjistili, ze prihyb stfednice uprostied rozpéti vetknu-
tého nosniku je w = 3.57.10™° m, kdeito v krajnim vldkné je w = 3.678.10™° m
Z uvedenych &isel je okamzité patrna vynikajici shoda s nosnikovym fesenim.

Obé nosnikova feseni ¥ = 11 k = 5/6 vyjadiuji ”energeticky primérny”
prihyb, ktery se v piipadé k = 5/6 vesel do intervalu < 3.57.107°;3.678.107° >
Lze proto piedpoklddat, e priibéh smykovych napéti po vysce priifezu bude blize
parabolickému pribéhu (k = 5/6) nez obdélnikovému (k = 1).

V obr. 2.22 je po&etni feseni zndzornéno graficky. Ukazuje nékolik zajimavych
skutecnosti. Za prvé je vidét, Ze v nosniku v blizkosti krajnich vlaken nedochdzi
k smykové deformaci. Za druhé, ¢ara vyznacujici pootoceni tuhého prifezu z nos-
nikového feseni jasné potvrzuje opriavnénost pfedpokiadu o zanedbini deplanace
prifezu. Na obr. 2.23 je zndzornén vysledek jiného vypocltu, kdy byl simulovin
stav pfiblizné odpovidajici Kirchhoffovym piedpokladim. Bylo totiZ uvazovdno
G = 1.10° XNm™2, Z obrazku je vidét, ze v takovém piipadé ziistdvaji normély
normdlami i po deformaci.
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Obr. 2.22: Vypocet pretvofeni pomoci bilinearnich izoparametrickych prvka

(@. 3.1)

Obr. 2.23: Simulovani Kirchhoffovych predpokladi



Kapitola 3

Plosné konstrukce

3.1 Zakladni vztahy pro izoparametrické
prvky

3.1.1 Podstata izoparametrickych prvka

Izoparametrické prvky se tak nazyvaji proto, Ze k interpolaci geometrie
prvku i k interpolaci posunit po prvku se pouzivaji stejné interpolaéni funk-
ce. Nejjednodussi ukizkou izoparametrického prvku je tazeny-tlaceny prvek
podle obr. 3.1.

Prvnim krokem pfi pouZiti izoparametrickych prvku je vybér tzv. pfiro-
zengjch soutadnic. PFirozené soufadnice zobrazuji visecku délky 2 na jedno-
rozmérny prvek, ¢tverec o strané 2 na dvourozmérny prvek a koneéné krychli
o délce hrany 2 na prostorovy prvek. Zatim zlistaneme u piikladu tazeného-
tlaceného prvku a zavedeme jedinou pfirozenou soufadnici &, ktera se rovnd
(=1) v uzlovém bodé 1 a (41) v uzlovém bodé 2. Souradnici libovolného
bodu prvku vypocteme v zavislosti na hodnoté pfirozené soufadnice £ a na
soufadnicich uzla z,, z5:

e=(1-Qo + %(1 +€) 2. (3.1)

Pomoci interpolacnich funkei Ny, N, pfepiSeme pfedchozi vzorec takto:

2
=Y Nizi, kde Ny = %(1 —¢), Ny = %(1 +£). (3.2)

i=1

131
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Obr. 3.1: Tazeny-tlaceny prvek

Vztah mezi z a € je jednoznacny.
Stejnym zpusobem jako geometrie se vyjadfuje posun u(z). Plati

u ZZN,'U,'. (33)
i=1

Tento vyklad neni zcela novy, vzhledem k tomu, Ze jiz v pfedchazejici ka-
pitole jsme pouiivali parametrické vyjadfeni. Bezrozmérnym parametrem
byla proménnd £ = z/l. Dulezitym krokem pfi pfechodu od soufadnico-
vé soustavy (z,y, z) k soustavé pfirozenych soufadnic (£, 7,¢) je vyjadieni
vztahu mezi diferencidly soufadnic. V pfipadé jednorozmérného prvku plati

dr = Jd¢, (3.4)

kde J je jacobian transformace, a jeho hodnota je po celém prutu konstantni

J= (3.5)

!

2 3

nebof d ]
dz _ 22 _ 1

d¢ 2 2 2

Zékladni vlastnosti interpolaénich funkci N; je fakt, Ze se rovnaji 1 v bo-
dé ¢ a jsou nulové v ostatnich uzlovych bodech. Jako pfiklad interpolaénich
funkci vyssich stupfii uvedme kvadratickou interpolaci pro tfibodovy jed-
norozmérny prvek. Jednotlivé interpolaéni funkce jsou graficky zndzornény
na obr. 3.2.
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I, INE A0

1 1 2 1 RIARY
S0-8-201-82) 1-€%) 5(1+6)-501-8)

Obr. 3.2: Interpolaéni funkce

Formulace interpolagnich funkei, jak je uvedena v obr. 3.2, pochdzi od
Batheho [7]. Umoiziuje snadno konstruovat prvky s proménnym poétem
stupiii volnosti. Povsimnéme si, Ze vynechame-li uzlovy bod ¢. 2 a kvadra-
tické ¢leny v interpolaénich funkcich, obdrZime linearni interpolaéni funkce
(jsou v obr. 3.2 vyznadeny &irkované) podle vzorce (3.2).

3.1.2 Aproximaéni funkce na étyrihelniku

Uvedeny postup konstrukce interpolaénich funkci je mozné zobecnit i na
dvou a tfirozmérné prvky. Velmi atraktivni dvourozmérny prvek s promén-
nym poétem uzlovych bodi lze zkonstruovat uzitim kvadratické interpolace.
V nejobecnéjsim piipadé se jedna o kfivocary osmiuzlovy prvek podle obr.
3.3. Interpolaéni funkce jsou uvedeny v tabulce 3.1.

i=25H i=6 i=7 i=8

Ny =025(1+&)(1+9)] -0.5Ns —0.5 Ng
N2 =10.25(1—¢€)(141n) | =0.5N5 | —0.5N;s

N3 =0.25(1-¢)(1—n) —-0.5Ns | —=0.5 N7
Ny=0.25(1+&)(1-19) —~0.5N7 | —=0.5 Ng

Ns =0.5(1 - 62) (1+mn)
Ne = 0.5(1— %) (1-¢)
N7 =0.5(1-€3)(1-n)
Ne = 0.5(1—12) (1+6)

Tabulka 3.1: Interpolaéni funkce pro dvourozmérny prvek

Zminéna formulace dovoluje vynechat kterykoliv z bodt 5, 6, 7, 8. Silné ora-
movdany jsou interpolaéni funkce pro bilinedrni izoparametricky prvek. Pfi-
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klady prvku, které lze pomoci tabulky 3.1 vytvofit, jsou na obr. 3.4. Takto
mizeme vytvofit 1 ten nejjednodussi dvourozmérny prvek - trojuhelnik se
tfemi uzlovymi body, a to tak, Ze vynechdme uzly 5,6,7,8 a uzly 3,4 (nebo
jiné dva sousedni uzlové body) ztotoznime. Obdobnym zpisobem lze tvofit
i trojrozmérné izoparametrické prvky. Podrobnosti lze nalézt v [7].

—_—

y
?
I
|
|
E
|

A

Obr. 3.3: Kfivocary prvek

Izoparametrické prvky zajistuji ma hranicich mezt jednotlivgmi prvky
pouze spojitost funkénich hodnot. Jsou proto vhodné jen v téch pripadech,
kdy se ve funkciondlu pislusné idlohy vyskytuji hledané funkce nejvyse v pro-
ni derivaci. Typickou iilohou tohoto druhu je rovinnd tdloha (napf. rovinna
napjatost nebo rovinna deformace), pro jejiz feSeni izoparametrické prv-
ky vznikly. Podrobnéji nyni probereme bilinearni interpolaci, ktera se déle

Obr. 3.4: Odvozené prvky

uplatni v souvislosti s rovinnou tlohou a pfi feseni desek.

Vyjdéme z nazorné geometrické predstavy, kterou poskytuje obr. 3.5
a z néhoZ je patrny jak tvar prvku, tak zavedeni pfirozenych soufadnic.
Geometrii prvku mizeme vyjadiit prostiednictvim interpolaénich funkei.
Pro soufadnice z, y plati
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n
YV (x5,y5) ?
1 1.1 | 11
! ("1,)'1) 2 | 1
|
| e
I (X3,Y3) (XL'YL) . 4
L 0 ey f,-1)

Obr. 3.5: Zobrazeni étyftuhelniku na ”jednotkovy” prvek

4 4
z(&n) =Y Nizi (&)= N (3.6)
i=1 i=1

Z3kladnim krokem pii pouziti izoparametrickych prvku je pfevedeni ulo-
hy ze soustavy soufadnic (z, y) do soustavy soufadnic (£, n). M&me né&jakou
funkci f = f(z,y), kterd mize piedstavovat posun, teplotu, pérovy tlak ap.
a kterou aproximujeme izoparametricky, tj.

4
fEm=)_Nifi. (3.7)
i=1
Ve funkcionalech, které jsou zdkladem MKP |, se vSak nevyskytuji pouze
funkéni hodnoty, ale i derivace hledané funkce g—ﬁ-, g—i Proto musime znét
of 8f 8f5 of

zavislost mezi derivacemi Na zdkladé véty o derivaci

9z 8y > 9€'n’

slozené funkce lze psat

of 0z Oy of
5 | _| 3¢ 9¢ | ) 3=
or (= 0z oy |) os (3.8)
an oy o7 ay

Se zapisem (3.8) miZeme zachizet jako se soustavou dvou linedrnich
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algebraickych rovnic umoznujicich ziskat inverzni vztah

o1 oy _dvq(of
9z 1 an 8¢ a¢
07 (77| os 0z |)or (@Y
Oy dn a¢ dn
kde dxdy 0z
_ _Jzdy ox0y
J—-J(E’n)_afaﬂ 67766

je jacobian transformace. Aby bylo mozné pro danou bilinearni interpolaci
vypoditat hodnotu jacobidnu v libovolném bodé prvku, dosadime do (3.9)
z (3.6). Potom

4 4
_ ON;ON; ON;ON;
Jo= Z;j:lx'(aﬁ an  an 6£)y’
4 4 (3.10)
= ZZ ziP;jy; = x" Py,
i=1 j=1
kde
XT:{ Zy, T2, T3, T4, }, yT={ Yi, Y2, Y3, Y4 },
0 I+n9  €§-n7 -1-¢
1] -1-n 0 1-¢ £+
P == 3.11
8| ~€&+n -—-14¢ 0 1-19 (3.11)
1+¢ ~6-n —1+41 0
Postupnym roznasobenim obdrzime
Y2a +y3a €+ ya3n
—y13 — Y34 & —
Py = 1 13 34 Y147 ’ (3'12)

8 ) —v2a—y12& +yuan
Y13 +y12€ — Y237

1
J = 3 [(z13y24 ~— T24v13) + € (3412 + T12Y34) + 7 (—T23Y14 + T1aY23)] ,
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kde

Zij =i —Lj Yij =Y — Y-
Sestavme hodnoty funkce f v uzlech do vektoru r'}‘ ={f1, f2, f3, fa} aro-
zepidme vztah (3.9). Podobné jako pfi vypoctu hodnoty jacobidnu najdeme

0f 1e 8 N; ON; 0N,-6Nj> .
a_x‘izzf'<ag oy on 8¢ )W

i=1 j=1
neboli af 1
_— T
327" Py. (3.13)
Analogicky
Q-f-———erPx (3.14)
: oy~ J ! ’ '
Oznaime dale
X1 Y
1 X2 1 Y,
—P = = -_— = = Y .1
5 y X X, N Px Ys , (3.15)
X4 Y;
kde napf. podle (3.12) je
1 1
X1 = 37 (y2a + yaa€ +y23n), Y1 = ~%7 (24 + T34€ + 2237) .
Derivace funkce f v bodé (£, n) lze potom vyjadrit jednoduchymi vztahy
of _ 1 8f _ 7

------

k odvozeni matice tuhosti izoparametrického prvku.

3.2 Zakladni vztahy pro trojihelnikové prv-
ky

3.2.1 Plosné soutadnice na trojihelniku

Hlavni pfednosti trojihelnikovych prvki je schopnost pokryt snadno oblast
libovolného tvaru. Na trojihelnikovych prvcich je mozné aplikovat ruzné
stupné polynomické aproximace. Nejéastéji uzivané jsou
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e linearni aproximace s 3 parametry

e kvadratickd aproximace se 6 parametry.

vvvvvv

znacenim uzlovych bodu je na obr. 3.6, kde je soucasné vyznalena piislusna
hierarchie aproximaénich polynomi. Poznamenejme, Ze ve vSech tfech pfi-
padech jde o tzv. iplné polynomy. Aby se s trojuhelnikovymi prvky lépe

linearni prvek  kvadraticky prvek  kubicky prvek x3 Xzy X )'2 y3
Obr. 3.6: Typy trojihelnikovych prvku

pracovalo, je vhodné prejit od kartézské soustavy soufadnic (z,y) k tzv.
soustavé plosnych soufadnic Ly, Ly, L. Plati

z = Lizy + Laxy + Lazs, y=Liyi + Lay2 + L3ys. (3.17)

Kazdé trojici (L1, L2, Ls) je jednoznaéné pfifazena dvojice (z,y) a naopak.
Funkce L;, L2, L3 nejsou nezavislé, nebot jsou vazany vztahem L; + Lo +
L3 = 1. Vzhledem k tomu, Ze vztah mezi kartézskou soustavou soufadnic a
plosnymi soufadnicemi je linedrni, jsou rovnicemi

L, = konst., L; = konst., L3 = konst.

popséany pfimky rovnobézné se stranami trojihelnikového prvku, jak je patr-
no z obr. 3.7.

Nazev plosné souradnice je odvozen z jejich geometrického vyznamu.
Snadno lze ukazat, Ze napk. L; soufadnice bodu P z obr. 3.7 je pomér obsahu
plochy vysrafovaného trojihelniku k obsahu plochy celého trojihelniku

_ ObsahA P23
~ ObsahA123°

Kromé zapisu (3.17) je potiebné v dalsim znat i vztah inverzni, ktery ma
tvar

L
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Obr. 3.7: Plosné soufadnice
Ly = (a1+b1.1:+c1y)/2A,
Ly = (az+bx+ ng)/?A, (3.18)
L3 = (a3 + b3.’12 + C3y)/2A,
kde
1 1 )y u
A= 5 1 z5 y» | =Obsah A123
1 z3 ys
a
a; = Tjyp —TkYi, Ui =¥ — Yk, & = Tk —Tj.
3.2.2 Aproximaéni funkce na trojihelniku
Obdobou aproximace (3.7) je vyraz
f= Z N;fi. (3.19)
i
Pro nejjednodussi linearni aproximaci plati
Ny=1L;, Ny=Ls, N3=Ls.
Pii kvadratické interpolaci je pro uzlové body
Nl = (2L1 —_ 1)L1, Nz = (2L2 - 1)L2, N3 = (2L3 - 1)L3 (320)

Pro body ve stiedech stran

N4 = 4L1L2, N5 = 4L2L3, NG = 4L3L1.

(3.21)
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Podrobnosti tykajici se vyssich aproximaénich funkci jsou uvedeny napf.
v [74].

Zbyva uvést vjadieni pro operatory d/0z, 8/0y: K tomu je tieba vyjit
z derivace slozené funkce. Plati

0 _ 80L, 0 9Ly 8 0L
6:z - (9[;1 61‘ aLg 6:: 6[;3 Bz
SUSURNUI NNC NN SN
T 24A9Ly 2408L, 2A0La 244 oLy
Obdobné
8 a8 s & g d 1 D
9y 2401 2A6L2+ﬂ6L3_2Akz::Ck6Lk' (3.23)

Pl vypoétu matice tuhosti, hmotnosti nebo vektoru transformovaného
zatizeni je tieba vydcislit hodnoty integralu funkeci zavislych na Ly, L, La.
Proto je tiéelné uvést vzorce pro jejich vypocet

arb alblc!
= — .24
//L Lilidzdy = ooy 2 (3.24)

kde a, b, ¢ jsou pfirozena Cisla v exponentech plosnych soufadnic.

3.3 Tazeny-tlaceny prvek

TaZenym-tlaéenym prvkem se samostatné zabyvame éisté z metodickych
divodu. Je totiz pouze specidlnim pfipadem prvku prutového. V tazeném-
tlaéeném prvku se pfedpokldda jedind nenulova slozka tenzoru napéti, a to
o.. Pfetvofeni v pfi¢ném sméru ¢, €, sice existuji a nejsou zanedbatelna,
avSak energie, kterd je s nimi spojend, vzhledem k zanedbatelné malym
hodnotam napéti oy, o, zanedbatelna je. Z toho plyne, Ze jedinou nezndmou
funkci je posun ve sméru osy z, tj. u(z). Aproximace posunu po délce prutu
je vyjadiena vztahem (3:3), ktery miiZzeme zapsat maticové ve tvaru

u(z) = Nr, (3.25)

kde
N={ %(1—5), %(1+5)}, rf={w, w}.
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du .
Deformace ¢, = iz se vypocte z nasledujiciho vztahu
x

ez = Br, (3.26)
kde o d N
1

Matici tuhosti taZeného-tlateného prvku vypolteme ze vzorce K =
f; BTD B dr. Matice D ma jediny prvek D;; = EA. Plati

EA ' [ <1 EAT 1 -1 (a s
Kz_Iz_/_l{ 1}{-1, 1}Jd§:—l—[_1 1}. (3.27)

3.4 Tenkosténny prutovy prvek
Uvazujme tenkosténny prut, ktery muze mit uzavieny nebo polouzavieny

prifez s otevienymi vétvemi (obr. 3.8). Prifez pilife ma lokalni soustavu
soufadnic y, z, w* spliujici podiminky

jydA:O, /z dA =0, /w‘dA:O. (3.28)
A A A

Obr. 3.8: Tenkosténny prutovy prvek
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Naznadeny prvek muze byt souddsti vertikdlniho nosného systému vy-
skové budovy. V takovém piipadé délka prvku [ odpovida vysce podlaii a
lokalni osy y, z je vhodné volit rovnobéziné s globalnimi osami Y, Z . Funkee
w* popisuje jednotkovou deplanaci prafezu. Vztahuje se k p6lu P a polatku
so soufadnice s a obvykle se zjistuje za pfedpokladu volného krouceni. Na
otevienych vétvich pfechazi ve vyseéovou soufadnici w. Prufez prvku ma
sedm stupfii volnosti: slozky posunuti prafezu jako tuhého celku u,, vy,
wy, slozky rotace ., ¢y, ¥, a miru deplanace x. Pomoci téchto veli¢in lze
vyjadfit posuny u; a uz obecného hodu prifezu ve sméru osy ¢ a ve sméru
teiny ke stiednici prufezu s. S oznaenim podle obr. 3.8 mizeme psat

ui(z,s) = us(z) + sxT(s)ql(J:), (3.29)
uy(z,s) = s3(s)qa(z), ‘
kde
T T
q: :{ —Pzy Pys X } ) q2 ={ Vs, Ws, @g } )
{3.30)
T . T
sy 3{ Yy, z, w" } , 52:{ cose, Sing, p } i

7 podminek ekvivalence a uzitim Hookeova zdkona vypoéteme vnitini
sily (srov. (2.8)): normalovou silu N, posouvajicisily Qy, Q., dile momenty
M;, My, M, a bimoment B. Po provedeni nezbytnych vypocta vychazi

N, = EAu,,

" (3.31)

0101, Q = D.q, + Diq,.

]

Derivace podle z jsou oznateny carkou. Nové zavedené matice jsou defino-
vany takto:

T T

M={-M,, M, B} Q={Q, Q., M, } .- (332

Dile plati
D, = /I«Jslsz' dA, DQ:/ngs"fdA,
JA A

(3.33)
D, = /Gszs;{dA.
A
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Derivace podle s znaéime teckou. Z vlastnosti soufadnicovych funkei y, z,
w* lze odvodit ekvivalentni vyjadfeni matice

D, = /Gsls'{ dA = DT. (3.34)
A

Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [20].
Matici tuhosti prvku vypocteme z vyrazu pro potencidlni energii vniti-
nich sil. 8§ vyuzitim podminek (3.28) snadno zjistime, Ze

E;, = %/ [uJEu, + qllTEslsfql1

“ , , (3.35)

+ (qffﬁl,-i- qusz) G (5{411 + qu‘g)] dq,

kde € je objem prvku.
Tento vyraz, jehoZ prvni dva ¢leny na pravé strané pfedstavuji energii nor-
malovych napéti a posledni ¢len energii smykovych napéti, je zobecnénim
vztahu (2.67). Tvarovy souéinitel k klademe rovny jedné. Integraci po prii-
fezu uvedeme (3.35) s piihlédnutim k (3.33) a (3.34) na tvar

i
2E; = / [U,EUS+Q1TDLQ1+'1T02‘11
0 (3.36)
ITD TD I ITD 7 d
+ qy U291+ 93029, +q5 U3q,| ax.
Necht
M=k (@) ] (@) | u? ] (@DT | (e)T } (3.37)

je vektor zobecnélych posunt koncovych prifezi. Indexem h jsou oznaceny
parametry piislusné hornimu prufezu, index d ozna¢uje parametry dolniho
prufezu. Matice tuhosti prvku bude typu (14, 14) a k jejimu uréeni poslouzi
vyraz

2FE; =rTKr, resp. 6E; = érTKr. (3.38)

Zbyva aproximovat neznamé u,, g1, g2 v ekvivalentnim vyrazu (3.36). Ome-
zime se na linedrni izoparametrickou aproximaci ! a do (3.36) dosadime

1Vzhledem k tomu, Ze viechny hledané funkce v (3.36) jsou nejvyse v 1. derivaci, staci

volit aproximaéni funkce zajistujici pouze spojitost hledanych funkci na hranici mezi
prvky.
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vztahy
U, = qul + qug,
91 = qiN1 + q}No, (3.39)
g2 = q3N1 + qiN,,

kde Ny, N3 jsou dany vztahy (3.2).

Pokud bychom provedli pfesnou integraci (3.36), ziskdme matici tuhosti,
ktera je prakticky nepouzitelnd. Vyskytne se jev, ktery nazveme smykovym
ztuhnutim (v anglické literatufe shear locking). Prvek totiz vykazuje ne-
timérné vysokou tuhost ve smyku. Ukazalo se viak, 7e tuto nectnost lze
snadno odstranit. Jak je patrno z (3.31), je pro zvolenou aproximaci (3.39)
pribéh posouvajicich sil po délce prvku linedrni a pribéh ohybovych mo-
mentd konstantni. To je viak v hrubém rozporu s poZzadavkem Schwedle-
rovy véty dM/dz = @, kterd Zida pro své splnéni opak, tj. aby pribéh
posouvajici sily byl vyjadien polynomem o jeden stupefl nizéim nez ohybo-
vy moment. Je zfejmé, Ze aproximaci (3.39) toho nelze docilit. Rozpor ize

pouze zmirnit zavedenim dopiiujici podminky konstantniho smyku (srovnej
(2.71))

dw Wey — Wy +
Yer = drs + o, lz:_— - 2 1 1 + Pyt - ‘Py2’
(3.40)
_ dv, _ Us2 — U5 P21+ @22
Yry = Iz Pz |x=§ = i - D) ,

kde v, je zkoseni prifezu v roviné (z,z) a v,y je zkoseni prifezu v roviné
(z.9) -

Po aplikaci (3.40) budou vsechny &leny v (3.36) konstantni a integra-
ce se zjednodusi na maticové nasobeni. Téhoz efektu je mozné docilit tim,
ze k integraci (3.36) pouzijeme jednobodovou Gaussovu integra¢ni formuli.
Pro cleny, kde se vyskytuji pouze derivace u,, ql, q2, je to piesny vypodet,
pro &leny, kde se vyskytuji g, g2, je to redukovana integrace. Lze uka-
zat, Ze tento postup, nazyvany selektivni integraci, je zcela shodny s uzitim
piedpokladu (3.40).

Po provedeni pFislusnych numerickych operaci obdrzime matici tuhosti
prvku zapsanou v tabulce 3.2. Symbolem Q7 je v tabulce 3.2 oznagena
fadkova matice typu (1,3). kde symbolem O7 je oznacena tadkova matice
typu (1, 3).



3.5. PRVKY PRO ROVINNOU ULOHU 145

[ Eé 0’[‘ OT _&1_ OT OT ]
l l
1 l 1 { i
TD1+;1-02 D, O _—DI+ZD2 —5D-
—D3 0 %Dz ——Da
EA oT oT ’
!
1 l 1
sym. TDI+ZD2 —502
1
i 70s |

Tabulka 3.2: Matice K

3.5 Prvky pro rovinnou ulohu

Obecn4 prostorova tloha se redukuje na rovinnou, jestlize vsechny velic¢iny
jsou na jedné proménné nezavislé (vietné geometrického tvaru). Takovou
nezdvisle proménnou bude v nasem piipadé z. Rovnéz vsechny pisobici sily
(objemové 1 povrchové) musi b)’/t na z nezévislé Nejprve struéné shrneme

~~~~~~

a rovinna napjatost.

Jestlize kromé uvedenych pfedpokladi je slozka tenzoru deformace ¢,
rovna nule, jedna se o pfipad rovinné deformace. Kromé toho jsou nulo-
vé slozky tenzoru deformace 7y, 7,,. Nenulové slozky tenzoru napéti jsou
Oz, 0y, Tay, 0. Reseni tilohy musi spliiovat véechny rovnice pro obecnou pro-
storovou napjatost. Nékteré rovnice jsou pfi tom v disledku redukce na
rovinny problém splnény identicky. Prakticky pfiklad rovinné deformace
nastava nejcastéjl v souvislosti s feSenim téles, jejichZ rozmér ve sméru z
pfevazuje nad rozméry ve smérech z, y, avSak feseni nelze uspokojivé popsat
pomoci zjednodusujicich geometnckych predpokladu Klasickym ptikladem
je pfipad pfehradni zdi (obr. 3.9a).

Jestlize kromé 1vodnich pfedpokladi je nulova slozka tenzoru napéti
o, jedna se o pfipad rovinné napjatosti. V tomto pripadé jsou nenulovymi
slozkami tenzoru napéti o, oy, 7zy. Nenulova je i slozka tenzoru deformace
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N

Obr. 3.9: Pfiklady rovinnych tloh

€. Zanedbavame smykové napéti 7,, 7, a odpovidajici deformace v, ¥,z.
Typickym ptikladem )e stanoveni napjatosti tenké stény, ktera je zatizena

pouze ve stfednicové roviné (obr. 3.9b) 2.

V obou uvedenych piipadech jsou pouze dvé neznadmé funkce - posuny
u, v. Obé jsou nezavislé na z. Statické i geometrické rovnice jsou pro obé
ulohy totozné. Odlisné jsou fyzikalni rovnice, reprezentované matici tuhosti
materidlu. Pro homogenni, izotropni material plati (viz tab. 1.1):

Rovinna deformace

1—-v v 0

D:-—-———E—— v  1—v 0
(1+v)1-2v) 1—2v

0 0 7

Rovinna napjatost

1 v 0
p=_E£ v 1 o
1-v2 1-v
0 0

Vektor napéti ma pouze tfi nenulové slozky

o={ 0. oy Ty} .

v
N 6,,::-1—_—;(63 +Ey).

(3.42)

2Disledné vzato, jsou predpoklady rovinné napjatosti pfesné splnény jen v limitnim
piipadé nekoneiné tenké stény ¢ — 0 nebo pro tzv. zobecnénou rovinnou napjatost.
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Obdobné vektor deformace

C:{ €z, &y, TYry }T- (343)

Geometrické rovnice obdrzime z (1.2). Plati

{ 6_,” 3
x oz
g
e=1{ ¢ V= 5—2 . (3.44)
Tzy 6u+6v
\(911 61’4

Reseni dvourozmérné tlohy teorie pruznosti bylo prvni dspésnou aplikaci
metody koneénych prvka (viz [30]). Zahrnuje v sobé rovinnou napjatost a
rovinnou deformaci. V obou tlohach se vyskytuji tfi slozky tenzorn napéti a
tfi slozky tenzoru deformace. V pfipadé rovinné napjatosti véechny zbyvajici
slozky tenzoru napéti jsou nulové a nepfispivaji tudiz do prace vnitinich sil.
V ptipadé rovinné deformace sice je napéti ve sméru kolmém k roviné, ve
které ulohu fesime, nenulové, avSak pfislusna slozka tenzoru deformace je
nulova a tudiz toto napéti rovnéz nepfispiva do prace vnitinich sil.

V tomto ¢élanku nejprve odvodime zakladni vztahy pro vypocet matice
tuhosti trojihelnikového prvku s konstantnim polem deformace. Dale se bu-
deme zabyvat izoparametrickym &tyfihelnikovym prvkem a nakonec popi-
Seme uZiteéné modifikace tohoto prvku. V té souvislosti vyuzijeme obecnéjsi
variani principy. Omezime se na jednoduché prvky s parametry zobecné-
lych posunu pouze v uzlech étyfihelniku.

3.5.1 Trojuhelnikovy prvek

Schema prvku je na obr. 3.10. Vektor uzlovych posunit ma 6 slozek
'T = { u, v, Uz, V2, U3, V3 }-

Posuny uvnitf prvku musi byt tudiz jednoznaéné popsany témito Sesti pa-
rametry

3 3
u =Y Liu, v =Y L. (3.45)
i=1 =1
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L

1

— X

Obr. 3.10: Trojihelnikovy prvek (rovinna tloha)

Slozky tenzoru deformace budou podle (3.44)

_ Ou
bz = dz
ov
du
Yzy =

dy

1 3
= ﬂz Ci Vs,

i=1

v

coz lze zapsat maticové ve tvaru

T 24
1

neboli

0 b, 0 b3
(4] 0 C2 0
by c2 b2 c3

e=Br.

C3
bs

3
1
+5o= ﬂg(biv; + ciu;),

?

(3.46)
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Z (3.46) je videét, ze slozky vekioru e jsou po prvku konstantni. Jde tudiz
o konformni prvek, nebot spliiuje pozadavky spojitosti 1 konstantni defor-
mace.

V piedchazejici kapitole bylo ukazano, Zze matice tuhosti se vypoclte ze
vzorce

K = | BTDB dq, (3.47)
a

pfi ¢emz integracni obor §2 je vymezen objemem prvku.
Piedpokladdame-li, Ze matice tuhosti materialu D se po prvku neméni, po-
tom integrace (3.47) dava (¢ je tloustka)

K=BT"DBALt.

Pouzitim tenzorového podtu lze vyjadfit matici tuhosti trojdhelnikového
prvku ve vzorci. Pouzijeme nasledujici oznadeni : u; (¢ = 1, 2) jsou posuny
obecného bodu (z1,z2) a u? jejich hodnoty v uzlu f=1,2,3.

Sledujice pfedchozi postup, nejprve vypocteme derivace posund.
Jelikoz

w=LPdP, i=12, (3.48)
vychazi

dus _9L° 5 _ bl (3.49)
ax,-_c?zj'—QA’ '

kde pti zavedeni zkraceného zapisa y;; = y; — y;, i = z; — «; atd. znaéi
1 2 _ 3 _
by =yaa, bi=uys, b} =y,
L 32— B (3.50)
by = z32, b3 =213, b5=1ra.

Rozvedenim rovnice (1.39) pomoci pfedchozich vzorcu obdrzime po malé
Upravé vyraz pro aproximaci tenzoru napéti za rovinné napjatosti

_ E
241 —v?)
kde vy = (1 - v)/2.

Matice tuhosti je ddna vzorcem (srov. s (3.38))

O’,'j

[6;,~ub?u? + 7(b?u? + b’?uf)] , (3.51)

6rTKr = 6e,~0.~dQ=tA6e:,--0',~- (3.52
Tha )] 7Y

< (1 STy (50 + 858 (85580 uf 428 uf +8)]

tE
m&u? [ub?b?u,'g + 7b}’(b?uf + b?uf)] .
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Jako piiklad rozepiSeme prvni fadek matice tuhosti odpovidajici vir-
tudlnimu uzlovému posunu éul, ktery je shodny s virtudlnim posunem 8u;
v maticovém zapisu. Ve vztahu (3.52) polozime ¢ = 1, o = 1, ostatni in-
dexy jsou stitaci. Po malé ipravé vyuzivajici vzorct (3.50) bude prvni fadek
matice tuhosti vyjadien takto (srov. [54]):

D{ay1, ay2, a13, a14, a15, ai6 },

kde
a1 = Y33 + vz, a12 = VY23%32 + YT32Y23,
a13 = Y23Y31 + YT32213, @14 = VZT13Y23 + YT32Y31,
15 = Y2312 + YE3222, a16 = VZnY23 + YT32Y12,
D= -——t—b-———
4A(1 - v?)

Ptedchozi feseni byl odvozeno za piedpokladu linedrné pruzného izotrop-
niho materialu. Jiné materialové modely, které jsme popsali v prvni kapitole,
se do vypoctu zavedou prostfednictvim jejich matice (tenzoru) materidlové
tuhosti.

3.5.2 Izoparametricky bilinearni ¢tyrihelnikovy prvek

Jak jiZ bylo uvedeno v ¢lanku 3.1, jsou posuny aproximovany u izoparamet-
rickych prvka stejné jako geometrie. Plati tedy

4 4
u(é,n) = E Niui v, = E N;vy.
i=1 i=1
Pro snazsi zapis sestavme uzlové posuny do dvou vektoru
T _ T _
L -{ Uy, Uz, Uz, Uy }, r, —{ YUy, V2, V3, VY4 }

Geometrické rovnice pro zvolenou bilinearni aproximaci lze snadno zapsat
s vyuZitim (3.16)

Ou T
T = — O x
€ 817 ru
dv T
Ey = 5—'y-fvy
Yoy = _a_Lf+?_2___,Z“Y+,Z’X.

0y Oz
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Jestlize seskupime viechny uzlové posuny do jediného vektoru r

T _ ,
r ——{ u, Vi, U2, V2, Uz, vz, Ugq, U4 },

vztah mezi € a r lze zapsat ve tvaru
£=8r,

kde
X; 0 X 0 X3 0 X5 O
B = 0 Y7 0 Y, 0 Y3 0 Y,
Y1 X1 Yo Xy Y3 X3 Yy X4

Matice tuhosti se potom vypocéte ze vztahu

1 1
K:/ / BTDB tJdedy,
-1J-1

kde t je tloustka prvku.
Vypocet se provede Gaussovou numerickou integraci, coz lze formalné
zapsat nasledujicim zpisobem (viz Dodatek B) :

K =) ;BT (&, 1;)D B (&, i) (&, m5) T (&, my)- (3.53)

i=1j=1

Pro bilinedrni prvek vyhovuje fad integrace N = 2. Pokud se tvar
¢tyfuhelniku vyrazné 1isi od obdélnikového tvaru, je vhodné uzit fad in-
tegrace N = 3 (zejména kvuli proméné jacobidnu po prvku).

V ¢lanku 3.1 byly uvedeny tvarové funkce i pro vyssi prvky (bikvad-
ratické). Vétsina programovych systémia pro MKP v sobé zahrnuje vyssi
izoparametrické prvky a poskytuje uzivateli moZnost vybéru faddu integra-
ce. V tabulce 3.3 jsou proto uvedena doporuéeni integrace pro nékteré typy
rovinnych izoparametrickych prvka.

Dalsim dulezitym krokem je odvozeni vztaht pro vypocet vektoru trans-
formovaného zatiZeni. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze zatiZzeni
fz :f-y plsobi pouze podél strany 1 - 2 (viz obr. 3.11). Pro posuny bodi
této strany plati '

wz L4 Qut g(1=Eus, v = L1+ 6+ 11— O
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' 1 rad integrace ) | fad mtegrace |
PRVEK | obvykly | maximdlni | PRVEK 1 obwykly | maximdlni |
] ° | f
[ - | ‘f
| i
L 2x2 | 2x2 |} ¥ 2x2 | 3x3 |
| |
| — |
| i
Ei 2 x 2 3Ix 3 3x3 | 4 x4
! |
| s |
| |

Tabuika 3.3: Doporuéeny fad integrace

O zatiZeni budeme pfedpokladat, Ze jeho prubéh mezi uzlovymi body 1,
2 je

- - 1 - 1 - -1 -1

fa: :le§(1+£)+fx2§(1 *6): fy = fy1§(1+€)+fy2§(1 _6)

Odpovidajici vektor transformovaného zatizeni se vypoéte podle vztahu
(1.197). Po dosazen{

_I[14¢ 0 1-¢ 0 00 0 0
T2l 0 14¢& 0 1-£ 00 0 01
321{ Tl +8) + Fra(1- ) }
T+ +TF,(1-98)

2
a po integraci vyjde vektor transformovaného zatiZen(

lis — —_ — = — - —
Rg = —g{?f“-i*fxzy 2f 1+ fyo for+2f 20, Sy +2£420,0,0, 0}’

kde {15 je délka zatiZené strany prvku.

Vypocet prvki vektoru transformovaného zatizeni R, od objemovych sil a
od uéinku teploty se vypotte podle (1.197) numerickou integraci. K tomu
je tkeba jen dodat, Ze kompletni matice N ma potom tvar

No|[M 0 N 0 Ny 0 Ny O
=10 N 0 N, O Ny 0 Ng|’

kde Ny aZ N4 jsou interpolaéni funkce z tab. 3.1.
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Obr. 3.11: ZatiZeni strany prvku

3.5.3 Modifikovany étyiihelnikovy prvek

Probereme tfi modifikace, z nichZ ani jedna nenarusi ” vnéjsi vzhled” prvku.
Modifikovany prvek bude mit opét osm stupiit volnosti - po dvou v kazdém
uzlu. TakZe modifikace se fakticky dotkne pouze zplsobu vyjadfeni &lenu
matice tuhosti a v nékterych pfipadech élenu vektoru transformovaného
zatizeni.

Prvni modifikace spoéiva v pouiiti selektivni integrace, ktera teoretic-
ky souvisi se zavedenim podminky konstantniho smykového pietvofeni po
prvku. Tato modifikace ma vliv na feSeni rovinnych tloh, kde pfevlada vliv
normalového napéti; jednd se tedy v podstaté o konstrukce, které svym
charakterem pfipominaji nosniky. V jinych piipadech tato iprava nepfindsi
zhorseni. Modifikace spo¢ivd v tom, Ze pfi integraci matice tuhosti pouzi-
jeme pro viechny ¢leny Gaussovu integraci v 2 x 2 bodech, kromé élenu
G'yfy, kde aplikujeme pouze jednobodovou integraci. To mizeme algorit-
micky nejjednodusseji vyfesit tak, ze polozime hodnotu smykové deformace
v Gaussovych bodech (pfi integraci v 2 x 2 bodech) rovnou hodnoté smykové
deformace v bodé £ = 5 = 0. Oznalme

Xipa = Xil6) i
Yis = Yile,n) } E=n=0, (i=1,234).  (35)
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Matice B se na zakladé toho zméni na tvar

X, 0 X 0 Xs 0 X4 O
B=| 0 Y, 0 Y, 0 Y5 0 Yy |. (3.55)
Ys Xs Yo Xe Y2 X: Ys Xs

S takto upravenou matici B mizeme pocitat podle stejného algoritmu jako
u nemodifikované matice tuhosti.

Nebudeme zde podrobné analyzovat teoretické aspekty souvislosti re-
dukované integrace s rozsifenym Lagrangeovym principem, nybrz dokazeme
totoZnost obou postupi pouze pro bilinearni prvek. Za tim iéelem zavedeme
nasledujici ozna¢eni

e = e oV =Br, 6={0os o}
(3.56)
& = b, 22,%_p,
- 9z 9y
V Lagrangeové principu vychazime z potencialni energie
n o= —;-rT/ B'DB er-}-%rT/ BTGB, dr
a @ (3.57)

- rT/ NTﬁdr—rT/NTYdQ.
r, Q

Ulohu MKP fesime z podminky nulové variace, ktera se v pfipadé
diskretizované soustavy redukuje na podminku 81I/8r = O. Rozepsinim
této podminky obdrZime vyjadieni

[/ Y dQ+/B$GB7dQ] r=R,. (3.58)
(] [

Matici tuhosti ziskime integraci élenti v hranaté zavorce. Pouzijeme-li
redukovanou integraci, znamend to, Ze prvni integradl vypocteme pomoci
Gaussovy integraéni formule s 2 x 2, eventualné 3 x 3 body. Druhy ¢len
oproti tomu vypoéteme pouze pomoci jednobodové integrace:

/n BTGB, dQ=tABY_, 0GB (¢=y=0), (3.59)

kde B,=g=0) 2znamena, Ze se jednd o vektor B,
vyjadieny v bodé £ =0, n =0,
t je tloustka, definovana pro rovinnou ulohu vyse,
A je plosny obsah prvku.
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Tim jsme maticovou formou zapsali redukovanou integraci. Pfipomei-
me, Ze se jednalo o Lagrangeuv princip, z ¢ehoZ mimo jiné plyne, Ze jsou a
priori splnény geometrické rovnice.

Zavedime nyni nezavislou funkci v prostfednictvim vedlejsi podminky

du + ovy _ 0
7 8y Oz
a pfedpoklddejme, Ze v je po prvku konstantni. Posuny u, v maji bilinearni

aproximaci, stejnou jako u nemodifikovaného prvku. Novy funkcional ma
tvar

- 1 ~T ~ ~
i = -rT/BTDBer—J-l'ytAG'y-/G'y y— (221 2%)] 4
2 ['e) 2 1) 6y (3.1:
- rT/ NTFdI‘—rT/ NTX dQ. (3.60)
r, Q
Roznéasobenim a dosazenim z (3.56) obdrzime
I = LT/ B"DB dor — —1~7tAG'y + /G'yBA,er
2 Ja 2 0
— 7| NTFdr - rT/ NTX 4. (3.61)
r, 9]

Podminky extrému jsou dvojiho typu:

/éTéBdQ+/G~,B$dQ = R,

o a (3.62)

—tAG‘y+G/B.,er = 0.
Q

Pomoci druhé rovnice (3.62) mizeme vylouéit 7. Poviimnéme si pfitom
integralu z funkce B.. Tato funkce je v obou proménnych nejvyse linedrni.
Abychom dostali pfesnou hodnotu integralu, postacuje pouzit jednobodovou
Gaussovu integraci. Tudiz plati

—tAGy + GtAB y(4=p=0)r =0 = 7= B y¢=p=0)r. (3.63)

Dosadime-li tento vysledek do prvni z rovnic (3.62), obdriime podminku
rovnovahy na prvku ve tvaru

~T ~ ~
[ /n B DBdQ+ GtABf(fz,,zo)BW(Em,:D)] r=R,. (3.64)
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Tim jsme ale dospéli ke stejnému vyjadfeni podminek rovnovahy na
prvku jako v (3.58) a (3.59). Z toho vyplyva, Ze pro tento specialni pfipad
(konstantni smyk a bilinedrni posuny u, v) je selektivni integrace totozna
s postupem, odvozenym z obecnéjsiho variaéniho principu 3.

Uvedena formulace vSak neni invariantni vzhledem k pootoceni sousta-
vy soufadnic. K eliminaci tohoto jevu se vypolet matice tuhosti provede
v lokdlni soustavé soufadnic (z’,y’), kterd je zndzornéna na obr. 3.12. Po-
loha os z’, 3’ se odvozuje od os &, a to tak, Ze osa z’ svird s osou £ stejny

S

|
|
[
i
i
I
i
i
i
i
i
i
i
x

Obr. 3.12: Zavedeni lokalni soustavy soufadnic

uhel jako osa 3 s osou 7. Vypoétend matice tuhosti se obvyklym zpisobem
transformuje do globalni soustavy soufadnic.

Druha modifikace spoéiva v zavedeni dalsich stupiu volnosti pomoci
tzv. hierarchické bublinové funkce. Obdobny pfistup uplatnime pfi modi-
fikaci &tyfihelnikového deskového prvku v odstavci 3.6.5. O hierarchickych
funkcich je podrobnéji pojedndno v desaté kapitole. Bublinova funkce ma
v soufadnicové soustavé (¢, n) vyjadieni (1 — £2)(1 — n?). To znamen4, ze
ma nulovou hodnotu na stranich prvku a hodnotu 1 v aritmetickém stie-
du prvku, tj. v bodé £ = 0, n = 0. Pomoci této funkce muzeme opravit
aproximaci funkci u, v timto zpusobem:

4
u = ) N+ (1-€3)(1-n%)Au,

=1 (3.65)
v = ZN;v,- +(1-€3)(1-n?)Av.

i=1

3Pfi vyssich typech prvki to obecné neplati. U vyssich (napf. kvadratickych) izopa-
rametrickych prvkii nenf rovnéz selektivni integrace tak G&inna.
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Oznaéme
Ne=(1-€)(1-7n%).
Potom
_ ON. 201 2,07 0%
vo = Ge=-2la-emfE-a-med.
) (3.66)
ON. 2 0 8
Xe = -2 =7[(1—£2)na—g-(1—n2)6-a—%].

O dva stupné volnosti se rozsifi vektor r. Oznacime jej

T
rcz{ %1, v1, U, V2, U3, U3, U4 Vg, Au, Av } . (3.67)
Matice B ma pro tento pétibodovy &tyFuhelnikovy prvek tvar

X1 0 X2 0 Xz 0 X4 0 X. O
B=| 0 Yy 0 Y» 0 Y3 0 Y, 0 Y. |. (3.68)
i X1 ¥» X2 Vs Xa Yu X4 Y. X.

Pokud soucasné zavedeme obé pfedchazejici modifikace, tj. i pfedpokliad
konstantniho smyku uvnitf prvku, matice B bude mit nasledujici tvar

Xy, 0 Xa 0 Xs 0 X4 0 X, O
B=|0 Y, 0 Y, 0 Y5 0 Y, 0 Y.|. (369
Ys Xs Ys X¢ Y X7 Ys Xs 0 0

V disledku druhé modifikace se matice tuhosti zvétsila z puvodniho
typu (8,8) na typ (10,10). Aviak na prvni pohled je zfejmé, Ze stupné
volnosti Au, Av jsou vnitinimi stupni volnosti, takZe je muZeme vylouéit
(kondenzace, viz &l. 2.5). Diky tomu ani tato druhd modifikace nezpusobi
plivodnimu étyfihelnikovému prvku zadnou ”kosmetickou vadu”.

Treti modifikace spoéivad v zavedeni aproximaénich funkci, které na hra-
nici mezi prvky porusuji podminku spojitosti posunt, tzv. nekompatibilnich
funkci. Lze dokazat, Ze v nékterych pfipadech takovy model konverguje ke
sprdvnému feseni, i kdyZ ne monoténné. Tvar nekompatibilnich funkci pro
rovinnou tlohu je patrny z obr. 3.13. Pro kazdou z funkci u, v jsou zave-
deny dv& nekompatibilni aproximaéni funkce (médy) a to jako kvadratické
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. 2
va1- E2)ave V:n-n,z)us

Obr. 3.13: Nekompatibilni aproximaéni funkce

paraboly ve sméru £ a 7. Lze ukazat, Ze ¢tyFdihelnikovy prvek s nekom-
patibilnimi médy spliuje klasicky patch test, jestlize ma tvar obdélnika
nebo rovnobéznika. Rovinny prvek s nekompatibilnimi médy poskytuje ve-
Imi dobré vysledky pfi modelovani ohybu, jak je patrno z tab.3.4. V [33] je
popsana Taylorova tiprava, ktera zajisfuje splnéni patch testu i pro obec-
ny ctyFahelnikovy prvek. Nase dosavadni zkusSenosti s timto prvkem vsak
nejsou nejlepsi.

3.5.4 Rovinny prvek s rotaénimi stupni volnosti

Rovinny izoparametricky prvek ma v kazdém uzlovém bodé dva stupné vol-
nosti - posuny u,v. To komplikuje algoritmus feSeni plochych skofepin a
lomenic pomoci rovinnych sténodeskovych prvki. Ty jsou vytvoteny pro-
stym slozenim sténového a deskového prvku. Deska ma v kazdém uzlu tii
stupné volnosti - w, ¢, py. PH pouiZiti klasického izoparametrického sté-
nového prvku je tudiz v kazdém uzlu tuhost pfifazena pouze péti stupium
volnosti. Drtiva vétsina programu pro analyzu prostorovych plosnych kon-
strukel mé v kazdém uzlu 6 stupii volnosti - tfi posuny a tfi pootoéeni.
Problém lze fesit tak, Ze zminéné stupné volnosti se v kaidém uzlu vztdh-
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nou k lokilni soustavé soufadnic (1,2, 3), kde osy 1,2 lezi v te¢né roviné ke
stfednicové ploSe prostorové plosné konstrukce - viz obr. 3.14.

- lecnd 1
Y o G 7S
777 7L z
,’———-.'ggi ]1 .
:/'
Vo

Obr. 3.14: Lokalni soustava soutadnic v te¢né roviné plosné konstrukce

Uvedeny postup pfinasi uréité topologické problémy, vede ale k redukci
celkového poctu stupriu volnosti, nebot pootoceni okolo lokalni osy 3 neni
pfifazena Zadna (v pfipadé lomenice) nebo velmi mald (v pfipadé velmi
ploché skofepiny) tuhost. Tento stupen volnosti se tudiz vylouéi a v uzlovém
bodé zbyva pouze 5 stupiiti volnosti. 4

Sténodeskové prvky vytvofené vySe popsanym zpusobem vykazuji uréi-
tou nelogiénost - ohybové chovani je ¢asto popsano lépe nez membranové
chovani. Dobfe navrzena plosna konstrukce vsak pfevaZznou vétsinu zatiZe-
ni pfenasi membranovymi silami. Aproximace membranovych sil se projevi
rozhodujicim zpisobem ve stabilitni analyze plochych skofepin (devatd ka-
pitola). Je pozoruhodné, Ze vizna snaha o odstranéni zminéného nedostatku
se projevila aZ v osmdesatych letech, kdy byly navrZeny prvni sténové prvky,
které maji v kazdém uzlovém bodé kromé dvou posunovych stupiii volnosti
i pootoéeni [1, 52, 17, 34]. Zde uvedené dva typy prvki jsou zaloZené na

o tzv. volné formulaci [17]

¢ na zobecnélém variaénim principu [34].

4Postup je v piipadé lomenic zcela korektni, v piipadé ploché skofepiny zavadi vak
uréité ztuZeni, nebot je zamezeno pootaceni okolo lokAln{ osy 3.
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Volna formulace

Postup popsany dale byl navrzen Berganem a Nygardem [17] a pfedstavuje
alternativni pfistup k MKP . Vyuziva skuteénosti, Ze je moiné vytvo-
fit membranovy prvek s rotainimi stupni volnosti v uzlech, ktery spliiuje
& priori patch test a ma dobré vlastnosti pfi modelovani rovinnych konst-
rukci nosnikového typu namahanych ohybem (in-plane bending). Navrzeny
piistup k odvozeni prvku se nazyva volnd formulace (free formulation). Od-
liduje se od postupu zalozenych na variacnich pfistupech tim, Ze nevyzaduje
pro zajisténi konvergence plnou spojitost (kompatibilitu) mezi sousednimi
prvky. Vychézi z upraveného patch testu.

Patch test je standardnim postupem pfi zjisfovani, zda nekonformni
prvek spliuje podminky konvergence (viz [43]). Bergan a Hanson v [17]
formulovali postup ekvivalentni patch testu ve tvaru linearnich omezujicich
podminek, které jsou aplikovany pfimo na testovanou matici tuhosti. Po-
le posunil, odpovidajici jak pfemisténi prvku jako tuhého télesa tak stavu
konstantni deformace, lze vyjadFit takto

u=N.q,+N.q., (3.70)

N, je uplna soustava linedrné nezavislych tvarovych funkei
(médit), reprezentujicich pfemisténi prvku jakozto
tuhého télesa (3 mddy),

N. je uplna soustava linedrné nezavislych maédi,
reprezentujicich stavy konstantni deformace (3 médy),

qr,q. Jjsou odpovidajici zobecnélé soutadnice.

Vztah mezi zobecnélymi soufadnicemi g, ¢, a uzlovymi posuny r ma tvar

r = Grqr + chC) (371)

kde G ., G, se ziska dosazenim soufadnic uzlovych bodi do N, N..

Podminky (3.71) aplikujme na matici tuhosti konkrétniho izolovaného
prvku. Prvni podminka patch {estu pozaduje, aby médy g, nevyvodily zad-
né uzlové sily. Tudiz

KG,q,=P,q,=0=KG,.=0. (3.72)

P, je matice, jejiz sloupce piedstavujl uzlové sily od jednotlivych mdédu
pfemisténi prvku jako tuhého télesa .5

5Prvky vektoru zobecnélych soufadnic maji tento vyznam - gy je posun ve sméru osy
€, gr2 je posun ve sméru osy ¥y, ¢r3 je pootoceni okolo t8%ité prvku .
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Podminka konstantniho pole deformace vede ke stavu konstantniho pole
napéti po celém prvku, tedy i podél jeho stran. JestliZe zminéna napéti
nahradime ekvivalentnimi (staticky, energeticky) uzlovymisilami p ., potom
lze druhy pozadavek patch testu rovnéz formulovat jako omezujici podminku
aplikovanou na matici tuhosti. Musi platit

KG.q.=p.=P.q. 2> KG.=P,, (373)

kde P . je matice, jejiz sloupce pfedstavuji uzlové sily od jednotlivych méda
stavu konstantni deformace. Omezujici podminky (3.72), (3.73) reprezentuji
patch lest.

Volna formulace vychazi z pozadavku apriorntho splnéni paich testu.
Vede k matici tuhosti, kterd je vytvofena ze dvou ¢asti - ze zakladni matice
tuhosti K a z matice tuhosti pfislusejici tvarovym funkcim vyssich stupiu
Kn

K=K+ Ks.
Cilem je ziskat membranovy prvek, ktery ma v kazdém uzlu kromé dvou

posunovych stupnu volnosti jesté tfeti, kterym je pootoceni okclo normaly
k roviné membranového prvku. Pootoéeni je definovano vztahem 6

1 /8v Ou

Takto definované pootoéeni je invariantni vzhledem k poloze soustavy sou-
fadnic. Neni ale totozné s pootoéenim stran prvku v uzlovych bodech. Z toho
divodu je vztah mezi témito veli¢inami vyjadien prostiednictvim paramet-

I«
1 (v OQu
==|5——- %] a
¥=3\6z73 y
Ukazalo se, Ze pro a vétsi nez 1 dojde k podstatnému zlepSeni ohybového
chovdni prvku. Je viak tieba poznamenat, Ze @ musi byt stejné pro vsechny

prvky, aby nebyla porusena druhi podminka paich testu.

Pro trojuhelnikovy prvek podle obr. 3.15a jsou matice interpolaénich
funkeci, které splituji uvedené pozadavky, dany vztahy

1 0 -9 1€ 09
w[30 ] e[S 0] e

' SPodrobnéjii vyklad je uveden v nasledujicim odstavci.




162 KAPITOLA 3. PLOSNE KONSTRUKCE

Obr. 3.15: Trojuhelnikovy prvek pro volnou formulaci

Zakladni matici tuhosti lze ziskat pfimo pomoci matice tuhosti materialu
D a transformaéni matice L, kterd transformuje konstatntni napéti podél
stran prvku na ekvivalentni uzlové sily. Plati

K, = %LDLT, (3.76)

kde A je obsah trojuhelnikového prvku.

Tvar matice transformace L zdvisi na zvolené aproximaci posuni podél
jednotlivych stran prvku. V [17] je pro posuny stran pouzita nosnikova in-
terpolace, tj. pro posun kolmo ke strané kubicky a pro posun podél strany
linedrni polynom.

Transformaéni matice L ma potom tvar

LT ={L;, L, L3}, (3.77)

Ykj 0 Tik
=1 0 Tik Yei
1 1 1 1

2| Za(t-u2) -afsk-s2 = a(Zij Yji — Tjk Yrj)

6 Yii— %) § ii " %k) 3 ij Yji ik Ykj
Zij = T — Zj, Yij = Y — Y5

Pro a = 0 se po dosazeni do (3.76) ziskd matice tuhosti trojihelnikového
prvku CST (constant strain triangle).
Matice tuhosti vyssiho stupné se obdrzi na zdkladé interpolace (3.75), roz-
§ifené o

)

up=Nypqp = Npign + Nnagn2 + Npagas. (3.78)

Interpolace N; pedstavuji Eisty ohyb v soustavé soufadnic &;, 7, kde &; se
méf{ ve sméru téZnice trojuhelnikového prvku, pfislusné k i— tému uzlovému
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bodu, 7; je soufadnice ve sméru kolmém k ptislusné téinici, jak je patrno
z obr. 3.15b. V lokélni soustavé soufadnic (&, 75) je

(= & .
u; = { o }= 1—2 ¢ qni- (3.79)
i —-2"5:'
Celkové lze tedy pro pole posunu psat
u:Nqu‘+~CqC+thh- (380)

Obdobné jako v (3.71) plati

qr H,
q={ qc =G 'r=| H, [r=Hr. (3.81)
qn Hy

Matice tuhosti Kp, se vypoéte nasledujicim zptsobem :
Kn=HTKHy, kde K :/ BTDB,dQ (3.82)
o]

a B} je matice, kterd vaze vektor deformaci s vektorem gqy.
Kromé parametru a miZe byt ve volné formulaci zaveden dalsi parametr
B tak, ze

K =K;+ K. (3.83)

Vyplyva to z faktu, Ze volnd formulace splituje paich test pro libovolnou
matici vy$siho stupné. Pouze je tieba zajistit, aby matice tuhosti vyssiho
stupné méla spravnou hodnost. Je to soucasné zaruka, Ze vysledna mati-
ce K nebude mit falesny méd, s kterym neni svizdna zidnd energie (tzv.
free energy mode). Optimalni volba parametri a, 3 vede k velmi dobrym
vlasnostem prvku. Podrobnosti, véetné prehledného programu, ktery lze bez
uprav vyuzit, 1ze nalézt v [17]. Doporuéena hodnota parametri «, 8 je

a=15 B=05.

Porovnani s jinymi membranovymi prvky je uvedeno dale.

"Derivaci (3.79) se lze snadno piesvédéit, Ze relativni prodlouZeni ve sméru osy ¢; ma
linedrni pribéh a Ze smykové zkoseni vzhledem k osdm &;, n; je nulové.
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Prvek zaloZeny na zobecné&ném variaénim principu

Novy piistup je zaloZen na variaéni formulaci, kterd zavadi nezivislé pole
rotaci a vyuZiva antisymetrickou ¢ast tenzoru napéti a antisymetrickou éast
gradientu deformace. Zakladni myslenka pochazi od Reissnera [61]. Apli-
kaci v MKP a otazkou stability diskrétniho feseni se zabyvali Hughes a
Brezzi [34]. Dile uvedend formulace byla popsana v [40] a vyuzivd Allma-
novych interpolaénich funkei [1]. Pro zjednoduseni vykladu bude zpoéatku
pouZit tenzorovy, pozdéji maticovy zapis a nebudou diskutoviany okrajové
podminky.
Uloha je popsana nasledujicimi rovnicemi :

giji + X; = 0 (silové podminky rovnovahy)
5(0,-,- —0ji) = 0 (momentové podminky rovnovahy)
1 .
wp = -Q—(u_,-,.- — ;)  (definice pootoceni okoli bodu)
symo;; = Dyjrr (symug ;) (konstitutivni rovnice)
(3.84)

Oproti formulaci uvedené v ¢l. 1.6 se & priori nepfedpokladd symetrie
tenzoru napéti. JelikoZz v MKP ddvame pfednost maticovému zapisu, za-
vedine matice

[ 0 9
1| 8 8 “
V= —_— —_— ], = 2. .85
2 oz 0 dz “ :u (3.85)
b 1]
| "5y s

Posledni tfi rovnice v (3.84) lze potom zapsat takto:

1| vz T Wz
1-=_2. Tyz — Tzz .—.0, w = Wy ZVU, o-:DBTu, (386)
Tz-y bl Tyc W,

kde prvky vektoru 7 jsou slozkami antisymetrické ¢4sti tenzoru napéti a o
obsahuje slozky symetrické &4sti tenzoru napéti. Operatorova matice 8 je
definovina vztahem (1.5).
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Za predpokladu apriorniho splnéni konstitutivni rovnice (o nejsou nezavis-
16), ma vychozi funkcionadl tvar

0L (u,w,7) = %/ﬂ(aTu)To 8" u dg+/nfT(Vu — W) dQ

- 17-1/77’1— dQ—/fTu dQ,
2 1] 11

kde v je piedem zvolend kvazimateridlovd konstanta souvisejici s tuhos-
ti materidlu. Funkcional (3.87) vznikl rozsifenim klasického energetického
funkciondlu o energii napéti = (tfeti ¢len na pravé strané) a o praci = na
dislokacich (Vu — w), které vznikaji v disleku nezdvislosti poli 4 a w.
Z podminky stacionarity funkcionalu

(3.87)

Iy =0

se ziskaji prvni tfi rovnice (3.84) jakozto Eulerovy rovnice. Vzhledem k to-
mu, Ze v (3.87) se vyskytuji kromé posuni i napéti, ziskd se diskretizaci
smiseny typ prvku.

Kdybychom vylouéili 7 pomoci kvazikonstitutivni rovnice

1

—1=Vu —w, 3.88
: (3.88)
z ni# je patrny vyznam konstanty v, ziskali bychom funkcional
T, (v,w) = %/(BTu)TD 8"u dQ + %7/ (Vu —w)T (Vu — w) dQ
a 0
- / X" u dQ, (3.89)
n

ktery vede k posunovému modelu 8. Uvedené dva funkciondly jsou obdo-
bou zavedeni nezavislého vy v izoparametrickém rovinném prvku, jak bylo
uvedeno v piedchazejicim odstavci.

Konstanta v, ktera se vyskytuje v rovnicich (3.87) az (3.89), je zavislana
feseném problému. Hughes a Brezzi dokazali [34], ze v piipadé izotropniho

8Prvnf integral v (3.89) lze zapsat obvyklym zpiisobem

/(aT u)TD 3Tu d0 = /;TDedn.
Q 113

V diskrétni formulaci vede k obyklé matici tuhosti klasického izoparametrického prvku.
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materidlu a rovinné ilohy je optimalni hodnota ¥ = G (smykovy modul
pruznosti). Numerické vypoéty ukdzaly, Ze vySe uvedend formulace neni
citlivda na volbu hodnoty 5. Doporuéuje se vsak volit ji rovnou G 1 pro
ortotropni materialy.

Vypoéet matice tuhosti, interpolaéni funkce pro étyfihelnikovy
prvek

Matice tuhosti bude odvozena na zdkladé funkcionalu (3.87) pro rovinnou
tlohu. Pro jednotlivé funkce vystupujici v (3.87) se pouzije nésledujici in-
terpolace :

4 8
{

u = ZN,-u,-+NCAu +ZN{—18—K(OJK—UJJ) COS aJK,

i=1 I=5

4 8 ik
v = ZN;v,-+NcAv +ZN]—8——(LJK—‘WJ) sinajg, 3.00

i=1 4 I=5 ( . )
w,; = w:ZN,-w;

i=1

T = §(Txy — Tyz) = 1o = konst..

Pro funkce N;...Ng plati vztahy z tab. 3.1, pficemz pro funkce Nj...N4 se
vyuzije pouze silné zaramovana ¢ast a Ns...Ng se vezmou bez koeficientu
0.5. Hierarchické stupné volnosti Au, Av se vylouéi v rdmci kondenzace
podobné jako v druhé modifikaci étyftuhelnikového prvku.

Pro indexy J, K plati FORTRANové vyjadfeni

J=I-4, K =mod(I,4)+1

Druhy é&len ve vyrazech pro u, v je pievzaty od Allmana, ktery jej ziskal pii
Fedeni ohybu nosniku (jeho odvozeni je uvedeno v souvislosti s modifikova-
nym deskovym prvkem v odst. 3.6.5). Podle obr. 3.16 znaéi I; g délku strany
prvku JK a ajyk je uhel, ktery svird pfislusnd normaila s osou z. Oznacme

8Tu:Bru+er, (391)
kde
rZ‘: = {uy,v1,...uq,v4, Au, Av}, (3.92)
(T = fonunesn)
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Obr. 3.16: Prvek zaloZeny na obecném variacnim principu

Matice B je uvedena v odst. 3.5.3. Prvky v I-tém sloupci matice G jsou
vyjadfeny takto :

= l lry co 9Ny — i cos O Nu
ar = 8 13 Ccosary 9z IK €COS Q1K Sz )
gor = % (1[] Sina]]aaj\;L - IIK Sil’la'jxaaNyM) y (393)
1 ONL O Ny
g3r = =z I]J cosarg —I]K COsS I
8 Jy Jy

. ONL . 0 Num
+ liysinagy — g sinagg )
Jz Oz

kde pro indexy M, L, K, J plati FORTRANovy zapis
M=I+4, L=M-1+4 aint(1/I), K =mod(M,4)+1, J=L -4
Déle uvazme, Ze ve dvourozmérné iloze se vyraz (Vu —w) redukuje na tvar

au 61) _.T
—5—y+%—w1—a ro+fr,, (3.94)

kde

r 1{ aN, oM d N, 6NC}. (3.95)

=38y 8z T 8y 9=z
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Pro I-ty prvek vektoru f plati (I = 1,2,3,4)

fi= - 1 Irycosa 6NL—I cos o ONm
1= TAGE 1J 5y IK C IK—3 (5.90
1 : dNL . 8 Nm %)
+ —{lissinayy —lksinarg — Ny.
16 Oz T

Diskrétni formulace zaloZena na funkcionalu (3.87) muze byt zapsana takto:

5 al{2)-(5) om

kde
K = f (B,G]" D[B, G] d9,
a (3.98)
KT = /{aT,fT} dQ, 7= T Ty
1]
Konstanta 7y se vylouéi statickou kondenzaci, coi vede k vyjadfeni
Kr=R, kde R=K+%hh"‘. (3.99)

Podobné Ize odvodit diskrétni formulaci na zdkladé funkcionalu (3.89). Pro
K potom plati R
K=K+K", (3.100)

K* = —,/n {;} {;}T dx. (3.101)

Integrily v (3.98) se pocitaji numericky uZitim Gaussovy integraéni for-
mule. Matice K se integruje v 3 x 3 bodech a matice K* v 1 bodé. Pro
obdélnikové prvky tak obé vyse uvedené formulace vedou k identickym vy-
sledkum. U obecného &tyfihelniku se vysledky mirné lii. Je to disledkem
skutecnosti, Ze pii redukované integraci se v integralu (3.101) neuplatni vliv
bublinové funkce.

kde

Piiklad 3.1 Aby si bylo moZné uéinit pfedstavu o kvalité jednotlivych
membranovych prvka, jsou porovnany vysledky analyzy konzoly znazorné-
né na obr. 3.17, kde jsou uvedeny jednak geometrické a materidlové charak-
teristiky a potom déleni na prvky.

Regent:
Vypoéet byl proveden pomoci
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o O

Obr. 3.17: Testovaci konzola (h=12, 1=48, v=0.25, F=40, E=30000)

\ L 2

¢ bilinedrniho izoparametrického prvku (LIZ)
o bilinedrniho izoparametrického prvku s nekompatibilnimi médy (LIZN)
o bikvadratického izoparametrického prvku (BIZ)

o Berganova prvku s rota¢nimi stupri volnosti (BEFE), kde &tyiihelnik je
vytvofen ze dvou trojihelniki

o Hughesova-Brezziho prvku s rotaénimi stupni volnosti (HUBR), uvedeného
v tomto odstavci

Vypoétené hodnoty prihybd konce konzoly jsou uvedeny v nasledujici tabulce:
Za spravné se bere feseni, ziskané pomoci kvadratického izoparametrického prvku

[ [ 11z [ LIZN | BIZ | BEFE | HUBR |

PRﬁHYB 0.3112 | 0.3348 | 0.3557 | 0.3402 0.3445
% CHYBA 14.0 7.4 1.7 6.0 4.8
POCET STUPNU VOLNOST 17 17 42 27 27

Tabulka 3.4: Porovnani membranovych prvki

pro sit 6 x 10 prvki.

3.6 Deskové prvky

Analyza desek a skofepin byla od poéatku aplikace MKP jednou z nejéasté-
ji Fesenych tdloh. Zpocatku §lo vyhradné o feSeni tenkych desek na zdkladé
Kirchhoffovy teorie. Vychazelo se z klasického Lagrangeova principu. Vzhle-
dem k pozadavku C! spojitosti (spojitost prithybu a obou derivaci prithybu
vSude na hranici mezi sousednimi prvky) mél nejjednodussi plné kompati-
bilni rovnobéznikovy prvek 16 stupiiii volnosti (prihyb, derivace podle z,
derivace podle y a druha smiSend derivace v kazdém vrchodu prvku). Nejjed-
nodussi trojuhelnikovy prvek bez dopliiujicich geometrickych vazeb dokonce
21 stupit volnosti (3est v kazdém uzlu a jeden ve stiedu kazdé strany). Oba
prvky jsou znazornény na obr.3.18. Podorobnosti k témto klasickym prvkum
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Obr. 3.18: Schema kompatibilnich prvki pro feseni tenkych desek

lze nalézt v [49]. Prvky poskytovaly pii relativné malém poétu neznamych
velmi dobré vysledky. Hlavni jejich nectnosti vsak byly stupné volnosti pfi-
slusejici vyss§im derivacim, nebof pro né neplati jednoduché transformaéni
vztahy. Kromé toho nezahrnovaly vliv smyku na deformaci.

Problém C! spojitosti v souvislosti s feSenim tenkych desek odstranil
Herrmann [31] vyuzitim Hellingerova-Reissnerova principu. Vznikl tak upl-
né nejjednodussi prvek pro fedeni tenkych desek, ktery ma pouze jeden
stupen volnosti v kazdém uzlu (prihyb) a a jeden ve stfedu kazdé strany
(moment ve sméru normély M,,). Lze sestrojit obdélnikovy i trojihelnikovy
prvek. Podrobnosti lze nalézt v [3]. Tento postup je typickym pfedstavite-
lem smiSené varianty MKP. Atkoliv zminéné prvky poskytuji velmi dobré
vysledky, ve velkych programovych balicich se s nimi nesetkdme, nebot ne-
vystaéi s posunovymi stupni volnosti.

Cela fada deskovych prvku je zaloZena na modifikovanych variaénich
principech [60]. Tyto prvky se nazyvaji hybridni a jsou dosud pouzivany,
zvlasté pii feSeni linedrnich tloh. Byly vyvinuty hybridni prvky zalozené
jak na Kirchhoffové tak na Mindlinové teorii desek.

V nasledujicich odstavcich jsou detailné zpracovany tfi reprezentanti mo-
dernéjsiho pojeti analyzy deskovych konstrukci. Vybér reprezentanti je pfi-
rozené subjektivni. K jejich pfednostem patii robustnost, univerzalnost a
jednoduchost.

Na deskové prvky mizeme pohlizet ze dvou hledisek. Z hlediska
geometrie jsou podobné jako pii feSeni rovinné ilohy nejéastéji pouzivany
trojihelnikové a izoparametrické ctyfuhelnikové prvky. Pfednosti trojuhel-
nikovych prvki se uplatni zvlasté pii feseni sténodeskovych konstrukci a
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skofepin a hlavné pfi feSeni nelinearnich iloh. Izoparametrické prvky vy-
ssich typu jsou zajimavé zejména pro desky se zakfivenou hranici. Je totiz
znamo, Ze nepfesnosti vznikajici z aproximace tvaru hranice jsou téhoz fidu
jako nepfesnosti plynouci z aproximace neznamé funkce.

Z hlediska ptedpokladu o pfetvofeni pfichazi v iivahu Kirchhoffova teo-
rie tenkych desek a Mindlinova teorie pro tlusté desky. Kirchhoffovu teorii
i jeji variantu diskrétni Kirchhoffovu teorii 1ze povazovat za zvlastni pfipad
Mindlinovy teorie, které se proto budeme vénovat pfednostné.

3.6.1 Mindlinova teorie tlustych desek

Mindlinova teorie je zaloZena na ndsledujicich pfedpokladech (srov. odst.
2.1.1):

o rozdil posuni krajnich bodu desky ve sméru osy z ( stladeni desky ) je
vzhledem k absolutni hodnoté posuny w zanedbatelny

o normdly ke stiednicové roviné desky zistdvaji i po deformaci piimé,
nejsou viak jiZ kolmé ke sifednicové plose desky. Jsou proto nazjvd-
ny pseudonormdlami desky. Mindlinova teorie tedy zanedbdvd zborceni
piiénych fezi, jak je palrno z obr. 3.19

o normdlové napéti o, je ve srovndni s napétimi o, oy malé, a proto se
v energetické bilanci neuplatni.

Obr. 3.19: Pfedpoklady o pietvofeni desky

Prvé dva predpoklady jsou ryze geometrické. Z prvniho pfedpokladu plyne
w = w(z,y,2) = w(z,y). (3.102)
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Z druhého piedpokladu vyplyva, Ze piemisténi pseudonormaly v prosto-
ru (a tudiz také pifemisténi bodu, které na ni lezi) 1ze popsat jako pfemisténi
tuhého télesa. Tuhé téleso ma v prostoru Sest stupiii volnosti - t¥i posuny
a tfl pootoleni. Vzhledem k tomu, jak jsme definovali desku, jsou posuny
u, v bodu stfednicové plochy rovné nule. Vztdhneme-li parametry popisu-
jici pfemisténi pseudonormaly k jejimu pruseciku se stfednicovou rovinou,
zbudou ze Sesti stupiin volnosti pouze étyfi. Pseudonormala je viak special-
ni tyé, kterda ma pFi¢ny prufez o nulové plose. Proto nema smysl hovofit
o pootoceni této tyce okolo vlastni osy - tedy o pootoceni ¢, . Zbyvajici tfi
stupné volnosti jsou posun pseudonormaly ve sméru osy z, ktery oznaéime
w, a pootoleni pseudonormaly okolo soufadnicovych os z a y, které oznaéci-
me @z, ¢y. Kladna orientace téchto parametri , které jsou funkcemi z, y, je
na obr. 3.19. Z uvedeného vyplyvi, ze posun bodl pseudonormily (a tedy
i bodli desky) je popsan vztahy

u(z,y) = z py(z,y), v(z,¥) = =z @u(2,¥), w = w(z,y). (3.103)

Pomoci (3.103) vyjadiime nenulové slozky tenzoru deformace

_ Ou __ dpy
Exr = 5;-—2"-5—'———25,;,
ov _ Oy
&y = b—g——zay =2 Ky,
_ Ou  dv _ Opy O¢r\ _
Yoy = 3y+3z_-z(6y 5, ) =7 Fau (3.104)
- 0w Ow_ 0w
Tz T 5, T8z YT 5z
_ 0v, 0w 0w
T = 53 8y ""ay‘

kde k., Ky, £y jsou pseudokiivosti prithybové plochy. Nenulové slozky ten-
zoru napéti oy, 0y, 7oy, 7o, Ty : se ziskaji prostfednicvim fyzikalnich rov-
nic.

Piedstavme si desku rozfezanou paralelné se stfednicovou rovinou na
tenké vrstvicky. Podle tfetiho pfedpokladu (o, je velmi malé a tudii se
jeho vliv na deformaci zanedbava) je stav napéti v kazdé vrstvicce blizky
rovinné napjatosti, kterd je charakterizovana slozkami napéti o, oy, 7zy.
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Matice tuhosti materidlu pro rovinnou napjatost je ddna vztahem (3.41).
Pomoci (3.104) miZeme psat ( doplnili jsme vliv teplotnich Géinki)

E
o, = T_—ﬁ[(s,—so)+u(ay—-so)]
_ Ez [0y, 0y E
- 1—V2(6:t _Vay 1=,
E
oy = T l(Ey —€0) +v(es —eo)]
_ E: 0¢x By E
- 1_u2( e Vo) - e (3.105)
. E _E (a%_a%
™ T 30+v)™ T 0+ \ 0y 9z )’
. E _ E ( +21£
= T A+ T v\ " 5z )’
. E _E _ +_3_w
T Ty T aar )\ Ty /)

Podobné jako v analyze prutu i v teorii desek maji zdkladni vyznam
integralni silové veli¢iny, tj. ohybové a kroutici momenty a posouvajici sily.
Jsou vztaZeny na jednotku 8ifky kolmého fezu deskou a jsou proto nazyva-
ny mérnymi silami nebo intenzitami vnitinich sil. Abychom tuto okolnost
zduraznili i formdlné, budeme je znaéit malymi pismeny.

Ohybové momemty m., m, a kroutici moment m., jsou definovany
takto:

1 % 5
my =‘[_%U,,-z dz, my =[%ayz dz, myy =/-%rz,z dz. (3.106)

Podobné i posouvajici sily

L 3
q,:/%'r,, dz, q,,:/“'ry,, dz. (3.107)

2
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Dosadime z (3.105) do (3.106) a (3.107). Obdriime odtud po integraci ve
sméru z vztah mezi intenzitami vnitinich sil a funkcemi w, ¢, @, ve tvaru

_ 0?3] 0z =
my = D(B:L‘ v By mr,
_ 0 s 9y =
M= D(“ 3y Y8z )T
_ 1-v 3‘Py 630::)
My = 5 D(ay ~ 5z ) (3.108)

ow
iz = kGh((py'*‘B?))

ow
&y = kGh(“‘S"x‘*‘a),

kde .
— T F En3
mT—/—%l_UZ oT dZ, D= m, k ——5/6

Rovnice pro ¢;, gy jsou odvozeny za piedpokladu, Ze zprimeérovand smy-
kova napéti po tloustce desky 7, 7y, (srov. odst. 2.1.1) jsou energeticky
ekvivalentni parabolickému prubéhu téchto napéti.

Pro moment 7ir muzeme odvodit jednoduchy vzorec. Ma-1i byt spinén
zdkladni geometricky pfedpoklad, Ze pseudonormala zustane i po deformaci
pfima, miZeme pfipustit pouze linedrni pribéh teploty po tlousfce desky.
Oznatime-li teplotu horniho povrchu z = —% symbolem T}, a teplotu dolnibo
povrchu z = % jako Ty, potom pro T plati

_Ta+ Ty | (Ta—Th)
=+

Protoie prvni ¢len ve vyrazu pro teplotu zpusobuje pouze membranové sily,
najdeme dosazenim do (3.108)

T

dz = — %
s1-v” TR Y TRy

5 E Ty—T Eh%a
mT=/ 4 A (Ta — Tn).

Desky se &asto vyskytuji jako zdkladové konstrukce. Je proto vhod-
né zahrnout do nasich uvah i vliv pruzného podlozi. K modelovani prui-
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ného podlozi pouzijeme Winklerav - Pasternakiv model. Konstanty izot-
ropniho, homogenniho podlozi Cy, Cs se stanovi ze vzorcu (2.26). Funkce
Yoy = % Ky, Yaz, Vyz, které souviseji se smykovymi napétimi v desce, nebu-
deme poéitat z geometrickych vztahti pomoci funkei w, ¢, ¢y , jez popisuji
piemisténi pseudonormaly. Budeme je povazovat za dal3i neznamé funkce a
geometrické rovnice

ny:%%_aaiz’ 72‘7':509_"68_1:! 73/3:_903"'(;_:‘:‘
splnime v integrdlni formé tak, Ze je zavedeme jako vedlej§i podminky do
funkcionalu energie.

Sestavme nejprve vyraz pro potencilni energii systému. Pfedpokladej-
me, Ze konstrukce desky je zatiZena pouze spojitym zatizenim o intenzité
P. Kromé toho mohou byt pfedepsany na hranici desky hodnoty ohybového
momentu 7, kroutictho momentu 7, a posouvajici sily §,,. Schéma systé-
mu deska - podlozi je vyznateno na obr. 3.20. Na dalsim obrazku 3.21 jsou

(3.109)

Obr. 3.20: Deska na pruzné vrstvé

vyznaéeny kladné orientované intenzity vnitinich sil pii pohledu na desku
zdola, tj. proti ose z. Vyraz pro potencidlni energii systému muZeme zapsat
ve tvaru

1
I = -2- A (mzn,+my!cy+mzy'€zy+%7zz +(Iy7yz) aQ
d
1 dw\? dw\’
1 G +C | 7= 5-) | (992 A1
o3 m+n{ e <6"”> +(6y)l} N
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Obr. 3.21: Sily pusobici podél okraje desky

— / pwd) — / (Mppt — Mntpn + G w)dlg — /ﬁzw dr.
Qe+ s r -

Po dosazem z (3 108) a po _]ednoduchych upravach obdrz1me

= (3.111)
1/ b (a_sa_y) (f%%) 0,0y 3%+1—V(390y_0%)2
2Jq, dzr oy dy 2 Jy Oz
dw dw\?
o) s (o) e
1 N dw\? dw\? _
+§/n,+n{c”“ va|(5) +(5) oo [ e

— (Opy 6%) _ _ _
— | w22 - aQ — Mm@t — MntPn + g, w)dl
fn., T(ax 3y Fd( P tPn + @ w)dly

—/ﬁzwdl‘,
r

kde 7, = foh T.n dz je energeticky ekvivalentni vyslednice smykovych na-
péti na jednotku délky hranice pruzného podlozi.

Funkciondlu (3.111) vyuZijeme pro feSeni deskovych konstrukci MKP |
avak matici tuhosti z né&j plynouci vypoéteme selektivni integraci. Zcela
analogicky jako u nosniki bychom mohli dokazat, ze v pfipadé bilinearni

+ k Gh
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aproximace @z, gy, w dava selektivni integrace stejné vysledky jako variag-
ni formulace, vychazejici z obecnéjsiho variaéniho principu. Tuto formulaci,
ktera vznikne rozsifenim Lagrangeova principu o vedlej$i podminky, zajis-
tujici pfiblizné splnéni geometrickych rovnic (3.109), uvedeme celou, nebot
ma obecnéjsi platnost pro vyssi typy izoparametrickych deskovych prvki,
které se Casto pouzivaji. Typickym pfedstavitelem je bikvadraticky prvek
s osmi uzlovymi body. V disledku nezavislosti funkei ¥4y, ¥z:, 7y, na funk-
cich ¢, @y, w se zméni nékteré z rovnic (3.108) tak, Ze

1
Mgy = 5(1 —v)DKgy, ¢z = kGhyz,, qy = kGhryy,. (3.112)
Modifikovany funkcional ma potom tvar

M, = (3.113)

1 ' Oy ’ (68% ’ Opy0pr  1—v ,
2/ﬂ¢{D (31:) + dy —2V62 dy ey

2 2 _ 1-v ( _Opy DBy
+kGh(‘y,,+‘)’W}dQ /nd{ 5 Dty | Kzy 3y + 3z

ow ow
+ k Gh [7xz (’sz — Py — 6—2) + Yy (7yz + Yz — %)]} dQ
1 ) dw\? (6w)2 _
+ 2L‘+n {C]'w +C’2 (-a;) + —6—; dQ - V/(;d+np’wdQ
. B‘Py 6‘Pz‘ . — —_
./(1me ('—a“;“ ay aQ — Ad(ant — Mppn + 'Inw) dly4

—/?jzw dr.
r

Abychom se piesvédéili, ze podminky stacionarity tohoto funkcionalu dévaji
vSechny potfebné rovnice, vypoéteme jeho variaci:

My = (3.114)

L2 1(5) (5)+ (5)+(55)
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_ dpy a‘Pz) <8<Pz) (8<Py l—v
V(_B_:c)é(ay —-v By ) 32 + 3 KzyOKzy

+ k Gh(Ve:672: + 7y267yz)} d$2

1-v Jpy O
/n{ 2 D(”’” ay ax)‘s””
l—U (9<Py 3<Px
3 D”’”[‘s“’”“S(ay)”(ax)]

0 7]
+ k Gh [('Yzz — Py — %) 67:!:1 + (7_1/1 + Pz — 5}5) 67yz

ow ow
+ Yz (67:,-; - 6Py -4 ('a-;)) + vy (673/: + 6‘P:: -6 (%))]} dQ)
odw dw ow Jw
tfatCmsoran|(57) 0 (57) + (35) ¢ (35)]} o0
_/ péwdQ — [ r [5 (%) —6 (a%)] dQ
0440 Q4 oz oy

—/ (m,,égo, — Mpibpn +ﬁn6w)d1‘d - /§z6wdr.
Ca r

Za integra¢nimi znaménky je tfeba odstranit derivace ve variovanych funk-
cich. Toho lze dosdhnout pomoci Gaussovy véty.
Pro tdpravu predchoziho funkcionidlu musime znat dale transformaéni
vztahy mezi parametry pootoleni pseudonormaly na hranici I' ve tvaru
Yr = Pncosa—ipsina,

Py = @nsina+picosa

a transformaéni vztahy pro hraniéni sily na obr. 3.21

m, = mgcosia+ my sin®a + Mgy sin 2a,
my —Mmg .
Mpy = —y?—— sin 2a 4+ mzy cos 2a,
dn = gzcosa+gysina,

kde « je thel, ktery svira normala k hranici I' s osou z.
S pouzitim fyzikalnich rovnic (3.108) a (3.112) nakonec najdeme vyjad-
feni variace funkciondlu II,, tak, jak je uvedeno v tab. 3.5.
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6Il,, =0
/ﬂ ) { aan;y + 3(;71:!, - qy] bps momentova podm.
[ Om,  Omygy ,
+ _— 5z 9y + qz] by momentova podm.
[ 0¢. 0 Qy — o
+ |- — —= 4+ Ciw - CrAw— 7| dw silovd podm. desky
dzr dy
na pruzném podlozi
[ 1—v dpy . s
+ -— D) D (’C;-y - —6——y—' + ‘-a—;— 6I€xy
[ dw .y .
+ |k Ghl v, —py — P 6%z, geometrické rovnice
| z
[ dw
+ |k Gh|vy.+e:— 3y Oyy: ¢ dQ

+ / {Cyw — CoAw — P} w dQ2 silovd podminka
? pro podlozi

+ / {[mn — Mn] 8t — [Mnt — Tint] b0 okrajové podminky
- | na desce

dw) gy _
+ [(In+C2( an " an )—qn]éw}dl‘d

+ / [C’g22 - 7;] Swdl okrajovd podminka
r (9 n

na hranici podlozi.

Tabulka 3.5: Rovnice plynouci z podminky nulové variace energetického fuk-
ciondlu
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3.6.2 Trojihelnikovy prvek DKT (Diskrete Kirchhoff
Theory)

Formulace prvku DKT je zalozena na diskrétni Kirchhoffové teorii ohybu
tenkych desek. Vychazi se pfitom z Mindlinovy teorie tlustych desek. Zava-
déji se tudiz tfi nezavislé funkce

e w - pruhyb
e o, - pootoleni okolo osy «
¢ ¢, - pootoleni okolo osy y.

V ptisluéném energetickém funkcionalu se vyskytuji nejvyse prvni deri-
vace hledanych funkei. Z toho vyplyva, Ze na aproximace funkei w, ¢z, @y
jsou kladeny pouze podminky spojitosti C°. Postup p#i konstrukci prvku
DKT spoéivd v zanedbdni &asti energie, kterd pfislusi posouvajicim sildm.
V diskrétnich bodech na stranich prvku se nasledné zavedou pozadavky
Kirchhoffovy teorie desek (zachovani normaly po deformaci).

Disledkemn zavedeni Kirchhoffovych piedpokladi je vazba me-
zi pootoienimi a pruhybem. ReSeni ziskandé pomoci prvku DKT
konverguji ke klasickému feSeni tenké desky. Je pozoruhodné, ze prvek byl
navrzen jiz v roce 1969 (viz [26]), avsak sirsiho pouziti se dockal az za 10 let,
kdy jej Bathe implementoval do systému ADINA (A Dynamic Incremental
Nonlinear Analysis).

Experimenty ukazuji, Ze pro tenké desky jsou deformace zpisobené po-
souvajicimi silami malé a tudiz energie E, pfisludni smyku je zanedbatelna
ve srovnani s energii £, , pfislusejici ohybu. Model zaloZeny na funkciondlu
(3.111) musi zjednoduseni v sobé zahrnout.

V (3.111) se vyskytuji pouze prvni derivace funkei ¢, @, a proto je snad-
né nalézt aproximaéni (interpolaéni) funkce, které spliuji pfislusné podmin-
ky spojitosti. V tomto funkciondlu se v3ak vyskytuji nejen derivace prihybu
w, ale 1 samotné funkce ¢;, py. Je proto tieba nalézt vatah mezi funkcemi
¢z, ¢y a funkci prihybu w. Pfitom je tieba respektovat tyto pozadavky:

e Trojihelnikovy prvek musi mit pouze 9 stupiii volnosti - tj. prihyb
w, pootoleni ¢, a p, ve tfech uzlovych bodech

¢ Vzhledem k tomu, Ze chceme ziskat klasické Kirchhoffovo feseni ten-
kych desek, vypoéitaji se hodnoty pootoéeni normal v uzlovych bodech
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z podminek nulové smykové deformace, tj. ze vztahu

Ow ow
Pz = _3—-37’ Yv="5z (3.115)

Uvedené vztahy mohou byt uplatnény i v dalsich diskrétnich bodech

e Pii aplikaci podminek (3.115) nesmi byt naruSena spojitost ¢z a @y
mezi jednotlivymi prvky.

Prvek DKT miiZe byt potom formulovan néasledujicim zpusobem:

e Pootoceni ¢, @y jsou aproximovana pomoci kvadratickych interpo-
laénich funkei, tj.

6 6
Yr =Y Nigsi, @y=3_ Nipyi, (3.116)
i=1 i=1

kde ¢zi, @yi Jsou hodnoty pootoceni v uzlovych bodech a ve stiedech
stran. Interpolaéni funkce N; byly uvedeny v él. 3.2.1. Schéma prvku
je na obr. 3.22, v némi se na desku divame proti kladné ose z (zdola).

e Kromé uzlovych bodi jsou podminky Kirchhoffovy teorie desek apli-
kovany ve stiedech stran (body 4,5,6), kde

6wk
0s '

Onk = (3.117)

e Prihyb w podél strany trojihelnikového prvku je kubicky polynom.
Odtud
dwe _ 3 10w 3 19 w;

Bs = A T 48s T 408

kde k oznaiuje bod ve stiedu strany a I je délka strany ij (proti
vrcholu k).

e Pootoéeni normaly ¢, okolo strany prvku se vypocte na zékladé pfed-
pokladu o linedrnim pribéhu ¢, podél této strany

1
ok = 5(psi + 0s5)-
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Z uvedeného plyne nékolik diilezitych poznatku :

Protoze se zanedbava energie odpovidajici posouvajicim sildm (druhy fadek
v (3.111)), neni nutné aproximovat w uvnitf prvku. Aproximace prihybt
podél hran je nezbytna k diskrétnimu splnéni Kirchhoffovych predpokladu.
Z kvadratické aproximace funkei dw/ds a ¢,, které jsou ztotoinény ve
tfech bodech kazdé strany, vyplyva splnéni Kirchhoffovy hypotézy po celém
obvodu prvku. Koneéné je zfejmé, ze na hranici mezi prvky je plné zajisténa
kompatibilita vyjddiena spojitosti funkci w, (')_lsv’ Ps, Pn-

Necht zobecnélé uzlové posuny jsou uspofadany do vektoru

T ={ wi, @o1, @y1, W2, Pz3, Py2, W3, Pz3, @ys }. (3.118)
Z obr. 3.22 plynou nasledujici vztahy

y
4
|
I
|

2(x4.y,)
272
P
Ry
Obr. 3.22: Deskovy prvek DKT
dw
tar=le e o - 2w
Py s ¢ ps [ ] 0w s =]l J’
an

(3.119)
kde

¢ =cos(z,n), s =sin(z,n).

Na zdkladé vztahii (3.116) az (3.119) lze zapsat aproximaci pootoéeni ¢,
ve tvaru

0, =HIEnr, @, =HIEnr, (3.120)
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kde interpolaéni funkce se vypoétou ze vzorcu

Hzl = —*1.5(dsN6 - dst), Hyl - 1.5((15N5 - (15N5),
H;y = Ni — es N5 — egNg, H92:b5N5+b6N5, (3121)
Hz3 = bs N5 + be N, Hyz = Ny — ¢5sNs — c6 Ng.

Funkce Hz4, Hzs, Hye, Hya, Hys a Hye se ziskaji z (3.121) zdmeénou
N, za N; a zdménou indext 4 za 6 a 6 za 5. Obdobné funkce H,7, Hys,
Hgy, Hy7, Hyg a Hyg se ziskaji zaménou N3 za Ny a zdménou indexd 5 za
6 a 4 za 5. Funkce N, aZ Ng byly uvedeny v éasti pojednavajici o plosnych *
soufadnicich. Pro ostatni koeficienty v (3.121) plati (neséitat pfes k)

1
Zap = —z;j, 12dy = —yij, lick = ng‘zj - ¥,
3 1 1
IZbk = Z:c,-jy,-j, lzek = ny" - —z?j, 2= :L‘?j + y?.

2
Zij = Ti — Ty, Yij = Y% — Yj,

(3.122)

kde k = 4, 5,6 pro strany 23, 31, 12. Dalsi postup je jiz standardni. Provede-
nim pfislusnych derivaci podle (3.104) 1ze odvodit vztahy pro prvky matice
B, ktera vaze vektor kiivosti k a vektor zobecnélych uzlovych posunu r, tj.

k = B r. Matice tuhosti prvku se potom vypoéte jako / BTD,B dA, kde
A

matice D, je ddna vzorcem

1 v 0
EhR3 v 1 0
D,= ———
12(1 — v?) 1-v
0 0 7

Podrobnosti k vypoétu matice B lze nalézt v [8]. Matice D, je matici
tuhosti izotropniho materialu pfi rovinné napjatosti. O moznosti rozsifreni
na ortotropni materiil je pojednano v ¢&l. 1.2.

3.6.3 Deskovy prvek CCT (Constant Curvature
Triangle)

Prvek CCT, navrieny P. Refichou [63], je jednim z nejjednodussich desko-
vych prvki viibec. K jeho pfednostem patii predevsim skuteénost, e posky-
tuje konstantni pole deformace po celé plose prvku. Prvek je plné kompati-
bilni. Jeho odvozeni vychazi z prutového prvku. Obdobné jako prvek DKT
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ma CCT 9 stupiii volnosti - svisly prihyb w; a dvé pootoceni @i, @yi
v kazdém uzlovém bodé. Funkce w, ¢, ¢y jsou nezavislé, takie se pfipousti
zkoseni prufezu. Jde tudiz o Feseni zalozené na Mindlinovych piedpokladech.

Zakladnim krokem pfi odvozeni prvku je konstrukce bazovych funkci
(obr. 3.23).

; 'Xf cPmm = 3P
©F- ‘‘‘‘‘‘‘ \|— et \“’cmtlz:‘o

f Ely _.V“-E)h .

Obr. 3.23: Deskovy prvek CCT

Pfedpoklddejme, Ze prihyb w i obé pootoéeni ¢, ¢y jsou aproximovany
pomoci linedrni interpolace

3 3 3
w= E wili, = Zsom'Li, Py = E(PyiLi, (3.123)
i=1 i=1 1=1

kde L; jsou plosné soufadnice.

Prihyb popsany vztahem (3.123) predstavuje pfemisténi roviny
trojuhelnika, pfi némz normaly k ptuvodni stfednicové roviné zustavaji rov-
nobézné s osou z (obr. 3.23a). Odtud lze vypotitat vztahy pro pseudokfivosti
k. Podle (3.22) a (3.104) mlzeme psat

6<p 1
Kz = Yy E 9'61- ﬂgg)yibi,

3<p,,- 1S
Ky = "_Z(Px: 3y :_ﬂESOxicia
i=1
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3
_ Oy 650,_2 0L; 0L;
Koy = Jy - = (lpy' dy TS oz

1
= 5/—12 (Pyici — Paibs).
i=1

Sledujme pootoéeni pseudonormaly prochazejici libovolnym bodem hrany
23 kolem této hrany:

=@(). Ay, (3.124)
Prubéh funkee ¢ = ¢1(€) je patrny z obr. 3.23b, v némz 91 = @, . 1. Bez-

rozmérna soufadnice £ se méni mezi body 23 od nuly do jedné. Vyjadreme
®1 ve tvaru

p1(§) = M;—@ + (pa1 = p21) (5 - -;-) : (3.125)

Prvnimu élenu odpovida antisymetricka deformace okraje prvku s nulovymi
prihyby a s konstantnim zkosenim (obr. 3.23c). Druhému ¢&lenu prislusi sy-
metrickad deformace (Eisty ohyb), pfi niz zustavaji normaly kolmé k deformo-
vané stiednici (obr. 3.23d). Ohybovou deformaci w,ym|,, ziskdme integraci
rovnice

1 dwyym| ( _1)
I e 23——(9031 9021)5 5/

l
waym'23 = —51 (‘P:Sl - (P21) (1 - f) 6

Obdobnym zpusobem se budou deformovat i zbyvajici okraje desky.
Uvazime-li, Ze na hrané 23 je Ly = (1 —§) a Lz = £, muZeme vyjadiit
odpovidajici ohybovou deformaci zajistujici spojitost prihybd na hranici
mezi prvky ve tvaru

odkud

waym(Lh LJy Lk) = Z (‘Pki - ‘P]i) LJ Ly. (3126)
i=1
Presvédcime se, e kfivosti odvozené z vyrazu (3.126) jsou shodné s kiivostmi

vypoctenymi podle (3.124). Nejprve uréime rotace normaly ke stfednicové
roviné desky. Podle obr. 3.23 bude (kladny prihyb sméfuje vzhiru)

dw 3 l;
Orsym = ”""— Z—Z (eri — i) (¢; L + e Lj)
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(3.127)
aw 3 l;
Pysym = aym Z A (#ri — i) (b5 Lk + biLj) .
Odtud
O 3
—_ ysym
Kz sym = 3z = Z: (214)2 (‘Plu - ¢Jt)b b,
de SIS
Kysym = — a";y'" = Z (2;1)2 (ki — pji) cjck, (3.128)
690 s 0z l;
Kzysym = 61/y!lm _ 6;!{’" - Z (2A)2 (ki — ‘Pji) (bjck + bij) .

Primét vektoru rotace ¢, — ¢@; do sméru fi; vypocteme pomoci skaldrniho
soudinu

Y e o 1 k= O
ori —pji = Wi (G — ;) = _E{ bi, ¢ }{ :y:_iy; } (3.129)

Po dosazen( (3.129) do (3.128) snadno najdeme

3
Kz sym = (2A Z (‘sz - Sozj) b; + (‘pylc - ‘Pyj) ci] bjbk (3130)

= (2A)2Z ok (Dibjbr — bjbrbi) + wyk (cibjbr — cjbibi)]

3 3
1 1
= (2-—-—A—)-§ E ?ykbk (Cjbi he Cibj) = W E (Pykbk2A
i=l k=1

99y _
Oz e

Obdobné lze ukazat, ze

Kysym = Ky, Kzysym = Kry.
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Zname-li aproximace w, Wsym, Pz, Py, Py, MiZeme vypolitat zkoseni podle
vzorcui

9 dw

Yo =yt 5o (WA wym) = 5=
K] - Jw

—pz + g‘é(w'f‘wsym) = 'a_y = (pz - ‘p“y”‘)'

+ (py — Pysym)
(3.131)

Yyz

Z (3.127) vyplyva, ze obé funkce ¢z sym 1 @y sym se po prvku méni linedrné.

Pouzijeme-li pfi vypoctu pfispévku smykovych zkoseni (¢z — @z sym),
(vy — Py sym) Jednobodovou integraci, nahradime vlastné skute¢ny linearni
pribéh zkoseni jeho prumérnou hodnotou. Tu jednoduse stanovime tak, Ze

vypocteme zkoseni v bodé Ly = Ly = Lz = —.

Vypocéet matice tuhosti v pfipadé prvku CCT se tak redukuje na naso-
beni matic, nebof jak x, tak < jsou vektory, které jsou po prvku konstantni

dw
Kz bz + (py = Py sym),
K= Ky ¢, A=
Key w

Ty (e = Pzsym),

3.6.4 Ctyfihelnikovy deskovy prvek s pruinym pod-
kladem

Z tvaru funkciondlu (3.113) je zfejmé, Ze i zde je 1icelné pouiit oblibenou
izoparametrickou interpolaci. Jiz v ivodu jsme podotkli, ze se omezime na
bilinedrni aproximaci. Aby pouzity postup byl analogicky rovinné tloze,
vyjdeme z vyjadieni (3.113) a pouzijeme redukovanou integraci pro vyéis-
lovani téch integrali, ve kterych vystupuji smykova napéti, resp. smykova
pietvofeni. Pro aproximaci funci ¢, ¢y, w plati

4 4 4
w(€,n) =Y Niwi, @o(§,0) =D Nivzi, @y(€&,m) =Y Nigyi. (3.132)
i=1 i=1

=1
Podobné jako pfi rovinné tloze sestavime uzlové posuny do tfi vektori

T
ro = {wy, wy, wa, wa}', o, = {¢r1, Po2, P23, Pra)’

oy, = {%y1, P42, Py3, pya}” . (3.133)
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Z tvaru funkcionalu je patrné, Ze matici tuhosti miZeme rozdélit na dvé
- matici tuhosti desky a matici tuhosti podlozi. V mistech, kde je prvkem
deska na podlozi, obé matice secteme.

Pseudokfivosti &z, Ky, kyy a zkoseni 7;,,7y, sefadme do vektoru

N’Tz{ Kz, Ky, Kzy, TYzzy Ty } (3.134)

Vyjadfeme jednotlivé sloiky vektoru x v zdvislosti na zobecnélych uzlovych
posunech

Opy _0py 08  Bpy0n _ rgyPy

T
z = = = = X,

* Oz 8¢ 0z On Oz J Ty

0oz fT:PX ‘
Ky = — 9y — vJ :;,Z:Y, (3.135)
K = Bgay_ago,:_rg,PX_rg,Py:rT Y -rT X
zy dy dz J J vy L

| i) rrp
Yoz = Spy-}-—é-%:,gyN_*_ wa:rgyN+er,

) rTPx

Yy = —‘P1+%:“’£zN_ wJ =_'£:N+'£Y'

Sefadime vSechny zobecnélé uzlové posuny do jediného vektoru ..
1T = {w1, Pz1s Py W3, Pray Pyas W3, Poss Puss Wa, Poes Pra}-
Vztah mezi k a r vyjadiime nasledujicim zpasobem
k=Br, (3.136)

Vypodet matice B nasleduje..

Pii pouziti redukované integrace bude tieba vypoé&itat tieti, étvrty a
paty fiddek matice B pouze v bodé £ = = 0. Z toho diivodu pouiijeme jiZ
znamé znaceni doplnéné vztahem

Niga=Ni(€=0,9=0), i=1234 (3.137)
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Matici B lze potom zapsat takto :

0 0 X; 0 0 X O 0 X3 O 0 X,
0O -n 0 0 -Y» 0 0 -Y5 0 0 -Yy O
0 —Xs Y5 0 —-Xe¢ Ys 0 —-X; Y 0 -Xg Ys
Xs 0 Ns Xs 0 Ne X: O N: X¢ 0 Ng
Ys -Ns 0 Ys —-N¢ 0 Yy —-N; 0 Ys —-Ng O

Matici B rozdélime na étyfi submatice

g -[0 0 Xx 0 0 X2 0 0 X350 0 X,
110 -7 0 0 =Y, 0 0 -Y3 0 0 =Y, 0 |’

B={0 —-X5 Y5 0 —X¢ Ys 0 X7 Y» 0 -Xg Y},
Bs={Xs 0 Ns X¢ 0 Ns X7 0 N; Xs¢ 0 N},
Bi={Ys -Ns 0 Ys —Ng¢ 0 Y7 —=Nz 0 Ys —Ns 0 }.

Obdobnym zplsobem rozdélime i matici materidlové tuhosti

D, = 12(1—1/2)[ ] D, = ——, D3 =k Gh. (3.138)

Pomoci zavedeného oznaceni mﬁieme popsat matici tuhosti deskového prv-
ku

1 1
K=// (BTD\B,+BTD,B,+ D3 (BIB3+BIB,)] Jdédn.
-1J-1

Vlastni vzorec pro vypoéet matice tuhosti Gaussovou integraéni formuli ma
tvar (integrace v 2 x 2 bodech + v 1 bodg)

2 2

;Z} [BT (&, n;)D 1B 1(&i,m5)J (&) mj)cviex;] (3.139)

Déle odvodime potifebné vztahy pro vypoéet matice tuhosti pruzneho pod-
lozi. K tomu potfebujeme znat derivace

0w _riPy o ow TPx o
61: J _er, H—-— 7 -—wa. (3140)
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Pro funkci w plati
w= Nr, (3.141)

kde
N = { Nl; 0) 07 NZ) 0) 0) N3) 0) 0) N41 0; 0 }'

Na zakladé téchto vztahti miZeme matici podlozi vyjadrit ve tvaru

1 1
K, :/ / [NTCiN + BT C,B5] J d¢ dy. (3.142)
—1J-1
Vektor Bs ma tvar

85 = {(Xl + Yl); 0’ 0: (X2 + YZ)) Oy 0) (XS + Y3)) 0) 0) (X4 + Y4)7 07 0} .

Vlastni numericky vypocet matice tuhosti podlozi se provede Gaussovou
integraci v 2 x 2 bodech podle vzorce

K=Y

i=1j

[NT (&, n;)CiN (&, m;) + BS (&i,1;)C2B5(&,m5)) J (&, mj)eia;.

2
=1

Zbyva odvodit vztahy pro vypocet vektoru transformovaného zatizeni. Pfi
formulaci tlohy jsme zavedli tfi druhy zatizZeni:

e spojité zatiZeni, pusobici kolmo k roviné nebo podlozi, charakterizo-
vané intenzitou zatiZeni p

e ucinky teplotnich zmén, charakterizované ohfatim horniho a spodniho
povrchu desky

o 1cinky liniového zatiZeni, pusobici na okraji desky nebo podlozi.

O veli¢inach p a fap budeme pfedpokladat, Ze se po prvku neméni. Prislusny
vektor R, se vypocte nasledujicim zptusobem

1 .
Rp=/ / [ENT+ﬁTBg]Jd£dn. (3.143)
-1J-1
Vektor

BG = { 0) Yl) Xl’ 01 Y?) X2) 0, Y37 Xa, 0) Y4; X4 } )



3.6. DESKOVE PRVKY 191

Jak plyne z (3.108) a nésledyjicich vztaht v odst. 3.6.1.

fJéinky liniového zatizeni pusobiciho na okraji desky se pievedou na uzlo-
vé zatizZeni integraci podél okraje. Jako pfiklad uvedeme vypoéet uzlovych
sil od zatizeni f, které pusobi na hranici prvku mezi uzlovymi body 1, 2.
Pfislusna fadkova matice interpolujici pruhyb w ma tvar

N3,4={ %(1+e), 0, 0, %(1—5), 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 o}.

Budeme-li pfedpokladat, ze f ma podél strany 1 — 2 konstantni hodnotu,
potom

1
R, = /TN§4Jd§ (3.144)
-1
— —_ T
fl It }
{ 71 0) 01 "2_) 0’ 0: 0) 0) 07 0) 0: 0 ’

kde [ je délka strany 3 — 4.

Zavérem poznamenejme, Ze prvek je dile mozné modifikovat stejnym
zpusobem jako prvek pro rovinnou tlohu. MiZeme pfidat pro viechny tii
funkce w, ¢, p, bublinové funkce, mizZeme zavést nekompatibilni aproxi-
maéni funkce. Uinn&jsi modifikace ale spo&iva v pouziti kvadratickych funk-
ci pro aproximaci pruhybu, jak je uvedeno v nasledujicim odstavci.

3.6.5 Modifikovany ¢tyfahelnikovy deskovy prvek

Prvek je opét zalozen na Mindlinové hypotéze. Je obdobou Refichova prvku
CCT. Byl navrien Ibrahimbegovitem a Wilsonem [42]. Vychazi se z feSeni
Timosenkova nosniku pomoci izoparametrického prvku s dopliiujicimi pod-
mikami (3.40). Ke vztahtim (3.40) je tfeba uvést piislusny vyraz pro prithyb.
Pootoéeni prufezu prutu pii rovinném ohybu je aproximovano takto:

® = Nip1 + Naps.

Aproximace prihybu je stejna, pouze je doplnéna bublinovou funkei ( pod-
robnosti jsou uvedeny v desité kapitole)

w= Nyw + Nawz + aN,,

kde
N.=1-¢2%
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Pro kfivost plati

d 1
n:-ﬁ:—i(wz-—m)

a pro zkoseni

TEE YT T Tt 7 1

V piipadé a = 0 jde o (isté izoparametrickou interpolaci, s niz souvisi vznik
smykového ztuhnuti. Aby byla splnéna dopliujici podminka (2.71), musi
platit

dw wy — Wy <P1+<P2+£[<P2—<P1_ia]_

l
o= -S-(soz - 1).

Z toho plyne, Ze aproximace prihybu md tvar

{
w = Niyw; + Nawy + -S'Nc(902 - 1).

Je zfejmé, Ze posledni ¢len je zdkladem i Allmanova dopliiku aproximagé-
nich funkei pfi konstrukci membranového étyftihelnikového prvku s rotag-
nimi stupni volnosti (odst. 3.5.4).

Deskovy é&tyfuhelnikovy prvek je analogii prutového feseni. Pootoéeni
pseudonormaly stiednicové plochy desky je aproximoviano pomoci obvyklych
izoparametrickych funkct

4 4
¢e = Nigz,, py=_ Nipy,.
i=1 i=1

Interpolaéni funkce N; = N;(€, 1) jsou dvourozmérné a jsou uvedeny v tab.
3.1 (silné oramovana &ast). Prihyb je analogicky k (3.90) vyjadien takto :

4 8
lix .
w=)y Nouwi+ ZNI—S- [(Pex — Pz,) cosark + (pyx = ¢y,)sinask],
=1 I=5

kde funkce Ny se vezmou z tab. 3.1 bez koeficientu 0.5 , I;x je délka strany
JK a ajg je uhel, ktery svird vnéjsi normala strany JK s osou z,

J=1-4, K =mod(J,4)+1.

Uspotfadame-li zobecnélé uzlové posuny do vektoru

T _

ro = {(lei()pyly P2, Py2, ‘px.’i;‘PyS:‘Pz‘l:‘Py‘l}v
T

r,. = {wl;w27w3,w4}’
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muzeme vyjadiit vektor kfivosti

Kz 0 X
K= Ky 2[81,82,83,34] Ty, kde B.’Z —Yi 0
Kgy -X; Y

Pro zkoseni obdobné plati

A { :;’:cz } — [bl)b2:b3’b4] ry + [GI,G%G:‘!’ G4] ry,
vz
kde
b?: {Xi,Yl'}y
B 1 N 1 . N 1
—§ (IIJCOSOtIJ 9z - N —-8- (I]]Slnalj 69: -
O Ny . ONm
=ik cosark -k sinorg
oz Oz
G =
N 1 lry cosa aNL—— —l l1ysina N
I 8 1J IJ ay 8 1J IJ ay
aNM) . ONym
—I”( COSrK --l”( sSiInarg
I 3y 3y ]
pro
I1=1,2,3,4;, M=1+4;, L=M—-1+4aint(1/I);

K =mod(M,4)+1;, J=L-4

V souvislosti s feSenim tenkych desek a skofepin je tieba provést jesté
uréitou korekci v aproximaci zkoseni, aby se vylouéilo smykové ztuhnuti .
Doplitujici podminky typu (2.71) zajis€uji konstantni zkoseni pouze podél
stran {tyFuhelniku. Uvniti prvku viak tato podminka obecné splnéna neni.

Modifikujme proto vyraz pro ~ takto :

~=bTr, + Gr,+~,,

hodnotu ~. Proto je tieba, aby

Gryo+7.=0.

(3.145)

kde -, je zatim neznama konstanta, na kterou budeme pohlizet jako na
pocateéni deformaci. Prvni &len ve vyrazu (3.145) mizZe nabyt konstantni
nebo nulové hodnoty, aviak druhy ¢len dava pro éisty ohyb obecné& nenulovou
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Tuto podminku neni mozné exaktné splnit v kazdém vnitinim bodé prvku,
a proto se spokojime se slabsi dopliiujici podminkou. Energeticky funkcional
se doplni o ¢len

/TC(GI‘I, + 7.) d2,
0

ktery po provedeni variace vzhledem k 7. vede k rovnici

/Ger¢+Q7C:O.
o}

Odtud )
Ve = —ﬁfnGerw.

Aproximace 4 ma potom tvar
—_ — 1
~=bTr, +Gr,, kde G:G——/GdQ.
QJa
Pro matici tuhosti deskového prvku plati

K:/B,,TD,,B,,dQ+/ [67,G)" D, [b7,G] d2,
o )

kde D, je matice materidlové tuhosti v ohybu a v krouceni typu (3,3) a
D, matice tuhosti prifezu o sifce 1 m ve smyku typu (2,2). Matice B,
se vytvori pifeskupenim prvnich tii fddka matice B, vystupujici ve vzorci
(3.136). V piipadé ortotropniho materidlu plati :

dey dzy O
dys dyy O ,D,:h[

k.G O ]
0 0 Gy

0 k,Gys

Prvky materidlovych matic jsou definovany vzorci (1.25). Lze pomoci nich
vyjadfit i geometrickou ortotropii, vyplyvajici z rozdilného uspofadani kon-
strukce ve dvou vzdjemné kolmych smérech.

V [42] je uvedeno porovnani s jinym reprezentantem &tyfiihelnikovych
deskovych prvki s 12 stupni volnosti - s prvkem ozanéovanym jako T'1, ktery
navrhli Hughes a Tezduyar [35]. T'1 je identicky s Batheho a Dvorkinovym
MITCA4 [4]. Ukazuje se, Ze viechny zminéné prvky maji podobné vlastnosti.
Zde uvedeny prvek logicky pfinalezi k Refichovu trojihelnikovému prvku.
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Piiklad 3.1

Obecné porovnani deskovych prvki 1ze provést velmi obtizné. Pro pred-
stavu étenafe o chovani vyse uvedenych prvki uvedeme porovnani na jed-
nom konkrétnim prikladu. Zvolili jsme piiklad z [5]. Jde o desku, kterd byla
analyzovina i experimentalné. Schema desky i s vyznagenim déleni na prvky
je na obr. 3.24.

Reseni:

Kromé prvki DKT, CCT a modifikovaného prvku (MQ) jsou jesté uvedeny vy-
sledky ziskané pomoci prvku HSM, co? je hybridni prvek pro tenké desky s linedr-
ni aproximaci momentd po prvku a kubickou aproximaci prihybu podél stran.

Obr. 3.24: Sikma4 deska. £ = 1.05 x 107, h = 0.125,v = 0.3, = 0.26066

bod desky

1 2 3 4 5 6
Experiment | 0.297 | 0.204 | 0.121 | 0.129 | 0.056 | 0.022
DKT 0.293 | 0.196 | 0.114 | 0.118 | 0.055 | 0.024
CCT(B) 0.248 | 0.166 | 0.085 [ 0.087 | 0.043 | 0.021
MQ 0.272 | 0.183 | 0.106 | 0.102 | 0.046 | 0.019
HSM 0.264 | 0.173 | 0.099 | 0.095 | 0.043 | 0.023
CCT(A) 0.149 | 0.121 | 0.096 { 0.041 | 0.036 | 0.017

Tabulka 3.6: Hodnoty prihybu ve vybranych bodech
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Vzhledem k tomu, Ze se jedna o tenkou desku (h/L = 0.0104) je z tabulky 3.6 patr-
né, ie nejlepsi vysledky davaji prvky zalozené na Kirchhoffové teorii - DKT, HSM.
Nicméné je rovnéz patrné, ze i prvky CCT a MQ poskytuji vysledky s piijatelnou
piesnosti. Je si tkeba pfitom uvédomit, Ze jde o prvky podstatné univerzalnéjsi.
Na piikladu prcku CCT je demonstrovin vliv zpiisobu triangulace na pfesnost
vysledku. ’

3.7 Skorepinové prvky

3.7.1 Zakfiveny trojihelnikovy prvek v lokdlnich sou-
fadnicich

Pomoci prvku pro rovinnou tlohu (sténu) a deskového prvku lze fesit i sko-

fepiny. Zakladem vypoctu je matice tuhosti sténodeskového prvku vyjadiena
v lokélni soustavé soufadnic z,y, z (obr. 3.25a).

z

Z
]
:
@ ST

X
Obr. 3.25: Skoiepinovy prvek

Sledujice postup z ¢l. 2.3, budeme pracovat s vektorem parametri ryzi
deformace ( nevystihuje pfemisténi prvku jako tuhého télesa )

i ={a7,¢"}. (3.146)

Vektor
AT = {A;, Az, A3} (3.147)

vyjadfuje zmény vzdalenosti uzli méfené ve smérech stran prvku ( obr.
3.26a ). Slozky vektoru
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s V3

Obr. 3.26: Dekompozice v poli posunii

97 = {914, D1y, V20, 92y, Dz, Vay) (3.148)

jsou ryzimi rotacemi normal, vztyéenych ke stfednicové plose v uzlech prv-
ku, a to kolem lokalnich os z, y. Abychom se co nejvice priblizili postupu
z &l. 2.3, vyjadfime nejprve pomocné pruméty vektori rotace 9;, vyznacené
v obr. 3.26a :

19"1. = 61"5‘1' = Yig njz + ﬂig Njy, (3149)
= Vi tiy —'19.'!, tiz.

Zde jsou (nj;, njy), resp. (tjz, tjy) slozkami jednotkovych vektori oriento-
vanych kolmo, resp. ve sméru strany, lezici proti uzlu j.
Pomoci (3.149) odvodime snadno zobecnéni vzorce (2.93) ve tvaru

A, = A- A4, (3.150)
= A-T9,
kde
0 0 —cilityy cihtiz —cilityy clhitis
T =| —cllatyy, c2laty, 0 0 —cllytyy CcEloty,
—c3latay llats, —cilstay cSlstas 0 0

Konstanty c{, c; se potitaji pomoci (2.92) pro délku /; a ihly a{, aé,
které piislusi oblouku proti vrcholu j.
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Vektoru ryzi deformace ¥ pfislusi zizené matice sténodeskového prvku
(srov. (2.94))

K, oT

- |- 3.151
0o R, (3.151)

Matice Rl je typu (3, 3). Odrazi vlastnosti sténového prvku za pfedpokladu
stavu konstantni deformace vyjadieného tiemi pomérnymi protaZenimi ve
smérech stran A

g = —Ij—, pro j=1,2,3. (3.152)
S vyuzitim prvniho fadku v transformaZni rovnici (1.30) lze sestavit mati-
covy vztah mezi prodlouZenim stran a kartézskymi slozkami tenzoru defor-
mace ve tvaru

el Ilt%x Ilt%y litiztiy Ex
ealy | = | btl, L], lisats & (> (3.153)
esls Igt%z. l3t§y 13t3$t3y Yy
neboli
A= Se. (3-154)

Matice Ky vyplyne z rovnosti ekvivalentnich vyrazu pro potencialni energii
deformace

1/ eTDedQ = 1ATR, A (3.155)
2/ 2
Spojenim (3.154) a (3.155) vychazi

K, =08 TDS§!, (3.156)

kde Q je objem prvku.

V odst. 3.5.4. jsme ukazali, Ze pfi vypoctu skofepin je vhodné uvaiovat
navic rotacéni stupné volnosti, tj. pootoceni materidlu kolem normadl vztyce-
nych k roviné prvku ve tfech jeho vrcholech. Nebudeme zabyhat do podrob-
nosti, pouze podotkneme, Ze pfi konstrukei pole deformace lze s vyhodou
vyuzit trojihelnikovych soutadnic a ze matice K; je v takovém piipadé
typu (6, 6);\

Matice K, je typu (6, 6) a popisuje ohybové vlastnosti deskového prvku
odpovidajiciho vektoru uzlovych rotaci 4. Prozatim staéi, Ze zname jeji
vyznam, formalni matematické vyjadfeni neni pro dalsi ivahy tfeba.
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Mame-li v matici tuhosti sténodeskového prvku K o zachytit vliv zakfi-
veni skofepiny, mizeme se fidit postupem, vyjadfenym rovnici (2.97). Oddé-
lenim membranovych a ohybovych a¢inka pomoci (3.150) vyplyne hledany
vztah R R

- K, -K T

K; = T o T (3.157)
-T Ki, (T KiT +K3)
Kompletni vektor zobecnélych uzlovych posunt v lokélni soustavé soufad-
nic, ktery zahrnuje i stupné volnosti prvku jako tuhého télesa, uspofddame
takto :

T T T
T =T, T}, (3.158)
T _
r, = {ull V1, U2z, V2, ug, v3a}:
T
r, = {wl) Pz, ¢1y7 W32, P2z, S02y, w3, ¥3r, (PSy)}-

Po rozsifeni matice tuhosti musime znat transformagni vztah (srov. (2.60))

F=Tr, (3.159)

G t-lo R0 )

Odvozeni matice T je snadné. Staéi promitnout uzlové posuny u;, v;
do sméri stran a vzit v Gvahu, Ze protaZeni strany je ddno rozdilem velikosti
prumétu v koncovych uzlech :

neboli

0 0 “t2:z: ’_t2y tl:: tly
T, = tiz tly 0 0 —13z _tSy
1 —tiy t2g t2y 0 0

Pfi odvozeni matice T2 musime vzit v Gvahu, Ze (srov. obr. 2.8)
Yiz = @iz — Yz, iy = Piy — Yy, (3.160)
kde v, 1, jsou thly, o které se pootoéi prvek jako tuhé téleso kolem lokal-

nich os z, y, pfiéemz

3
u=v =0, w:Zw;L.-.

i=1
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Ploséné soufadnice L; na trojuhelniku byly podrobné diskutovany v odst.
3.2.1. S vyuzitim vztahi (3.22) a (3.23) miZeme psat

dw

1 3
Ve = 3y = ﬂgc.—w;, Yy = 61' AZ biw;,  (3.161)

kde A je plosny obsah trojihelniku, b; = y; — yk, ¢i = zx — z;. Je tedy

_—01/2A 10 -—62/2A 0 0 —63/21‘1 0 0-
bi/2A 0 1 by/2A 0 0 b3/2A 0 0

T —c1/2A 0 0 —¢3/2A 1 0 —c3/24A 0 O
27 bi/24 0 0 by/24 0 1 b3/24 0 O
—c1/2A4 0 0 —c3/24 0 0 —c3/24 1 0

b1/2A 0 0 /24 0 0 b3/24 0 1 |

Rozsifend matice tuhosti skofepinového prvku v lokdlni soustavé soufad-
nic je typu (15, 15) a je vyjddiena vztahem (srov.( 2.99))

K, = TTK,T (3.162)
K1, ~TTK,\TT,
= AT ~ AT ,
~TIT KTy, (~TIT KT T+ K)

kde K; = TT K,T, je matice tuhosti sténového prvku typu (6, 6) pfi-
sludejici vektoru uzlovych posunt ry a K, = TTK2 T 5 je matice tuhosti
deskového prvku typu (9, 9) piislusejici vektoru uzlovych posuni ry. Z uve-
deného je ziejmé, Ze matici K ; neni tieba sestavovat.

3.7.2 Transformace skofepinového prvku do globalnich
soufadnic

Z hlediska transformace je idealni, kdyz lokalni vektor r = r; obsahuje
v kazdém uzlu nejen tii sloiky posunu wu;,v;, w;, ale i tfi slozky rotace
Piz, Piy, Piz- T rotace ¢;, (i=1,2,3) mohou byt zahrnuty jediné do vek-
toru

ry = {u1,v1, P12, U2, V2, P2z, U3, V3, 93, } - (3.163)

Prvek s témito vlastnostmi }sme uvedli dfive v ramci modifikaci. Uvedena
uprava nema na vypocet matice B vétsi vliv. Misto Sesti fddku jich bude
mit devét, rozsifujici tii fadky budou obsazeny pouze nulami.
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Lokélni matice tuhosti je v uvedeném piipadé typu (18,18). Jeji fad-
ky a sloupce mohou byt pferovniny tak, aby byl vektor uzlovych posunu
uspofadan podle uzla '

r=rn= {ul,vl,wl,golr,goly,cpl,,[ ...... l ...... }T. (3164)

Vztah mezi lokalnim a globalnim vektorem zprostfedkuje transformaéni ma-
tice A (viz &l. 2.6)
rp=Ar,. (3.165)
Transformadni matice je tvofena Sesti diagondlnimi submaticemi A* ty-
pu (3, 3), jejichz prvky jsou vyjadieny smérovyni kosiny ihlu mezi lokdlnimi
osami z, Yy, z a globalnimi osami X,Y, Z:

coszX, coszY, coszZ
A* = | cosyX, cosyY, cosyZ |. (3.166)
coszX, coszY, coszZ

Globélni matice tuhosti je ddna vzorcem
ATKIA =K,. (3.167)

Pii pouziti klasického sténového prvku s matici tuhosti Ky typu (6,6)
nepiisluéi stupfiim volnosti ¢;, (i = 1,2,3) tuhost. V dusledku toho bude
mit rozsifena matice skofepinového prvku K o rozméru (18,18) tfi diagondl-
ni pozice obsazeny nulami. Po transformaci do globélni soustavy soufadnic
podle vzorce (3.167) se na diagonalu matice K4 zpravidla dostanou nenulové
prvky, takze i takto ochuzeny prvek mize byt prakticky vyuzitelny.

3.8 Interakce konstrukci s podlozim

Vysetfovani interakce stavebni konstrukce s podlozim je jednou z vyznam-
nych aplikaci stavebni mechaniky v inZenyrské praxi. Soustavné pozornosti
se t&3f zejména u sténovych a kombinovanych konstrukci pozemnich staveb,
jez jsou vlivem své tvarové rozmanitosti sloZitymi prostorovymi konstruké-
nimi celky. Z této skuteénosti vyplyva potfeba vhodného zjednodusujiciho
modelu, ktery je s to uspokojivé vystihnout charakter spolupiisobent realné
konstrukce s okolnim prostiedim.

Zakladem zjednoduSeného modelu prostorové sténové konstrukce je ten-
kosténny prutovy prvek, ktery jsme popsali v él. 3.4. Je vhodny pro mode-
lovant pravidelné uspofadanych konstrukei, jaké se vyskytuji napi. v bytové
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vystavbé. V integrovanych objektech se kombinuji byty s obéanskou vybave-
nosti, coz zplsobuje znaé¢né konstrukéni nepravidelnosti zejména v prvnim
nadzemnim podlazi. V takovém piipadé je tfeba kombinovat zjednoduseny
model (v pravidelné &asti stavby) s podrobnéjsim modelem zaloZenym na
feseni sténodeskovych konstrukci pomoci MKP resp. MHP (v nepravidelné
¢asti stavby). Takové Fedeni je uplatnéno v programu JADRO, ktery ope-
ruje v ramci subsystému KONSTRUKCE v systému SAPRO. Naznacené
kombinaci se podrobnéji vénujeme v osmé kapitole, kde ji téZ dokladame
jednoduchym ilustrativnim pfikladem.

Druhou slozkou systému, o ktery se zajimame pii sledovani interakce,
jsou zdkladové konstrukce s podlozim. Poddajnymi konstrukcemi - deska-
mi na pruzném podkladé jsme se zabyvali v odst. 3.6.4. Nyni se budeme
detailngji vénovat konstrukcim spoéivajicim na dvouparametrickém podlozi
prostiednictvim tuhgch zdkladovjch pdsu. Pozornost bude rovnéz vénovana
vzajemnému ovliviiovani pasu.

3.8.1 Neovliviiujici se zdkladové prvky

Jak bylo vyloieno ve druhé kapitole, dvouparametricky model respektuje
smykovou tuhost podlozi, jejimi disledkem je vzdjemné ovliviiovani pasu.
Je-li vzdalenost pasu dostateéné velka v porovnani s sifkou smykové kotli-
ny, k ovliviiovani pdsu bud’ nedochazi viibec nebo jen lokdlné (ve vnitinich

koutech), jak je patrné z obr. 3.27.

>

s}

>
~<

| 2 | r--nosnd sténa
T Z/‘? T 7| ~zgkiadovy
> | R

% ® |

A O I | 7
_ % | ! T R
LI R /W R —
1 2

Obr. 3.27: Zaklad vytvoreny z pasi
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)

V obrazku jsou vyznaleny ¢tyfi zakladni typy zakladovych péasi:

Pfemisténi tuhého prvku I je uréeno svislymi posuny koncovych prifezi
1,2 a linedrni aproximaci posuni mezi témito prufezy. Vliv okolniho pro-
stfedi se vyjadii ndhradnimi tuhostmi C} a C} podle vzorct (2.38). Snadno
nahlédneme, Ze matice tuhosti podlozi je vyjddfena vzorcem (2.109), v ném3
je tieba zaménit materidlové konstanty C3 a C konstantami C7 a C3, takze

.2 1 2 [ 1 -1
KI—-:?CI[I 2]'{'702[_1 1 ] (3168)
Matice tuhosti prvku II (tj. koncového prvku) se ziska z matice Ky pfi-
¢tenim doplitkové matice

0 3 0
AK = 2b\/C1C2 [ 0 (1) ] + -2~Cz [ 8 1 ] (3.169)

vyjadfujici smykovou tuhost prilehlych oblasti A,B vyznaéenych na obr.
3.27. Pfi odvozeni jsme vysli z jednotkového posunu v uzlu 2 a k popisu
deformovaného povrchu jsme pouzili aproximaci

wa(z,y) = e=VCi/Car =V/CilCay |y g4stech A (3.170)
wp(z,y) = e VC/Caw , v &sti B '

Prvek 111 se uplatni v misté pferuseni stény. Vyjadiuje tuhost ohybaného
pasu na pruzném podlozi. Jeho matice tuhosti je souétem matice tuhosti
vlastniho pésu, kterou vypoéteme pfi zanedbani krouceni ze vzorce (2.101),
a matice tuhosti podlozi podle (2.110).

Prvek 1V vyjadfuje tuhost podlozi v misté pferuseného zdkladového pa-
su. Numerické vypocty ukazaly, Ze z hlediska interakce konstrukce s pod-
lozim neni podstatného rozdilu, poéitame-li matici tuhosti podle vzorce
(2.110) nebo zjednodusené pomoci (3.168). Dalsi moznost vypoétu mati-
ce tuhosti vyplyne z nasledujiciho odstavce 3.8.2.

Prozatim jsme pfedpoklidali, ze se rovnobézné pasy vzajemné neovliv-
nuji. Naopak ovliviiovani podélnych a piiénych pasi nelze pominout. Ko-
rekturu ve wnitinim kouiu provedeme za zjednoduseného predpokladu, ze
dochazi pouze k rovnomérnému zatlaceni pasu bez naklonéni zakladové spa-
ry. Posun povrchu zeminy ve vnitfnim koutu pfi jednotkovém zatlageni pasu
Je vyjadfen vzorcem

'U)C(-'B,y) = e~ VC1/Caz + e~VC1/Cay _ e-\/cl/czze—\/cl/cny (3171)
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Obr. 3.28: Deformace povrchu zeminy ve vnitinim koutu

a je znazornén v obr. 3.28 .

Korigujici (zapornou) silu ve vnitinim koutovém uzlu oblasti C vypoc-
teme pomoci principu virtualnich posuniu ze vzorce

AR = li /{/’C 240 duc\"  (dwc)® dzdy—R
_I’Ln:c 0 0 10e z al' + ay # 0y = o

O (3.172)
Sila Ry by vysla ve vnitinim uzlu oblasti C, kdybychom neuvaZovali ovliv-
novani kfizujicich se ortogonalnich pasu a pfedpokladali, Ze se povrch zemi-
ny v jejich okoli zdeformuje do dvou valcovych ploch. Vzhledem k prvnim
dvéma &lenim aproximace (3.171) je sila Ro rovnéz obsazena v dvojném in-
tegralu vyrazu (3.172). Oba ¢leny se tudiz rusi a integrace zbyvajicich ¢lenit
dava ‘
- AR = —gCg. - (8.173)

Uplatnéni odvozené sily v podminkach rovnovahy (v matici tuhosti zakla-
dovych konstrukci) neni tfeba komentovat.

3.8.2 Interakce zakladovych prvku

Vzorcem (2.32) je uréena nutnd minimdlni' vzdalenost rovnobézinych pa-
sd, pfi niZ nedochdzi k vzajemné interakci vlivem smykové tuhosti podlozi.
Uvedenou podminku zpravidla nelze splnit ve stiednich chodbovych trak-
tech sténovych systému budov. Mozné konfigurace zdkladovych pasua jsou
vyznageny v obr. 3.29. ’
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Obr. 3.29: Interakce zdkladovych péasu

Smykovou tuhost poli A,B,C a jejich vliv na interakci lze vystihnout
dvéma zpusoby:

a) V klasické varianté povazujeme kazdé pole za subkonstrukei, kterou
pokryjeme izoparametrickymi prvky. Vyhovuji ¢étyfuhelnikové prvky s bi-
linedrni aproximaci svislych posuni (viz pole B). Po eliminaci vnitfnich
stupfii volnosti se ziska kondenzovana matice tuhosti pole, kterou je tieba
transformovat tak, aby byly splnény podminky spojitosti posuni na hrani-
cich se zakladovymi pasy. Transformalni matice se ziskaji z kinematickych
vztahi mezi svislymi posuny uzli a, b, ..., m, (obr. 3.29) a parametry pfetvo-
feni vrchni stavby (srov. ¢l. 3.4), jeZ jsou prvotnimi nezndmymi v programu
JADRO.

b) Druhd varianta umoziiuje stanovit matici tuhosti poli A,B,C pfimo
pomoci specidlni volby badzovych funkci, jez jsou odvozeny z diferencidlni
rovnice dvouparametrického modelu a respektuji linedrni prubéh posuni na
hranici s tuhymi pasy. Tato varianta, které dédvime v programu JADRO
pfednost, vyuZiva zobrazeni na jednotkovy prvek (obr. 3.30) . Svislé posuny
aproximujeme funkeci

w(z,y) = ZNf(ﬁ,n)wc (3.174)
= NT¢nr.

Bézové funkce pro tii typy prvki z obr. 3.29 jsou uvedeny v nésledujici
tabulce 3.7.

Piiklad 3.3
VystiZnost popsaného modelu ukazeme na pitikladé vySetfeni napjatosti
prostorové sténové konstrukce na obr. 3.31, ktera je zaloZena na pésech a
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M

N3

Ny

Ny

Ny

N3

Ny

M

Ny

N3

N4

sinh k14(1 - f)l 1—

sinh 2k14 2 )
sinh k23(1 - f) 1
TS (U )

sinh kza(l + f) 1
snh2k, 20+

sinh k14(1 +£)1
il ST 4 R
e Tap A Chal)

1 1
5(1 - 5)5(1 -n)

sinh k23(1 - E) 1

(1
smhok,; 2 tn

sinh k23(1 + f) 1
Snh 2k, 2t

S(1+6)5(1-)

sinh k14(1 — €) sinh ky2(1 — 1)
sinh 2k 4 sinh 2k;2

sinh ko3(1 — £) sinh k12(1 + 1)
sinh 2k43 sinh 2k 2

sinh ky3(1 + &) sinh k34(1 + )
sinh 2k23 sinh 2]634

sinh k14(1 + f) sinh k34(1 - T])
sinh 2k14 sinh 2k34

Tabulka 3.7: Bazové funkce pro prvky podloii
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Obr. 3.30: Zakladovy prvek

zatiZena jednak svisle, jednak vodorovné vétrem ve sméru osy Y a Z. V pu-
dorysu jsou vyznaéeny nejdulezitéjsi typy zakladovych prvka (III-pribéiny
pas, IV-pferuseny pés) i ”zeminovych prvka” (A,B,C) k vystiZeni interakce
mezi pasy.

Reseni:
Vypocet byl proveden ve tiech variantich

«) Winkleriv model: C1 =10 MNm™2, ¢, =0,
B8) Dvouparametricky model: C; =10 MNm™, C; =5 MNm™',
v) Dvouparametricky model: C; =10 MNm™, €z =10 MNm™'.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujicich obrdzcich. V obr. 3.32 jsou axonomet-
ricky vyznaceny pribéhy normalovych kontaktnich napéti v zdkladové spite pi
svislém zatizeni. Vzhledem k symetrii je vyznacena jedna &tvrtina konstrukce.
Zvlastnosti dvouparametrického modelu je koncentrace napéti pii koncovych pri-
tezech nepriibéznych pisi, kterd se ve vypoctu projevuje jako soustiedénd koncova
(smykova) sila. Je to obdoba koncentrace napéti pod tuhym raznikem na pruzném
poloprostoru. V programu JADRO se tato skute¢nost bere v divahu pi vypoltu
napéti - koncové sily v uzlech jsou na prvku nahrazeny ekvivalentnim linedrnim
pribéhem spojitych kontaktnich napéti. Koncentrace se ¢dste¢né projevuje i pii
ptechodu tuhého pisu do pasu poddajného (typ III), i kdyZ je podstatné méné
vyraznd, ne pii pieruseni pisu (typ IV). Jesté vyraznéji se typ zvoleného modelu
podlozi projevi pfi vypoétu posouvajicich sil v nadprazich (obr. 3.33) umisténych
v fadich otvord 1,4,6,7. :

Pii vodorovném zatiZeni je vliv zvoleného modelu na poddajnost v konstrukci
podstatné mensi. Neuplatni se tak vyrazné jako v pfedchozim piikladé ani pii
vypoétu kontaktnich napéti ani pfi vypoétu posouvajicich sil v nadprazich.
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Obr. 3.31: Sténova konstrukce zalozend na pasech

3.9 Patch test

Acgkoliv bylo dosazeno vyznamného pokroku v matematickych zakladech
MKP , pro nékteré problémy a prvky dosud postradame dikazy konver-
gence. Patfi mezi né napi. deskové prvky zalozené na Mindlinové teorii desek
nebo prvky, u kterych pfi vypoétu matice tuhosti je pouzita selektivni nebo
redukovand integrace. V takovych pfipadech je rozhodujici pii posuzovani
konvergence patch test, zavedeny Ironsem v [43].

Aby byla zajisténa konvergence feSeni MKP k pfesnému Feseni pfislusné
soustavy diferencialnich rovnic, pouzita aproximace musi spliiovat podmin-
- ku stability a konzistence. Stabilita v linearni pruznosti je zajisténa, pokud
pouzitd matice tuhosti ma spravnou hodnost, coz zamezuje vzniku fales-
nych mechanismu. Konzistence je tradiéné testovana pomoci patch festu.
V klasickém Ironsové paeich testu se vytvori jednoducha soustava nékolika
prvki (zaplata - patch) - napt. podle obr. 3.34. Zaplaté se ve vnéjsich uzlech
zadaji okrajové podminky odpovidajici znamému feSeni (stavu konstantni
deformace). Hodnoty ve vnitinich uzlech se vypoétou pomoci testovaného
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Obr. 3.32: Kontaktni napéti v zakladové spafe

prvku algoritmem MKP . Klasicky Ironsiv test pozaduje, aby byly vypoé-
teny presné hodnoty nejen posuni, ale 1 deformaci, resp. napéti, a to pro
libovolnou velikost a tvar prvku.

Na obr. 3.35 jsou uvedeny vysledky dvou patch testd pro rovinny izo-
parametricky prvek. Na obr. 3.35a odpovidaji posuny bodu okraje zaplaty
stavu konstantniho protaZeni a na obr. 3.35b stavu konstantniho zkoseni.
V obou piipadech analyza zaplaty MKP poskytla pfesné hodnoty posunu
i napéti ve vSech vnitinich bodech.

Neddvno byly otevieny dvé otazky - je paich test nutnou podminkou
konvergence? Je postatujici podminkou? Praktické zkusenosti ukazuji, Ze
nékteré prvky nespliuji paich test a piesto konverguji ke spravnému feseni.
Jeden takovy pfiklad je uveden v [71], jiny v [16]. Je proto snaha formulovat
ponékud slabsi podminky konvergence. Prvni pokus byl uéinén v [71] zavede-
nim oslabeného patch testu, ktery pozaduje, aby chyba byla 0(h) nebo lepsi,
jestliZe velikost zaplaty h se zmensuje. Schéma oslabeného paich testu je na
obr. 3.36. Belytschko vsak v [16] ukdzal, Ze takto formulovany oslabeny pat-
ch test spliiuji i prvky, které nekonverguji ke spravnému feseni. Ve stejném
¢lanku je navrien jiny oslabeny patch test, ktery neméni velikost zaplaty, av-
sak postupné zjemniuje sif prvki podle obr. 3.37. Zaplata ma &tvercovy tvar
a bod Ay je umistén mimo stred ¢tverce. Body As, Ag, A7, Ag leii na stie-
dech stran étverce. Body B; aZ By se ziskaji bilinedrnim mapovanim étverce
A1 A2A3A4 na Ctyfdhelnik By By B3Bs. Vznikne tak posloupnost déleni na
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Obr. 3.33: Posouvajici sily v nadprazich

Obr. 3.34: Zaplata (patch)

prvky podle obr. 3.38. Pokud se zjemiiovanim déleni &tverce konverguji zis-
kané vysledky ke spravnému feSeni, potom je zajisténa oslabena podminka
konzistence a testovany prvek je pouzitelny k analyze iloh MKP . Jako pfi-
klad uvedme deskovy izoparametricky prvek podle odst. 3.6.4, ktery obecné
nespliiuje klasicky patch test. Od uréitého poméru tloustka/rozpéti viak spl-
fiuje oslabeny patch test podle [16] a je tudiz pouzitelny pro analyzu desek
spoéivajicich na pruzném podloZi, pokud nejsou pfili§ tenké ( pfiblizné pro

h/1>0.05).
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Obr. 3.35: a) Konstatntni protazeni, b) konstatntni zkosen!
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Obr. 3.36: Oslabeny patch test
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Obr. 3.37: Bilinearni mapovani ¢tverce
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Obr. 3.38: Posloupnost déleni na prvky



Kapitola 4

Télesa

Analyza masivnich téles byla dlouho opomijena. Ne Ze by nebylo tfeba ana-
lyzovat chovani tfirozmérnych téles, nybrz pro velkou naroénost na pamét
a strojovy &as. Dnes je situace zcela jind. Vykon modernich pracovnich sta-
nic i jejich paméfova kapacita dovoluji fesit i pomérné slozita trojrozmérnd
télesa. Pokud jde o aplikaci MKP na analyzu téles, jedna se prakticky
o rozsifeni poznatkl z FeSeni rovinnych iloh na ilohy prostorové. V tomto
pojeti se budeme zabyvat i popisem prvku, které lze rozdélit do tii skupin

o Ctyfstény (s rovinnymi i zakfivenymi sténami)
e cihly (s rovinnymi i zakfivenymi sténami)

e prvky s rotaénimi stupni volnosti.

Nejjednodussi reprezentanti jednotlivych skupin jsou na obr. 4.1.

.~

Obr. 4.1: Nékteré typy prostorovych prvku

213
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4.1 Ctyi'stény

Nejjednodussi Styistén ma 4 uzlové body. Ke kazdému uzlovému bodu pfi-
slusi 3 stupné volnosti - posuny u, v, w ve smérech os (z,z,y) globalni
kartézské soustavy soufadnic . Prvek ma tedy 4 x 3 = 12 stupiu volnosti.
Posuny uvnitf prvku jsou aproximovany linearnimi funkcemi, z éehoz plyne,
Ze prubéh napéti po celém prvku je konstantni. Interpolaéni funkce je vy-
hodné vyjadfit v objemovych soutadnicich. Definice objemovych soutadnic
Je patrna z obr. 4.2a. Soutadnice L; se vypocte jako

Obr. 4.2: Linedrni, kvadraticky a kubicky ctyfstén

Lo = Objem P234
'~ Objem 1234 °

Ctyfi soufadnice Ly, Ly, L3, L4 jsou vazany vztahem Ly + Lo+ Ls+Ls = 1.
Na Ztyfsténu lze vytvofit celou hierarchii prvki tim, Ze zvySujeme stupen
aproximaénich polynomu. Schéma prvku s kvadratickou a kubickou inter-
polaci je na obr. 4.2b,c. Pro interpolaéni funkce plati:

4-uzlovy prvek (linearni)

N1=L1, Ng:Lg, N3=L3, N4=L4,

4 4 4
u = E Niu;, v = E Niv;, w= 5 N;w;.
i=1 1=1 i=1
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10-ti uzlovy prvek (kvadraticky)

Pro vrcholy Ny =(2L1—1)L,,.... atd.
Pro stiedy stran N5 =4L;Lo,.... atd.

20-ti uzlovy prvek (kubicky)

Pro vrcholy Ny = %(SLI —1)(3Ly — 2)Ly,.... atd.

Pro stiedy hran N5 = gL1L2(3L1 —1),.... atd.

Pro stiedy stén Nyg = 27L1L, L3, .... atd.

Geometrie viech uvedenych prvki je popsana vztahy

4 . 4 4
x = ZN;::,-, y = ZN.-y,-, z = EN,’Z,’. 4.1
i=1 i=1 i=1

Vyhoda étyfsténu s rovinnymi sténami se projevi predevsim pfi feSeni li-
nearnich iloh, nebot lze snadno ziskat potfebné matice (tuhosti, hmotnosti)
v uzavieném tvaru podle vzorce

alblcld!

LOLYLSL3dV = g 4.
[ pntariay = SRt ey (4.2)

Na zdkladé uvedenych interpolaénich funkei Ize zkonstruovat étyfstén se
zakfivenymi sténami. Schéma kvadratického prvku je na obr. 4.3. Geometrie
takového prvku je potom popsdna vztahy

10 10 10
z = ZN.':L‘.‘, y = EN,-yg, z = ZN,-Z,-. (4.3)
i=1 i=1 i=1

K integraci jiZ ale nelze pouZit vzorec (4.2), nybri k vypoétu matice
tuhosti (hmotnosti apod.) je tieba aplikovat numerickou integraci.

4.2 Cihly

Cihly (bricks) jsou, stejné jako &tyfihelnikové prvky v rovinné iloze, velmi
popularni. V komerénich programech se nejéastéji uziva linedrni a kvadra-
ticky prvek. K formulaci interpolaénich funkei je vyhodné zavést analogicky
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X

Obr. 4.3: Kfivoéary kvadraticky étyfstén

jako ve dvourozmérné tloze izoparametrické soufadnice (€, 7, (), které zob-
razuji skuteéné prvky na krychli o hrané 2, jak je patrné z obr. 4.4. Inter-
polaéni funkce jsou potom definovany takto:

8-mi uzlovy prvek (linedrni)

N; = '51;(1 + E&) (1 4+ i) (1 + €G).

20-ti uzlovy prvek (kvadraticky)
Pro vrcholy

Ne = 1+ E6)(L+ mm)(1+ GG (EE: + i +CG — 2).

Pro stfedy stran

Ne o= -1 +m)(+CG) pro &=0,  (44)
Ny = 3(1—n2)(1+5g,~)(1+<<,~) pro n; = 0, (4.5)
= -+ ) pro G=0.  (146)

Pii vypoétu matice tuhosti je tieba znat derivace interpolacnich funkci
podle soufadnic z, y, z, Jacobiho matici transformace mezi soufadnicovymi



4.8. CIHLA S ROTACNIMI STUPNI VOLNOSTI 217

Obr. 4.4: Zobrazeni kfivoarého ¢tyfsténu na krychli

soustavami (z,y, 2) a (§,7,¢)

Or dy 0z
T T T3
dz dy 0z
dn dn  a9n
Oz Oy 0z
¢ 8¢ ¢

a determinant této matice, ktery se uplatni pfi transformaci elementarniho
objemu
drdydz = detJ dédnd(.

4.3 Cihla s rotaénimi stupni volnosti

Prvek navrieny nedavno Ibrahimbegovicem a Wilsonem [42] je logickym
pokraéovanim rovinného prvku s rotaénimi stupni volnosti, jak byl popsan
v odst. 3.5.4. Variaéni princip, na kterém je zalozen, byl uveden rovnéz v od-
st. 3.5.4. Schéma prvku je na obr. 4.5. Prvek je z geometrického hlediska
totozny s linedrni cihlou. V kazdém z osmi uzlit m4 vsak 6 stupiiti volnosti.
Vzhledem k tomu, Ze jde o zcela novy pristup k modelovani trojrozmér-
nych téles, je pfediasné tento zpisob hodnotit. Pokud se vsak osvédéi ,
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4
Obr. 4.5: Prostorovy prvek s rotaénimi stupni volnosti

je to naplnéni snahy ziskat jedno, dvou a trojrozmérné prvky, které maji
v kazdém uzlu stejné posuny a umoziiuji tak velmi jednoduché modelovani
konstrukénich systému, sloZzenych z prutovych, plosnych a masivnich prv-
ki. Geometrie prvku je popsana vztahy typu (4.3). Interpolaéni funkce pro
posuny jsou odvozeny z dvacetiuzlového prvku

20
Niu; + ) NiAu;, (4.7)

=9

n[\’Jm

kde Au; jsou hierarchické posuny a N; jsou dany vztahy (4.4) az (4.6)
s tim, Ze (4.4) plati pro I = 17,18,19,20, (4.5) pro I = 9,11,13,15 a
(4.6) pro I =10,12,14,16. Postupem obdobnym jako u rovinného prvku se
hierarchické stupné volnosti vyjadii pomoci posunu a pootoéeni ve vrcholech
prvku. Modifikace se nejsnize vysvétli na formovani nové interpolaéni funkce
podél hrany 1-2. Zavedme zde lokalni soustavu soufadnic, reprezentovanou
vektory Ilg,mlz, fia. Vektor I12 lezi na hrané 1 — 2 a vektory m3 a A 2
v roviné kolmé k I, (viz obr. 4.5) 1. Obecné lze tyto vektory definovat pro
libovolnou hranu tvofenou vrcholy J a K. V maticové symbolice plati

T

ik = {zx — %5, ¥ — ¥j, % — Y},
T
I5kmyg = I.T,'Kn,;x = m?,’KnJK =0.

Hierarchické posuny ve sméru mjx a i yx (kolmo k hrané) se vylouéi
stejné jako u rovinného prvku, hierarchicky posun podél hrany (ve sméru

1Vektor 1,2 je rovnobéiny s s rovinou (z,y).
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Ik ) se vylouéi z podminky, Ze celkovy posun ve sméru Ik je aritme-
tickym primeérem posunu v uzlech J, K. Tato podminka je konzistentni
s pozadavkem linedrniho priibéhu posuni ve sméru hrany J, K. Po zavedeni
popsanych podminek do (4.7) ziskdme pro interpolaci posuni vztah

IIM@

Nir; + ZN (nJKm_,K mJKn,K)(wK — wj) (48)
1=9

kde
T

T
wi = {wok,wyk, Wk}, Wy = {wes,wys,wis},
7k je délka hrany J — K. Pootoceni tuhého okoli wT = {wz,wy,w,} vniti-
niho bodu prvku je funkce a priori nezavisla na u a je aproximovana nasle-

dujicim zpusobem
8
w = E N;w;.
i=1

Jak je ziejmé z obr. 4.5, mé vysledny prvek 48 stupni volnosti. Pokud
matici tuhosti prvku budeme odvozovat z funkciondlu (3.87), dojdeme ke
smisenému modelu a je tfeba zavést jesté aproximaci pro antisymetrickou
cast tenzoru napéti 7. S ohledem na to, Ze r se vyskytuje ve funkcionalu
(3.87) pouze ve funkénich hodnotdch, neni tfeba zajisfovat zddnou spojitost
na hranici mezi prvky, proto zavedime

T = Sa,
kde
1 2 0000
§=1001y 00|, af ={a,as..06}. (4.9)
00 001 =z

Deformace € se vyjadii ze vztahu (4.8) takto:

8
= Z(B;ui + Giw;),
i=1

kde
ET = {Ez,€y,€z,7yz,7zz:7fy} )
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[ 6N‘ 6N, BN, T
dz 0 0 0 0z dy
a N; aN; o N;
T _ Yi's i i}
B; = 0 3y 0 e 0 3z |- (4.10)
ON; ON; ON;
L 0 0 dz dy Oz 0 i

Definujme pro kazdou hranu prvku transformaéni matici

lis
— T T
T = 8 (nrgm7; — myyng,),

pomoci které lze vyjadfit matici G;
Gi=) BT, (4.11)

kde se s€ita pfes vSechny hrany, které se stykaji v uzlu i. Matice G;, tak jak
je definovana, by vedla k vytvofeni prvku se smykovym ztuhnutim. Proto je
tfeba ji modifikovat obdobné, jak bylo ukizano u deskového prvku.

Dale je tieba vypoéitat

8 .
VUZZ(Aiui+Fiwi)y
i=1
kde
S
0z Jy
1] an ON; ‘
A‘—E v 0 5z | (4.12)
_ONi 9 Ni 0
. Jy 6z i

F,= ZA 7 T;1 (stita se stejné jako v (4.11)).

Ve funkciondlu (3.87) se vyskytuje vyraz Vu — w, pro jehoz aproximaci po
prvku plati

8 .8
Vu — w =Z [A;u; + (?, —N.-I)w.-] = E (A;u,--{-’F.-w.'). (413)
i=1 . ) i=1
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Po dosazeni do funkcionalu (3.87) postupné z (4.10), (4.11), (4.9), (4.12)
a (4.13) ziskdme matice

K = ZZ/ [B:, G:)" D [B;, G;] d2, (4.14)
i=1 =179
8
T _ T . A — T 1
HT = ;/ns (Ai, FidQ, @2 = /ns SdQ. (4.15)

Pro izolovany prvek lze pomoci uvedenych matic ziskat vatah

[:T %;]{LF{S} (4.16)

T __
r = {U1,w1,U2,w2 ..... lls,(dg}

kde

a R je vektor transformovaného zatizeni. Vzhledem k tomu, Ze a zahrnuje
pouze vnitini parametry, lze je vylouéit statickou kondenzaci, dostaneme

Kr=f kde K=K+ yH2 ' HT.
Procesu statické kondenzace se miuZeme vyhnout, pokud vyjdeme z funk-
cionalu (3.89), ktery vede k posunovému modelu. Dosazenim pfisludnych

vyrazi do (3.89) obdrzime vztah, ktery je ponékud odlidny od (4.16) a mé
tvar

K+ Plr=f, (4.17)
kde‘ s s o _
P=133 % [A.-, F.-] [A.~, F,-] dqQ. (4.18)
i=1j=1 Q

Zatimco matice K, H v (4.14), (4.17) se vypoétou 14-ti bodovou integ-
raci, navrienou v [44] Ironsem, matice P se integruje v 2 x 2 x 2 bodech
Gaussovou integraci. Parametr vy byl zaveden v &l. 3.5.4.

4.4 Rotac¢né soumérné kontinuum

V. inZenyrské praxi se pomérné ¢asto vyskytuje uloha analyzovat rotaéné
soumérné trojrozmérné téleso. Lze to provést zpiusobem, popsanym v pred-
chozich odstavcich této kapitoly. Avsak v piipadé, ze kromé geometrické-
ho tvaru jsou rotaéné soumérné rozlozeny i fyzikdlné-mechanické vlastnosti
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télesa a pusobici zatiZeni, redukuje se trojrozmérna iloha na tlohu dvou-
rozmérnou. Jako priklad poslouii tlustosténna vilcovd niadoba podle obr.
efotx. Vysrafovana plocha pfedstavuje oblast feSeni pro redukovanou dvou-

h

E3

| v;?l“///
//'(: \~~ //~—~-—rr,u
K

Obr. 4.6: Rez tlustosténnym valcem. Cylindricka soustava soufadnic

rozmérnou ulohu. K matematické formulaci vyuzijeme soustavu soutfadnic
r, 9, z, definovanou obr. 4.6. Odpovidajici posuny oznaéme u, v, w. V pkipa-
dé rotagné soumérného zatiZeni mame pouze étyfi nenulové slozky tenzoru
deformace ¢,,¢;,€9,Yr,. Pisludné geometrické rovnice maji tvar

'4 6_" W
or
Er dw L
€z 9z
= = . 4.1
e=4 & . (4.19
Yrz r
du | dw
\ Oz r J

Fyzikalni rovnice jsou definovany pomoci matice tuhosti materidlu. Pro
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izotropni material plati

1—-v v v 0
1—v v 0
E [
_m 1—v 0 (4.20)
1-2v
2

Obdobné jako u rovinné tlohy jsou i zde velmi populdrni izoparametrické
prvky. Pokud jde o vypoéet matice tuhosti a vektoru transformovaného
zatizeni, plati obdobné vztahy az na to, Ze integrace se provadi na vyfezu
o thlu 1 radian, takZe napf. pro matici tuhosti plati :

K = BTDB rdrd:.
n:

Ackoliv jde o dvourozmérnou iilohu, nelze ve vétsiné piipadu pouzit
nekompatibilni funkce.



Kapitola 5

Linearni dynamika a
stabilita

Az dosud bylo pojednano o analyze konstrukei pfi zatiZenich, kterd se méni
tak pomalu, Ze neni tfeba vzit v ivahu vznikajici setrvaéné sily. V praxi
viak je fada zatiZeni, ktera zpusobi rozkmitdni konstrukce. Tato zatiZeni lze
v zasadé rozdélit do nékolika skupin

[

uéinky rotujicich stroji

uéinky pohybujiciho se zatiZeni

uéinky narazu leticich pfedmétia

ucinky vzdusného proudu, pfedevsim vétru
ucinky zemétieseni

uéinky vybuchu.

K seridznimu posouzeni téinkd zminénych zatiZeni je nezbytna dyna-
micka analyza. Tu lze rozdélit na dvé zakladni dlohy

feSeni vlastniho kmitani

feseni vynuceného kmitani

Analogickou ilohou k feseni vlastniho kmitani je problém linedrn{ sta-
bility. Pro dané rozlozeni vnitinich sil se hleda takovy koeficient A, kterym
je tfeba pfenasobit pilsobici zatizeni, abychom obdrzeli zatizeni kritické.

225
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5.1 Zakladni pojmy a vztahy

5.1.1 Matice hmotnosti

V prvni kapitole byla na zakladé variaéniho principu odvozena pohybova
rovnice (1.199) a vzorec pro vypocet matice hmotnosti (1.200). Ze vzorce je
zfejmé, Ze struktura matice hmotnosti je obecné stejna jako matice tuhosti.
Zvlasté markantni je to u prutu, kde v pfipadé ulozeni na pruzném podkla-
du je matice tuhosti pruiného podkladu aZ na nasobny koeficient shodna
s matici hmotnosti prutu.
Pro matici hmotnosti klasického prutu s uvdzenim vlivu smykovych sil
na deformaci plati |
p
M= m Ka, (51)
kde K, je matice uréend vzorcem (2.110).
Takto ziskana matice hmotnosti je konzistentni matici hmotnosti.
V mnoha ptipadech viak vystaiime s jednodussim modelem setrvaénych
vlastnosti prvku. Hmotnost prvku prosté sousttedime do uzlovych bodu.
ru ) je rozdéleni hmotnosti do uzla komplikovanéjsi, pouziva se nasledujici
postup - vypoéita se konzistentni matice hmotnosti a ¢leny mimo hlavni dia-
gonalu se zanedbaji. Tim ovSem neni zachovana celkova hmotnost prvku.
Proto je tieba vSechny prvky diagonalizované matice pfenasobit koeficien-

tem !
M

a = b=
> my
M zde znaéi celkovou hmotnost prvku a m;; jsou diagonalni prvky matice
hmotnosti, které piisluseji pouze posunum uzli. Uvedeny postup je zvlasté
vyhodny v souvislosti s izoparametrickymi prvky. Souéinitel é = 1 pro jed-
norozmérny prvek, § = 2 pro dvourozmérny prvek a § = 3 pro trojrozmérny
prvek.

5.1.2 Matice poc&ateénich napéti

Hledani kritického zatiZeni je tilohou linearni stability, v niZ sestavujeme
podminky rovnovihy na deformované konstrukci. Proto vnéjsi zatiZeni dopl-
nime o uéinek ekvivalentnich sil, které jsou disledkem deformovaného tvaru

1Pokud prvek ma jako uzlové parametry kromé posuni i pootoéeni, korekce se tyki
pouze hmotnosti ptislugnych k posuntim.
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konstrukce. Matice pocateénich napéti pak slouzi k transformaci ekviva-
lentnich sil do uzli prvku. Obecnéjsi definice matice pocateénich napéti je
uvedena v devaté kapitole, pojednavajici o feSeni nelinearnich dloh. Pro lepsi
pochopeni tohoto problému se pfidrZzime prutového prvku na obr. 5.1.
Spojité ekvivalentni zatiZzeni f.x, odvodime z podminky ekvivalence sil
pusobicich na diferencidlni element délky Az deformovaného prutu:

FuroAz 4 N dw(z + Az) 3 dw(z) —0
dzx dz
Odtud limitnim pfechodem
2w
fekv - —Nd—zz.

Pfedpokladame, ze N > 0 je tahem.

Ke spojitému zatizeni pfislusi navic podle obr. 5.1 vodorovné sily
dw : dw
—_— a—F
dz |, ,

lové sily N.

F

T2 , které jsou disledkem $ikmé orientace norma-
z
=l

Cwll)-wix)

{ 6o

Obr. 5.1: Ekvivalence sil na deformovaném prutu

K matici pocateénich napéti dojdeme z rovnosti virtuilnich praci podle
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obr. 5.1. Plati
dw dw ! d2w
6rT =F |22 sw)-F |22 I — ¢v
\TK,r F[dw]uo w(0) F[dz]maw() /05’”Ndxz dr

Integraci per partes a s uvazenim, ze (—N) = F' dostaneme vztah

!
d dw
rTK,r =/0 T (w)N ——dz
Odtud po zavedeni ptislusné aproximace prihybu obdrzime

TdNT dN
K= —N—
o dz d:z:

Obdobné jako v pfipadé matice hmotnosti, lze pro klasicky prutovy
prvek vyjadfit matici poéateénich napéti prostiednictvim matice K, ze
vzorce (2.110).

N
K, = ——Kj,.
4 (1 T K:)z b
Analogicky lze odvodit matici poéateénich napéti pro desku ze vztahu

dw 0 ow
T — —_— —_—
briKor = /n[ (bw)N, 37 6y(6w)N” 7y

+ (aw)N, A (5w) ,y‘;“’] dq.

5.1.3 Pohybova rovnice

Matice hmotnosti udava rozlozeni celkové hmotnosti do jednotlivych stupiii
volnosti, matice pocateénich napéti popisuje vliv statickych osovych resp.
membranovych sil na tuhost konstrukce z hlediska teorie II. fadu. Pfi kmita-
ni vdak vznikaji i disipativni sily. ProtoZe znalosti o nich jsou chabé, zavadi
se jejich vliv do podminky dynamické rovnovahy obvykle formou tzv. vis-
kézniho tdtlumu - C 7. Matice C se nazyva matici itlumu. Podrobnéji o jejim
vyjadieni je pojednano v odst. 5.3.1.

Zohlednime-li disipativni sily a vliv poéate¢nich napéti, lze pohybovou
rovnici zapsat ve tvaru

Mi + Ci + (K + K,)r = R. (5.2)
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5.1.4 Linedrni stabilita

Vysetfovani stability konstrukei je problémem obecné nelinearnim. Uplné
feseni ulohy je mozné ziskat pouze aplikaci metod nelinearni mechaniky.
Tento struény odstavec je vénovan otazce linearni stability takovych kon-
strukei, jakymi jsou prutové a do znaéné miry i deskové konstrukce. Jde
v podstaté o hledani kritického zatizeni. Formulace idlohy je jednoduchd,
vyjdeme-li z podminky rovnovahy na deformované konstrukci. Oproti kla-
sické linearni mechanice v podmince rovnovahy pfibude ¢len s matici po-
cateénich napéti. Dfive nez pfistoupime k &isté stabilitni tloze, ponechame
v podmince rovnovahy i setrvaéné sily. Vlastni kmitdni konstrukce s poéa-
tenim napétim (o kterém pfedpokldddme, Ze se béhem kmitani neméni a
Ze je rovnovazné) je popsano rovnici

(K+K,-w’M)y =0,

kde w je vlastni kruhova frekvence netlumeného kmitani a y je vlastni tvar
kmitdni. Podrobnosti k témto veli€éindm jsou uvedeny v ndsledujicim od-
stavci 5.1.5. Tato homogenni soustava rovnic popisuje vlastni kmitani kon-
strukce s uvazovanim vlivu osovych (resp. membranovych) statickych sil.

UvaZujme nyni proporcionalni zatézovani R = ARg, kde R, vyjadiuje
rozloZeni zatiZzeni po konstrukei a A je parametr. Jestlize zatiZeni R odpovi-
dd matice K, , potom zatiZzeni R piislusi matice AK , . Za daného rozlozeni
vnéjsich sil muZe byt pfi uréité hodnoté parametru A vlastni frekvence nu-
lovd. Potom se jedna o pfipad linedrni stability, popsany rovnici

(K +XK,)y = 0. (5.3)

Abychom dosédhli formalni shody s nasledujici rovnici vlastniho kmitani
(5.7), polozime v (5.3) AK, = —AK,, tj.

(K-XK,)y =0. (5.4)
K fedeni dlohy (5.4) miieme pouzit kteroukoliv z metod popsanych v él. 5.2.

Z (5.4) lze vypotitat n vlastnich &isel \; . Z praktického hlediska md viak

tews

kritického zatizeni.

5.1.5 Vlastni kmitani linearnich soustav

Kmitani zpisobené vnéjsim zatiZenim je popsano nehomogenni diferencialni
rovnici (5.2), ke které pfisiugi bud homogenni nebo nehomogenni okrajové
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podminky. Kmitani vyvolané pohybem nékterych bodu konstrukce se fidi
homogenni rovnici (5.2), okrajové podminky jsou viak nehomogenni. Ko-
necné vlastnimu kmitani odpovidd homogenni rovnice (5.2) s homogennimi
okrajovymi podminkami. Velky vyznam p#i feSeni tloh linedrni dynamiky
ma homogenni diferencialni rovnice (5.2) s homogennimi okrajovymi pod-
minkami a s vynechanym ¢lenem C#. Z hlediska mechaniky konstrukei jde
o ulohu vlastniho netlumeného kmitani. Rovnice (5.2) se zjednodusi na tvar

Mi+Kr=0. (5.5)
Reseni rovnice (5.5) hledejme ve tvaru
r(t) = y sinwt. (5.6)

Vypoétem 7 a dosazenim do (5.5) obdriime zékladni rovnici vlastniho ne-
tlumeného kmiténi

(-w*M+K)y=0. (5.7)

Z matematického hlediska pfedstavuje rovnice (5.7) obecny problém vlast-
nich ¢&isel pro matice M a K. Je zndmo, Ze rovnice (5.7) ma netrivialni
feseni, pokud

det (~w?M + K) = 0. (5.8)

Je-li fad matic M a K n, potom z podminky (5.8) lze vypocitat n
vlastnich frekvenci w; a n vlastnich tvari y;. Vlastni frekvence budeme
fadit podle velikosti w; < wy < ... < w, (w; > 0). Sestavime-li vektory
yi do matice Y (y; tvofi sloupce matice Y) a kvadraty vlastnich frekvenci
do diagonalni matice £2?, miizeme viechna feseni rovnice (5.7) zahrnout do
Jediné maticové rovnice

KY =MYn?2 (5.9)

Matice K je vidy pasova. Matice hmotnosti mize byt podle zpisobu ap-
roximace setrvacnych sil bud’ pasova (konzistentni matice hmotnosti) nebo
diagonélni (soustfedéné hmotnosti). Konzistentni matice M je vidy pozi-
tivné definitni. Diagonalni matice hmotnosti je pozitivné definitni pouze
v piipadé, ze m;; > 0 pro vSechna ¢ od 1 do n. Jestlize néktery prvek
m;; = 0, potom je diagonalni matice M pozitivné semidefinitni.

Jestlize K i M jsou pozitivné definitni, jsou vsechna vlastni ¢isla klad-
na. Jestlize M je diagonalni s m prvky na diagonale rovnymi nule (M je
pozitivné semidefinitni), m vlastnich &isel roste nade vSechny meze.
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5.1.6 Ortogonalita vlastnich tvara
Pfedpoklddame, ze viechna w; > 0. Pro i-ty vlastni tvar plati

~w!My; +Ky; = 0. (5.10)
Obdobné pro j-ty vlastni tvar

-w?Myj—i-Kyj =0. (5.11)

Vynésobfme rovnici (5.11) zleva vektorem —y] a podobné rovnici (5.10)
zleva vektorem yT. Obdriime

wfijMy,-~ijKy,':O, - J?y:eryj—#y?Kyj:O. (5.12)
Vzhledem k symetrii matic M a K plati
yiMyi = y[My;, yKyi =y{Ky;. (5.13)
Seéteme-li rovnice (5.12) a uvazime pfitom vztahy (5.13) , vyjde
(wi-wi)yIMy;=0. (5.14)
Piedpokladejme, ze w; # w; pro i # j. Potom z (5.14) vyplyva, ze
yIMy;=0 proi#j (5.15)

a Ze tedy vlastni vektory jsou ortogonalni vzhledem k matici hmotnosti.
Vynasobime prvni rovnici (5.12) &initelem 1/w?, druhou rovnici (5.12)
1 /sz a poté obé rovnice seiteme. Po iipravé obdrzime vztah

(Wi —w})yiKy;=0. (5.16)

Vlastni vektory jsou tedy ortogonalni téZ vzhledem k matici tuhosti.
Vlastni tvary budeme normovat vzhledem k matici hmotnosti 2. Poza-
dujeme tudiz, aby

yTMy; =65, (i,j=12,..,n) (5.17)

kde §;; je Kroneckertiv symbol 3.

2Vyhoda vlastnich tvari normovanych vzhledem k matici hmotnosti se projevi zvlasté
pfi Fedeni odezvy konstrukce rozvojem do vlastnich tvari kmitani.

3Podminkou (5.5) je vektor ¥; uréen nejen smérem, ale i velikosti. Neni uréen pouze
smyslem. Podminku (5.17) totiZ spliiuje i vektor — ;.
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Pfechod od nenormovanych vlastnich vektoru y; k normovanym je dan
jednoduchym vztahem

Yi
—_—.
(yIMy:)?
Pokud budeme dale pracovat s vlastnimi tvary, budeme vidy pifedpokladat,
e spliuji vztah (5.17), tj. Ze jsou ortonormalni vzhledem k matici hmot-

nosti M, strunénéji M —ortonormalni. Miizeme proto nadale oznaceni norm
vynechat. Dosadime-li (5.17) do (5.12), obdrzime zavislost

¥inorm = (5.18)

yIKy; =w?6y, (,7=1,2,..,n). (5.19)
Podminky (5.17) lze zapsat v maticovém tvaru
YTMY =1, (5.20)
kde ! je jednotkova matice. Podobné soustavé (5.19) je ekvivalentni zapis

YTKY = 22 (5.21)

5.1.7 Rayleighuv kvocient

Diilezitou velic¢inou jak v teorii vlastnich é&isel, tak v mnoha metodach prak-
tického vypoétu vlastnich frekvenci a vlastnich tvari je Rayleighiv kvocient,
oznacovany zpravidla p. Je to skalarni veli¢ina, definovana vztahemn

T
_ Y Ky
kde y # O je libovolny vektor. Lze dokazat, Ze
wi < p(y) < wp, (5.23)

pficemz plati
2
wi = p(y1)-
Znamena to, Ze ze viech moinych vektoru y je prvnim vlastnim vektorem
ten, ktery minimalizuje Rayleightuiv kvocient. Toto tvrzeni se nazyva Rey-
leighiv princip.
Rayleighliv princip lze rozsifit na vyssi tvary. Plati w? = p(y;).
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5.1.8 Spektralni rozklad matice tuhosti

Maéme-li k dispozici vlastni tvary y; a vlastni frekvence w?, potom

n

1

= (5.24)

i=1

O spréavnosti tohoto tvrzeni se lze snadno pfesvédéit. Resme statickou dlohu
K r = R rozvojem do vlastnich tvard kmitani. Potom

= Zy.-q;. (525)
i=1

Po dosazeni (5.25) do Kr = R a po vyndasobeni vzniklé rovnice zleva y;r
obdriime

1
Wi =yTR = ¢ = ;gy,?"n. (5.26)

Pii dipravé byla vyusita ortogonalita vlastnich tvard (y7 Ky; = w? §;).
Reseni rovnice Kr = R lze rovnéz vyjadfit pomoci inverzni matice K

= K~ !R. (5.27)
Za r dosadme z (5.25), kam pfedtim dosadime za g¢; z (5.26). Obdriime
> 1
(Zﬁy;y?) R = K-IR, (5.28)
i=1 %

¢imz byla potvrzena spravnost (5.24) pro libovolné R 4.

5.2 Metody feSeni vlastniho kmitani

5.2.1 Piehled metod

Uloha spoéivajici v nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektordi u matic je
pomérné stard. piehled metod feseni je uveden napi. v [28]. Prevazn4 ¢ast
metod je vSak uréena k feSeni tzv. standardniho problému vlastnich éisel

Ay = )y. (5.29)

4Spektralni rozklad nem4 bezprostiedni aplikaci v dynamice konstrukci. Je véak Géin-
nym nastrojem pro analyzu vlastnost{ izolovanych prvki. Zvlasté se uplatni pfi testovani,
zda prvek nema tvary deformace, kterym nepfislusi Zidna energie ( free energy mode).
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Jak je patrno z pfedchazejiciho vykladu, vlastni kmitani konstrukei i
linearni stabilita vedou pfi pouziti MKP k obecnému problému vlastnich
Cisel (5.7). Proto je tieba pfed pouzitim klasickych metod nejprve obecny
problém (5.7) pievést na standardni. To lze snadno provést v pfipadé, ze M
je diagonalni se vSemi prvky ruznymi od nuly. V pfipadé, Ze matice M neni
diagonélni (konzistentni matice hmotnosti), je pfechod na standardni pro-
blém (5.29) komplikovanéjsi a ndroény na numerickou pfesnost. Podrobnosti
lze nalézt napf. v [22] . Jelikoz se domnivame, Ze pfi feSeni iloh vlastniho
kmitani konstrukci MKP je vyhodnéjsi pfimé feSeni obecného problému
vlastnich &isel, nebudeme metody pfevodu na standardni problém uvadeét.
Z klasickych metod feSeni obecného problému je velice vhodna (pfedeviim
z hlediska algoritmizace) Jacobiova metoda rotaci. Zvlastni pozornost pii
pouziti MKP je tfeba vénovat pfiznivé okolnosti - pdsovému usporadani
matic K a M, kterd umoziiuje sestavovat algoritmy usporné jak ve spotfe-
bé strojového Casu, tak v narocich na vnitini pamét pocitace.

5.2.2 Statickda kondenzace

V dynamice je mozné ke snizeni po¢tu stupiiu volnosti pouzit kondenzace
obdobné jako ve statice. Abychom mohli uplatnit statickou kondenzaci pfi
vypo&tu vlastniho kmitani, musime nejdfive pfisoudit hmotnost vysetio-
vané konstrukce pouze nékolika vybranym stupium volnosti. V podstaté
jde o soustfedéni hmotnosti do vybranych uzli matematického modelu. Pro
efektivni vyuZiti metody musi byt pocet vybranych stupfiu volnosti vel-
mi nizky, musi ale dobfe vystihnout rozlozeni hmotnosti po konstrukei ,
aby frekvence a tvary vlastniho kmitéani, které nas zajimaji, byly vypoéte-
ny s dostateénou pfesnosti. Postup je potom nasledujici - stupné volnosti
diskrétniho modelu, ktery vznikl po nahrazeni skuteéné konstrukce koneé-
nymi prvky, rozdélime na stupné volnosti hmotné, které oznaéime y,, a na
nehmotné, které oznaéime y,. Matice K a M rozdélime na submatice podle
piislusnosti k y, nebo y,:

Kaa Kas Ya Q?‘ 0 M, 0 Ya

. (5.30)
Kia Ky %) oT o 0T 0 Y

Rovnice (5.30) pfedstavuje dvé maticové rovnice:

KacYa + Karys zgiMaym KpaYa + Kupys = 0. (531)
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Z druhé rovnice (5.31) mizeme vyjadfit y, v zdvislosti na y, ve tvaru
Yo = —Ky' Kiaya. (5.32)

Dosadime-li (5.32) do prvni rovnice (5.31), obdrzime redukovanou ilohu
vlastniho kmiténi

Kaya=Muy, kde K,=Kao— KaK; Kpa (5.33)

Ze vzorce (5.33) je zfejmé, proé jsme jiz na zafatku vykladu zdurazio-
vali, Ze pocet vybranych stupiiti volnosti, do kterych soustfedime hmotnost,
musi byt nizky. Matice K, bude obecné plna, i kdyZ matice K konstrukce
bude pasova. Aby vypoéet redukované dlohy (5.33) bylo moiné efektivné
provést, je tieba, aby se matice K, vesla celd do vnitini paméti. Uziti této
metody je na misté u konstrukei s velkymi osamélymi hmotnostmi. Tim je
uréen pfirozeny vybér hmotnych stupiit volnosti 3.

5.2.3 Rayleighova-Ritzova metoda

Metoda statické kondenzace je metodou, ktera je zaloZena na inzenyr-
ské intuici a zkuSenosti. V soucasném stadiu vyvoje numerickych metod
mechaniky je statickd kondenzace takfka vyhradné nahrazovdna metodou
Raleighovou-Ritzovou, kterd v sobé statickou kondenzaci zahrnuje jako spe-
cidlni pfipad. Pii aplikaci MKP pro feSeni vlastniho kmitani konstrukei
ziskdme diskrétni soustavu, ktera ma stovky i tisice stupnu volnosti. Z pfed-
chazejicitho vykladu vime, ze diskrétni soustava ma pravé tolik vlastnich
frekvenci a vlastnich tvaru, kolik ma stupfiu volnosti. Jak uvidime v dal-
sich odstavcich, z hlediska feseni odezvy konstrukce na dané zatiZeni nebo
na dany pohyb nékterych bodi potiebujeme znat pouze nékolik frekven-
tvary (vyjimku tvoii ustdlené harmonické kmitani a nékteré ptipady sto-
chastického zatiZeni, kde potfebujeme zndt vlastni frekvence a tvary v okoli
budicich frekvenci). Rayleighova-Ritzova metoda pravé umoziuje nalézt pfi-
blizné prvnich p vlastnich frekvenci a tvaru.

Metoda vychazi z Rayleighova principu. Jde o stanoveni minima Ray-
leighova kvocientu Ritzovou metodou. Vektory, které minimalizuji p, bude-
me hledat na mnoziné vsech moznych linedrnich kombinaci zvolenych (li-
nearné nezavislych) vektord ;. Z koeficienti linearni kombinace ¢; sesta-
vime vektor ¢. Vektory 1; sestavime do matice ¥ obdobné jako vlastni

5P#i numerické realizaci vypoétu prvki matice K 4 se nepostupuje podle (5.33), nybrz
se pouzije Gaussovy eliminace, &imZ odpadne inverze matice K ;.
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tvary, tzn. Ze jednotlivé vektory 1; budou tvofit sloupce matice ¥. Rovnéz
matice ¥ bude typu (n,p). Vektory ¢, na kterych budeme hledat minimum
Rayleighova kvocientu, lze zapsat ve tvaru

o=1ec. (5.34)
Dosadme (5.34) do (5.22), pak
cTeTKwc
= 5.35
0= T hee (5.35)

Jmenovatel i Eitatel ve zlomku vyrazu (5.35) jsou skalarni veli¢iny. Jak je
obvyklé v Ritzové metodé, povazujeme zatim neurcené koeficienty ¢ za pro-
ménné. Je tudiz p(p) funkci ¢;, tj.

p(e) = p(e(c€))-= p(c). (5.36)

Nutnou podminkou, aby Rayleighuv kvocient nabyl minimalni hodnoty je,
aby prvni parcialni derivace podle koeficientd ¢; se rovnaly nule:

A p(e(c))

£ =0, (¢t=1,2,..,p). (5.37)

Abychom nermuseli vyraz (5.35) rozepisovat pomoci sumaci, zavedime vektor
dp(p)/0c, Jehoz jednotlivé slozky jsou derivace 6p(<p)/6c. Kromé toho
oznaime K = ¥TK¥ a M = ¥T M. Vyraz (5.35) mizeme uvést na tvar

cTKe =pcTMec. (5.38)

S vektory ¢ lze zachdzet z funkéniho hlediska jako s proménnymi. Derivu-
jeme (5.38) podle ¢

2Ke = -aa—z(cTMc) +2oMc. (5.39)

Protoze 8p/dc = O, dostavame z (5.39) podminku pro ¢ ve formé soustavy
homogennich linedrnich rovnic

Ke=pMc. (5.40)

To znamena, ze jsme Ritzovou metodou zredukovali pivodni problém vlast-
nich &isel s n stupni volnosti na feseni problému vlastnich &isel s p stupni
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volnosti. Redukce je provedena piirozené za cenu uréité pfibhiZnosti. Vlast-
ni &isla rovnice (5.40) p1, p2, ..., pp jsou aproximacemi kvadrati vlastnich
frekvenci, a to hornimi aproximacemi, tj.

wi < p1; wh < pay oy Wl < pp (5.41)

Pomoci vlastnich tvaru dlohy (5.40) mizeme vypocitat aproximace vlastnich
tvara rovnice (5.7)
yi =, =¥c;. (5.42)

Poznamenejme, ze pokud vlastni tvary ¢; budou normované vzhledem k ma-
tici M, budou p; normované vzhledem k M.

Rayleighova-Ritzova metoda je metodou pfibliznou. Kdybychom viak
za bazi ¢, zvolili spravny vlastni tvar, feknéme y;, potom Rayleighova-
Ritzova metoda jej nalezne jakoZto nejlepsi moznou aproximaci a bude platit
w? = pj-

Vyssi frekvence a tvary vlastniho kmitani budou Rayleighovou-Ritzovou

Ly

odpovidajici tvary kmitani.

5.2.4 Kombinace statické kondenzace a Rayleighovy-
Ritzovy metody

V predchazejicim odstavci bylo konstatovano, Ze Rayleighova-Ritzova me-
toda nahradila metodu statické kondenzace. UkdZeme si, ze statickd kon-
denzace poskytuje moznost v kombinaci s Rayleighovou-Ritzovou metodou
formulovat konzistentni postup pro kondenzaci matice hmotnosti. Vyjdéme
pfitom z rovnice (5.32). Pomoci ni lze napsat

a )
i)l e o

tedy vztah analogicky k (5.34). Tuto transformaci lze zapsat pro celou kon-
strukei, pro subkonstrukei nebo pro izolovany prvek. Na zékladé (5.43) pro-
vedime transformaci matice K a M ze soustavy zobecnélych soufadnic y,,
ys do soustavy zobecnélych soufadnic y,. Obdrzime

K*=¢TK¥, M*'=9¥"MV. - (544)

Dosazenim z (5.43) do prvniho vztahu (5.44) se lze snadno pfesvédtit, Ze
K* = K, (K, 2z rovnice (5.33)).

Pro numerickou realizaci kondenzace je vyhodnéjsi nasledujici postup :
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1. Kondenzace matice tuhosti se provede eliminaénim postupem
(Gaussovou eliminaci). V transformaci (5.43) se soucin —K ;! K4 na-
hradi Gaussovymi nasobiteli.

2. Kondenzace se bude provadét postupné po jednotlivych neznadmych.
Proto postacuje formulovat algoritmus kondenzace jediného stupné
volnosti. V takovém piipadé lze transformacni matici zapsat takto:

v = [ tlT ] , (5.45)

kde t je vektor tvofeny Gaussovymi nasobiteli, které jsou potiebné
k nulovani jediného sloupce.

Po dosazeni (5.45) do druhého vztahu (5.44) ziskime
M* = Mu o+ tMys + Mot T 4+t Myt T, (5.46)

My, je pit kondenzaci jediného stupné volnosti skaldr. Popsany postup byva
nazyvan Guyanovou redukci. Ponévadz algoritmus kondenzace matice hmot-
nosti je prakticky velmi uziteény, je dile uveden podprogram na souéasnou
kondenzaci matice tuhosti a hmotnosti. Stupné volnosti, které maji byt kon-
denzovany, musi byt uvedeny jako posledni.

IMPLICIT REAL#*8 (A-H,0-Z)

C

C TEST

C CLAMPED BEAM

C RIGHT ROTATION CONDENSED

C
DIMENSION S(4,4), H(4,4)
DATA S/12, -6, -12, -6,
* -6, 4, 6, 2,
* -12, 6, 12, 6,
* -6, 2, 6, 4/,
* H/156, -22, 54, 13,
* -22, 4, -13, -3,
* 54, -13, 156, 22,
* 13, =3, 22, 4/

C
CALL CONDEN(S,H,4,1)

C

WRITE(*,100) ((S(1,1),J=1,4),1=1,4)
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oo aoaaaaoaoaaaoaaaaaaoaa

Q

100

30

20

40

WRITE(*,100) ((H(I,J),J=1,4),1I=1,4)
FORMAT (4F7.1)

STOP
END

SUBROUTINE CONDEN(S,H,N,M)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSION S(N,N),H(N,N)

SUBROUTINE FOR CONSISTENT CONDENSATION OF MASS

OR INITIAL STRESS MATRICES

(CONDENSED DOFS HAVE TO BE PLACED AT THE LAST
POSITIONS OF NODAL DISPLACEMENT VECTOR)

S(N,N) - STIFFNESS MATRIX

H(N,N) - MASS OR INITIAL STRESS MATRIX
N ~ ORDER OF MATRICES

M - NUMBER OF CONDENSED DOFS

PROGRAMED BY Z.BITTNAR
JULY 1992

STIFFNESS MATRIX CONDENSATION

DO 10 K=1,M

L =N-K

MM = L+1

DO 20 II=1,L

C = -S(II,MM)/S(MM,MM)
DO 30 J=1,L

S(II,J) = S(I1,J]) + C*S(MM,J)
CONTINUE
S(II,MM) = C

MASS MATRIX CONDENSATION

DO 40 II=1,L

DO 40 J=1,L

H(II,J) = H(II,J) + S(II,MM)=H(MM,J)
+ H(II,MM)*S(J,MM)

+ H(MM,MM)*S(II,MM)*S(J,MM)
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C
10 CONTINUE
C
RETURN
END

Priklad 5.1

Vypoétéme konzistentni matici hmotnosti jednostranné vetknutého pru-
tu podle obr. (5.2) kondenzaci matice hmotnosti oboustranné vetknutého
prutu.

4 4. |7
A A A 2
Wi, Py Wy Wy, Py Y2, ¥,

Obr. 5.2: Jednostranné a oboustrané vetknuty prut

Reseni:
Pro jednoduchost zvolme p.A.l = 420, EJ/I® = 1, I = 1. Matice tuhosti a hmot-
nosti maji potom tvar (r7 = {wi1, 1, w2, 92}

12 -6 -12 -6 156 22 54 13
-6 4 6 2 -22 4 -13 -3
K= -12 6 12 6 |’ M = 54 —13 156 22
—6 2 6 4 13 -3 22 4

Prvky vektoru t se ziskaji obvyklym zpisobem z podminky, Ze koncovy moment
na oboustranné vetknutém nosniku M2; = 0. Odtud

3 13 3 1 3
pr=guoge -yt = {555,
3
2 L[ 39 -9 66
tMu =9 -5 o {13, -3, 2}=-|-13 3 -2 |,
5 -39 9 —66
2

Math = (tha)Ty
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3
2 9 -3 -9
thth = —.l 4 i: —:—l'a - } = '1” -3 1 3 [}
2 2 T2 T2 2| 25 3 .
3
)
204 —36 58.5
M= —36 8 —16.5 |.
58.5 —16.5 99

Poznamenejme, e v procesu kondenzace se uplatni i vliv smyku na deformaci
nosniku. Uvedeny algoritmus tuto okolnost plné respektuje, jestlize vliv smyku je
zahrnut v matici tuhosti.

5.2.5 Inverzni iterace

Tento odstavec je vénovan iteracni metodé, zalozené na puvodni Stodolové
myslence. Jde o metodu pfesnou, a to v tom smyslu, Ze opakovanim ite-
raéniho cyklu se miizeme s libovolnou pfesnosti (omezenou vsak presnosti
pouzitého pocitace) pfiblizit ke spravnému feseni. Uvedeme dile pomérné
podrobny vyklad inverzni iterace, nebot metoda sama je stile ¢asto pou-
Zivana a kromé toho je soucésti vétsiny nejnovéjsich postupt Feseni iilohy
vlastniho kmitani konstrukei.

Inverzni iterace piedstavuje zobecnéni Stodolovy metody postupnych
aproximaci. Zvolime poé¢atecni aproximaci vlastniho tvaru, kterou oznagime
x 1. Inverzni iterace vychdazi ze vztahu

Ky =w’My, (5.47)

ktery je splnén za pfedpokladu, Ze y je nékterym vlastnim tvarem kmitani
a w jemu pfisludnou vlastni frekvenci. Protoze tvar vlastniho kmitani ani
vlastni frekvenci nezname, zvolili jsme urcitou aproximaci vlastniho tvaru,
kterou oznagime x;. Vypoéteme amplitudu setrvaénych sil § (aZ na koefi-
cient w?, ktery vsak nema na tvar vliv, nebot se jim nasobi viechny slozky
vektoru setrvaénych sil):

S =Mx,. (5.48)

Teémito silami zatizime vySetiovanou konstrukci. Vektor posunu ktery pfed-
stavuje novou aproximaci yy, vypocteme z rovnice

KXg: MXl. (549)
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V dalsim kroku uréime amplitudy setrvainych sil od posuni x, a té-
mi opét zatiZzime konstrukci. Postup opakujeme tak dlouho, aZ se x; a
Xp+4+1 tvarem od sebe piili§ nelisi. Tim ziskame s potfebnou pfesnosti vlast-
ni tvar kmitani. Pokud x; nebude kolmy k prvnimu vlastnimu tvaru y,
tzn. x'f My, # 0, potom xt41 — y;. Pfibliznou hodnotu kvadratu vlastni
kruhové frekvence vypoéteme z Rayleighova kvocientu

T
kaKx,,.H

Wi~ p(Xk41) = (5.50)

T .
Xk+1MXk+1

Uvedeny postup je principialné spravny, av§ak ve vétsiné praktickych
piipadl neproveditelny. Kdybychom totiz poéitali ve vztahu (5.49) pfimo
s X2, dostali bychom pfi "rozumném” déleni vySetfované konstrukce na
prvky slozky vektoru xj41 (po k-té iteraci) jako velmi mald &isla, ktera
jiz neni mozno zobrazit v poéitaéi (1 kdyz tvar kmitani by byl teoreticky
spravny). Abychom se takovym numerickym té&zkostem vyhnuli, je tieba
provést n&akym zplisobem normovani. Pfepiseme rovnici (5.49) pro k-tou
iteraci ve tvaru

K;k+1 = MXk. (551)

Vektor X ;41 miiZeme normovat napk. tak, Ze vSechny prvky X 4; délime nej-
vétsim prvkem vektoru X;;. ProtoZe ale nejpohodlnéji se pracuje s vlast-
nimi vektory normovanymi vzhledem k matici hmotnosti M, polozime

Xk+1

T (5.52)
(Xpp1MErypr)}

Xk41 =

Vzorce (5.51) a (5.52) popisuji iteraéni cyklus pfi inverzni iteraci. V kazdém
cyklu mizZeme jesté vypoéitavat podle (5.50) hodnotu Rayleighova kvocien-
tu, ktery pfedstavuje aproximaci kvadratu vlastni frekvence. To proto, ze
podle vlastni frekvence se nejlépe posuzuje dosazend pfesnost aproximace.
Chceme-li, aby hodnota vlastni frekvence byla uréena s pfesnosti na s cifer,
musi platit

lp(xe+1) — p(x1)] <102,
p(Xk41)

Bathe a Wilson v [7] navrhli nésledujici algoritmus inverzni iterace, ktery
sniZuje na minimum potiebny poéet aritmetickych operaci: jako poéateéni

(5.53)
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aproximaci volime vektor z; = Mx . Itera¢ni cyklus je popsan vzorci

Kxpy1 = zi
Zpy = MXpy

Ris1Zk (5.54)
~ _ k+1 .
p(Xk41) = T ~

Xp+1Zk+1

Zpp

Zi41 = T =~ 1

(Xe41Zk41)3

Uvedenym postupem se zg41 — My; a p(Xi41) — w?, predpokladame-li,
Ze y’{’Zl #0.

5.2.6 Grammova-Schmidtova ortogonalizace

Abychom pomoci inverzni iterace mohli vypocitat i druhy a vy3si tvary kmi-
tani, je tfeba, aby pocateéni vektor byl ortogonalni ke véem nizsim vlastnim
vektorim. Jak toho docilit, si ukdzeme na piikladé vypoétu druhého vlast-
niho tvaru. Pfi libovolné volbé xo nebude obecné splnéno, ze y7 Mxy = 0.
Proto je tfeba z xg odstranit prvni vlastni tvar kmitani. Modifikovany po-
catetni vektor lze pak zapsat takto :

Xo = Xg — €1Y1. (5.55)
Koeficient ¢; se stanovi z podminky, ie X, je ortogondlni k y;, tj. Ze
yTMx, = 0. Pienasobme (5.55) zleva y; M. Potom
yTMxy = yTMxo — ciyTMy, = 0. (5.56)
Ponévadi y; je ortonormalni (yT My, = 1), plyne odtud
1 = yTMxq. (5.57)

Uvedeny postup lze snadno zobecnit. Mame-li vypoéitano prvnich m vlast-
nich tvari, potom pocdteéni aproximaci Xo pro vypocet (m+ 1)-niho vlast-
niho tvaru je nutné ” olistit ” od prvnich m vlastnich tvari. Plati

m

Xo=xo0— ) ciyi, kde ¢ =yl Mx. (5.58)

i=1
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Popsany postup se oznacuje jako Grammova-Schmidtova ortogonalizace 6.

5.2.7 Inverzni iterace s posunutim

Inverzni iteraci miZeme vypocitat vyssi tvar kmitani i bez predchozi znalosti
nizdich tvart kmiténi. K tomu iéelu vyuzijeme posunuti. Resime tudiz ilohu

(K —-‘72M)y = w?My.

Lze dokazat (viz [19]), Ze inverzni iterace v takovém piipadé konverguje
k tomu vlastnimu tvaru, ktery pfislusi vlastni frekvenci w;, lezici nejblize
ke 7.

5.2.8 Jacobiho metoda rotaci

Metody uvedené v piedchézejicich odstavcich jsou uréeny predevsim pro
feseni rozsahlych soustav, kdy nds zajimad pouze nékolik, z inZenyrského
hlediska dilezitych, vlastnich tvari a frekvenci. Existuji véak pfipady, kdy
potfebujeme zndt Gplné feseni wlohy - tj. vSechny vlastni tvary a frekvence.
Nejcastéjsim takovym pfipadem je feSeni redukované dlohy v Rayleighové-
Ritzové metodé (5.40). Abychom dodrieli zdsadu, 7e se vyhneme transfor-
maci obecného problému vlastnich &isel (5.40) na standardni problém vlast-
nich &isel, vyloZime jednu z nejstarsich metod - metodu Jacobiho rotaci.

Pivodni iteraéni proces navrhl Jacobi jiz roku 1846. Pouzivani metody
se vBak rozsifilo aZ s moderni vypoéetni technikou, zvlasté proto, ie metoda
ma jednoduchy algoritmus, a snadno se tudiZ programuje. Z inZenyrského
hlediska je vyhodna i proto, Ze pfimo fesi obecny problém vlastnich &isel.
Vzhledem k tomu, e Jacobiho metoda je pouZita v mnoha programech,
pojedndme o ni dosti podrobné.

Uvazujme nejprve standardni problém vlastnich ¢isel

Ay =)y , (5.59)

Piedpoklddejme, Ze A je pozitivné definitni, A je obdobné jako w? vlast-
ni &islo. Jacobiho metoda, jak jiz bylo vyse uvedeno, je metoda iteraéni.
Zakladni myslenka spoéiva v transformaci matice A na matici diagondlni.
Piesnéji fe€eno na matici skoro diagondlni, nebof pfi numerické realizaci

8V [19)] je ukdzano, Ze s ohledem na omezenou piesnost vypo&tu nestali provést "oéis-
tu” pouze pro po&éteéni aproximaci. Doporuéuje se provddét ortogonalizaci v kazdém
itera&énim kroku.
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provedeme pouze koneény podéet iteraci. V pfipadé standardniho problému
jsou diagonalni prvky transformované matice rovny hodnotam vlastnich &i-
sel. V daném iteraénim kroku provedeme transformaci pomoci transformac-
ni matice T (matice rotace)

1 1
i-ty Fadek

(<j) - (6560

Jj-ty fadek

1

Snadno lze dokdzat, e tato matice vyjadiuje otoceni roviny (a s ni ce-
lého prostoru) vytvorené i-tym a j-tym soufadnicovym vektorem o thel o,
jehoz cos ¢ = ¢, sin p = s. Matici tohoto druhu zname napf. z transformace
koncovych sil prutu v roviné z lokalni do globdlni soustavy soufadnic. Cely
dalsi postup pak pfipomina inZenyrovi vypocet hlavnich sméri napéti nebo
setrva¢nosti v roviné. Matice T je ortogonalni, tudiz T—! = T7 (viz napf.
[28]). Iteraéni proces probiha tak, Ze vytvafime posloupnost transformova-
nych matic A 41

Ay =TTA, T, (5.61)

Transformace je tfeba volit tak, aby se A postupné pfiblizovala k diago-
nalni matici. Za méfitko, jak blizko je A ; diagonélni matici, volime obvykle
¢islo t2(A), které se rovna souétu tverci viech nediagonélnich prvki mati-
ce A (resp. A;). Je tedy tieba sled transformaci upravit tak, aby se t>(A)
po kaZdé transformaci zmensilo. Podrobny rozbor metody i s pfislusnymi
dikazy je uveden v [28]. Vlastni transformace (5.61), ktera spociva v nulo-
véni mimodiagonalniho prvku (i, j) a v modifikaci i-tého a j-tého sloupce a
fadku matice Ay, se pfirozené neprovadi formalnim vynasobenim matic na
pravé strané vzorce (5.61). PFi realizaci na poéitaéi nebude vibec matice
sestavovana. Iteraéni proces spoéiva pouze v modifikaci pFislusnych fadkd a
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sloupcti podle znamych transformaénich vzorcu (prvky matice A, budeme
znatit agf)):

off) +al +d

agf“) czagf) + sZaEI;) + 2csa§f) = 5 ,
(%) (k) _ (k) (k) (562)
5 = e ) el = S
Pro i-ty fadek a sloupec vyjde
agiﬂ'l) = agf“) = cagf) +s af;c) (I=1,2,..,p). (5.63)
Pro j-ty fadek a sloupec dostaneme podobné
a§;+1) = ag-’,c'H) = cagc) - ag‘) (I1=1,2,..,p), (5.64)
kde
. = d+a$f)—a§-’;) . - d—agf)+a§§)
2d 2d (5.65)

_ *®y _ ())? (k) (k)
d = J(a“ MaJJ ) +4a|’]‘ aij .

Jiz na zagdtku tohoto €lanku jsme uvedli, ze vlastni &isla budou aproxi-
movana diagonalnimi prvky matice A. Vlastni vektory ziskame ze souéinu
transformaénich matic

Y=T.T.. T (5.66)

Zatim jsme popsali podstatu transformace (5.61). Nezminili jsme se ale
o tom, jakym zpusobem vybereme dvojici indext (7, j). Jacobi navrhl vybér
podle nejvétsiho nediagonalniho prvku. Takovy postup je z hlediska vypoétu
na potitati nevhodny, nebot samo vyhledani nejvétsiho nediagonalniho prv-
ku by mohlo zabrat vice strojového &asu nez vlastni transformace. Hledaly
se proto jiné zpusoby vybéru dvojice indexu (i, j), které jsou v souvislosti
s pocitatem vhodnéjsi. ZkuSenosti z praktickych vypoctu ukazaly, Ze nej-
vhodnéjsi jsou cyklické procesy. Pii tomto zplisobu volime dvojice indext
(%, j) nulovaného mimodiagonalniho prvku cyklicky podle pfedem zvoleného
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pofadku. Zpravidla se postupuje po fadcich nebo po sloupcich. Nevyhoda
takto formulovanych cyklickych procesu spodiva v tom, Ze se nuluji i malé
nediagonalni prvky, 1 kdyz se v matici jesté vyskytuji prvky velké. Tento
nedostatek odstrafuji cyklické procesy se zdvorami, které dale popiseme.

Uvazujme posloupnost ¢isel by, by, ... monoténné klesajicich k nule. Dvo-
Jjice indexu (%, j) vybirdme opét cyklicky podle pfedem zvoleného systému -
napf. po fadcich. DEive vsak, nez provedeme transformaci (5.61), zjistime,
zda prvek a;g}c) neni mensi nez by. Jestlize je mensi, transformaci neprovadi-
me. KdyZ jsou vSechny nediagondlni prvky mensi nez b, sniZi se zavora z b;
na by a postup se opakuje. Konvergence cyklického procesu se zavorami je
kvadraticka stejné jako u puvodniho Jacobiho vybéru podle nediagonalni-
ho prvku s nejvétsi absolutni hodnotou. Kvadraticka konvergence znamena,
ze jsou-li viechny nediagonalni prvky mensi nez e, jsou diagonalni prvky
uréeny s chybou mensi nez 2. Cyklické procesy se zavorami predstavuji
i zjednodus§eni programovani, nebot zavedeni zavor zajidfuje, ze veli¢ina d
v (5.65) je riznd od nuly a nevzniknou tudiz potize pfi vypoctu veliéin ¢ a
s.

Uvedli jsme prakticky dulezité poznatky o Jacobiho metodé, zatim ale
pouze pro standardni problém vlastnich éisel. V ilohdch dynamiky konst-
rukci se vsak vidy setkdvime s obecnym problémem typu (5.40). Vyhoda
Jacobiho metody spoéiva v tom, Ze ji po urlitém rozsifeni lze upravit pro
pfimé FeSeni obecného problému. Zakladni myslenka je odvozena z analogie
s maticemi typu (2,2). M&me matice A a B. Bez obtizi lze nalézt matici
C takovou, e matice CTA C a CTB C jsou diagonalni. Staéi vzit

C = (5.67)

pFi

_ azabia — ay2ba; _ ayobyy — agrdy
I
7

(5.68)

kde h je kofen kvadratické rovnice
h? — (a11b22 — a22b11)h + (a22b12 — a12b22)(a12b11 — a11b12) = 0. (5.69)

Analogicky lze pro matice vyssich f4di nalézt transformaéni matici T ve

"Jestlize h =0, potoma=0a 8 = —aﬁ’

az2
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tvaru

T = S : . (5.70)

g, . . . . .1

1

L -

Pii vypoitu a a f§ pouze ve vzorcich (5.68) a (5.69) zaménime index izala j
za 2. Ijlohu (5.40) budeme pak fesit tak, Ze soucasné budeme diagonalizovat
matici K i M. Déle uvedeme vzorce > analogické vzorcim (5.62). Pro prvky
transformované matice (at jiz to je K nebo M) zavedeme oznacen{

g(‘k+l) — (k)+2ﬂa(k)+ﬂza§§)’ 3
g§f+l) - a§§)+2aa§;‘)+a2a5f).

Pro i-ty fadek a sloupec je

0 (5.71)
95,-“1) = QSHI) =aq+ faj;, (I=1,2,..,p).
Pro j-ty fadek a sloupec vychazi podobné
ngH'l) = gjf'H) =aj1+aay, (1=1,2,..,p) J

Mame-li obé matice K i MAdiagonalizované, tj. jsou-li viechny mimodia-
gonalni prvky matic K a M dostatecné malé, potom kvadraty vlastnich
frekvenci se vypoitou jako podil ;Sk)/m(k) Frekvence je tieba sefadit do
neklesajici posloupnosti. Vlastni tvary ziskdme ze vzorce (5.66) s tim, ze
nejsou normované a je tieba je normovat dodateénsé.

Zbyva jesté definovat zavoru pro obecny problém. Moznosti je nékolik.
Mizeme napiiklad posuzovat kazdou matici zvlast. Nebo naopak mizeme
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stanovit zavoru pro soudet lE‘jI + |m;|. Bathe a Wilson doporuéuji pouzit

pro kazdou z matic K a M zvlast zavoru a ”vzdalenost” od zavory méfit
hodnotami N
J a J]

b
NC A

tedy veli¢inami, které udavaji miru vazby mezi stupni volnosti i a j.

5.2.9 Metoda iterace podprostoru

Velmi Géinné algoritmy jsou zaloZeny na myslence provadét inverzni iteraci
s nékolika vektory najednou. V literatufe lze nalézt ruzné varianty této
tzv. simultdnni iterace [45]. VyloZime zde jednu z nich - metodu iterace
podprostoru, ktera se zdd byt nejblizsi inZenyrskému pojeti.

Zakladni myslenka spo&iva v Géinném spojeni inverzni iterace a metody
Rayleighovy-Ritzovy. V odst. 5.2.5 jsme konstatovali, Ze inverzni iterace po-
psana vzorci (5.54) konverguje pii jakémkoli potate¢nim vektoru x; (nesmi
pouze byt ortogonalni k yi) k prvnimu vlastnimu tvaru. Nabizi se otazka,
zda podobnym zplisobem konverguje i libovolny poéateéni podprostor, je-
hoz baze je tvofena ¢ zvolenymi aproximacemi vlastnich tvaru. Na prvni
pohled by se zddlo, Ze to neni moiné, nebof matice bazovych vektora X
(typu (n, ¢)) podprostoru, ktery oznaéime Vq", na niz aplikujeme rekurentni
vzorec

KXy = MXy, (5.72)

bude nutné konvergovat k matici slozené z ¢-krat opakovaného prvniho
vlastniho tvaru ulohy (5.9). Piesto lze dokdzat, Ze podprostor pfislusny ma-
tici X konverguje k podprostoru V>, jehoz bazi tvofi prvnich ¢ vlastnich
tvarli y1, y2, ..., ¥4. K vysvétleni nejlépe poslouzi geometricka pfedstava.
Prostor V,, nechf je prostorem vsech tfislozkovych vektoru (obyéejny tfi-
rozmérny prostor). Rovnice (5.9) v ném uréuje tii ortogonalni (obecné ne
geometricky kolmé) vlastni vektory. Zvolime ¢ = 2. Potom prvni dva vlastni
vektory pfislu§né dvéma nejnizs§im vlastnim frekvencim uréuji rovinu, ktera
v tomto pfipadé piedstavuje podprostor Vi° - viz obr. 5.3. Vezméme dva
libovolné linearné nezéavislé vektory x1, x3, které zvolime za bazi prostoru
V4. Pii iteraci podle (5.72) se oba vektory premistuji tak, Ze po dostatec-
ném poétu kroku jsou jejich sméry libovolné malo odlisné od sméru prvniho
vlastniho vektoru. Po kazdém koneéném poétu iteraci vektory x¥, x¥ uréuji
podprostor V¥, ktery s rostoucim k se libovolné pfesné blizi k V°. Regeno
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lapidarné, rovina urcena vektory x¥, x% se blizi k roviné urcené bazi y,
y2. Tim se vysvétluje zdanlivé paradoxni tvrzeni, Ze qu konverguje k V.
Zarovei je z uvedené geometrické predstavy zfeymé, ze pokud vektor y; ma
byt s libovolnou piesnosti uréen linedrni kombinaci vektori x¥, x%, je tfeba
neomezené pifesnosti vypoctu.

Obr. 5.3: Iterace podprostoru

Zustdvajice pfi ndzorné geometrické pfedstavé, snadno dojdeme k Wcin-
né kombinaci simultdnni inverzni iterace a Rayleighovy-Ritzovy metody.
Rayleighova-Ritzova metoda v geometrické pfedstavé znamena, ze v roviné
Vq" najdeme takové dva vzajemné kolmé vektory, které jsou ve smyslu mi-
nima Rayleighova kvocientu nejblize k vektorim yi, y3. Jestlize tedy po
kazdém kroku inverzni iterace vyhledime Rayleighovou-Ritzovou metodou
v Vq” nové ortogonalni bazové vektory, zabranime tim splyvani vektord x¥,
x% a odstranime zminéné potiZe s pfesnosti vypoétu. Piedpoklddejme, Ze
jsme x; a x2 zvolili jakozto linedrni kombinaci yi, y2. Takové vektory x}
x1 lezi v podprostoru Vee. Rayleighova-Ritzova metoda v jediném kroku na-
jde spravné feseni a vypolet po prvni itereaci konéi. Rychlost konvergence
viech pozadovanych tvara (budiz jejich pocet p) je mozno jednoduse zvysit
tim, e iterujeme podprostor s rozmérem ¢ > p. V [6] se na zdkladé zkuse-
nosti navrhuje pouzivat ¢ = min(2p, p+ 8). Dusledkem uvedeného zrychleni
konvergence je vy3si pocet aritmetickych operaci béhem jedné iterace.

Sumarné jsou operace jednoho kroku metody iterace podprostoru (pfe-
chodu od V} k VF+!) uvedeny v tabulce 5.1. Zbyvé dilezitd otdzka v sou-
vislosti s iteraci podprostoru - volba poéiteénich vektora X, kterd znaéné
ovliviiuje dobu trvani vypoétu. V [6] je navrien algoritmus vybéru vekto-
ri X;. Jako prvni vektor se voli vektor s jednotkovym zobecnélym posu-
nem ve sméru vech hmotnych stupiii volnosti. Dalsich (¢ — 1) vektori ma
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A. Pocatetni vypocty (provadéji se pouze jednou)

a) ‘Triangulace (faktorizace) matice K
b) Volba pocateénich vektori Zo(Zo = MX,)

B. Iterace podprostoru

a.) K7k+1:2k (K')Tk“:MXk)

b) Vypodet matic My, K
~ —T ~ —T —
Kiyr = X 12 (K =X} 11KXg11)
Zpp = MX k41
~ —T = ~ —T —_
Mt = X1 Zk4a (M =X} \MXj41)

¢) Reseni redukovaného problému vlastnich &isel
| kk+10k+l = nz+1ﬂ’k+10k+1
d) Vypoéet novych vektord Z
Zip1=Z541Qrpr
e) Opakovani od bodu B. a)

C. Sturmova kontrola

Tabulka 5.1: Algoritmus metody iterace podprostoru

nulovou slozku ve sméru toho zobecnélého posunu, kde je postupné nejvétsi
podil my;/k;; (my;, ki; jsou diagondlni prvky matice hmotnosti a matice
tuhosti). Uvedeny algoritmus zaruéuje, ze matice M v Rayleighové-Ritzové
metodé bude pozitivné definitni.

5.2.10 Lanczosova metoda

Metoda byla prvné publikovana v roce 1950 jako prostiedek k feseni nékolika
nejnizdich ( nebo nejvyssich ) vlastnich éisel a piislusnych vlastnich vektord
matic. Podrobnéjsi teoreticky rozbor metody lze nalézt napf. v [33]. Zde
se zaméfime na pouziti metody pro feseni zobecnélého problému vlastnich
tisel, jak se vyskytuje v tlohach dynamiky konstrukei. Jde tedy o Fese-
ni homogenni soustavy rovnic (5.7). Postup spoéiva v konstrukci M orto-
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gonalnich vektoru, tzv. Lanczosovijch vektoru, které jsou nasledné vyuzity
jako bazové vektory v Rayleighové-Ritzové metodé. Jde o obdobu inverz-
ni iterace. Zvoli se po&ateéni vektor xp a generuje se posloupnost vekto-
i K~1Mxg, (K~'M)%xg, ... (K-!M) x,. Tyto vektory jsou nazyvany
Krylovova posloupnost. Pro j — oo tato posloupnost konverguje k prvnimu
vlastnimu tvaru kmitani. Lanczosuv postup se lisi od inverzni iterace tim,
Ze vyuzivd viech vektoru Krylovovy posloupnosti k uréeni nékolika nejniz-
sich vlastnich tvari. Vektory Krylovovy posloupnosti jsou nasledné uzity
k redukei pivodniho problému vlastnich é&isel (5.7) Rayleighovou-Ritzovou
metodou. Aby feseni redukovaného problému v Rayleighové-Ritzové metodé
bylo co nejjednodussi, zavedl Lanczos v kazdém kroku konstrukce Krylovovy
posloupnosti Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci. Tyto vektory jsou na-
zyvany Lanczosovy vektory. Jak bude ukazano pozdéji, Rayleighova-Ritzova
metoda s M-ortonormalni bazi & vede na standardni problém vlastnich &isel
s tfidiagonalni matici.

Konstrukce Lanczosovych vektoru

Piedpoklddejme, Ze zndme prvnich j Lanczosovych vektori g1,82 ... 8;.
Zminéné vektory spliiuji podminku g;TM 8; = 6ij , kde 6;; je Kroneckerovo
delta, tj. jsou ortonormalni. Nyni se vypoéte pomocny vektor

Z; = K 1Mg;, 5.73
2 2

ktery nebude obecné ortogondlni k g1,82 , ... ;, nybrz bude v sobé ob-
sahovat kromé ortogonalniho vektoru z; i pfispévky vsech pfedchazejicich
vektori g1,82 ... 8. To lze matematicky zapsat takto :

Zj=2z;+a;8;+P;8i-1+78i-2+ (5.74)

V dalsim bude ukdzano, Ze viechny koeficienty v fadé (5.74) , poéinaje
7j, jsou nulové. Dile odvodime vztahy pro vypocet koeficienti aj, 8; a
ukdzeme, Ze (j + 1)-vy Lanczostv vektor lze vyjadfit takto :

zj = fj118j+1 = KT'Mg; — ;8 — fig;-1. (5.75)

Z (5.75) je patrné, Ze vektor Z; bude ortogonalni ke viem pfedchdzeji-
cim Lanczosovym vektorum , pokud bude ortogonalni k poslednim dvéma
(8j,8j-1). Ponévadi odvozeni tohoto faktu poskytuje soucasné navod, jak

8 Jedn4 se o bazi vektort normovanych vzhledem k matici hmotnosti M.
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vypocitat koeficienty «;, §;, bude dale podrobné popsanc. K uréeni kon-
stant aj, Bj,v;- vyuzijeme podminek ortogonality. Vynasobime (5.74) zleva
vyrazem g1 M, takie

g}erJ- = g}’sz +ajg?‘ng+/3jg;ngj_1 +7_,~ng5,-_2+... (5.76)

Prvni ¢len na pravé strané je nulovy. Vyplyva to z definice z; (je ortogonalni
ke viem pfedchazejicim Lanczosovym vektorim). Tfeti a viechny dalsi ¢leny
Jsou rovnéZz nulové s chledem na ortogonalitu g1,g2 ... g; a druhy &len je
vzhledem k M —ortonormalité roven «;. Z toho pro «; plyne

aj = g] MZ; = 7] Mg;. (5.77)

Vyraz pro f3; mize byt odvozen podobné, jestlize se (5.74) pfenasobi zleva
gJT__lM . V tomto pfipadé na pravé strané vymizi v dusledku ortogonality
vSechny é¢leny kromé tfetiho. Odtud §; = g'f_lMZ"j. Za Z; lze dosadit
z (5.73), coZ vede k vyrazu f; = gJT_lMK‘lng. Z (5.73) vyplyva, ze
Z,_, = g1_;MK~!. Odtud

B =Z1_Mg;. (5.78)
Koneéné Z; _, lze rozvinout podle (5.74) a dosadit do (5.78). Potom
B;i = g}'Mz_,-_l + aj_y g;ngjq + Bi-1 g;ng,-_z + ... (5.79)

Je ziejmé, Ze vSechny ¢leny na pravé strané kromé prvniho jsou nulové.

Ponévadsz
Zj_1

& = —F————,
[,T .
ZJ-_IMZJ..;

obdrzime po dosazeni do (5.79) a po jednoduchych dpravich modifikovany
vyraz pro f; (srov. s (5.78))

(5.80)

ol Mz = /2T Mz ). (5.81)
‘/ G- IMZJ 1

Numerické experimenty ukazaly, Ze vzorec (5.81) je vhodnéjsi nez (5.78).
Lanczosovy vektory jsou uspokojivé normalizovany, i kdyz ng Mg ;_1 neni
pfesné rovno nule.
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Stejnym zpisobem lze ukazat, Ze v; = g}'_zM'z'j a odvodit vztah ana-
logicky k (5.79)

Vi = 81 Mzj_o2+a; 28T Mgj_2+B_28T Mg;_3+7j-28T Mgj_s+ ...

Je ziejmé, Ze v disledku ortogonality je 4; = 0. Lze dokazat, Ze vSechny
dalsi ¢leny v rozvoji (5.74) jsou nulové. Z toho vyplyva, Ze v procesu or-
togonalizace Lanczosovych vektori postaduje provddét ortogonalizaci pouze
k poslednim dvéma vektorim, coz bylo tieba dokazat.

Algoritmus Lanczosovy metody je sumérné uveden v tabulce (5.2)
Algoritmus vyzaduje kromé paméti pro K, M jesté misto pro g;_1, g5, R;

A. Volba libovolného vektoru zg
8o=0
8 = /2T Mz,
—_ Zo
g1 = Z"T
R1 = Mgl
B Pro j=1,2......
1. Z; = K™IR;
2. Z;=7; - Bi&j-1
3. aj=g;MZ; =R;Z;
4. z; =Z; —a;8;
5. RJ = MZJ'
6. ﬁ_,+1=,/z;!‘sz=\/RJ z;
_ %
7. gjiv1= Bist

J
Pokud poéet Lanczosovych vektoru je postaéujici,
generace zde kondi. Jinak nasleduje

8. Rj=
T Binm

a navrat k bodu B.1.

Tabulka 5.2: Algoritmus Lanczosovy metody
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Redukce stupiii volnosti

Po m Lanczosovych krocich mizeme posloupnost (5.75) zapsat takto

K-1Mg, —ai181 —0182 = 0
K-'Mg, —B281 —a282 ~P383 = 0
K_lMgm—l cc —Bm-18m-2 —Am_18m—1 "',Bmgm = (o)
K—lMgm —Bm&m-1 —OmEm = ZIm.
Struénéjsi maticovy zapis ma tvar
KMG,,-G6,T,=[0,0,...0,z,,] =z, e, (5.82)

kde eX =10,0,...1] a G,, je matice typu (m, m), jejiz sloupce jsou tvofeny
Lanczosovymi vektory g;. T, je tfidiagonalni ¢tvercova matice

-

ay B i
B2 az fs
Bz az B
. Bm
L ,Bm Om |

Po vynasobeni (5.82) zleva GI M a uviieni, 76 GL Mz el = 0, vychazi

GIMK'MG,, =T, (5.84)
Vztah (5.84) vyuzijeme déle pro redukei stupiiii volnosti pfi feseni dlohy na-
lezeni nejnizsich vlastnich frekvenci a vlastnich tvari. Provedeme transfor-

maci v rovnici (5.7). Z puvodnich stupiia volnosti y pfejdeme k zobecnélym
soufadnicim ¢ na zakladé vztahu

y=Gn,ec, (5.85)

kde ¢ je vektor koeficientu linedrni kombinace Lanczosovych vektori. Po
dosazeni do (5.7) a po vynasobeni zleva GT, MK ~! obdrzime

GI MG,c — W GT MK"'MG,,c = 0.
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S vyuzitim (5.84) a s ohledem na M-ortogonalitu G,, dosp&jeme k reduko-
vanému problému vlastnich cisel

(rm - ;131) c=0. (5.86)

Resenim se ziska m vlastnich ¢isel a m vlastnich vektord (™¢;.

1
(m)w'.z

Kritérium konvergence

Resenim redukovaného problému vlastnich &isel (5.86) ziskdme pfiblizné
hodnoty vlastnich frekvenci (™w;. S rostoucim m se (™w; bliii ke sprav-
nym hodnotdm. Aby bylo moZné vypocitat uréity pocet vlastnich frekvenci
s poZadovanou piesnosti, je tfeba mit k dispozici spolehlivy odhad chyby
ziskaného pfiblizného feseni. Jak jiz bylo uvedeno, ¢asto se pfi pii feseni ulo-
hy vlastniho kmitani k posouzeni dosaZené piesnosti pouziva vzorec (5.53).
V [33] je vSak ukazano, Ze v nékterych pfipadech zminéné kritérium selha-
v4 a navrhuje se spolehlivéjéi odhad prfesnosti, zaloZeny na vztahu (odhad
presnosti i-té vlastni frekvence po m krocich)

lwi — (M| < ||("')s'.”M = ,/(m)s:l’ M (Mg, (5.87)
kde s; je residuum, piislusné (™w; a (m)y,;

(Mg = KT'MMy, — (m)y.. (5.88)

(m)w?

Vyrazy (5.87) a (5.88) lze ddle upravit pomoci transformace (5.85). Pfe-
nasobme (5.82) vlastnim vektorem (™)¢; redukovaného problému (5.86).
Obdrzime

K MG, e, - GnTrn™e; = z,el (M, (5.89)
Z (5.86) vyplyva, ze Tp,(™e¢; = r,;ly‘;;-(”')c,-. Odtud po dosazeni z (5.85)
obdrzime jednoduchy vztah pro vypoéet rezidua (™)s;. Plati

KT IMy(™ = o y(™ = zelMe; = (s, (5.90)

Je ziejmé, ze je jednodussi poéitat normu rezidua (™)s; z vyrazu na pravé
strané rovnice (5.90) nez pfimo z (5.88). Soucasné je vhodné vzit v iivahu, ze
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eT (m)¢; je skalarni souéin vektort, a 7e jeho hodnota je rovna poslednimu
prvku i-tého normovaného vlastniho vektoru matice T,,, ktery oznalime
¢;. Pro normu rezidua tudiz plati

1™ sl = ™yien™eilla = [™yillm len™eil = Brnialdil,
(5.91)
kde Bm+1 je hodnota, kterd se vypoéitava v prubéhu Lanczosova algoritmu.
Oznaéme (™) p; normu vektoru rezidua (™s;. Potom plati

™ pi = Bmtr 1G] < tol, (5.92)

kde tol je predepsand tolerance.

Ztrita ortogonality

Odvozeny algoritmus Lanczosovy metody teoreticky vyZaduje provadét
v kaidém kroku ortogonalizaci pouze viéi pfedchazejicim dvéma Lanczo-
sovym vektorim. Omezenda piesnost numerického procesu na poéitaéi viak
ma za nasledek generaci Lanczosovych vektoru, které nejsou vzijemné or-
togondlni. Ztrata ortogonality mize byt identifikovdna pomoci matice

H,. = GTMG,,, (5.93)

kde ij-ty prvek matice H,, je n;; = g,Tng. V absolutné pfesné aritme-
tice by H,, byla jednotkovou matici. V prostfedi aritmetiky s koneénou
pfesnosti pozadujeme, aby |7;;| byla pro ¢ # j na irovni tzv. jednotkové
zaokrouhlovaci chyby € °. Pro vypocet sloupcii matice H,, lze odvodit reku-
rentni vzorec, analogicky vzorci (5.75) pro generaci Lanczosovych vektorii.
Plati (podrobnosti v [33], [65])

Bivrhjr = Tj1hj —ajh;—fihj_,. (5.94)

Jiny zpusob kontroly ztraty ortogonality byl navrien Paigem a je uveden
napi. v [33]. Misto vzdjemné ortogonality mezi Lanczosovymi vektory se
testuje ortogonalita nové vypoéteného Lanczosova vektoru k jiz vypoétenym
vlastnim tvarim, tedy souéiny

WyIMgjp = el GT Mg = Delhjy. (5.95)

9 Jednotkova zaokrouhlovaci chyba je definovana pomoci &isla ¢, nejmensiho &isla v po-
&itaci, které spliiuje vztah
14¢> 1.
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V pfesné aritmetice je hodnota tohoto vyrazu rovna nule. Paige vsak ukazal,
ze v prostfedi poéitaéové aritmetiky je

yTMg;,, = 2illTille (5.96)

/8_1 +1|Czl

kde (j) znadi, Ze se jedna o veli¢iny v j-tém kroku Lanczosovy metody, j
je é&islo pfiblizné rovné jedné. Z (5.96) je ziejmé, Ze ndhly pokles hodnoty
Bj+1/¢i| ma za ndsledek vyraznou ztratu ortogonality. Ponévadz vsak vyraz
B; +1/¢i] je méFitkem pfesnosti vypoétu vlastniho &isla (5.91) , je patrné, ze
konvergence k vlasini frekvenci vede ke zirdté ortogonality.

Teoreticky plati, Zze pokud jsou dva po sobé jdouci Lanczosovy vektory
ortogonalni k néjakému vlastnimu vektoru y;, potom vSechny dale gene-
rované Lanczosovy vektory budou rovnéz ortogonalni k témuz vlastnimu
vektoru. Toto tvrzeni vSak neplati pfi numerické realizaci. V dusledku ome-
zené presnosti vypoétu nastdva jev, na ktery bylo upozornéno v souvislosti
s inverzni iteraci 10. Ztratu ortogonality je proto tieba kontrolovat v kaz-
dém kroku. K tomu téelu je tfeba nalézt malo pracny, ale G¢inny odhad
veli¢iny 7; = (j)y}"ng. To lze uéinit opét prostiednictvim (5.82), odkud
Ize odvodit rekurentni vzorec

1
(m - ij) T = BiTia

Bi+1

(5.97)
Hodnotu 754, je tfeba vypotitat pro viechny zkonvergované vlastni tvary.

Obnoveni ortogonality

o o

Nejjednoduss$im zpusobem zajisténi ortogonality nové vypocteného vekto-
ru g;4+1 je odstranéni podilu vsech pfedchazejicich Lanczosovych vektoru
Grammovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Takovy postup se oznacuje jako
plnd reortogonalizace. Pokud se pozaduje vypolet pouze nékolika vlastnich
tvarli a frekvenci (poet Lanczosovych kroku je mensi nez poloviéni sitka
pasu matice tuhosti K), potom lze uvedeny postup iispésné aplikovat. Plna
reortogonalizace spliiuje podminku pfesnosti

|IgT Mgj| < ne pro viechna i # j. (5.98)

10P;i vykladu Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace bylo uvedeno, ze p¥i vypodtu
vysaich vlastnich tvart metodou inverzni iterace teoreticky postaéuje odstranit nizsi vlast-
ni tvary z pocateéni aproximace. V [19] je vSak ukdzano, Ze vlivem nepfesné aritmetiky
by v takovém pripadé inverzni iterace konvergovala k prvnimu vlastnimu tvaru.
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Ukazalo se vsak, Ze takto vysoka pfesnost zachovani ortogonality neni
nezbytna. Zvlasté pfi vypoétu znaéného poétu vlastnich tvara a frekvenci
je plné reortogonalizace naroéna na spotiebu strojového €asu. Parlett v [59)
zavadi tzv. selektivni reortogonalizaci, u které je pozadavek na zachovani
ortogonality oslaben. Pozaduje se, aby

g7 Mg;| < /ne pro viechna i # j. (5.99)

To umoiiiuje neprovadét reortogonalizaci vuéi véem piedchdazejicim Lan-
czosovym vektorum, nybrz pouze k tém, které nespliuji podminku (5.99).
Existuji prakticky dva postupy, kterymi lze proces selektivni reortogonali-
zace realizovat:

1) Ortogonalizace viéi vypoctenym vlastnim vektorim

V procesu feSeni se pro v8echny jiz vypoctené vlastni frekvence ze vzorce
(5.97) pocitavaji hodnoty 7;. Jakmile |r;] > /€, je tfeba provést reortogo-
nalizaci a indikovany vlastni tvar y; je tieba z nové vypoéteného vektoru
&;j+1 odstranit.-

2) Ortogonalizace vuci pfedchazejicim Lanczosovym vektorum
Méritkem ztraty ortogonality jsou prvky vektoru hj;;. Jakmile absolutni
hodnota nékterého prvku vektoru hji1 je vétsi nei /e, je tieba obnovit
ortogonalitu mezi gj4+1 a gx.

Hughes v [33] doporucuje strategii, ktera je kombinaci obou vyse uvede-
nych zpusobu selektivni reortogonalizace. Pfi vybéru postupu 1) nebo 2) se
posuzuje skuteinost, zda ke ztraté ortogonality doslo z divodu

a) konvergence k vlastni frekvenci
b) infiltrace zkonvergovanych vlastnich tvari do Lanczosovych vektori.

V piipadé ad a) se doporucuje pouzit postup reortogonalizace podle bodu
2) v pfipadé ad b) podle bodu 1) 1.

Na piikladu rdmové konstrukce z obr. 5.4 jsme porovnavali Lanczoso-
vu metodu a metodu iterace podprostoru. Byl proveden vypoéet prvnich
30—ti vlastnich tvard. Uloha ma 1200 stupiu volnosti a poloviéni §ifku pa-
su 306. V Lanczosové metodé byla pouZita plna reortogonalizace. Ukazalo
se, Ze rychlejsi je v tomto pfipadé metoda iterace podprostoru. Vypoéet na
pracovni stanici IBM RS/6000 model 320 trval 55 vtefin.

!1Na tomto misté je tieba poznamenat, e vypoéty koeficienti 7;, niy vyZaduji pribliz-
né polovinu strojového &asu, ktery je potiebny k provedeni odpovidajci ortogonalizace
v procesu plné reortogonalizace. Z toho vyplyva, Ze efektivnost selektivni reortogonalizace
se projevi aZ pfi feseni velmi rozsahlych dloh.
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Obr. 5.4: Ramova konstrukce s oéislovanim uzla

5.2.11 Aplikace Lanczosovy metody na fesSeni vlastniho
tlumeného kmitani

Zékladni pohybova rovnice pro tlumené vlastni kmitani ma tvar
Mr + Cir + Kr = 0. (5.100)

Reseni této homogenni diferencidlni rovnice hledejme ve tvaru r(t) = e y.
Po dosazeni do (5.100) obdrzime charakteristickou rovnici

(MM +XC+K)y =0, (5.101)

kde A a y jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor soustavy, pficemz A i prvky
vektoru y jsou obecné komplexni &isla. Tento kvadraticky problém vlastnich
&isel miZe byt pfeveden na linedrni zdvojnasobenim fadu soustavy (5.101).
Obdrzime

AMw =Bw, (5.102)

_1c M _{-K O _ y
A= Mo]'B—[OM]'""{,\y}'

Matice A, B jsou symetrické, ne viak pozitivné definitni, A je vlastni &islo -
obecné komplexni. Imaginarni &ast A pfedstavuje vlastni kruhovou frekvenci
tlumeného kmitani, redlnd ¢ast je mirou dlumu pfisludného vlastniho tvaru.

kde
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Pro feseni (5.102) lze aplikovat Lanczosovu metodu s modifikaci, kterd
byla formulovéna v [37]. Spo&iva v tom, Ze Krylovova poslouprost se ziska
aplikaci vztahu

Z; = B'lAgj. (5103)

Ortogonalizaci vektoru Z; lze provést analogickym zpiisobem jako v &l
5.2.10. Pro o; a f; plati

aj = 6;g]AB"'Ag;, B =618, AB 'Ag;. (5.104)

Novy Lanczosiv vektor g;4+1 se vypocte ze vzorce

Z;
gi+1 = =5, (5.105)
07

% = \Izf Az;l, & = sign(z] A z;).

5.3 Vynucené kmitani linearnich soustav

kde

K dynamickému vypoétu potfebujeme znat v podstaté stejné tidaje o kon-
strukei (aZ na charakteristiky Gtlumu, nebof hmotnost je imérna tize), jako
k vypoétu statickému. Totéz nelze Fici o zatiZeni, které pro staticky vypo-
éet je dano pusobistém, smérem a velikosti, kdeito pro dynamicky vypocet
je tfeba uréit navic &asovy priibéh. Casovy pribéh zdiraziiujeme proto, Ze
pravé v ném tkvi podstatny rozdil mezi statickym a dynamickym zatiZenim.
Dvé zatiZeni pusobici ve stejném misté téze konstrukce, majici stejny smér
a velikost, avSak liSici se ¢asovym prubéhem, mohou zpusobit namahani
konstrukce, ktera se od sebe i nékolikanasobné lisi. Jsou znamy ptiklady
ze stavebni praxe, kdy podcenéni uéinki dynamického zatiZeni vedlo k ha-
variim konstrukce.

V této kapitole vylozime nékteré metody feseni odezvy konstrukei na
dynamické zatizeni. Jak plyne z nazvu kapitoly, bude pozornost vénovana
pouze fedeni takovych konstrukei, jejichZ chovani lze popsat linearni rovnici
(5.2). Pod pojmem vynucené kmitani budeme déle rozumét jak kmitani
ustalené, tak pfechodové stavy, kdy je tieba sledovat vinovy charakter déje.

V Ease proménné zatizeni konstrukei (dynamické zatizeni) mizeme délit
podle ruznych hledisek na
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silami
zatizeni < pretvofenim - je pfedepsan pohyb nékterych
bodu konstrukce
periodické, z néhoz prakticky nejdilezitéjsi
zatiZzeni < je zatizeni harmonické
neperiodické
deterministické
stochastické (nejcastéji staciondrni).
Vynuceného kmitani muze byt v zdsadé feSeno dvéma zpusoby:

zatizeni

a) rozvojem do vlastnich tvard kmitdni
b) pfimou integraci pohybové rovnice (5.2).

Oba postupy pfi pouZiti stejné metody integrace a s vyuzitim viech n
vlastnich tvari davaji teoreticky stejné vysledky. Prakticky vsak pri uziti
rozvoje do vlastnich tvari kmitani pouzivime pouze nékolika prvnich tvard
a uvedené dva postupy davaji vysledky odlisné. Vyhody a nevyhody obou
postupu budou uvedeny v dalsich odstavcich.

5.3.1 Reseni odezvy konstrukce na neperiodické zati-
Zeni rozvojem do vlastnich tvart kmitani

Metoda rozvoje do vlastnich tvari kmitani je velmi ¢asto pouZivanou me-
todou pro feSeni odezvy konstrukei na obecné neperiodické zatizeni, a to
jak pro pfipad zatiZeni silami, tak po urcité dpravé i pro zatizeni zpisobe-
né pohybem ¢&asti konstrukce. Princip metody spoéiva v tom, Ze hledame
feSeni rovnice (5.2) ve tvaru linedrni kombinace vlastnich tvarti kmiténi.
Koeficienty linedrni kombinace oznaéime ¢; a sestavime je do vektoru q.
Vzhledem k tomu, Ze vektor r (resp. jeho slozky) je funkci ¢asu, je tieba,
aby i soucin Y g byl funkci ¢asu. Polozime tedy

r(t) = Yq(t). (5.106)

Zavislost na case nebudeme pro zjednoduseni zdpisu explicitné vyznaco-
vat. Dosadime-li (5.106) do (5.2), vyjde (matici pocte¢nich napéti neuva-
Zujeme)

MYqG+CYq+KYq=R. (5.107)

Vynésobime nyni (5.107) zleva matici Y7:

YTMYG+YTCYq+YTKYq=Y"R. (5.108)
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Jelikoz vlastni tvary jsou ortogonalni ve smyslu (5.20) a (5.21), mizeme
(5.108) pfevést na tvar

§+Y'CYqg+n2%q=Y"R. (5.109)

Rovnice (5.109) podobné jako (5.2) pfedstavuje v obecném piipadé simul-
tanni soustavu n diferencidlnich rovnic druhého fadu. K rovnici (5.109) je
tfeba uvést jesté prislusné pocateéni podminky. Oznatme vektor pocatet-
nich posunii uzlovych bodi piislusny k rovnici (5.2) rg a vektor rychlosti
posuni uzlovych bodu #g. Tyto vektory prirozené nejsou funkeci ¢asu. Ob-
dobné jako vektor r je vyjadiime jako linearni kombinaci vlastnich vektoru.
Koeficienty linearni kombinace oznalime g;q, ¢;0 a sestavime do vektoru qo,
q,. Plati

ro = Yq() ig = Y‘lo (5110)

Abychom mohli vypodéitat vektor qg, vynasobime prvni rovnici (5.110) zleva
soucinem YT M, takie

Y'Mro=Y"MYq,. (5.111)
S vyuzitim (5.20) miZeme psat
go=YTMr, apodobné go=YTMi,. (5.112)

Speciilni tvary matice tlumu

Utlum konstrukce ma znaény vliv na odezvu konstrukce hlavné pfi vysetfo-
vani G¢inki zemétfeseni nebo rozbéhu toéivych stroji. Pro takovato zatize-
ni je charakteristické, Ze jsou Sirokofrekvenéni a mohou tudiz zpusobit fadu
rezonanci vySetfované konstrukce. Existence ttlumu v konstrukci znaéné
redukuje Géinky uvedenych zatiZeni. Obdobna situace je v pripadech usta-
leného harmonického zatizeni, kdy vychylky pii rezonanci jsou prakticky
funkei velikosti utlumu. Zavedeni dtlumu do vypoétu neni jednoducha za-
lezitost. A to piedeviim z toho dlivodu, Ze mdme zatim omezené znalosti
o mechanismu tlumeni v konstrukeich. Chybi seriézni experimentalni pod-
klady. Za této situace je proto pfirozené, Ze zpisob zavedeni titlumu do
pohybové rovnice (5.2) je vidy kompromisem mezi konzistentni fyzikalni
formulaci obsahujici obtizné stanovitelné konstanty a pozadavkem matema-
tické jednoduchosti. Pozadavek matematické jednoduchosti vystupuje do
popfedi zvlasté v souvislosti s metodou rozvoje do vlastnich tvari kmitani.
JestliZe se nam totiz podafi, aby matice Y CY byla diagonalni, potom se
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soustava (5.109) rozpadne na n nezavislych diferencidlnich rovnic, ¢imz se
jeji feSeni podstatné zjednodusi. Pokud rovnici (5.2) fedime pfimou integraci
(odst. 5.3.3), nepFinasi jednoduchost matic C tolik vyhod a je proto ti¢elné
uzit alesponi v nékterych piipadech k jejimu sestaveni konzistentni formu-
lace. Stejné je tomu pfi pfimém FeSeni ustaleného harmonického kmitdni
(€l. 5.4), kdy zavedeni konzistentni matice dtlumu nepfindsi Zddné potize.
O konzistentni formulaci bylo struéné pojednano v odst.1.6.4. Podrobnéji se
této otazce nebudeme vénovat, nebof jde o specidlni problém piesahujici ra-
mec monografie. Nejjednodussim (a pii konkrétnich praktickych vypoétech
nejcastéji pouzivanym) predpokladem pro sestaveni matice C je predpoklad
tzv. proporciondlniho itlumu, pro ktery plati

YTCY =20, (5.113)
kde £2, je diagonalni matice, jejiz prvky wp, jsou dany vztahem
wy, = &i wi, (5.114)

kde &  je koeficient pomérného ttlumu i-tého vlastniho tvaru,
wi Jje i-ta vlastni frekvence.

V pfipadé proporciondlniho itlumu jsou tvary vlastniho kmitani ortogo-
nalni i vzhledem k matici utlumu C. Jak jiz bylo vyse uvedeno, rozpadne se
simulténi soustava n diferencidlnich rovnic (5.109) na n rovnic nezavislych
(kanonicky tvar)

“1‘1' + 2wb;‘ii +wi2Qi — fi (1 = 11 2» “eey n‘)7 (5115)

kde f; jsou prvky vektoru
f=YRT, (5.116)

Kazda z rovnic (5.115) je pohybovou rovnici soustavy s jednim stupném
volnosti. Symbol wp, nazveme frekvenci utlumu. Tato formulace je velmi
jednoduchd, pfedpoklada viak znalost koeficientii pomérného ttlumu §; pro
v8echny vlastni frekvence, coz je pozadavek prakticky nesplnitelny. Proto je
tieba pfibrat uréitou hypotézu, ktera umozni stanovit viechna §; na zakladé
pouze nékolika malo konstant. Takovou hypotézou je dGtlum Rayleightv,
¢asto uZivany pfi feseni praktickych dloh. Matice utlumu C je ddna jako
linedrni kombinace matice hmotnosti M a matice tuhosti K

C =oM + BK, (5.117)

kde oM je itlum imérny rychlosti posuna,
BK  je utlum umérny rychlosti deformace.
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Pro feseni odezvy konstrukci na harmonické buzeni se ukazalo, 7e velmi
blizko skuteénosti je pfedpoklad frekvenéné nezavislého Gtlumu.

Reseni kmiténi zpuisobeného pietvofenim konstrukce

Jiz v ivodu bylo feéeno, ze konstrukce miiZe byt zatizena bud’ v éase promé-
nymi silami, nebo v ¢ase proménnym vynucenym pfetvofenim konstrukce.
Pro feseni konstrukce zatizené vnéjsimi silami pfi homogennich okrajovych
podminkich je mozné pfimo pouzit postup, popsany rovnicemi (5.106) az
(5.112), nebof 1loha (5.2) je v takovém pFipadé definovina na stejném pro-
storu jako tloha (5.9). Pro feSeni odezvy na zatizeni pohybem podpor neni
mozné pfimo uzit metody rozvoje do vlastnich tvard kmitani, protoze ve
vSech vlastnich tvarech jsou posuny podpor nulové. Piikladem takového za-
tiZeni je pfedevsim zatiZeni seismické. Seismické zatiZeni je vyvolano bud
zemétiesenim nebo seismickymi iéinky technickych zdroja (buchary, vybu-
chy ap.). Definiéni obor ilohy (5.2) je v piipadé zatiZeni pohybem podpor
§irsi. K rozsifeni uzijeme znamého obratu z matematiky, kdy feSeni se hleda
ve tvaru souctu dvou feseni

r=r*+r'. (5.118)

Zde r* je jakékoliv feseni, které vyhovuje pfedepsanym nenulovym okra-
jovym podminkam (ty respektuji posuny podpor) a podminkam spojitosti,
avsak nespliiuje podminku rovnovahy (5.2). Naopak r? je feSeni s nulovy-
mi okrajovymi podminkami, které uvadi celou soustavu do rovnovahy, coz
znamena, Ze musi byt stanoveno tak, aby vektor r z (5.118) spliioval (5.2).
Z tohoto pozadavku pro r¥ plyne rovnice

Mi' +Ci"+Kr' =R - Mi*— Ci* — Kr". (5.119)

Moinosti volby pro vektor r* jsou dosti Siroké. V deformaéni varianté MKP
lze napfiklad polozit véechny zobecnélé posuny uzlovych bodi rovné nule
kromé téch, které jsoun pfedepsany (zatiZeni pfetvofenim). Takovd volba r*
neni vhodna vzhledem k tomu, Ze je citlivd na numerickou piesnost vypoéc-
tu [64]. Ve vétsiné piipadu zatiZzeni konstrukce pohybem podpor miizeme
pfedpokladat, Ze ¢asovy prubéh posuni vSech podpor je stejny, tj.

r*(t) = r'n(t). (5.120)
Funkce n(t) udava casovy pribéh posunu podpor. Vektor r* volime tak, aby

Kr*=0. (5.121)
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Potom r?® vyjadfuje statické pfetvofeni feSené konstrukce zpusobené static-
kym posunem podpor.
Rovnici (5.119) vyfesime rozvojem do vlastnich tvarti. Pro r? plati

r'=Ygq". (5.122)
Dosadime (5.122) do (5.119) a vynasobime rovnici (5.119) zleva YT . Vychazi
YTMYG' +YTCYq¢"+ YTKYq® (5.123)

= YIR-YT"Mi* - YTCi* - YTKr.

Dile uplatnime v (5.123) podminky (5.20) a (5.21). Vyraz YT C#* jakoito
utlum aperiodické slozky pohybu zanedbame. Koneéné vyraz Y7 K r* naby-
va vzhledem k (5.121) nulové hodnoty. Rovnici (5.123) uvedeme s vyuzitim
(5.119) na tvar

@ +YTCYG' +2%¢° = YTR - YTMrii(2). (5.124)

Rovnici (5.120) jsme zavedli omezujici podminku pro posuny podpor. Vyji-
meéné by se mohl vyskytnout piipad, Ze asovy pribéh posunu jednotlivych
podpor je ruzny. V takovém piipadé vyuzijeme principu superpozice. Zvlast
vypoéitame €asovy prubéh odezvy na vnéjsi zatiZeni a na pohyb kazdé pod-
pory a vysledky seéteme.

Reseni se zanedbdnim dtlumu

Nepitihlizime-li pfi vypoétu vynuceného kmitani k vlivu itlumu, rozpadne
se soustava (5.109) vzdy na n nezavislych rovnic typu

gi +w,-2q,~ = fi, (i: 1,2,...,71). (5125)

Kazd4 z nich pfedstavuje pohybovou rovnici soustavy s jednim stupném
volnosti (hmotnost se rovna jedné, tuhost pruziny w?). Po¢atetni podminky
jsou dany vztahy (5.112). Reseni rovnic (5.125) mizeme ziskat bud’ nékte-
rou z metod numerické integrace uvedenych v odstavci 5.3.3 nebo pomoci
Duhamelova integralu

t
qi(t) = ——1—/ fi(r)sinw;(t — 7) d7 + a; sinw;t + b; cosw;t. (5.126)
Wi Jo

Integra¢ni konstanty a;, b; uréime z po¢ite¢nich podminek. Duhameliv in-
tegral pro neperiodické zatizeni zpravidla potitame numericky, a to ze dvou
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divodi. Bud’ se nepodaii pro danou funkei f; = fi(7) integral vypotitat
v uzavieném tvaru nebo funkce f; je zaddna tabulkou. Abychom ziskali
tiplné feseni rovnice (5.2), musime v rozvoji (5.106) uzit vdech n vlastnich
tvari. To znamena vyfesit n rovnic (5.125). PouZijeme-li stejnou metodu in-
tegrace, neni v uvedeném pfipadé rozdil mezi rozvojem do vlastnich tvari a
piimou integraci rovnice (5.2). Piedpokladame ale, Ze oba pouzité algoritmy
budou davat stejnou numerickou chybu.

Pro¢ tedy vubec pouzivime metodu rozvoje do vlastnich tvara? Duvo-
dem je skutecnost, Ze v Fadé tloh postatuje rozvoj do nékolika desitek (i
méneé) vlastnich tvari. Tak je tomu piedevsim u konstrukeci prutovych a
sténodeskovych. O nezbytném poétu vlastnich tvard v rozvoji (5.106) vsak
rozhoduje nejen typ konstrukce, ale i frekvenéni charakteristiky zatiZeni.
V literatufe se uvadi [7], Ze pti sledovani vinového charakteru uréitého déje
Jje tieba poéitat v rozvoji alespoii s %n vlastnich tvaria. Z toho je zfejmé,
Ze k feSeni uloh takového typu budeme zdsadné pouizivat nékterou z metod
pfimé integrace pohybové rovnice (5.2). Naopak metoda rozvoje do vlast-
nich tvaru je vhodna pii feSeni ic¢inku zemétfeseni, vétru a dynamickych
zatiZeni s vyraznym podilem niZsich frekvenci v jejich spektru.

ReSeni s uvazovanim dtlumu

Z hlediska Feseni rovnic (5.109) budeme uvazovat dva rozdilné pfipady dtlu-
mu:

¢ proporcionalni
e neproporcionalni.

Pfi proporciondinim dtlumu se soustava (5.109) rozpadne (stejné jako
v pfedchazejicim odstavci, kdy jsme neuvazovali iitlum) na n nezavislych
diferencidlnich rovnic druhého fidu

Gi+ 2w gi +wiai=fi, (i=12,,..,n). (5.127)

Obdobné jako (5.125) pfedstavuje kaidd z rovnic (5.127) pohybovou
rovnici soustavy s jednim stupném volnosti, tentokrat s iitlumem. Jeji feseni
lze pomoci Duhamelova integralu zapsat ve tvaru

1 [t .
9:(t) = &7_/ fi(me =T sing;(t — 1) dr + 4% (a; sinw;t + b; cos@;t),
£J0
(5.128)
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kde @; = wiy/1 — €2 je frekvence vlastniho tlumeného kmitani. Postup je
obdobny jako v pfedchazejicim odstavci.

K feseni iilohy s neproporciondinim ttlumem (matice Y7 C Y) lze pouzit
v podstaté &tyfi postupy (pfedpoklddame, ze jde o tlohu, kdy v rozvoji
(5.106) postatuje uvazovat p < n vlastnich tvard):

(A) Uziti vaZenych koeficienti pomérného ritlumu

Postup je zaloZen na diagonalizaci matice YT C Y, ktera spociva ve
stanoveni vazenych koeficientii pomérného titlumu a v zanedbani mi-
modiagonalnich prvkii. Metoda stanoveni vadzenych koeficienta &; je
vylozena v [57], kde jsou rovnéz uvedeny pfiklady vypocti, z kterych
je patrné, Ze pii uziti realistickych hodnot £; mizeme ziskat prakticky
cenné vysledky. Obecné vsak tento postup neni vhodny, nebof stira
zakladni odlisnost neproporiconalniho a proporcionalniho utlumu.

(B) Diagonalizace pomoci komplexnich vlastnich tvari

Uzitim komplexnich vlastnich frekvenci a vlastnich tvari konstrukce
s tlumem lze diagonalizovat matici YTCY i pro neproporcionalni
dtlum. K vypoétu komplexnich vlastnich tvari lze po uréité ipra-
vé uZit napf. metodu inverzni iterace nebo Lanczosovu metodu. Vy-
znam komplexnich vlastnich tvart tkvi v tom, Ze poskytuji soucasné
dvé informace. Jednak o skuteZném tvaru kmitani.a potom o fazo- -
vém posunuti. Pro lepsi pfedstavu o rozdilu mezi proporcionalnim a
neproporciondlnim dtlumem provedme analyzu kmitdni konstrukce,
zplisobeného poéateénim posunem. Sledujme jedinou slozku kmitani
pfislusnou vlastni frekvenci w;. Pfi proporcionalnin vtlumu je odpovi-
dajici vlastni tvar shodny s tvarem netlumené soustavy s tim, Ze am-
plituda kmitani se s éasem zmensuje podle exponencialy. Uzly kmitani
se nepohybuji. Rikdme, Ze jsou stacionarni. Vsechny body konstrukce
kmitaji ve stejné fazi (se stejnym fazovym posunutim viéi ostatnim
tvarim kmitani). Odlisna situace je v piipadé \itlumu neproporcio-
nalniho, kdy dochazi nejen k poklesu amplitudy, ale soucasné k tomu,
#e jednotlivé body konstrukce kmitaji s ruznym fazovym posunutim.
V diisledku toho dochazi béhem jedné periody k pohybu uzli kmita-
ni. Rikdme, Ze v pfipadé neproporcionalniho vitlumu jsou uzly kmitani
nestacionarni. Stejné jako u proporciondlniho titlumu postacuje k fe-
Seni pouze maly poéet vlastnich tvari. Nevyhodou je skute¢nost, Ze
musime fesit problém vlastnich &isel

(K +iffC - 2°'M)¥ = 0, (5.129)
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kde fl, f)z, Y jsou matice, jejichz prvky jsou komplexni ¢isla. Z toho
plyne podstatné vyssi nidrok na pamét pocitate. Rovnéz potiebny po-
et aritmetickych operaci je vyssi nei pii feSeni tlohy (5.9). Jak pro
ustalené kmitani feseni zjednodusit, je uvedeno v dal§im odstavci.

(C) Piima integrace soustavy p simultannich rovnic (5.109)

Oznaéme Y matici, jejiz sloupce tvofi prvnich p vlastnich tvarid dlohy
(5.9). Souéin Y CY oznaéme C. Koneéné prvky diagonalni matice

7 je prvnich p kvadrati vlastnich frekvenci. Potom lze (5.109) uvést
na tvar

i+Cq+7q=Y R. (5.130)

Je zfejmé, Ze k FeSeni rovnice (5.130) lze uZit stejnych metod piimé
integrace jako v pfipadé puvodni ilohy (5.2). Podrobnosti lze nalézt
v odstavci 5.3.3. Uvedeny postup je efektivni jen tehdy, jestlize uvazu-
jeme v rozvoji (5.106) pouze nékolik vlastnich tvard. Typickym pfed-
stavitelem takového typu iloh je vypocet odezvy systému konstrukce
- podlozi na seismické Ginky zemétieseni.

(D) Iteraéni feSeni zaloZené na rozkladu matice €

Tento velice efektivni algoritmus byl navrzen v [39]. Je zaloZen na
rozkladu matice itlumu € na diagonalni a mimodiagonilni matici

C =diagC + C. (5.131)
Rovnici (5.109) lze potom zapsat ve tvaru
G + diagCq + 2°q = f - Cq. (5.132)

Vektorova rovnice (5.132) se Fesi postupnym pfiblizovanim (iteraci)
podle nasledujiciho pfedpisu (i je &islo iterace)

Giy1 + diagCq,y, + N%qi4 = f - Cq; (5.133)
s tim, 3¢ ¢; = 0. Vyhoda uvedeného postupu spociva v tom, Ze

fesime pouze soustavu nezavislych, obycejnych diferencidlnich rovnic
druhého fidu.
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5.3.2 Staticka a dynamicka korekce

Ptedpokladejme pro jednoduchost, ze zatiZeni lze zapsat ve tvaru
R(t) = fq(t),

kde vektor f popisuje prostorové rozlozeni zatizeni a funkce g = g(t) ¢asovy
prubéh zatizeni. Déle predpoklddejme, e mame vypoéteno prvnich p tvari
vlastniho kmitani a Ze tudiz pfiblizné feseni rovnice (5.2) lze ziskat rozvojem
do vlastnich tvara kmitani. Skutecnost, Ze k pfibliznému fegeni rovnice (5.2)
se pouZije pouze omezeny pocet vlastnich tvara, pfislusejicich k nejnizsim
vlastnim frekvencim, lze interpretovat tak, ze se jedna o pfesné feSeni odezvy
na jiné zatizeni !2. Matematicky lze tuto skuteénost popsat nasledujicim
zplisobem :

Mi + Cr + Kr = MY f,g(t), (5.134)

kde f, = Y7Tf. O spravnosti rovnice (5.134) se lze snadno piesvédéit fe-
Senim rozvojem do vlastnich tvari (r=Y q). Po dosazeni do (5.134) a po
pfenasobeni Y7 zleva se obdrii

YIMY G+ YTCY G+ YTKYq = YT MY 1, g(1). (5.135)

S vyuzitim ortogonality vlastnich tvaru a za predpokladu proporciondlniho
utlumu lze psat

d+ Qg + 2°q = f,g(1),

coz dokazuje spravnost (5.134). Soucasné to dovoluje kvantifikovat chybu
v zatiZeni, kterou oznaéime R.. Plati

R. = (f - MYF,)g(t) = f.g(t), (5.136)

Chybu ve stanoveni odezvy konstrukce zpusobenou uvazovanim pouze p
prvnich vlastnich tvart lze vypocitat z rovnice

Mr. + Cre + Kr. = R.. (5.137)
Vypocitat odezvu konstrukce r. na zatizeni R, pomoci rozkladu do prvnich

p vlastnich tvart neni mozné, nebot R, je k témto vlastnim tvariim ortogo-
nalni. Pokud ale prvnich p vlastnich tvaru dobfe pokryva svymi frekvencemi

12Prostorové rozlozeni takového zatizeni lze ziskat jako linearni kombinaci nejnizsich p
vlastnich tvari.
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podstatnou &ast spektra zatiZeni, je mozné pii vypoétu odezvy na zatiZeni
R. zanedbat 7. a r.. Potom se r, vypoéte pfiblizné z rovnic

Kr, =Ff, r,=rs(). (5.138)

Vektor r, byva oznacovan jako staticka korekce.

Vektoru r, lze dale vyuzit ke zpfesnéni feseni rovnice (5.137) . Ponévadz
je ortogondlni k prvnim p vlastnim tvarim, miZeme jej povazovat za dalsi
clen fady ortogonalnich funkei Y. Potom misto druhého vztahu v (5.138)
muZeme psat

re & rgq(t). (5.139)

Po dosazeni do (5.137) a pfenasobeni zleva r, ziskime oby¢ejnou diferen-
cialni rovnici

M G, +C"¢; + K" ¢, = K* g(t). (5.140)
kde

M* =rTMr,, C*=rTCr,, K*=rTKr,.

Vektor r., ktery se ziskd spojenim feSeni rovnice (5.140) se vzorcem (5.139)
se nazyva dynamicka korekce.

Rozsifeni metody rozvoje do vlastnich tvart kmitani o korekce uvedené
v tomto odstavci vyrazné piispiva ke zlepSeni feSeni, a to zvlasté v pripa-
dech zatiZzeni osamélymi bfemeny. Postup je snadno implementovatelny do
stdvajicich programi pro dynamickou analyzu konstrukei.

5.3.3 ReSeni odezvy konstrukce na neperiodické zati-
zeni pfimou integraci

V odstavci 5.3.1 byl vylozen postup feSeni rovnice (5.2) rozvojem do viast-
nich tvard. Tato metoda je vSak pouZitelnd pouze k feSeni linedrni rovnice
(5.2). Kromé toho neni vhodna ani k fedeni téch linearnich iiloh, kde je tieba
sledovat vinovy charakter déje. V uvedenych pfipadech se k feSeni pouzi-
va pfima numericka integrace rovnice (5.2). Zakladni myslenka numerické
integrace spodiva v tom, Ze rovnici (5.2) splnime pouze v koneéném poétu
okamiiki tg,%1,...,t,m. Vzdilenost jednotlivych okamzika

Aty =tgy1 —te, kde £ =0,1,...,m~—1, (5.141)

se nazyva délka integracniho kroku. Nedilnou souédsti rovnice (5.2) jsou i
zadané pocateéni podminky. Za politek povaiujme ¢as t = 0. Potom plati:

7(0) =Ty, I(O) = ig. (5.142)
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Pfedpokladejme, ze zname pfiblizna feSeni v Casech fg,t;,1s,...,tt-1. Po-
moci nich mame stanovit feSeni v &ase tj. Jestlize se nam to podafi, potom
pouzity postup feSeni definuje metodu numerické integrace, nebot Eas
muze byt kterykoliv z posloupnosti tg, t1, ..., tm. Pro typicky integraéni krok
budeme misto tx41,1x, Aty uZivat nadale oznaleni t + At,t, At. Na prvni
pohled se mizZe zdat zbyteéné zabyvat se numerickymi metodami integrace
diferencidlnich rovnic, kdyz matematika zna celou fadu takovych metod.
Divod je podobny jako u problému vlastnich &isel. Rovnice (5.2) je specidl-
nim typem soustavy diferencidlnich rovnic. Ve spojeni s MKP fesime velmi
rozsahlé soustavy téchto rovnic. Je proto vyhodné formulovat i jednotiéelo-
vé metody a postupy, efektivni jak z hlediska spotieby strojového ¢asu, tak
naroki na pamét poiitace.

V nasledujicich ¢lancich uvedeme nékolik metod numerické integrace
vhodnych k fedeni linearni i nelinearni rovnice (5.2). Viechny uvedené me-
tody (s vyjimkou diferencni metody) jsou jednokrokové, tzn., ze charakteris-
tiky pohybu r,f,r v Ease t + At vypolteme pouze na zakladé jejich hodnot
v éase t. Vyhodou jednokrokovych metod je skutecnost, Ze neni tieba zad-
ného specialniho postupu na zagatku integraéniho procesu.

Diive nez pfistoupime k vykladu jednotlivych integraénich metod, za-
vedeme urcitou klasifikaci a uvedeme nékteré obecné poznatky. Zpravidla
rozliSujeme tii typy metod:

o explicitni
e implicitni
e prediktor - korektor.

Prvni dvé metody povazujeme za zakladni. Metoda prediktor - korektor je
v podstaté simulaci implicitni metody. Jako zvlastni typ ji uvadime pfe-
devSim proto, Ze zaujima mimofaddnou pozici pfi feSeni nelinearnich iloh.
Integraéni metoda je explicitni nebo implicitni podle toho, v kterém okamszi-
ku vyuziva rovnici (5.2).

V explicitni metodé na zakladé predpokladu o prubéhu pohybovych cha-
rakteristik r,#,F v intervalu < ¢,t + At > a jejich znalosti v okamiiku ¢,
vypoéteme z pohybové rovnice (5.2) vektory reqae, Feiat, Feyar. V explicit-
nich metodach se neprovadi triangulace (faktorizace) matice tuhosti, ani jeji
modifikace, nybrz triangulace matice hmotnosti. Pfipadné se matice tuhosti
ani nesestavuje. Proto se explicitni metody pouzivaji pfedeviim v kombinaci
s diagonalni matici soustfedénych hmotnosti. Uréita potiz vznikad v takovém
pfipadé s nehmotnymi stupni volnosti, které je nutné bud vylouéit statickou
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kondenzaci nebo pfifazenim malé hmotnosti z nich uéinit hmotné stupné
volnosti.

Implicitni metody naopak vyuzivaji rovnice (5.2) v ¢ase t + At. Jsou
vhodné piedeviim pfi feSeni linedrni rovnice (5.2) s konzistentni matici
hmotnosti.

Ponévadz pii vykladu jednotlivych metod numerické integrace je uve-
deno, zda je metoda stabilni, definujme struéné pojem stability. Stabilita
znamena, Ze pro libovolné pocateéni podminky nesmi feSeni vzrustat nade
vSechny meze. Je-li tato podminka splnéna pro libovolny pomér At/T,, fi-
kdme, Ze metoda je nepodminéné stabilni, je-li splnéna pouze pro omezeny
pomér At/T,, mluvime o metodé podminéné stabilni (7}, je nejkratsi vlastni
perioda).

Diferenéni metoda

K numerické integraci diferencialni rovnice muzeme uzit ndhrady derivaci
nezavisle proménné podle ¢asu diferencemi. Uvedeme metodu, ktera vychazi
z nejjednodussi diferenéni ndhrady

. 1
r{ = HZ‘(’:+A1 —2'; + ft_At), (5.143)
) 1
rn = m(fwm —ri_av), (5.144)

kterou aplikujeme na rovnici (5.2) v ¢ase t

Po dosazeni a tpravé obdrzime

1 1 2
(mM-{-mC) riyar = Rt— (K—EM) re (5146)

1 1
(m""' mc) Fi-at.

Diferenéni metoda je typ explicitni metody, tj. nevyzaduje triangulaci (fak-
torizaci) matice K (ani jeji modifikované formy). Metoda md vsechny vy-
hody explicitnich metod, pokud € = O nebo C = oM. Nejefektivnéjsi
pouziti je pfi diagondlni matici hmotnosti. Metoda je vsak jen podminéné
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stabilni, coZ v tomto ptipadé znamena, Ze délka integraéniho kroku At musi

spliiovat podminku:

Tn
At< =, (5.147)

T
kde T, je nejmensi perioda kmitdni. Vyvstaly tudiz dva protichiidné poza-
davky:

e uzit diagonalni matici soustiedénych hmotnosti
e zajistit splnéni podminky (5.147).

Dusledkem aplikace soustfedénych hmotnosti pro modelovani setrvag-
nych vlastnosti konstrukce jsou nehmotné stupné volnosti, tj. nulové prvky
v diagonalni matici M. I kdyz tyto nuly nahradime malymi ¢isly, zname-
na to, ze konstrukce ma velmi kratké periody vlastniho kmitéani, pfislusné
puvodné nehmotnym stupfium volnosti. Abychom tudi? ziskali diferenéni
metodou spravné feSeni, je tfeba uzit velmi malé délky integraéniho kroku.
Reseni se tim stdva velmi drahé. Pfitom je z fyzikalniho hlediska zfejmé,
ze nehmotné stupné volnosti pfili§ neovliviiuji dynamické vlastnosti fese-
né konstrukce. Dalsi nevyhodou je skuteénost, Ze v prvnim kroku je tie-
ba specidlniho postupu. Tim vlastné diferen¢ni metoda vyboéuje z ramce
Jjednokrokovych metod. Piesto jsme uvedli struény vyklad a analyzu této
metody, nebof je tispésné pouzivana v riznych modifikacich. Zminéné ne-
dostatky jsou vsak vyvaZeny skutefnosti, Ze neni tfeba lokalizovat matici
tuhosti konstrukce. Explicitni metody se uplatnily zejména pfi feseni iloh
§ifeni vin napéti a v nelinearnich ulohach.

Newmarkova metoda

Newmarkova metoda je metodou implicitni. Ve své piivodni a dosud nejcas-
t&ji pouzivané podobé jako metoda primeérného konstantniho zrychleni byla
publikovana v [55). Zakladni vzorce Newmarkovy metody, udavajici vztah
mezi posunem, rychlosti a zrychlenim v ¢ase ¢t a t + At maji tvar

Fo+ [(1 = 8)F ¢ + 6Feyad] At, (5.148)

Fiyae

. 1 .. ..
g At re+ Atft + [(5 -— a) r:+ C!f¢+At] At2 (5149)

Parametry a, § lze uréit tak, aby metoda byla stabilni. Zvolime-li § = 1/2
a @ = 1/4, dostaneme metodu primérného konstantniho zrychleni. Kromé
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vzorcl (5.148), (5.149) mame jesté k dispozici pohybovou rovnici (5.2) pro
cas t + At

Mrisar+ Cripar+ Kripar = Regae. (5.150)

Nyni muzeme dosadit (5.148), (5.149) do (5.150), takze po tipravé vznik-
ne soustava linedrnich algebraickych rovuic pro i a:

(M + 6ALC + aA?K) Fopa (5.151)

Jakmile vypocitime 74 a:, lze dosadit zpét do (5.148) a (5.149), odkud
obdrzime Fipa¢ a reqpa:. Tento postup muzeme m-krat opakovat a vysled-
kem bude pfiblizné feseni rovnice (5.2) na intervalu < 0,¢,, >. Z rovnice
(5.151) je patrné, 7e k vypoltu F¢ya: je tieba triangulovat matici

K = M 4+ 8ALC + aAt?K. (5.152)

Pfi fesenti linearnich tloh jsou matice M, C, K konstantni. Bylo by tudiz
icelné matici K béhem integraéniho procesu neménit, aby ji nebylo tieba
znovu triangulovat. Toho lze docilit jediné tak, ze nebudeme ménit délku
integracniho kroku. Naésledujici zavér plati pro viechny implicitni metody
aplikované na feseni linedrni rovnice (5.2). Md-li byt aplikace implicitnich
metod pFi feSend linedrnich iloh efektivni, musi byt délka integraéniho kroku
konstanini. Prozkoumejme podrobnéji tvar rovnice (5.151) vzhledem k na-
rokim na pamét poéitate. Pokud jde o levou stranu této rovnice, staci
uchovavat pouze triangulovanou formu matice K. K vypoétu vektoru pravé
strany, ktery se v kazdém kroku opakuje, potfebujeme matice C a K, even-
tualné M a K, pokud uzijeme Rayleighova dtlumu. Z uvedené skuteénosti
Je patrné, 7e algoritmus Newmarkovy metody popsany rovnicemi (5.148),
(5.149) a (5.151) je znaéné naroény na velikost paméti pocitace. Lze uka-
zat, Ze pfi modelovani tlumicich vlastnosti Rayleighovym iitlumem miizeme
vhodnou substituci narok na pamét poéitaée podstatné snizit.

Wilsonova 0-metoda

Stejné jako Newmarkova, je 1 Wilsonova metoda implicitni. Jeji ptivodni
verze, metoda linedrniho zrychleni, kterd je z dnesniho hlediska totozni
s Newmarkovou metodou (vzorce (5.148), (5.149) pro 6 = 1/2 a o = 1/6),
profla znaénym vyvojem. Nejprve to byla metoda linedrnich priimérnych
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zrychleni, ktera je zvlastnim piipadem tzv. Wilsonovy #-metody (8 = 2).
Zakladnim pfedpokladem je linedrni zména zrychleni na intervalu < ¢,t +
At >, jak je znazornéno na obr. 5.5. V libovolném bodé intervalu plati

: "t.0At

t+At
L |
| l
! |
] !

it 1Aty toAt
b—T

L -

Obr. 5.5: Prubéh zrychleni v ase

Figr = Fi 4 (f:+oAt — ).
BAt

Postupnou integraci obdrzime

ig+r = rt+T’t+20At('t+9At )y
R ™ . .
regr = ret+1re+ “é‘rt+ M(HMA: “_’t)~

Dosazenim r = 8At ziskdme vztahy ri;9a: @ Fepoae Ve tvaru

. . AL .. ..
repga: = rg+ —2f(ft+0At + 7)),

. 02A2 .
revoar = re+0Atr + (Fiyoa: + 27,).

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)

' (5.157)

Rovnice (5.156), (5.157) jsou obdobou vztahi (5.148), (5.149) v Newmar-
kové metodé. Déle bychom mohli postupovat stejné, tj. dosadit (5.156) a
(5.157) do pohybové rovnice v Zase t+ At a z ni vypoiitat F11ga¢. Pomoci
rovnic (5 153), (5.154) a (5.155) po dosazeni 7 = At snadno vypo&itdme
Fiyoat, Fi4oat, Fipoas. Stejné jako v predchazepcxm predpokla.dame ugiti

Rayleighova tdtlumu.

Popsany algorlt.mus vyzaduje opét zbytecné uchovavani velkych matic.
Tento nedostatek je mozné odstranit stejné jako u Newmarkovy metody
vhodnou substituci. Navic je vhodné uspofadat algoritmus tak, Ze je aZ na
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hodnoty pouZitych konstant ag, a1, ..., ajo shodny s algoritmem Newmarkovy
metody. Tim je umoZnéno velmi snadno zafadit do jediného programu dvé
metody integrace pohybové rovnice. Podrobny popis algoritmu je uveden
v tab. 5.3 spolecné s Newmarkovou metodou. Stabilita a pfesnost metody
zdleii na volbé koeficientu 6. Aby metoda byla stabilni, je tfeba, aby 6 >
1.37. Podrobné odvozeni vzorci z tab. 5.3 lze nalézt v [19].

5.3.4 Vypocet seismickych aéinki ze spektra odezvy

Nevyhodou vypoétu odezvy konstrukce na seismické buzeni pfimou integraci
v ¢ase je jeho numericka naroénost. Kromé toho vétsinou nemame k dispozici
jako vstupni idaj akcelerogram zemétfeseni nebo jiného seismického buzeni.
Proto byl navrien jednodudsi postup, ktery vychazi z tzv. spekira odezvy
(response spectrum). Vzhledem k tomu, Ze tento postup je soucasti fady
norem, odvodime zde vztahy, potfebné pro aplikaci MKP.

Predpokladejme proporcionalni titlum. Vyjdeme z rovnice (5.124), kte-
rou pro m—tou vlastni frekvenci pfepiseme do tvaru

kde fn piedstavuje m—ty prvek vektoru YT Mr?*ij(t). Oznaime f,,(t) =
R.,ij(t) a napidme feSeni rovnice (5.158) pomoci Duhamelova integralu. Pla-
ti:

t
am(t) = &/ ii(r)e Emem = sinw (t — 7) dr. (5.159)

“Wm Jo
Casovy pribéh odezvy, piisluiné m—tému vlastnimu tvaru, je dan hodnotou

integralu v (5.159). Zminény integral ma rozmér rychlosti a jeho maximalni
hodnota se nazyva spekirdlni rychlost a oznacuje se S,. Plati:

t
S, = mazx [/ ii(r)eEmemt=T ging (t — 1) d‘f} . (5.160)
0

Vyneseme-li pro uréity akcelerogram grafy zavislosti S, na frekvenci w a
pomérném utlumu &, ziskdme tzv. spekira edezvy. Pomoci nich snadno vy-
poéteme maximum odezvy pEislusné m—tému vlastnimu tvaru

gm,mar = g’"—S., (Wm, E€m) - (5.161)

Pomoci ¢m mas 1ze vypolitat maximum libovolné mechanické veli¢iny
Sm,maz (pruhybu, napéti), které pfislusi m—tému vlastnimu tvaru podle
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A. Uvodni vypoity (provadéji se pouze jednou)

a) Sestaveni matice tuhosti K a matice hmotnosti M
b) Ureni ro, Fo, Fo
c) Vypocet konstant ao aZ aio

Newmarkova metoda § = 1(potiebné pii vypoitu R*)

a0 = 44 20At 4 =1 ar = —1

° T A2 + 284t = =

a = 4+2(a—aﬂ) a——4—— a—At

T AT Al 0 YT Az y28Ar T 4
4 At?

a2=At (a0 —aof3) as = —ay a9 = ——

ae =a5(At+ﬂ) ajp = ag.
Wilsonova metoda 7 = 0A¢, 6 > 1,37

_ 6 + 3ar . _ 3
%0 = T2 4+ 301 as = 38+ m)r
3 3 6 At
e 1 + ;(a — Bag) a3z= T2 as = -~
6 "6 At?
az—-1-_-+2(a—ﬂao) a6—26a4—§; a9 =~

3 T At?
a3=2+%(a—ﬂao) a7=1—§+ﬂ7aa 010=T

d) Sestaveni modifikované matice tuhosti K* = K +acM
e) Triangulace (faktorizace) K*

B. Pro kazdy integracni krok
a) Sestaveni modifikovaného vektoru zatizeni
R* = Rt+o(Rt+At"‘ Rt)+M(alft+azi'c+aa;t)
b) Vypocet vektoru r* z rovnice
K*r* =R*
¢) Vypocet zrychlem rychlost{ a posunut1 v Case 1 + At
f:+A: =asr*+asfy+asfe+art,

Feyar=Fe+as(Fe + Frynr)
Feyae =re+ Atre 4+ asf: +aofegae

d) Opakovini od B. a)

Tabulka 5.3: Algoritmus Newmarkovy a Wilsonovy metody pro fedeni tilohy
s Rayleighovym itlumem C = oM + K
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vztahu

Sm,ma:r: =S5m dm,mazx, (5.162)
kde S, je hodnota veli¢iny S, pfisluind m-tému vlastnimu tvaru. Maxima
na jednotlivych vlastnich tvarech viak nenastivaji soucasné. Secist absolutni

hodnoty viech Sy, maz by vedlo k velmi konzervativnimu odhadu. Proto se
k odhadu maxima pouziva vztah

Smaz = [ SZ maz- (5.163)

Tento zpusob je velmi jednoduchy a divd dobré vysledky jestlize konstruk-
ce nema vlastni frekvence blizko sebe a jestlize vSechny podpory kmitaji
pfiblizné stejné. Kiureghian odvodil obecnéjsi vzorec pro odhad maxima ve

tvaru
Smazr = \/E E Si,ma:csj,maxpij, (5164)
LI

kde ,
8¢%2(1+r)r3 )
A=+ 4 (T "y

Uvedena formulace je zaloZena na aplikaci nahodnych procesu. Zahrnuje
v sobé korelaci vlastnich tvaru a lze ji pouzit i v piipadé konstrukci, které
maji velmi blizké vlastni frekvence. Ve vyzkumné zpriavé Earthquake En-
gineering Research Center Kalifornské university ¢islo 08 z roku 1991 je
uvedeno dal§i zobecnéni, které kromé korelace jednotlivych vlastnich tvara
zohlediiuje i vliv lokdlnich geologickych podminek.

pij =

5.4 Odezva na harmonické buzeni

Pfedmétem této Casti je feSeni zakladni pohybové rovnice dynamiky pruz-
nych téles diskretizovanych MKP pfi harmonickém buzeni. Harmonické
buzeni je nejéastéjsim pfipadem, ktery se vyskytuje v praktickych tlohach
dynamiky konstrukei. Jde pfedevsim o feSeni konstrukci zatiZenych uéinky
stroju s rotujicimi édstmi. K feSeni je mozné pouzit dva pFistupy

o Piimé fedeni v komplexnich &islech anebo vyjddienim posunu pomoci
amplitudy a faze

o Reseni rozvojem do vlastnich tvart kmiténi.
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Oba pristupy maji své vyhody a nevyhody.

Prvni postup je obecné)si s ohledem na charakter utlumu. UmoZnuje
provést feseni i v pfipadé neproporciondlniho dtlumu. Lze fici, Ze na tvaru
matice utlumu nezaleZi. Ponévadz ale pfi feSeni odezvy neni mezné s ohle-
dem na nejistotu ve vstupnich ddajich provést analyzu pouze pro jednu
frekvenci budiciho zatiZeni, nybrz je tfeba pro urcité pasmo frekvenci sta-
novit rezonanéni kfivku, je vypocet znaéné naroény na spotfebu strojového
Zasu. Kazdy bod rezonanéni kiivky pfedstavuje ve skuteénosti jeden samos-
tatny vypocet.

Efektivnost metody rozvoje do vlastnich tvaru kmitani je velmi zavisla
na tvaru matice itlumu. Pokud lze utlum popsat jakoZzto dtlum propor-
cionalni, je uZiti metody vysoce efektivni. Horsi je to v pfipadé utlumu
neproporcionalniho.

Dfive nei budou popsany jednotlivé metody feseni, je tieba charakteri-
zovat zatizeni. Aby odezva konstrukce byla harmonicka, musi byt vsech-
na pusobici zatiZeni rovnéz harmonicka a musi mit stejnou frekvenci. Tato
frekvence se oznaduje jako budici frekvence. To lze respektovat tak, Ze zati-
Zeni rozlozime do dvou zatiZeni, ktera jsou fazové posunuta o 90°. Nejjed-
nodussi forma rozkladu ma tvar

R(t) =R coswt + Ry sinwt. (5.165)

V piipadé ustileného harmonického kmitani se obvykle pfi popisu zati-
Zeni hovofi o amplitudé a fazovém posuvu. Potom lze n— tou slozku vektoru
R (t) vyjadiit pomoci amplitudy a, a fazového posuvu ¢, nasledujicim zpa-
sobem (viz. obr. 5.6)

R, (t) = a, sin(wt + ¢y,). (5.166)

Vztah mezi a,, ¢, a slozkami vektord R, a R, je dan vzorci

an = \JR:, 4+ R%,, ¢, = arctan 21". (5.167)
2

n

S ohledem na skuteénost, Ze se hleda feseni ustaleného stavu, kdy jiz vlivem
dtlumu odeznélo vlastni kmitani, lze ¢asovy priubéh posunu r vyjadfit ve
tvaru

r(t) = rycoswt + rpsinwt. (5.168)

Vektory Ry, R, ri, r2 jsou na ¢ase nazdvislé. Dosazenim (5.165) a (5.168)
do zakladni pohybové rovnice (5.2) se obdrzi dvé simultanni maticové rov-
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nice pro neznamé vektory ry a ro

(K —sz)fl +wCry = Ry, (5.169)
——wCr1+(K—w2M)r2 = R,.

Pii ustaleném harmonickém kmitdni se vySetfuji pfedevsim rezonanéni
jevy. Z toho divodu je vidy tieba zavadét do vypoétu utlum. Disledkem
je, Ze odezva konstrukce charakterizovani vektorem uzlovych posunu r ma
vidy obé faze, a to i tehdy, kdyZz vSechna pisobici zatiZeni jsou ve fazi (
nejsou vzajemné fazové posunuta). V takovém piipadé je pouze Ry = 0.

5.4.1 Pfimé feSeni v komplexnich &islech

Vyse uvedend skuteénost, e je tieba pocitat obé slozky odezvy ry i ry, vy-
boéuje z algoritmi béZnych v MKP . Na druhé strané je ale programovaci
jazyk FORTRAN, ktery je nejéast&ji pouzivan k programovani védecko-
technickych uloh, standardné vybaven operacemi s komplexnimi promén-
nymi, coZ umoziuje snadné programovani v oboru komplexnich &isel. Této
skutecnosti bude proto ddle vyuzito.

Vektor zatiZeni R 1 vektor zobecnélych posunu r lze vyjadiit jakozto
‘tealné éasti komplexnich vektora. Plati

R(t) = Re [fz e“t], r(t) = Re[re™"], (5.170)
kde ~
R(t) = Ry — iRy, 7(t) = ry — ira. (5.171)

O spravnosti prvniho vztahu z (5.170) se lze snadno pfesvédéit dosazenim
z (5.171). Plati

R(t) = Re[(R1 — iR2)(coswt + isinwt)]. (5.172)

Po tipravé se ziska

R(t) = Re[(Rycoswt + Rysinwt) + i(Rysinwt — Rycoswt)], (5.173)

coz je totozné s (5.165). Obdobnym zplisobem lze prokazat i spravnost dru-
hého vztahu z (5.170).

Zobrazi-li se vektor R v komplexni roviné, je okamzité zfejmy vztah mezi
amplitudou a,, fazovym posuvem ¢, a slozkami Ry,, Ra,. Je patrné, Ze se
jedna pouze o dva ruzné zptisoby popisu komplexniho ¢&isla (viz obr. 5.6).
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Re

Obr. 5.6: Souvislost amplitudy, fize a komplexnich slozek vektoru

Aby zakladni pohybova rovnice (5.2) byla v kazdém okamziku splnéna
pro R(t) a r(t), postaduje, aby pro R a7 platilo

(-w’M + iwC + K)T=R. (5.174)

Rovnice (5.174) je formalné shodna s podminkou rovnovahy pfi statickém
feSeni. Matice K je vSak nahrazena komplexni matici K

K=(-w’M + iwC + K), (5.175)

kterd je nazyvana matici dynamické tuhosti. Algoritmus feSeni je tyz jako
pii statické iloze, pouze vSechny aritmetické operace musi byt nahrazeny
operacemi s komplexnimi &isly 3.

5.4.2 Metoda rozvoje do vlastnich tvart kmitani

V dalsim se bude pfedpokladat, ze jsou znamy hodnoty vlastnich frekvenci
a tvary vlastniho kmitdni (netlumeného). Vlastni tvary jsou uspofddany do
matice Y tak, Ze jednotlivé vlastni tvary tvofi sloupce matice Y. O tvarech
se navic pfedpokldda, Ze jsou normovany vzhledem k matici hmotnosti, coz
lze zapsat takto (srov. (5.20)) :

YTMY =1 (5.176)

Piiblizné feseni se hleda ve formé linearni kombinace p nejnizsich vlast-
nich tvara
T=Yq, : (5.177)

13Znovu je vhodné piipomenout, 3¢ matice dynamické tuhosti K je funkci budicf
frekvence w . Pro kazdou budici frekvenci je tudiZ nutné cely vypoéet opakovat.
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kde q je vektor nezndmych komplexnich souciniteld. Dosazenim (5.177) do
(5.174) se obdrzi

(-w®M + iwC + K) Yq=R. (5.178)

Po vynésobeni rovnice (5.178) zleva Y7 se s vyuzitim podminek ortogona-
lity dostane nésledujici soustava linearnich algebraickych rovnic s komplex-
nimi koeficienty

(-l +iwYTCY + 2%) q = Y'R, (5.179)

kde £2? je diagonalni matice, jejiz prvky jsou kvadraty vlastnich kruhovych
frekvenci.

Proporciondlni Gtlum

Pro obecnou matici utlumu C jde o soustavu rovnic simultannich a reseni
je vénovan dalsi odstavec. V fadé prakticky dulezitych aplikaci je moiné se
omezit na Gtlum proporcionalni, kdy

YTCy =20, (5.180)
kde £2; je diagonalni matice s prvky (srov. (5.114))
Wi = Ekwk, (5181)

wy jsou vlastni kruhové frekvence a & jsou koeficienty pomérného itlumu.
Za tohoto ptedpokladu se soustava (5.179) rozpada na nezdvislé rovnice

(—w? + 2wwiés + wf)gr = yT R (5.182)
s feSenim
1
~w? 4 2wwréy + wi’
S pouzitim (5.177) a (5.183) lze vztah mezi vektorem vystupnich veli¢in

(posuny, vnitini sily, napéti apod.) a vektorem zatiZeni zapsat formalné
pomoci matice G ve tvaru

9% =yIR (5.183)

v=GYQYTR = UR, (5.184)
kde @ je diagonalni matice s komplexnimi prvky

1
—w? + Awwi i + w% )

Qii = (5.185)
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Pro vice pravych stran muze rovnice (5.184) zustat v platnosti, pouze
vektory R a v se nahradi maticemi R a V.

Pro riizné frekvence w se v rovnici (5.184) méni béhem vypoétu pouze
prvky matice @, které se snadno pro ruznd w pfepoéitaji podle (5.185). Pro
realnou a imagindrni ¢ast prvku matice @ plati

w? - w?
RelQj;] = , 5.186
@) = G e (5.186)

—2ww,~£,-

(wf - wz)z + 4“"2""’1251'2 ‘

Im [Qj;] (5.187)

Rovnici (5.184) pak lze pfepsat bez pouziti komplexnich &isel jako dvé
rovnice pro dvé faze vystupnich veli¢in

Re[vl = GY (Re[Q]YTR,+Im[Q]YTR,), (5.188)
Imlv] = GY (-Re[Q]YTR,+Im[Q]YTR,). (5.189)

Vektory (p¥ipadné matice pti vice pravych stranich) YZR; a YTR, mo-
hou byt vypoéteny pfedem nezavisle na zadanych frekvencich zatiZeni a
uschovany ve vnéjsi nebo vnitini pameéti pocitace.

Algoritmus feseni vynuceného kmitani rozkladem do vlastnich tvard
kmitani je pro pfipad proporcionalniho dtlumu tudiz velice jednoduchy. Lze
jej dopolnit do kazdého programu, ktery umoziuje vypocet vlastnich tvard
normovanych vzhledem k matici hmotnosti 4. Postup jsme pouzili napf. pii

Py

rozdifeni programu INTAK (INTeraktivni Aalyza Konstrukei).

Neproporcionélni itlum

Reseni problému interakce konstrukce s podlozim je typickym piikladem ne-
proporcionalniho tlumeni, nebof ¢asto konstrukce vrchni stavby maé dtlum
vyrazné odlidny od utlumu podlozi. Je to jednak v diusledku riznych ma-
teridlovych vlastnosti, projevuje se zde vSak i disipace energie v disledku
gifeni do neohraniéeného poloprostoru. Proto neni vidy moZné akceptovat
model tlumeni, odpovidajici vztahu (5.180). Je-li tomu tak, nabizeji se v sou-
vislosti 8 uZitim metody rozvoje do vlastnich tvaru kmitani dvé alternativy
feseni :

14 Algoritmus je poutitelny i v piipadé analytického fedeni Kolouikovou deformaéni
metodou. Vlastnf tvary pak jsou normoviny k hmotnosti 4 (hmotnost na jednotku délky
prutu), co zna&i, e fu.wgw_,-d.s = &;;.
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o Povaiovat metodu rozkladu do vlastnich tvaru kmitdni pouze za pro-
stfedek ke sniZeni poétu stupiili volnosti a fesit rovnici (5.179) podle
odst. 5.4.1

o Prevést rovnice (5.179) opét na soustavu nezavislych rovnic.

Prvni alternativa nevyzaduje podrobnéjsi vyklad. Druha alternativa vy-
zaduje vypocet viastnich tvard tlumeného kmitdni. To pro rozsahlé systémy
je pomérné naroéna iloha a vétsina programovych systémi tuto moznost
nemd. Kromé aplikace Lanczosovy metody (viz odst. 5.2.11) se nabizi jedno-
duchd moznost piiblizného feseni na zakladé redukce stupit volnosti pomo-
ci vlastnich tvaru netlumeného kmitani Y. V dusledku neproporcionsiniho
utlumu je tieba fesit soustavu homogennich algebraickych rovnic

14, +Cq,+ 2%q:=0, o (5.190)
kde i ‘

C=YTCy.

Pro soustavy s neproporcionalnim titlumem jsou prvky vektoru q; cha-
rakterizovany nejen amplitudou, ale i fazi. Jestlize se k redukci zakladniho
systému pouZije p netlumenych vlastnich tvari, potom k popisu pfiblizného
fedeni, daného rovnici (5.190), je tfeba 2p rovnic s redlnymi koeficienty. Kaz-
dy vlastni tvar je tedy charakterizovan vektorem amplitud a vektorem fazi.
Vyjadfuje to znamou skuteénost, Ze soustava s neproporcionalnim tGtlumem
nema staciondrni uzly kmitani. Metoda feSeni pro takové soustavy byia na-
vriena v [36]. Zakldd4 se na jednoduché myslence, Ze k ptivodnim p rovnicim
se pfida daldich p rovnic, které pfedstavuji identitu

de = a.. (5.191)

Rovnice (5.190) a (5.191) lze zapsat nasledujicim zpisobem v maticovém

tvaru
o ! i 4 0 @l _[oO
ik le sl{n){e) em

Inverzni matice k prvni ¢tvercové matici v (5.192) m4 tvar

o i -1 —“A
[’ E] :[ :C é} (5.193)
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Na zakladé (5.193) muze byt (5.192) po upravach pfevedena na tvar

c 2 q. | _ q,
[I 0]{‘“}4\{ q:}' (5.194)

Ctvercova matice v rovnici (5.194) ma realné koeficienty, avsak je nesy-
metrickd. Pokud je tlumeni soustavy podkritické (coZ je v ptipadé staveb-
nich konstrukei vidy), vede feseni soustavy {5.194) na 2p vlastnich vektord
a vlastnich &isel A. Vlastni &isla jsou komplexné sdruzend a maji zapor-
nou realnou éast. Imaginarni ¢ast vlastnich Cisel representuje vlastni kruho-
vé frekvence tlumeného kmitani. Pro numerickou realizact feseni problému
vlastnich ¢isel (5.194) je. mozné vyuZit standardnich algoritmi z knihoven
podprogramu pro védecko-technické vypoéty. Autofi pouzili podprogramu
z knihovny SSP (Subroutine Scientific Package), ktery dodéava firma IBM.
Matice soustavy (5.194) je plna, jeji velikost je v3ak takova, ze feseni je celé
mozné provést ve vnitini paméti poéitace.

Vypoétené vlastni tvary tlumeného kmitani z dlohy (5.194) je moiné
pouzit k pfevodu soustavy (5.179) na kanonicky tvar i v pfipadé nepro-
porcionalniho ttlumu. Vzhledem k tomu, Ze tento postup plati pro v case
obecné proménné zatiZeni, je pro dalsim vyhodné vyjit z pohybovych rov-
nic zapsanych ve formé systému obycejnych difernecidlnich rovnic prvniho
fadu. Plati

Az 4+ Bz =f, (5.195)
4 - o I 5 4 0
i oc | 1o o’

NFARNH)

Podobné jako v piedchazejim odstavel, vektory f, z mohou byt prepsany
ve tvaru

kde

£(t) = Re [Fe!],  z(t) = Re[ze™]. (5.196)
Po dosazeni (5.196) do (5.195) ma pohybova rovnice tvar

(wA +B)z =T. (5.197)
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Nyni se jesté jednou zopakuje transformace do vlastnich tvarti. Trans-
formaci lze zapsat nasledujicim zpusobem

z = Ac, (5.198)

kde A je matice koeficientit vlastnich tvaru tlumeného kmitdni a c je vektor
koeficientd linedrni kombinace téchto tvari. Dosazeni (5.198) do (5.197) a
pienasobeni zleva AT dava

(iwA+B)e = ATF, (5.149)
kde
A=ATAA, B=ATBA.

Ponévadz vlastni tvary tlumené soustavy jsou ortogonalni, plyne z toho,
ze matice A, B jsou diagonalni. Proto (5.199) je soustava nezavislych li-
nearnich algebraickych rovnic s komplexnimi koeficienty. Pro prvky vektoru
¢ plati nasledujici vztah

(AT?)J_
cj = m (5.200)
Koneéné po upravach lze ziskat vztah pro vypocet r. Plati:
r = Y Re [Ace!]. (5.201)

Pokud se béhem feSeni vypoéltou vlastni tvary tlumeného kmiténi ne-
jen pro zobecnélé posuny, ale i pro napéti nebo vnitini sily, potom vyraz
Re [Ace""‘] lze pouiZit pro vypocet odpovidajicich mechanickych veliéin.
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Dodatek A

Maticova formulace
Gaussovy eliminace

V fadé uéebnich textd pojednavajicich o metodach feseni soustav linear-
nich algebraickych rovnic lze nalézt vyklad Gaussovy eliminace. Zde pouze
konstatuyme, Ze zdkladem Gaussovy eliminace je pfevod pfislusné matice
{matice tuhosti nebo jeji modifikace) na horni trojihelnikovy tvar. Po tom-
to kroku je jiz feSeni pfidruzené soustavy rovnic jednoduché. Jednotlivé
neznamé mohou byt vypoéteny zpétnym dosazenim.

Pievod matice tuhosti K na horni trojihelnikovy tvar lze zapsat jako
posloupnost transformaci

L7l LUK = 8, (A1)
kde § je horni trojihelnikovd matice a
- ;
1 kY.
L7t = i1 1 g =5 (A2)
—lita; 1 i
L _lﬂ,i 1 .

Prvky lit+j:; jsou Gaussovy nasobitele, které jsou potfebné pro nulovani

297



298 DODATEK A. MATICOVA FORMULACE GAUSSOVY ELIMINACE

sloupci pod hlavni diagondlou a index (i) oznacuje, Ze jde o prvky ma-
tice L1, - LF'LTK.

Matici inverzni k L' obdriime pouhou zménou znaménka poddiago-
nalnich prvku. Na zdkladé toho lze psat

K=Lily---L77'S§ =1LS. (A.3)

PonévadZ § je horni trojihelnikova matice, muzeme ji snadno rozlozit v
souéin dvou matic

§=DS§, (A.4)

kde D je diagondlni matice s prvky rovnymi diagonalnim prvkam matice
S, § je horni trojihelnikova matice, kterd ma na hlavni diagonale samé
jednicky . Po dosazeni z (A.4) do (A.3) obdrzime

K=LDS. (A.5)

Transpozice dava
~T
KT =8 DLT. (A.6)

Vzhledem k tomu, Ze matice tuhosti je symetricka, musi platit, 7e K7 = K.
Déle je podle definice DT = D. Z toho vyplyva, ze

D5 =§"DL". (A7)

Aby rozklad matice tuhosti byl jednozna¢ny, musi byt S =1L7T. Odtud pro
rozklad matice tuhosti najdeme

K=LDLT. (A.8)

Tento rozklad mize byt vyuzit k efektivnimu feseni soustavy linedrnich
rovnic. ReSeni se provede ve dvou krocich. Zvolime nejprve pomocny vektor
v, pro ktery ,
Lv=R. (A.9)

Po dosazeni (A.8) a (A.9) do rovnice Kr = R mame

LDLTr=1Lv. (A.10)
Vynasobme (A.10) zleva nejprve L~ a potom D ~!. Obdriime

LTr =D 'v. (A.11)
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Tuto soustavu linedrnich algebraickych rovnic jiz snadno vyfesime, nebof
matice LT je horni trojihelnikovd matice, ktera ma dokonce na diagonale
samé jednicky. Posledni prvek vektoru D~lv je tudii pfimo roven nezna-
mé r,. Postupnym dosazeni od spodu vypoéteme ostatni prvky vektoru r.
Vyjadiime-li z (A.9)

v=L"R=1L;L - L;'LT'R, (A.12)

vidime, Ze v ziskdme pouhou modifikaci vektoru transformovaného zatiZeni,
a to pomoci stejnych Gaussovych koeficienti, které pouzivame k rozkladu
matice tuhosti.

Jednoduchy a piehledny algoritmus, ktery navic vyuZiva pasovosti ma-
tice tuhosti lze nalézt v [7] nebo v [18].



Dodatek B

Numericka integrace

Vypoiet matice tuhosti prvku se provadi nejéastéji numerickou integraci.
V MKP je integrandem matice a vysledek rovnéz matice. Integrace matice
viak znamena separitné integrovat kazdy prvek této matice . Proto se dale
budeme zabyvat vyhradné integraci skalarni funkce. Vzhledem k tomu, Ze
v této publikaci se hovofi o numerické integraci zejména v souvislosti s izo-
parametrickymi prvky, bude kazda proménnda probihat interval < —1,1 >.
Pro jednoduchost, ale bez 1ijmy na obecnosti se budeme zabyvat integra-
lem f_ll f(&) d€. Vysledki odvozenych pro jednoduchy integral lze poutzit i

k vypottu integrald [1 [1) f(¢,n)dedn, a [1) 1) [1, £(€,n,¢) dedndC.

Numerickd integrace je zpravidla zaloZena na aproximaci integrova-
né funkce na intervalu < —1,1 > polynomem, ktery budeme oznaéovat
¢(€). Aproximaci vytvofime tak, Ze zvolime urity poéet bodu &;, ktery-
mi polynomické funkce musi prochazet. V téchto bodech bude tudiz platit
J(&) = ¢(&). Piibliznou hodnotu integralu fjl f(&) d¢ pak vypoéteme ja-
ko f_}l ¢(€) d€. Bude-li funkce f(¢) dostateéné hladkd, lze olekavat, Ze ¢im
vice bodii na intervalu < —1,1 > zvolime, tim vice se f_{l w(€) d¢ priblizi k

J1, F6) de.

K aproximaci s vyhodou pouzivime Lagrangeovych mnohoélenti. Rek-
néme, Ze na intervalu < —1,1 > zvolime (n + 1) bodd. Z toho vyplyva, Ze
interpolaéni polynomy musi byt n-tého stupné. Lagrangeovy mnohoéleny

301



302 DODATEK B.NUMERICKA INTEGRACE

maji pro libovolny stupen tvar

hy(e) = & ENE =€) (€= &-1)(E ~ Gin)oo€ — 1)
j (& - fo)(fj —&1)eeene &; "ﬁj—l)(fj ZEt)n (fj "'fn)‘

Prubéh funkce h; je patrny z obr. B.1. Snadno se lze presvédéit, ze pro
'/\ .
0 1 ™~—"3 4 5

Obr. B.1: Funkce h;

-

interpolaéni funkce plati:

hj (&) = 6ij, (B.1)
kde é;; je Kroneckerliv symbol. Hodnotu aproximalni funkce ¢(€) v libo-
volném bodé intervalu < —1,1 > lze vypoéitat nasledujicim zptisobem

(&) = foho(€) + frhi(€) + ... + fuhn(§). (B.2)

Cislovani je zde od 0, ponévadi polynom n-tého stupné maé i élen nultého
stupné.

Pro pouiiti k pfiblizné integraci existuji dva moiné postupy. Prvni, jed-
nodussi, spoéiva v tom, e interval < —1,1 > rozdélime na n stejnych dila.
Tim ziskdme body

2 4
o=-1, &L=-1+—, &=-14—, ... ,
n n
2(n—1
........ Eno1=—1+ —(—n—), &, = 1.
Konkrétné pro n = 2 jsou to body & = —1, & = 0, & = 1. Pomoci

aproximaéni funkce ¢(€) mizeme tedy vyjadrit pfibliznou hodnotu integralu
£, £(€) de. Plati
1 n 1
[ 1©de=3 5[ nde+ra (B3)
- = J-

Po integraci na pravé strané mame

/ ) dE =2)CPfi+ R (B.4)

i=0
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R,; zde oznaéuje zbytek a f; jsou funkéni hodnoty v bodech £ = &;. Ve vzorci
jsou CP* Newtonovy-Cotesovy konstanty pro numerickou integraci s (n + 1)
body. Newton-Cotesovy konstanty jsou pfevzaty z [7] a uvedeny pro n = 1
az 6 v tabulce B.1

dfi)ﬁ(?tn Co |Cr|Cp|C3|Cy|CF|CE odhg((i)rcnhiyby
1 % _‘1'_2. 10-—123flI
2 % g % 10—325fIV
3 s | 5|3 |5 10-228 1V
+ ln B85 1052741
LI IR

Tabulka B.1: Newtonovy-Cotesovy konstanty

Konstant, uvedenych v tabulce, 1ze pouZit i k integraci na obecném in-
tervalu < a,b >. Potom ma4 integraéni formule tvar !

b n
/ f&)ds =(b-a)d _Crfi.
a ' i=1

Pro n = 1 dava tato formule znimé lichobéznikové pravidlo a pro n = 2
Simpsonovo pravidlo.

Z tabulky je patrné, zZe horni mez odhadu je stejnd pro n = 2 a pro
n = 3. Obdobné je tomu pro n = 4 a pro n = 5. Z toho vyplyva, ie
pouzivani formuli, které déli interval na lichy poéet dili, neni vhodné.

Zpfesiiovani vypoctu, jak jiz bylo feceno, se déje zjemiiovanim déleni
intervalu integrace. Zjemnime-li déleni, mame dvé moznosti. Bud’ pouzit

1Pozn.: fII, fIV, fVI fVIII jgo4 po Fadé druha, Etvrts, Sestd a osma derivace funkce
f podle §.
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piesnédjsi interpolaéni formuli, nebo jednodussi formuli zopakovat. V inZe-
nyrské praxi se téméf vyhradné uchylujeme k opakovani jednodussi formule.
Pro&? Odpovéd je prosta. Zpravidla jde o jednodussi a univerzalnéjsi pfi-
stup. Univerzalnéjsi v tom smyslu, Ze integrovana funkce nemusi byt hladka.
Takovy pfipad je ¢asty. Piiklad takové funkce je na obr. B.2.

Obr. B.2: Funkce s nespojitou prvni derivaci

Zvolime-li délici body dila 1, 2, obdrzime tfikrat opakovanym licho-
béznikovym pravidlem zcela piesny vysledek. Pouzijeme-li sebepfesnéjsi
Newtonovu-Cotesovu formuli, obdrzime sice velmi dobré priblizeni, ale ni-
kdy pfesné Feseni, nebof funkci nespojitou v prvni derivaci se snazime apro-
ximovat funkei () spojitou, vietné viech jejich derivaci. Pokud je ovsem
integrovana funkce dostatecné hladki, obdrzime naopak pfi stejném poétu
bodi aplikaci pfesnéjsi formule lepsi vysledky, nez opakovanim jednodussi
formule.

Dosud jsme se zabyvali prvni moznosti, tedy numerickou integraci, za-
lozenou na aproximaci integrované funkce pomoci polynomi, které jsou to-
tozné s integrovanou funkci v pfedem danych bodech, délicich interval, na
kterém integrujeme na stejné dilky. Prozkoumame nyni druhou moznost,
kdy body, ve kterych ztotoznime aproximaéni funkce s funkei, kterou integ-
rujeme, nebudou rovnomérné rozdéleny po intervalu < —1,1 >. Pfesnost
takové aproximace se zvysi nejen zvétSovanim poctu bodi a tedy stupné
aproximaéniho polynomu ¢(€), ale i vhodnym rozmisténim téchto bodi.
Odvodime zde Gaussovu integraéni formuli, kterd je na uvedeném postupu
zaloZena a v souvislosti s izoparametrickymi prvky je nejéastéji pouzivana.

Gaussova integra¢ni formule vyjadfuje pfibliznou hodnotu integralu
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/1 f(€) d€ ve tvaru
-1

1
/_ SO dE % caf(€1) + 00f(€2) 4t 0nf(G)  (BS)

kde jak vdhové koeficienty a1, aa,..., ag, tak body &, &2,..., € jsou zatim
neznamé. Jde nyni o to vybrat tyto parametry tak, aby se vypoétena pfi-
blizné hodnota co nejvice bliZila pfesné hodnoté integralu. Vidime, Ze proti
piedchazejicimu postupu, kdy byly parametry pouze Newtonovy-Cotesovy
konstanty, mame zde pfi stejném poétu boda dvojnasobny polet parametru.
Lze tedy intuitivné ocekdvat, Ze obdrzime pfi stejném poétu bodu piesnéjsi
integra¢ni formuli.

Nyni k vlastni konstrukei aproximaénich funkei. Zakladni aproximaéni
funkce je stejna, jako u Newtonovych-Cotesovych formuli. To znamend, zZe
integrovana funkce f(£) je aproximovana funkei ¢(£), pro kterou mame

e(€) = _ fih;(). (B.6)
j=1

Soufadnice n boda, kterymi prokladame aproximaéni funkci, jsou zatim ne-
znamé. Aproximaéni funkece ¢(€) je polynomem (n — 1) stupné. K dispozici
viak mame 2n parametru. Z toho vyplyva, Ze aproximagni funkce mize byt
aZ (2n — 1) stupné. Hledejme tedy druhou &ist aproximace, ktera zvysi stu-
peit polynomu, pfi éemz nabude nulové hodnoty ve viech n bodech, kterymi
jsme prolozili Lagrangeovy mnohoéleny. Takovou formuli snadno najdeme
ve formé souéinu funkce

p(&) = (€ — &) —&2)rnvnnnnn. (§—&n)

a obecného polynomu. Plati

B(€) = p(€)(Bo + Bi§ + B2 +.....), (B.7)

Vzhledem k tomu, Ze obecny polynom v (B.7) pfedstavuje fakticky Tay-
lorovu Fadu, lze pomoci souétu ¢(£)+@(£) aproximovat funkei f(£) s libovol-
nou pfesnosti. Dokonce vime, Ze posloupnost ¢asteénych souéti monoténné
konverguje k f(£). Pro aproximaci tudiz sta¢i uvazovat jen uréity pocet prv-
nich ¢lendt polynomu (Bo + Bi€ 4+ B2£% + ....). V nasem pfipadé vezmeme
prvnich n €lend. Mizeme tudiz psat

1) ~ (&) + P& (Bit). (B.8)
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Integraci obdrzime

f_ FGLE / O de+ B / PO e, (B9)

Nyni mame dvé moznosti. Budto nalézt vhodné podminky pro stanoveni
koeficienti B; a provést naznaéené integrace. Tim bychom vsak neziskali
Zadné podminky pro rozdéleni zvolenych n bodi a mohli bychom je tudiz
rozmistit libovolné. Lepsi je vybrat soufadnice &; tak, aby vsech n integrali
f_ll p(€)¢'~1 d¢ se rovnalo nule. Tim obdrzime soustavu nelinearnich rovnic
tvaru

1
/_Ip(f)e"*‘ d¢ =0, (i=1,2,..n). (B.10)

7 této soustavy vypocteme hodnoty &;, &2, ..., &, coZ jsou hledané soufadnice
n bodu, v kterych vypoéitdme funkéni hodnoty. Je znamo, Ze vlastnost
(B.10) maji Lagendreovy polynomy. To oviem znamena, Ze soufadnice &;
jsou kofeny Legendreovych polynomi. Zname-li §;, vypoéet o; je jiz snadnou
zalezitosti

1

Popsanou volbou §; se zcela vyhneme vypoétu koeficienti B;, i kdyZ ko-
eficienty B; jsou od nuly rizné. Funkce f(£) je aproximovédna polynomem
(2n — 1) stupné.

Pro doplnéni vykladu ukdZzeme vypocet &;,a; pro n = 1,2,3. Dfive nez
pfistoupime k vlastnimu vypoétu, je tieba si uvédomit, ze body §; jsou
symetricky rozlozeny na intervalu < —1,1 > podle poéatku, nebof neni
74dny divod preferovat jednu nebo druhou polovinu intervalu < —-1,1>. Z
toho vyplyvd, Ze pro n liché lezi vidy prostiedni bod v poéatku. Takie pro
n = 1, 2,3 postaduje fesit vidy jen jedinou rovnici.

Nejjednodussi je pfipad n = 1. PonévadZ 1 je liché &islo, je §; = 0.
Prislusna interpolaéni funkce je h; = 1. Z toho plyne, e o3 = f_ll 1dé =2.
Pro n = 2 jsou body sice dva, ale v dusledku symetrie plati £; = —&5. K
dispozici mame dvé podminky:

1 1
/_1(‘5*51)(6—-62)&:0, [l(e—el)(s—sz)sds=o.
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Druha podminka v disledku & = —&; je splnéna identicky. Z prvni pod-
minky plyne

1 1 ) 1
— &) dE = I A= —22=0=>8 = —.
/_l(f-f'f?.)(f £2)d¢ /_1(5 §2) d¢ 3 '3 & 7
Vahové koeficienty al, ay jsou v dusledku symetrie stejné. Plati
f 52 /
= = - —)d¢ =1.
«“ 6 —& 52 (¢ ) ¢=

Koneéné pro n = 3 jsou body sice tfi, ale £, =0 a £1 = —&3. K dispozici

mame tfi podminky

1
/ (E-e)E-eE-ead = 0,
I (- 60— e - eeds = 0,
N (E-E)E-E)E- e = 0.

Ctendf se snadno mize pfesvédiit, ze prvni a tieti podminka jsou splnény
identicky v diasledku £, = 0, §&; = —€3. Z druhé podminky plyne

1
[ @-ede=t-g=06=V0s

Zbyva vypotitat vahové koeficienty a1 = a3 a aj. Pro né plati:

_ (& —&)(€ - fa) __
M= /_1(51 &)(& — Ea) /€(£ V0.8)dg

P E—)E-6) 1 [P, s
@ = /_1(62—51)(52_53)‘15—0.6/_1(5 o.a)dg_g_

Zavérem této kapitoly uvedeme nejprve tabulku B.2 soufadnic Gausso-
vych bodi a vahovych koeficienti pro n = 1,...,6 podle [7] 2 Rozsifeni
na vypoget integrald [, [1, f(£,n)d¢dn, a [1, J1, [1, F(€,n,¢) dednd( je
jednoduché a je ukdzdno ve tfeti kapitole.

Zvlastni pozornost je tfeba vénovat integraci na trojihelnikovém prvku
podle obr. B.3 Bez odvozeni uvedeme v tab. B.3 étyf a sedmibodovou integ-
raéni soufadnice Gaussovych bodi a vahové koeficienty étyf a sedmibodovou
integraéni formuli.

2Pozndmka : Gaussovu integracni formuli miZeme pouZit i k pfibliznému vypoétu



DOLDATER

&

Q, CO00CO05R0000H6G
+0,577350780180826

+0, 774596669241483
0, 000000000000000

40, 881136311594053
£0, 339981043584858

+0, 206179845938564
+0, 538469310105683
0, 000000000006000

40, 932468514203152
+0, 66120938€466265
+0,238615186083197

2, 600GH06006000000
1, 080030066000G00

0, 5555558555555555
0, 3888888885888888

(,347854845137454
3, 652145154862546
0, 236926885056189
0,478623670499366
0, 568888888888889

0,171324492379170
(3, 360761573048139
0,467913934572691

B NUMERICKA INTHGRACH

integrélu typu f F(€) d¢. Postup je nésledujici. Mame k dispozici soufaduice Cavssovics

pveda §; a vnhove konstanty o pro interval < ~1,1 >. Pro integraci na intervalu

Ludou mit Gaussovy body soufadnice

5 vahové koeficienty budou

< @ F}

< 8D
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Obr. B.3: Trojihelnikovy prvek

&

L

g

4 0,20000000000

0, 60000000000
0,20000000000
0,33333333333

0, 4701420641
0,4701420641
0,0597158717
0, 1012865073
0, 7974269853
0, 1012865073
0, 3333333333

0, 20000000000
0, 20000000000
0, 60000000000
0,33333333333

0,0597158717
0,4701420641
0,4701420641
0,1012865073
0,1012865073
0,7974269853
0,3333333333

Tabulka B.3:

0,26041666666
0,26041666666
0,26041666666

—0, 28125000000

0,06619705000
0, 06619705000
0,06619705000
0, 06296959020
0, 06296959020
0, 06296959020
0, 11250000000



