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1 Úvod

Tento text se bude zabývat výpočtem únosnosti rovinných rámů, s ohledem na předepsané zat́ıžeńı,
s využit́ım statické neurčitosti konstrukce. To znamená, že se některým částem konstrukce dovoluje
dosáhnout mezńıho plastického stavu. Text je zaměřen na konkrétńı zp̊usoby výpočtu s využit́ım výpočetńı
techniky a znalost́ı z teorie pružnosti, pevnosti. Proto je zde pro začátek uvedeno stručné opakováńı.

V rámci práce jsou skalárńı veličiny značeny pomoćı kurźıvy, a, vektory jsou psány kurźıvou a tučně,
např. x, a matice jsou zapisovány pomoćı tučného řezu ṕısma, A.

1.1 Opakováńı z teorie pružnosti

Jak je vám již jistě dobře známo, okamžité napět́ı materiálu se obvykle uvád́ı v závislosti na okamžité hod-
notě deformace. Zobrazeńı závislosti pr̊uběhu deformace na hodnotě napět́ı se nazývá pracovńı diagram.
Pr̊uběhy pracovńıch diagramů se r̊uzńı dle vlastnost́ı zkoušeného materiálu a historie zatěžováńı.

Běžné pracovńı diagramy bývaj́ı př́ılǐs složité pro následné výpočty, a proto se zavád́ı diagramy ide-
alizované. Idealizaćı je obrovské množstv́ı a r̊uzńı se vlastnostmi i odchylkami od skutečného stavu. Pro
naše potřeby postač́ı tzv. ideálně pružnoplastický model.

(a) (b)

Obrázek 1: a) Zjednodušený pracovńı diagram oceli, b) Ideálně pružnoplastický model

1.2 Vlastnosti ideálně pružnoplastického modelu

Ideálně pružnoplastický diagram je možno rozdělit na dvě větve: elastickou (pružnou) a plastickou.
Pro pružnou část diagramu plat́ı Hook̊uv zákon

σ = Eε (1)

kde E je Young̊uv modul pružnosti, který je definován jako tangens úhlu sevřeného mezi pružnou větv́ı
diagramu a vodorovnou osou. Pro tuto část je tedy deformace ε př́ımo úměrná zvyšuj́ıćımu se napět́ı σ.

Oproti tomu, jak můžete vidět na obrázku 1b, při dosažeńı meze plasticity σ0 se materiál prodlužuje
nezávisle na napět́ı. Nelze tedy přesně určit, jak se materiál protáhne pouze z napět́ı. Pro naše účely nav́ıc
předpokládáme, že nedojde k přerušeńı materiálu ani při sebevětš́ım přetvořeńı. Pak tedy v pr̊uřezu, který
dosáhl plastického napět́ı (a v jeho bĺızkém okoĺı) vzniká plastický kloub, který umožňuje pootočeńı části,
ale stále přenáš́ı napět́ı.

Pružnoplastický model je matematicky zadefinován pomoćı tzv. funkce plasticity,

f(σ) = |σ| − σ0 (2)

kde σ je okamžité napět́ı a σ0 je maximálńı plastické napět́ı
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Stav napět́ı je plasticky př́ıpustný pokud:

f(σ) ≤ 0 (3)

Pro přetvořeńı jsou nav́ıc postulovány daľśı podmı́nky:

ε = εel + εpl (4)

ε̇pl = λ̇sgn(σ) λ̇ > 0 (5)

λ̇f(σ) = 0 (6)

Tedy, že celkové přetvořeńı je rovno součtu elastického a plastického přetvořeńı. Pokud plastická defor-
mace stoupá (s rychlost́ı λ̇) je napět́ı na kladné mezi kluzu, a pokud klesá je napět́ı na záporné mezi
kluzu. Pokud je f(σ) nenulové (tedy pokud neńı dosaženo meze kluzu), je rychlost plastického přetvořeńı
nulová. To často bývá označeno jako podmı́nky komplementarity.
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2 Metody plastické analýzy

Ćılem plastické analýzy je určit při jaké hodnotě předem daného zat́ıžeńı konstrukce dosáhne svého
plastického limitu, tedy stavu, kdy už neńı schopna dál přenášet zat́ıžeńı. Je nutno podotknout, že
plastického stavu může pr̊uřez konstrukce dosáhnout pouze v př́ıpadě, že se jedná o pr̊uřez tř́ıdy 1, nebo
2. V ostatńıch př́ıpadech dojde ke ztrátě stability ještě před dosažeńım meze kluzu.

Metody výpočtu plastické meze prostého nost́ıku již dobře známe z teorie pružnosti, na rámu je však
problém o trochu složitěǰśı. Pro zjednodušeńı výpočtu tedy můžeme zanedbat vliv normálových sil na
rozložeńı napět́ı na pr̊uřezu.

2.1 Př́ırustková metoda

Př́ırustková metoda je zcela nejuniverzálněǰśım zp̊usobem výpočtu plastických limit̊u konstrukce. Zde j́ı
však pouze nast́ıńım, protože jej́ı náročnost stoupá se stupněm statické neurčitosti konstrukce a tak může
být velmi zdlouhavá.

Zadáńım je konstrukce s přesně danou geometríı prut̊u i zat́ıžeńı, hodnoty zat́ıžeńı jsou naše neznámé.
Prvńım krokem je zjǐstěńı statické neurčitosti konstrukce. Stupeň statické neurčitosti nám udává,

kolik plastických kloub̊u může vzniknout, než se konstrukce zhrout́ı (muśıme však dávat pozor na vznik
výjimkových př́ıpad̊u podepřeńı a mechanismů). Poté se, s využit́ım deformačńı nebo silové metody, zjist́ı
pr̊uběh vnitřńıch sil na konstrukci. Najde se maximum, př́ıpadně maxima, moment̊u a to mı́sto (mı́sta)
se označ́ı jako mı́sto vzniku plastických kloub̊u.

Mezńı plastický moment pr̊uřezu je nám již znám z materiálových a pr̊uřezových charakteristik. Proto
nám už zbývá pouze vyč́ıslit hodnotu zat́ıžeńı.

Nyńı jsme určili hodnotu zat́ıžeńı, při kterém vznikne prvńı plastický kloub. Ověř́ıme hodnotu statické
neurčitosti a pokud je stále menš́ı než nula, budeme dál určovat změnu zat́ıžeńı, tedy hodnotu př́ırustku
k prvńımu stavu.

Dál budeme postupovat stejně jako v předchoźım př́ıpadě, ale zat́ıžeńı budeme určovat na již změněné
konstrukci. Urč́ıme př́ırustek zat́ıžeńı do vzniku daľśıho kloubu.

Tak postupujeme opakovaně, dokud nedosáhneme staticky přeurčité konstrukce. Posledńı stav je tedy
námy hledaná hodnota zat́ıžeńı.

Zmı́něná metoda je jednoduchá a vcelku bez přemýšleńı nás dovede k požadovanému ćıly. Za to
zaplat́ıme pracnost́ı. Proto je na mı́stě hledat rychleǰśı a efektivněǰśı zp̊usoby výpočtu.

2.2 Limitńı analýza

V tomto odstavci vysvětĺım postup výpočtu, již s využit́ım programu MatlabR©.

2.2.1 Definováńı základńıch princip̊u a matematického principu úlohy

Nejprve pro zjednodušeńı zápisu definuji základńı proměnné:

d =
[
u1;w1;ϕ1;u2;w2;ϕ2 . . . ui;wi;ϕi

]T
f =

[
Fx1;Fz1;M1;Fx2;Fz2;M2 . . . Fxi;Fzi;Mi

]T
(7)

e =
[
∆L1;Φ12;Φ21; ∆L2;Φ23;Φ32; . . .∆Li;Φij ;Φji

]T
s =

[
N1;M12;M21;N2;M23;M32; . . . Ni;Mij ;Mji

]T

d je vektor přemı́stěńı, obsahuje přemı́stěńı jednotlivých styčńık̊u. ui je posun styčńıku i ve vodo-
rovném směru, wi je posun styčńıku ve svislém směru a ϕi je pootočeńı styčńıku proti směru hodinových
ručiček.
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e, neboli vektor deformaćı, obsahuje změny délek jednotlivých prut̊u a pootočeńı konc̊u prut̊u. Vektor
vněǰśıch sil je f a s je vektorem vnǐrńıch sil.

Jak již v́ıme, z vlastnost́ı ideálně pružnoplastického diagramu (viz. rovnice (2)) vyplývá, že zatěžovaćı
stav je plasticky př́ıpustný, pokud

−σ0 ≤ σ ≤ σ0 (8)

Tento vztah lze zobecnit i na vektor zat́ıžeńı

−s0 ≤ s ≤ s0 (9)

a pro rámy pak i na jednotlivé plastické momenty

−M0i < Mi < M0i i = 1, 2, ...n (10)

kde M je moment jednoho určitého pr̊uřezu.
Budeme pokračovat využit́ım bežných geometrických a statických podmı́nek konstrukce.

ė = Bḋ (11)

BTs = f (12)

kde B je geometrická matice prutu (viz ńıže).
Vektor f je vektor pouze referenčńıho zat́ıžeńı a naš́ım problémem je, kolikrát se může zvětšit, než

dosáhne mezńıho stavu. Zvoĺıme tedy plastický násobitel µk a uprav́ıme statickou podmı́nku do tvaru

BTs = µkf (13)

Naš́ı neznámou se tedy stává µk.

Práce vněǰśıch sil je vykonávána silami na přemı́stěńıch a momenty na pootočeńıch. V našem př́ıpadě
je časová změna práce vněǰśıch sil (tedy výkon) nenulová a lze ji zapsat jako:

Ẇext = µkf
T
ḋ (14)

Výkon skutečného napět́ı na skutečné rychlosti deformaćı je nazýván plastickou disipaćı. Princip
maxima plastické disipace nám ř́ıká, že ze všech plasticky př́ıpustných napět́ı je skutečné napět́ı právě to
napět́ı, které maximalizuje plastickou disipaci. Pak můžeme disipaci zapsat jako:

D = max σ∗ε̇p = σ0|ε̇p| (15)

Celková disipace konstrukce je pak součet disipaćı na jednotlivých prutech, proto můžeme pomoćı geo-
metrických charakteristik prutu zapsat celkovou disipaci konstrukce jako:

Dint = sT0
˙|e| (16)

Základńı předpoklad mechaniky, vypĺıvaj́ıćı ze zákona zachováńı energie, ř́ıká, že výkon vněǰśıch sil na
posunech a pootočeńıch je roven výkonu vnitřńıch sil na deformaci (tedy disipaci).

Ẇext = Dint (17)

µkf
T
ḋ = sT0

˙|e| (18)

A pokud vyjádř́ıme neznámou µk, vznikne:

µk =
sT0

˙|e|
f
T
ḋ

(19)

T́ım vznikne stěžejńı výraz celého problému.
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2.2.2 Řešeńı problému s pomoćı programu MatlabR©

V konstrukci obvykle může vznikat v́ıc stav̊u, kdy se práce vněǰśıch sil rovná vnitřńı disipaci. Zálež́ı na
rozložeńı kloub̊u na geometrii konstrukce. Hledáme tedy takový násobitel µk, pro nějž bude práce vněǰśıch
sil co nejmenš́ı a zároveň bude splněna rovnost vněǰśıch a vnitřńıch praćı. Hledáme tedy nejmenš́ı př́ıpustné
µk.

Pokud vynásob́ıme ḋ a ė stejným kladným č́ıslem, dostaneme pro pozměněné hodnoty stejný násobitel
µk, proto zavedeme podmı́nku:

f
T
ḋ = 1 (20)

a tedy dosáhneme zjednodušeńı:
µk = sT0

˙|e| (21)

Ćılem našeho poč́ınáńı je převést problém na úlohu tzv. lineárńıho programováńı. Proto muśı být
vstupńı funkce včetně omezuj́ıćıch podmı́nek lineárńı. Toho dosáhneme rozděleńım absolutńı hodnoty na
kladnou a zápornou část.

˙|e| = ė+ − ė− (22)

kde ė+ = ( ˙|e| + ė)/2 ≥ 0 a ė− = ( ˙|e|− ė)/2 ≥ 0.
Budeme využ́ıvat výpočetńıho programu, proto je d̊uležité převést rovnici do standardńı formy. Ta

předpokládá, že jsou všechny členy rovnice kladné, To však nesplňuje náš vektor přemı́stěńı ḋ, jehož
prvky mohou být i záporné. Proto uděláme jednoduchou úpravu.

ḋ = ḋ+ − ḋ− ḋ+, ḋ− ≥ 0 (23)

Shrneme-li tedy všechny podmı́nky a dosad́ıme-li právě upravené neznámé dostaneme vztahy pro
úlohu lineárńıho programováńı:

Minimize µk(ė+, ė−, ḋ+, ḋ−) = sT0 ė
+ + sT0 ė

− (24)

ė+ − ė− −Bḋ+ + Bḋ− = 0 (25)

f
T
ḋ = 1 (26)

ė+ ≥ 0 ė− ≥ 0 (27)
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Pro názornost bude daľśı postup řešen na př́ıkladu.

Obrázek 2: Př́ıklad

Prvńım krokem je sestaveńı geometrické matice B. Vyjdeme z již zmı́něné závislosti deformaćı na
přemı́stěńı.

ė = Bḋ (28)

Matici B lze rozdělit na dvě části, rovnice obsahuj́ıćı matici Ba popisuje vztah mezi osovými prodloužeńımi
a přemı́stěńımi styčńık̊u a rovnice s matićı Bb popisuje vztah mezi př́ıpadnými ryźımi pootočeńımi na
konćıch prut̊u a přemı́stěńımi styčńık̊u.

ėa = Baḋ (29)

ėb = Bbḋ (30)

Je jasné, že Ba bude mı́t počet řádk̊u stejný jako je počet prut̊u a celá matice B bude mı́t tolik sloupc̊u,
kolik je na konstrukci volných přemı́stěńı. Matice Bb bude mı́t dvojnásobnobný počet řádk̊u, než je počet
prut̊u, nebot’ na každém konci každého prutu může doj́ıt ke vzniku plastického kloubu a k následnému
pootočeńı. Z toho vyplývá, že B má vždy větš́ı počet řádk̊u než sloupc̊u, pokud je konstrukce staticky
neurčitá.

Zvyšuje-li se x směrem zleva doprava a z směrem ze shora dol̊u a je-li α odchylka prutu od vodorovné
osy měřená po směru hodinových ručiček. Pak pro sestaveńı člen̊u B na jednom prutu ij plat́ı vztah

ėij = B ḋij

 ˙∆Lij

Φ̇ij

Φ̇ji

 =

−c −s 0 c s 0
s/l −c/l 1 −s/l c/l 0
s/l −c/l 0 −s/l c/l 1



u̇i
ẇi

ϕ̇i

u̇j
ẇj

ϕ̇j

 (31)

kde c =cos(α) a s =sin(α), ∆Lij je osové prodloužeńı prutu a Φij je pootočeńı těšně za styčńıkem i
směrem k j. (Podrobněǰśı zadefinováńı matice B viz. [1])
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V naš́ı plastické analýze zanedbáváme vliv normálových sil a tedy můžeme ř́ıct, že Baḋ se bude
rovnat nulové matici.Zárověň nebereme v úvahu žádná plastická protažeńı prut̊u, tedy bereme pruty jako
neprotažitelné. To znamená, že všechny členy ∆Lij , tedy ėa,se rovnaj́ı nule a můžeme je tedy vynechat
a brát v potaz pouze vliv pootočeńı. Pak rovnice (29) a (30) dostávaj́ı tvar:

Oėb = Baḋ (32)

Iėb = Bbḋ (33)

kde O je nulová matice a I jednotková diagonálńı čtvercová matice
Pro náš př́ıklad tedy plat́ı:

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1





Φ12

Φ21

Φ23

Φ32

Φ34

Φ43

Φ45

Φ54


=



0 0 −0.25 0 0 0 0 0 0 0
0 −0.5 0 0 0.5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −0.5 0 0 0.5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −0.25 0
1 0.25 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.25 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −0.5 1 0 0.5 0 0 0 0
0 0 −0.5 0 0 0.5 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −0.5 1 0 0.5 0
0 0 0 0 0 −0.5 0 0 0.5 1
0 0 0 0 0 0 0 0.25 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0.25 0 0





ϕ1

u2
w2

ϕ2

u3
w3

ϕ3

u4
w4

ϕ4


(34)

Daľśım krokem je vyjádřeńı změny vektoru přemı́stěńı d,

PTėb = ḋ (35)

STėb = 0 (36)

Toho lze dosáhnout pomoćı Gaussovy eliminace, nebo pomoćı rozkladu SVD

Singulárńı rozklad (SVD-Singular Value Decomposition) je algoritmus už́ıvaný k rozkladu matice B na
součin 3 matic U,S a V. Má-li B m řádk̊u a n sloupc̊u, je matice U velikosti m×m a zároveň je unitárńı.
To znamená, že se jedná o komplexńı(nebo reálnou) matici, jej́ıž komplexně sdružená a transponovaná
matice je zároveň matićı inverzńı. V je komplexńı nebo reálná unitárńı matice n × n a S je diagonálńı
obdelńıková matice rozměru m×n, na jej́ıž hlavńı diagonále jsou tzv. singulárńı hodnoty matice B. Dále
plat́ı UUT = I a VVT = I. Výpočetńı náročnost úkonu sice roste s třet́ı mocninou rozměr̊u matic, ale s
využit́ım MatlabR©u se t́ımto problémem zabývat nemuśıme.

B = USVT (37)

slouč́ıme-li rovnice (32) a (33) a použijeme-li rozklad SVD dostáváme vztah:

Jė = USVTḋ (38)

kde J je matice, jej́ıž horńı část je tvořena matićı O a spodńı část matićı I

UTJė = SVTḋ (39)
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V tuto chv́ıli je vhodné se opět pod́ıvat na vlastnosti vzniklých matic. Pro námi zvolený př́ıklad se
SVT rovná:

−0.015 −0.102 0.406 −0.923 0.000 −0.792 −0.000 0.100 0.405 0.922
−0.014 −0.078 0.464 −0.604 0.020 0.001 −1.115 −0.077 −0.464 −0.605
−0.032 −0.131 −0.023 −0.791 0.042 0.001 0.858 −0.126 0.022 −0.792
0.944 0.385 0.083 0.005 −0.171 −0.118 0.023 0.026 0.042 −0.096
−0.155 0.064 0.304 0.386 0.098 −0.581 −0.008 −0.219 0.321 −0.359
0.264 −0.269 −0.075 −0.000 0.662 0.061 −0.033 −0.381 0.008 0.097
0.111 −0.319 0.051 0.078 0.066 −0.057 0.008 0.378 0.023 −0.078
0.026 −0.087 −0.248 −0.055 −0.100 −0.003 −0.157 −0.045 0.252 −0.063
−0.000 0.000 −0.115 0.002 0.002 −0.121 −0.000 0.003 −0.114 −0.002
−0.022 0.086 −0.030 −0.019 0.081 0.002 −0.015 0.068 0.031 −0.016

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(40)

Všimněte si, že součin SVT tvoř́ı matici, kterou lze rozdelit na čtvercovou matićı SVc a několik
nulových řádk̊u SV0. Proto můžeme rovnici (38) opět rozdělit na dvě a určit PT a ST.

Necht’ UTJc má stejnou hodnost jako SVc a je tvořená prvńımi několika řádky součinu UTJ a UTJ0

jsou všechny zbylé řádky součinu UTJ, potom:

PT = (SVc)−1UTJc (41)

ST = UTJ0 (42)

S využit́ım programu MatlabR© by to mohlo vypadat nějak takto:

Skript 1: Vstupńı soubor pro MatlabR© využit́ı SVD
1 % ns t ru t s i s number o f s t r u t s and n c s e c r t i o n s i s number o f c r i t i c a l s e c t i o n s what i s 2∗ ns t ru t s
2 % B=USV’
3 J = [ z e ro s ( nst ruts , n c s e c t i on s ) ; eye ( n c s e c t i on s ) ] ;
4 [U, S ,V]=svd (B) ;
5 C=U’∗ J ;
6 m=s i z e (S∗V’ , 2 ) ;
7 PT=V∗(S ( 1 :m, 1 :m)\ C(1 :m, : ) ) ;
8 ST=C(m+1:end , : ) ;
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Ale zpět k rovnićım (35) a (36). Vyjdeme z podmı́nky fT ḋ = 1 a odstrańıme ḋ

p = Pf =⇒ pTė = 1 (43)

pak už stač́ı rovnice jen převést do standardńı formy nast́ıněné v rovnici (25) a výsledkem jsou rovnice
připravené pro řešeńı simplexovým algoritmem.[

ST −ST

pT −pT

] [
ė+

ė−

]
=

[
0
1

]
ė+, ė− ≥ 0 (44)

Simplexový algoritmus je metoda lineárńıho programováńı. Úkolem lineárńıho programováńı je nalézt
extrém lineárńı funkce za předem daných lineárńıch omezuj́ıćıch podmı́nek. Nejdř́ıv źıskáme výchoźı
př́ıpustné řešeńı úlohy tak, že všechny př́ıdatné omezuj́ıćı proměné polož́ıme rovné nule. Ostatńı nenulové
proměné jsou našimi bazickými proměnými. Úloha má optimálńı maximum (minimum) pokud dosáhneme
stavu, kdy jsou všechny redukované proměné kladné (záporné).

Pro naše účely postač́ı opět si vypomoct MatlabR©em.

Skript 2: Vstupńı soubor pro MatlabR© použit́ı př́ıkazu linprog
1 PTST=[pT,−pT;ST,−ST ] ;
2 N=[1; z e r o s ( s i z e (ST, 1 ) ,1 ) ] ;
3 [ x , mi ] = l i np rog (Mpl , [ ] , [ ] , PTST,N, z e ro s ( n c s e c t i on s ∗2 ,1) , [ ] )

kde Mpl je vektor mezńıch plastických moment̊u konaj́ıćıch práci na pootočeńı plastických kloub̊u, a
lb je spodńı omezeńı úlohy. lb > 0

Výstupem je

x =



0
0
0

0.2500
0
0
0

0.1250
0
0
0
0
0

0.2500
0
0



mi = 29.0000 (45)

kde x = ˙e+ − ˙e− = ė. Naš́ım hledáným násobitelem µk je tedy 29. Hodnota mezńıho zat́ıžeńı před
plastickým kolapsem konstrukce je tedy 29 kN.

Zjǐstěných parametr̊u PT a ė můžeme využ́ıt k následnému vyjádřeńı deformaćı a k vykresleńı defor-
movaného tvaru.
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Obrázek 3: Vykresleńı deformovaného tvaru konstrukce
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3 Př́ıloha-Kompletńı MatlabR© script

Skript 3: Vstupńı soubor pro MatlabR©- kompletńı skript
1 % frame
2 % cons t ruc t i on
3 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4 % nodes (1 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 0 ; 0 ] , ’ f i xed ’ , [ 1 , 1 , 1 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
5 % nodes (2 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 3 ; 0 ] , ’ f i xed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 1 , 0 ] ) ;
6 % nodes (3 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 6 ; 0 ] , ’ f i xed ’ , [ 1 , 1 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
7 %
8 % s t r u t s (1 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 1 ; 2 ] , ’Mpl ’ , 5 1 . 9 3 5 ) ;
9 % s t r u t s (2 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 2 ; 3 ] , ’Mpl ’ , 5 1 . 9 3 5 ) ;

10 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
11 nodes (1 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 0 ; 0 ] , ’ f i x ed ’ , [ 1 , 1 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
12 nodes (2 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 0 ; 4 ] , ’ f i x ed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 1 , 0 , 0 ] ) ;
13 nodes (3 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 2 ; 4 ] , ’ f i x ed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 2 , 0 ] ) ;
14 nodes (4 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 4 ; 4 ] , ’ f i x ed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
15 nodes (5 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 4 ; 0 ] , ’ f i x ed ’ , [ 1 , 1 , 1 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
16

17

18 s t r u t s (1 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 1 ; 2 ] , ’Mpl ’ ,48) ;
19 s t r u t s (2 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 2 ; 3 ] , ’Mpl ’ ,56) ;
20 s t r u t s (3 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 3 ; 4 ] , ’Mpl ’ ,56) ;
21 s t r u t s (4 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 4 ; 5 ] , ’Mpl ’ ,40) ;
22 % −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
23 % nodes (1 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 0 ; 0 ] , ’ f i xed ’ , [ 1 , 1 , 1 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
24 % nodes (2 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 0 ; 1 ] , ’ f i xed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , −0 . 7 5 ] ) ;
25 % nodes (3 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 1 ; 1 . 7 5 ] , ’ f i xed ’ , [ 0 , 0 , 0 ] , ’ load ’ , [ 0 , 4 , 0 ] ) ;
26 % nodes (4 )=s t r u c t ( ’ coords ’ , [ 2 ; 1 . 7 5 ] , ’ f i xed ’ , [ 0 , 1 , 1 ] , ’ load ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;
27 %
28 %
29 % s t r u t s (1 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 1 ; 2 ] , ’Mpl ’ , 1 ) ;
30 % s t r u t s (2 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 2 ; 3 ] , ’Mpl ’ , 1 ) ;
31 % s t r u t s (3 )=s t r u c t ( ’ nodesIds ’ , [ 3 ; 4 ] , ’Mpl ’ , 1 ) ;
32

33

34

35

36 nnodes=length ( nodes ) ;
37 ns t ru t s=length ( s t r u t s ) ;
38

39 hold on
40

41 L=ze ro s (1 , n s t ru t s ) ;
42 f o r n=1: n s t ru t s
43 Z= s t r u t s (n) . nodesIds ;
44 %sketch frame
45 p lo t ( [ nodes (Z(1) ) . coords (1 ) , nodes (Z(2) ) . coords (1 ) ] , . . .
46 [ nodes (Z(1) ) . coords (2 ) , nodes (Z(2) ) . coords (2 ) ] , ’ k ’ ) ;
47 %give l enght o f s t r u t s
48 L(n)=(( nodes (Z(1) ) . coords (1 )−nodes (Z(2) ) . coords (1 ) ) ˆ2+(nodes (Z(1) ) . coords (2 )−nodes (Z(2) ) .

coords (2 ) ) ˆ2) ˆ(1/2) ;
49 end
50 L=L ’ ;
51

52 %number o f s t a t i c a l indeterminacy
53 s=0;
54 nunknows=0;
55 nsteps =0;
56 s3=0;
57 f o r s1=1: nnodes
58 f o r s2=1:3
59 s=s+ nodes ( s1 ) . f i x ed ( s2 ) ;
60 nsteps=nsteps +1;
61 %so lv e numbers o f unknows
62 i f nodes ( s1 ) . f i x ed ( s2 )==0
63 nunknows=nunknows+1;
64 %typ o f unknows
65 typunknows ( nunknows )=s2 ;
66 unknows ( nunknows )=nsteps ;
67 end
68 end
69 end
70 s=3−s ;
71

72

73

74

75

76
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77 %so lv e number o f c r i t i c a l s e c t i o n s
78 nc s e c t i on s=2∗ns t ru t s ;
79 c s e c t i o n=ze ro s ( nc s ec t i ons , 2 ) ;
80 nc s e c t i on s =0;
81 f o r n=1: n s t ru t s
82 Z= s t r u t s (n) . nodesIds ;
83 f o r i =1:2
84 nc s e c t i on s= nc s e c t i on s +1;
85 i f i==1
86 c s e c t i o n ( nc sec t i ons , 1 ) =[Z(1) ] ;
87 c s e c t i o n ( nc sec t i ons , 2 ) =[Z(2) ] ;
88 end
89 i f i==2
90 c s e c t i o n ( nc sec t i ons , 1 ) =[Z(2) ] ;
91 c s e c t i o n ( nc sec t i ons , 2 ) =[Z(1) ] ;
92 end
93 end
94 end
95

96 % Do matrix B
97 Ba=ze ro s ( nst ruts , ns teps ) ;
98 f o r n=1: n s t ru t s
99 Z= s t r u t s (n) . nodesIds ;

100 n1=Z(1) ∗3 ;
101 n2=n1−2;
102 n3=Z(2) ∗3 ;
103 n4=n3−2;
104 s i n=(nodes (Z(2) ) . coords (2 )−nodes (Z(1) ) . coords (2 ) ) /L(n) ;
105 cos=−(nodes (Z(2) ) . coords (1 )−nodes (Z(1) ) . coords (1 ) ) /L(n) ;
106 Ba(n , n2 : n1 )=[ cos /L(n) , s i n /L(n) , 0 ] ;
107 Ba(n , n4 : n3 )=[−cos /L(n) ,− s i n /L(n) , 0 ] ;
108 end
109 Ba=Ba ( : , unknows ) ;
110

111 Bb=ze ro s ( nc s ec t i ons , nsteps ) ;
112 f o r nc=1: n c s e c t i on s
113 csect ionA=c s e c t i o n ( nc , 1 ) ;
114 csect ionB=c s e c t i o n ( nc , 2 ) ;
115 f iA=0;
116 i f nodes ( csect ionA ) . f i x ed (3)==0
117 f iA=1;
118 end
119

120 Ll=abs ( ( ( nodes ( csect ionA ) . coords (1 )−nodes ( csect ionB ) . coords (1 ) ) ˆ2+(nodes ( csect ionA ) . coords
(2 )−nodes ( csect ionB ) . coords (2 ) ) ˆ2) ) ˆ(1/2) ;

121

122 s i n=(−nodes ( csect ionA ) . coords (2 )+nodes ( csect ionB ) . coords (2 ) ) /Ll ;
123 cos=−(−nodes ( csect ionA ) . coords (1 )+nodes ( csect ionB ) . coords (1 ) ) /Ll ;
124 ps i 1=s in /Ll ;
125 ps i 2=−cos /Ll ;
126

127 n1=csect ionA ∗3 ;
128 n2=n1−2;
129 n3=csect ionB ∗3 ;
130 n4=n3−2;
131 Bb(nc , n2 : n1 )=[−psi1 ,−psi2 , f iA ] ;
132 Bb(nc , n4 : n3 )=[ ps i1 , ps i2 , 0 ] ;
133

134 end
135 Bb=Bb( : , unknows ) ;
136 B=[Ba ;Bb ] ;
137

138 %Do load matrix FT
139 F=ze ro s (1 , nsteps ) ;
140 nsteps =0;
141 f o r s1=1: nnodes
142 f o r s2=1:3
143 nsteps=nsteps +1;
144 FT(1 , nsteps )=nodes ( s1 ) . load ( s2 ) ;
145 end
146 end
147 FT=FT(1 , unknows ) ;
148

149 Mpl = [ [ s t r u t s .Mpl ] , [ s t r u t s .Mpl ] , [ s t r u t s .Mpl ] , [ s t r u t s .Mpl ] ] ;
150

151 % B=U∗S∗V’
152

153 J = [ z e ro s ( nst ruts , n c s e c t i on s ) ; eye ( n c s e c t i on s ) ] ;
154 [U, S ,V]=svd (B) ;
155 C=U’∗ J ;
156

157
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158 m=s i z e (S∗V’ , 2 ) ;
159 PT=V∗(S ( 1 :m, 1 :m)\ C(1 :m, : ) ) ;
160 ST=C(m+1:end , : ) ;
161 pT=FT∗PT;
162

163 PTST=[pT,−pT;ST,−ST ] ;
164 N=[1; z e r o s ( s i z e (ST, 1 ) ,1 ) ] ;
165 [ x ,mu] = l i np rog (Mpl , [ ] , [ ] , PTST,N, z e ro s ( n c s e c t i on s ∗2 ,1) , [ ] ) ;
166 f p r i n t f ( ’Min . p l a s t i c mu l t i p l i e r \\mu {K} = %f \n ’ , mu) ;
167

168 %sket sch deformed shape o f frame
169 trueX = x (1 : 2∗ ns t ru t s )−x(2∗ ns t ru t s +(1:2∗ ns t ru t s ) ) ;
170 trueD=ze ro s ( nnodes ∗3 ,1) ;
171 trueD (unknows )=PT∗ trueX ;
172

173 f o r n=1: n s t ru t s
174 Z= s t r u t s (n) . nodesIds ;
175 za=Z(1) ;
176 zb=Z(2) ;
177 p lo t ( [ nodes (Z(1) ) . coords (1 )+trueD ( za∗3−2) , nodes (Z(2) ) . coords (1 )+trueD ( zb∗3−2) ] , . . .
178 [ nodes (Z(1) ) . coords (2 )−trueD ( za∗3−1) , nodes (Z(2) ) . coords (2 )−trueD ( zb∗3−1) ] , ’ r ’ )
179 end

Pozn.: Program řeš́ı zadáńı s bodovým zat́ıžeńım na konstrukci s nezakřivenými pruty. Zadáńı je třeba
zadat tak aby souřadnice x vzr̊ustaly směrem v pravo a souřadnice z směrem vzh̊uru. Skript by jistě snesl
drobnou optimalizaci.
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4 Závěr

Tato úloha je dobrá pro ukázáńı využit́ı základńıch optimalizačńıch metod, jako je simplexový algoritmus.
Je vhodná pro učeńı se základ̊u programováńı pomoćı MatlabR©u. Rozš́ı̌rila mé znalosti o mezńım chováńı
konstrukćı, a zopakovala znalosti z kurzu Pevnost pružnost. Jako bonus jsem se naučil s LaTeXem.

T́ımto děkuji za rady svému cvič́ıćımu Ing. Martinu Doškářovi
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