
Vnit°ní síly na konstrukci se zak°ivenou st°ednicí

2. dubna 2020

10 kN/m

5
kN

/m

30◦

1,
5

[m]

1,
5

6× 30◦

12 kN

x

z

x

z

ϕa

b

c
d

e

f

g

r
=
3

Obrázek 1: Statické schéma.

Úkol:

1. Ur£ete analytické pr·b¥hy vnit°ních sil na zadané konstrukci.

2. Ur£ete hodnoty vnit°ních sil v bodech a - g.

3. Nalezn¥te extrémy ohybových moment·.

4. Výsledky vykreslete.

�e²ení:

• Kladná orientace vnit°ních sil je shodná s p°ímým £i ²ikmým nosníkem. V kaºdém bod¥
konstrukce p·sobí vºdy normálová síla ve sm¥ru st°ednice a posouvající síla je kolmá ke
st°ednici.

• Narozdíl od p°ímých prut· je pro výpo£et vnit°ních sil komplikované a £asto nevhodné
rozkládat zatíºení na sloºky p·sobící kolmo ke st°ednici a sloºky ve sm¥ru st°ednice. Místo
Schwedlerových v¥t tedy pouºijeme geometrii konstrukce, globální kartézský sou°adnicový
systém (x, z) a polární sou°adnicový systém (ϕ, r).

Abychom mohli efektivn¥ vyuºívat výhody obou sou°adnicových systém·, musíme mezi nimi
najít transforma£ní vztah. Z geometrie Obrázku 2 m·ºeme odvodit rovnice 1 a 2, s jejichº
pomocí m·ºeme ur£it sou°adnice x a y pro libovolný bod pouze pomocí sou°adnice ϕ.
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Obrázek 2: Rozklad zatíºení.

x(ϕ) = 3 · (1− cos(ϕ)) (1)
z(ϕ) = −3 · sin(ϕ) (2)

Výpo£et reakcí:

• Pro výpo£et reakcí je vhodné rozd¥lit osam¥lou sílu na svislou a vodorovnou sloºku. Zárove¬
je pot°eba najít sou°adnici xf jejího p·sobi²t¥. Pro výpo£et reakcí dále nahradíme spojité
zatíºení náhradním b°emenem. Schéma rozkladu zatíºení je na Obrázku 2.

• Pro nalezení sou°adnice xf m·ºeme vyuºít rovnici popisují kruºnici. St°ednice této kon-
strukce lze popsat rovnicí 3. Dosazením z = −1, 5 m do rovnice 3 ur£íme xF = 5, 5981
m.

(x− 3)2 + z2 = 32 (3)

Alternativní moºností je nalézt úhel ϕf z geometrie konstrukce, nap°íklad:

cos(ϕf ) =
1, 5

3
→ ϕf = 150◦ (4)

Následným dosazením ϕf do rovnice 1 taktéº získámé vý²e zmín¥nou hodnotu xF .

• Pomocí Obrázku 2 z podmínek rovnováhy ur£íme reakce a vykreslíme je podle skute£né
orientace.

→ : 15− 6 +Gx = 0⇒ Gx = −9 kN (5)
	 b : 6 · 1, 5 + 10, 392 · 0, 4019 + 60 · 3− 15 · 1, 5− 6 · A⇒ A = 28, 446 kN (6)
↑ : −60− 10, 392 + 28, 446 +Gz = 0⇒ Gz = 41, 946 kN (7)

Pro kontrolu reakcí m·ºeme pouºít nevyuºitou momentovou podmínku rovnováhy:

	 a : 41, 946 · 6 + 6 · 1, 5− 10, 392 · 5, 5981− 60 · 3− 15 · 1, 5 ≈ 0 (8)
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Obrázek 3: Vn¥j²í zatíºení a reakce.

Výpo£et vnit°ních sil:

• Konstrukci bude nutné rozd¥lit na n¥kolik interval·, na nichº budeme schopni analyticky
vyjád°it pr·b¥hy vnit°ních funkcí. Tyto intervaly budou (a ; d), (d ; f) a (f ; g).

Provedeme teoretický °ez v libovolném míst¥ intervalu (a ; d) a odd¥líme levou £ást kon-
strukce. Zaneseme do obrázku ve²keré zatíºení, reakce, vnit°ní síly a pot°ebné prom¥nné:
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Obrázek 4: Odd¥lení levé £ásti konstrukce.

Poté podle Obrázku 4 sestavíme rovnice vnit°ních sil na intervalu (a ; d):

N(ϕ) = −5 · (−z) · sin(ϕ) + 10 · x · cos(ϕ)− 28.446 · cos(ϕ) (9)
V (ϕ) = −5 · (−z) · cos(ϕ)− 10 · x · sin(ϕ) + 28.446 · sin(ϕ) (10)

M(ϕ) = −5 · (−z) · −z
2
− 10 · x · x

2
+ 28, 446 · x (11)

Rovnice 9 - 11 nejsou v²ak pouze funkcemi prom¥nné ϕ, ale zárove¬ i funkcemi x a z. To pro
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výpo£et vnit°ních sil v jednotlivých bodech v²ak není problém díky znalosti transforma£ních
vztah· 1 a 2.

• Z funkcí pro vnit°ní síly na intervalu (a ; d) je moºné pouze malou úpravou získat analytické
vztahy na intervalu (d ; f). Sloºky vnit°ních sil zp·sobené reakcí A i svislým spojitým zatí-
ºením jsou totiº na intervalu (a ; d) stejné jako na (d ; f). Musíme pouze upravit p°ísp¥vek
zp·sobený horizontálním spojitým zatíºením. Na rozdíl od p°edchozího intervalu, na (d ; f)
p·sobí vodorovné zatíºení celé na celé délce 3 m a velikost jeho náhradního b°emene jiº není
funkcí ϕ. Pro výpo£et M se také zm¥ní rameno, na kterém náhradní b°emeno p·sobí.
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Obrázek 5: �ez v intervalu (d ; f).

Na první pohled by se mohlo zdát, ºe na intervalu (d ; f) m·ºe být pot°eba zm¥nit zna-
ménka u n¥kterých zatíºení pro výpo£et vnit°ních sil, protoºe nap°. kladná normálová síla
p·sobila na intervalu (a ; d) nahoru, ale na intervalu (d ; f) p·sobí dol·. Ve skute£nosti v²ak
znaménka m¥nit nemusíme, protoºe jejich zm¥na je jiº "automaticky"zp·sobena goniomet-
rickými funkcemi.

S pomocí Obrázku 5 odvodíme rovnice pro vnit°ní síly na intervalu (d ; f):

N(ϕ) = −5 · 3 · sin(ϕ) + 10 · x · cos(ϕ)− 28.446 · cos(ϕ) (12)
V (ϕ) = −5 · 3 · cos(ϕ)− 10 · x · sin(ϕ) + 28.446 · sin(ϕ) (13)

M(ϕ) = −5 · 3 · [(−z)− 1, 5]− 10 · x · x
2
+ 28, 446 · x (14)

Pokud nechceme vyuºívat rovnic 9 - 11, m·ºeme samoz°ejm¥ sestavit rovnice v závislosti
na jiné prom¥nné, nap°. ϕ′, kde ϕ′ = ϕ− 90◦. Nyní máme vy°e²eny vnit°ní síly aº do bodu
f zleva.

• Dále bychom mohli upravit rovnice 12 - 14 o vliv osam¥lé síly F a získat rovnice pro poslední
zbývající interval. Pro názornost si v²ak ukáºeme výpo£et zprava (na záporné plo²ce) pomocí
sou°adnice ϕ̃ podle Obrázku 6 a získáme analytické vztahy pro vnit°ní síly na intervalu
(f ; g):

N(ϕ̃) = −9 · sin(ϕ̃)− 41.946 · cos(ϕ̃) + 10 · 3 · [1− cos(ϕ̃)] · cos(ϕ̃) (15)
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V (ϕ̃) = 9 · cos(ϕ̃)− 41.946 · sin(ϕ̃) + 10 · 3 · [1− cos(ϕ̃)] · sin(ϕ̃) (16)

M(ϕ̃) = −9 · 3 · sin(ϕ̃) + 41, 946 · [3 · (1− cos(ϕ̃)]− 10 · [3 · (1− cos(ϕ̃))]2

2
(17)
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Obrázek 6: �ez v intervalu (f ; g).

V tomto p°ípad¥ jsme jiº nevyuºili globální sou°adnicový systém (x,y).

• Pomocí analytických vztah· m·ºeme ur£it v²echny hodnoty vnit°ních sil v bodech a - g,
které nám budou slouºit pro orienta£ní vykreslení. Výsledky jsou shrnuté v Tabulce 1. V
bod¥ f je nutné kv·li osam¥lé síle u£it hodnoty vnit°ních sil zleva i zprava (°ezy jsou zna£eny
fL a fP ).

°ez prom¥nná rovnice N [kN] V [kN] M [kNm]

a ϕ = 0◦ 9, 10, 11 -28,446 0 0
b ϕ = 30◦ 9, 10, 11 -24,904 5,718 5,00
c ϕ = 60◦ 9, 10, 11 -17,973 5,149 14,544
d ϕ = 90◦ 9, 10, 11 -15,00 -1,544 17,838
e ϕ = 120◦ 12, 13, 14 -21,267 -6,836 10,286
fL ϕ = 150◦ 12, 13, 14 -31,346 -0,777 2,551
fP ϕ̃ = 30◦ 15, 16, 17 -37,346 -11,169 2,551
g ϕ̃ = 0◦ 15, 16, 17 -41,946 9 0

Tabulka 1: Vnit°ní síly v zadaných °ezech

• Podmínky rovnováhy v bod¥ f vyuºijeme ke kontrole:

↗ : Vfe − Vfg − 12 · cos 30◦ = −0, 777− (−11, 169)− 12 · cos 30◦ ≈ 0 (18)
↖ : Nfe −Nfg − 12 · sin 30◦ = −31, 346− (−37, 346)− 12 · sin 30◦ ≈ 0 (19)
	 c : Mfg −Mfe ≈ 0 (20)

5

mailto:jan.stepanek@fsv.cvut.cz


Ve²keré p°ipomínky posílejte na adresu jan.stepanek@fsv.cvut.cz!

Mfe

Vfe

Nfe

f

30◦
12 kN

Mfg Nfg

Vfg

Obrázek 7: Rovnováha v bod¥ f .

Extrémy ohybových moment·:

• Podle hodnot v Tabulce1 m·ºeme jednozna£n¥ °íci, ºe na intervalech (c ; d) a (f ; g) prochází
posouvající síla nulou, tudíº budeme práv¥ v t¥chto intervalech hledat extrémní hodnotu
momentu.

Za£n¥me intervalem (c ; d). Do rovnice posouvající síly10 dosadíme rovnice 1 a 2, zjednodu-
²íme a výsledek poloºíme rovný nule:

0 = V (ϕ) (21)
0 = −5 · (−z) · cos(ϕ)− 10 · x · sin(ϕ) + 28.446 · sin(ϕ) (22)
0 = sin(ϕ) · [15 · cos(ϕ)− 1, 554] (23)

ϕmax = arccos

(
1, 554

15

)
(24)

ϕmax = 84, 05◦ (25)

Pro nalezení maximálního momentu Mmax,1 dosadíme ϕmax do rovnic 1, 2 a následn¥ do
rovnice 11:

Mmax,1 = M(ϕmax = 84, 05◦) = 18, 079 kN (26)

• Nyní se pokusíme nalézt extrém ohybového momentu na intervalu (f ; g). Stejn¥ jako v
p°edchozím p°ípad¥ poloºíme posouvající sílu 16 rovnou nule:

0 = V (ϕ̃) (27)
0 = 9 · cos(ϕ̃)− 41.946 · sin(ϕ̃) + 10 · 3 · [1− cos(ϕ̃)] · sin(ϕ̃) (28)
0 = 9 · cos(ϕ̃)− 11, 946 · sin(ϕ̃)− 30 · sin(ϕ̃) · cos(ϕ̃) (29)

Tato rovnice není analyticky °e²itelná. Na rozdíl od p°ímých nosník· není na konstrukcích
se zak°ivenou st°ednicí vºdy moºné nalézt extrémy vnit°ních sil v uzav°eném tvaru. Pokud
bychom hledali extrémní hodnoty posouvající síly pomocí dV/dϕ = 0, dosp¥li bychom k po-
dobnému problému. V tomto p°ípad¥ nezbývá jiný zp·sob neº numerické °e²ení. To nemusíte
provád¥t, ale lze k n¥mu pouºít libovolný matematický software nebo lep²í kalkula£ku.

Vy°e²ením rovnice 29 a výb¥rem správného ko°enu získáme ϕ̃max = 12,306◦. Dosazením do
rovnice 17 pak nalezneme extrém momentu Mmax,2 = −2, 887 kN na intervalu (f ; g)
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Vykreslení:

• Pro vykreslení vnit°ních sil platí stejná pravidla jako pro p°ímé nosníky - po°adnice vyná²íme
vºdy kolmo k nosníku a moment vºdy na stranu taºených vláken.

Vlivem osam¥lé síly v bod¥ f dochází k nespojitosti normálové a posouvající síly. V d·sledku
nespojité posouvající síly vzniká v tomto bud¥ nespojitá derivace momentu. Derivace po-
souvající síly je ovlivn¥na pouze spojitým zatíºením, proto jsou te£ny V v °ezech fL a fP

rovnob¥ºné. stejn¥ tak jsou rovnob¥ºné te£ny normálové síly v t¥chto °ezech.
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