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1 Teoreticky tivod

Metamaterial je umelo vytvoreny material so Specidlnymi vlastnostami, ktoré
sa bezne u prirodnych materidlov nevyskytuji. Vacsinou sa tento material sklada
z periodicky sa opakujucich buniek s urc¢itou struktirov, vdaka ktorej ziskavaju
svoje vlastnosti. V nasej praci budeme skumat auxeticky metamateriél, ktory mé
zaporni hodnotu Poissonovho stéinitela, ¢im sa lisi od vacsiny materialov.

Konkrétne vlastnosti metamateridlov vieme priamo navrhnut, ¢o nam umoziuje
vopred si ur¢it, ako sa material bude spravat. Vdaka tomu nemusime zdlhavo
experimentélne hladat material, ktory by splital nase poziadavky, sta¢i ho navr-
hnut. Pri ndvrhu metamateridlov sa pracuje s ich mikostruktarou, ktora moze byt
rozli¢ne usporiadané. V zavislosti od geometrie mikrostruktury maja auxetické
metamaterialy rozliéné vyuzitie. Pouzivaju sa napriklad ako tepelné a akustické
izolacie, ochranné obleky a ¢asti v autéch za icelom zvySenia bezpecnosti, pretoze
vdaka negativnemu Poissonovmu ¢islu dokazu distribuovat silu, ¢im st odolnejsie
voCl narazom.
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Obr. 1: Vybrana struktira auxetického metamaterialu

Cielom nasej prace je urcit vplyv geometrie mikrostruktiry auxetického meta-
materidlu z Obr. 1 na hodnotu Poissonovho suéinitela v, a v,,. V sekcii 2 pouZijeme
obecni deformac¢nti metdodu na vytvoreniu matice tuhosti mikroskopickej strukttry
metamateridlu. V sekcii 3 sa budeme zaoberat homogenizaciou metamateridlu a
naslednym vyjadrenim v,, a v,, z homogenizovanej matice tuhosti.



2  Strukira metamaterialu

2.1 Geometria

Na Obr. 1 je znédzornené Struktira vybraného auxetického metamaterialu, ktory
pozostéva z periodicky sa opakujticej bunky, ¢o nam umoziuje si zvolit jednu
reprezentativnu bunku, s ktorou budeme dalej pracovat.

Bunka sa nachadza v stiradnicovom systéme x — z so zaciatkom v jej strede.
Zavedieme si orientaciu kladnej poloosi x doprava a kladnej poloosi z dolu. Repre-
zentativna bunka ma Stvorcovy tvar a je tvorend 7 prutmi a 8 sty¢nikmi. Cislovanie
prutov a sty¢nikov mézeme vidiet na Obr. 2.
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Obr. 2: Geometria reprezentativnej bunky

Vyjadrime si dlzku jednotlivych prutov v zavislosti na vyske bunky H a uhle o,
ktory zviera prut 3 s priamkou rovnobeznou s osou x a prechadzajicou styénikom
3. Préave pomocou spominaného uhlu o budeme menit geometriu metamaterialu a
tym jeho vlastnosti. Preto si vSetky nasledujice vztahy vyjadrime v zéavislosti od
uhlu «, ktory z dévodu zachovania zvolenej struktiry zobrazenej na Obr. 2 patri
do intervalu (0,45) stupiov.



2.2 Numericky model

V nasledujucich castiach budeme pouzivat obecnt deforma¢ni metédu na
urcenie vztahov medzi koncovymi silami, posunmi a pootoceniami v jednotlivych
sty¢énikoch geometrického modelu z Obr. 2.

2.2.1 Lokalna matica tuhosti prutu

Rovnica (1) uvadza maticu tuhosti prutu v lokdlnom stradnom systéme. Préave
z nej budeme vychadzat pri tvorbe lokalnych matic tuhosti konkrétnych prutov
nasej Struktury.
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Lokalne matice tuhosti pre jednotlivé pruty ziskame dosadenim vyjadrenych
dlzok prutov, pricom plocha prierezu A, Youngov modul pruznosti £ a moment
zotrvacnosti I zavedieme pre vSetky pruty zhodné. Sirku prierezu budeme uvazovat
jednotkovi, vyskou prierezu t tak definujeme vSetky prierezové charakteristiky.

2.2.2 Globalna matica tuhosti prutu

Ziskané lokalne matice tuhosti teraz potrebujeme transformovat do globalnych
matic tuhosti prutov. Vysledkom bude vyjadrenie koncovych posunov a pootoceni v
globalnom stradnom systéme, ¢o je ovela praktickejsie a lepSie sa nam s tym bude
dalej pracovat. Transformac¢né matica T; i-teho prutu v zavislosti od natocenia
prutu z vodorovnej polohy vyjadreného uhlom o ma tvar
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Lokélne matice tuhosti prutov K! transformujeme do globalneho siradnicového
systému nasledujicimi vztahmi

K¢ = T,KITT . (3)

2.2.3 Globalna matica tuhosti struktiry

Zjednotili sme orientacie posunov a pootoceni matic tuhosti jednotlivych prutov
do globélneho stiradného systému, ¢im sme umoznili ich spojenie do jednej globalnej
matica tuhosti struktiary prutov K. Mame 8 styénikov, na kazdom 2 posuny a 1
pootocenie, preto naSa matica bude mat velkost 24 x 24. Prvky tuhosti matice
K dostaneme s¢itanim koeficientov prisluchajucich k posunom a pootoceniam v
danom sty¢niku, ¢oho dosiahneme lokalizaciou globalnych matic tuhosti prutov
K? do jedinej matice tuhosti K, reprezentujicej celt struktaru bunky pomocou
lokaliza¢nych matic L;.

K=Y LTKIL, (4)

Napriklad na stycénik 7 ndm vplyvaji posuny a potocenia z troch prutov: 1,2 a 3. V
tomto pripade dostaneme prvky tuhosti matice prislusné k posunom a pootoceniu
v sty¢niku sc¢itanim vSetkych posunov a pootoceni zo styéniku 7 spominanych
prutov. Uvadzame tu ako priklad lokaliza¢nt maticu Ly, prislichajicu prutu 1 so
zatiatotnym bodom 7 a koncovym bodom 1, a tym maticu KY.
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3 Homogenizacia

Doteraz sme pracovali s diskrétnym prutovym modelom, ktory sa da popisat
linedrnym vztahom

F=Ku, (5)

pricom vektor F obsahuje sily a momenty posobiace postupne na vSetky stycniky, K
je matica tuhosti a u je vektor sty¢énikovych posunov obsahujtci u;, w;, @;, postupne
pre jednotlivé stycniky.

V nasledujtcich castiach bude nasim cielom ur¢it homogenizované vlastnosti au-
xetického metamateridlu na zéklade usporiadania jeho mikrostruktiry. Umozni ndm
to skumat spravanie bunky metamaterialu ako celku, pricom zoberieme do tvahy
vlastnosti jednotlivych jej casti. Dostaneme sa tym z diskétneho heterogénneho
modelu metamateridlu na mikrotrovni na homogénny makroskopicky model.

3.1 Energetické tivahy

Materiél sa prirodzene snazi dostat do stavu, v ktorom ma najmenej energie,
pretoze je to prenho najvyhodnejsie. Z toho méZzeme usudit, Ze pri kazdej deformacii
existuje ur¢ity tvar, do ktorého sa bunka zdeformuje, pretoze vyzaduje najmenej
energie. Ako motivacia nam slizi potencidlna energia &, linearnej pruziny, ktoré je
priamo tmerna tuhosti k£ a kvadratu posunu konca zx.

£, - %W (6)

Analogicky je mozné napisat energiu £ diskrétneho systému prutov, ktory repre-
zentuje nasu bunku zlozend z prutov a styénikov, ako

€= %UTKU. (7)

Obdobne mdzeme pre linearne pruzny material na makroskopickej tirovni, o
objeme V', ktory je vystaveny uniformnej deformécii E, pisat vztah pre energiu

1
En = V§ETDE, (8)

v ktorom je D matica tuhosti hladaného efektivneho materialu a vektor E obsahuje
jednotlivé makroskopické zlozky tenzoru pretvorenia



3.2 Kinematika prvého radu

V praci budeme uvazovat homogenizaciu prvého radu, v ktorej je pole posunov
u(Z) mozné pisat ako
i(7) = u¥(2) + u*(z), (10)
kde 4¥ oznacuje makroskopickt a @* fluktuacnu ¢ast. Makroskopicka ¢ast pola
posunov odpoveda stavu, kedy by bola cela bunka zlozena z homogénneho mate-
ridlu vystavena konstantnému makroskopickému tenzoru pretvorenia (vo vektorovej
forme) E. Vztah medzi posunmi a pootoc¢eniami diskrétneho modelu od makrosko-
pickej ¢asti deformacie 4, suradnicami dané¢ho bodu a vektorom E je vyjadreny
ako

wEF 1=l 0 2z E. |. (11)
Vi 0 0 O E,,

Pre homogenizaciu prvého radu dalej plati, Ze objemovy priemer gradientu pola
posunov %(Z) musi odpovedat E. Zavedenim operatora symetrického gradientu v*
definovaného ako

B2 0

vVi=| 0 % , (]_2)
190 190
20z 20z

dostaneme jeho aplikidciou a priemerovanim cez jednotkova bunku €2 vztah
1 1
E= 1) fQ V() A = fﬂ VP () + VeI (7) di . (13)

Vdaka tomu, ze u¥(Z) je volené prave tak, aby fﬁ‘ [ VeiP(2)dz = E, dostavame
obmedzujuci poziadavok na fluktua¢ni ¢ast posunov

|
@Avsa*(f)dfzo. (14)

Pre diskrétny model mozeme nésledne napisat pévodné stupne volnosti u v
zavislosti na vektore E a fluktua¢nych neznamych u*. Pre zjednoduSenie ozna¢me

U= [ E] : (15)

o= Q" q[ El - Qu, (16)

kde | je stvorcova matica identity a QF je zloZena z blokov odpovedajicich vyrazu

(11).

potom mozeme pisat



3.3 Periodické okrajové podmienky

Nulovy priemerny gradient fluktuacnej ¢asti pola posunov je mozné dosiahnut s
uvazovanim periodickych okrajovych podmienok pre fluktua¢né posuny. Umoznuje
nam ich zaviest prave struktura skiimaného metamaterialu, v ktorej sa periodicky
opakuje jedna reprezentativna bunka. Tieto podmienky st zaroven prirodzenym
modelovym predpokladom pri materiali, v ktorom sa jeho geometria periodicky
opakuje. Pri deformécii nasej bunky sa jej okolité bunky, pre zachovanie Struktury,
budu deformovat rovnako. Pripomenme, Zze pévodny model ma 3x8 fluktuacnych
stupniov volnosti. Zavedieme si vektor a*, do ktorého usporiadame 3x5 fluktua¢nych
premiestneni (na 5 sty¢nikoch struktary budua rozdielne premiestnenia). Nahradime
nimi pévodné posuny a pootocenia bodov homogenizovanej bunky na miestach,
kde sa nachadzali sty¢niky:.

Obr. 3: Periodické okrajové podmienky

Na Obr. 3 st zobrazené rovnakou farbou body, v ktorych buda zhodné posuny
a pootocenia. V mieste sty¢niku 2 predpiSeme nulovy posun uj a wj, pricom
pootoceniu 3 nebudeme branit. Tymto krokom dosiahneme, Ze bunka sa nam
nebude v priebehu deformacie samovolne pohybovat v priestore, ale ostane ukotvena.
Z dovodu periodickosti Struktiry metamaterialu budeme mat nulové aj posuny ug
a wg v bode sty¢niku 6, pretoZe zdola susedi s reprezentativnou bunkou rovnaka
bunka, ktorej bod styéniku 2 pred homogenizéaciou je zhodny s bodom 6 diskrétneho
modelu bunky.

Nezéavislé stupne volnosti pre periodické posuny a pootocCenia a* je mozné
pomocou matice P spojit s premiestneniami sty¢iknov odpovedajicich fluktuacénej
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¢asti deformécie u*. Obdobne, ako v (15) je mozné rozsirit tieto nezavislé stupne
volnosti o stupne volnosti odpovedajuce makroskopickému pretvoreniu, matica
P prepaja makroskopické pomerné deformécie a fluktuaéné premiestnenia T s
periodickymi okrajovymi podmienkami a;.

)

Spojenim makroskopickej a fluktuacnej zlozky deformécie dostaneme vztah pre
posuny a pootocenia jednotlivych bodov bunky metamaterialu

—_

u=QP 3. (18)

3.4 Eliminacia sty¢nikovych premiestneni

Teraz mozeme vyjadrt energiu diskrétneho modelu periodickej bunky v zéavislosti
na makroskopickej deformécii E a fluktua¢nych neznamych a* dosazenim vyrazu
(17) do (7) ako

2 d Ka*E Ka*a* ar

V dalsom kroku si vyjadrime pomerné deformécie bunky E s ohladom na
premiestnenia a*, pretoze néas zaujima, ako sa sprava celd homogenizovana bunka,
nie jej jednotlivé body. Pomocou Schurovho doplnku odkondenzujeme horni Tavi
submaticu 3x3, prislichajiucu pomernym deforméciam E, z matice K. Tymto
krokom ziskame energiu bunky &, zavisla iba na pomernych deforméaciach bunky E.

Te —~ —
Szll E*] leE K par H N ]:%ETRS. (19)

1 = = = — = =
5 = 5 ET(KEE - KEa*K;}a*Ka*E) E = ETKeff E (20)

N | —

Porovnanim vyssie uvedeného vyrazu (20) a vyrazu pre energiu homogénneho
materialu o objeme V' = ||, podrobeného konstantnej deformacii E v rovnici
(8) ziskame vysledny vztah pre homogenizovanti materidlovia tuhost auxetického
metamaterialu

1
Dhom = —Kef. (21)
€
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3.5 Urcéenie Poissonovho stié¢initela

N&S metamaterial je ortotropny, z ¢oho vyplyva, ze bude mat 2 hodnoty Pois-
sonovho sucinitela v zavislosti od smeru pomernej deformacie, ktort predpiSeme.
Napétie v metamateriali budeme znacit ¥, aby sme odlisili makroskopicki troven,
na ktorej prave pracujeme od mikroskopickej. KedZe ocakavame vysledny linearny
vztah medzi makroskopickou deforméaciou E a makroskopickym napétim X, plati

Y = DhomE, (22)

Rozpisanim vyrazu (22) po zlozkich dostaneme

Ezz = dzm dzz 0 Ezz . (23>
s 0 0 Gy E,.

Zlozky d,, a d., st rovnaké, pretoze celkova matica tuhosti musi byt symetrické. Pre
stanovenie Poissonovho ¢isla v;; prevedieme myslienkovy jednoosy tahovy/tlakovy
experiment, v ktorom predpiSeme makroskopickt deforméciu v smere i a z pod-
mienky nulového makroskopického napétia v smere j dopocitame nevyhnutnu
deformaciu v smere j. Vysledkom tohto myslienkového experimentu st dva nasle-
dujice vztahy

d

Ezz = _ﬂExz ) 24
i (24)
d

Emc =-—= Ezz ) 25
i (25)

pomocou ktorych uz jednoducho vyjadrime hodnotu Poissonovho sucinitela pre
obidva smery, kedZe sa jedné o zaporny pomer dopocitanej a predpisanej veli¢iny.
Ziskané vztahy pre vypocet Poissonovho suéinitela maju tvar

Tz = s 26
E d
= — zr _ Yz 97
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4 Vysledky

Zavislost Poissonovho stéinitela v,, a 1., je zobrazena na Obr. 4. So zva¢Sujucim
sa uhlom « rastie absolutna hodnota Poissonovho sué¢initela v,,. Poissonov stcintel
V., Mmé extrém o velkosti v,, = —=2.45 pri uhle o = 11.57°. Do tohto bodu jeho
absolitna hodnota prudko rastie a nasledne potom zacne klesat.

or
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Obr. 4: Poissonov suéinitel v zavislosti od uhlu «

Poissonov sucinitel sme v zavislosti od uhlu « vyjadrili s vopred stanovenou
vyskou prierezu jednotlivych prutov ¢ = 0.1 m. V nasledujicich grafoch mézete vidiet
hodnoty v,. a v,, v zavislosti na hribke prierezu s rozlicnou geometriou struktury,
ktora je ovladana pomocou uhlu a. Absolitna hodnota Poissonovho sucinitela
Vg, &) Vs Klesd so zviadsujucou sa hrubkou prierezu. Je nutné tu poznamenat, ze
cely model je zaloZzeny na Bernoulliho-Navierovej hypotéze, ktora je presna pre
relativne Stihle pruty. Vyska prierezu nad 0.1 m je uz nad bezne odporta¢and hranicu
platnosti tejto hypotézy nehladiac na fakt, Zze pre vac¢sie hodnoty uz prestava stacit
prutovy model.
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Obr. 5: Zavislost Poissonovho sucinitela na vyske prierezu t pre vybrané uhly a.
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5 Zaver

Cielom préace bolo uréit vplyv geometrie, parametrizovanej pomocou uhlu «,
vybranej topoldgie auxetického metamaterialu na efektivne hodnoty Poissonovho
sucinitela pre dva na seba kolmé smery.

Pre dosiahnutie tohto ciela sme na zaciatku prace, s vyuZzitim obecnej defor-
macnej metody, vyjadrili lokalne matice tuhosti pre jednotlivé pruty. Nasledne
sme ich transformovali do globalneho stradnicového systému a prepojili do jednej
matice tuhosti K Struktiary bunky. V dalSom kroku sme zaviedli predpoklady
homogenizéacie prvého radu a povodné stupne volnosti diskrétneho modelu sme
vyjadrili pomocou stupiiov prislusnych makroskopickych pretvoreni a fluktuacnych
stupniov volnosti. Pre fluktuacné stupne volnosti sme dalej zaviedli predpoklady
periodicity a u vybraného bodu sme zabréanili posunom pre zabranenie posunu
bunky ako tuhého celku. Na zaklade energetickych tvah sme zostavili vyraz pre
energiu diskrétneho systému s uvazovanim vysSie uvedenych stupiov volnosti.
KedZe sa fluktua¢né stupne volnosti daji chapat ako vnutorné premenné diskrét-
neho modelu metamaterialu, je mozné tieto nezname odkondenzovat pomocou
Schurovych doplnkov a ziskat tak, po vydeleni efektivnym objemom periodickej
bunky, vyslednt homogenizovanu tuhost skimaného metamaterialu. Ako posledny
krok sme z vyjadrenej homogenizovanej matice tuhosti urcili efektivne hodnoty
Poissonovho stcinitela pre dva na seba kolmé smery.

Z vyslednych grafov zavislosti efektivneho Poissonovho sué¢initela na zvolenom
uhle a0 vyplyva, Ze absolutna hodnota Poissonovho siéinitela v, rastie so zvacsuji-
cim sa uhlom «. Poissonov sucinitel v,, v smere kolmom na v,, ma odlisny priebeh.
Jeho absoltatna hodnota dosahuje maxima pri uhle o = 11.57°, odkial zac¢ne klesat
a priblizovat sa hodnotam v,,. Hrabka prierezov jednotlivych prutov, z ktorych sa
Struktita metamaterialu skladé, vyrazne ovplyviuje velkost Poissonovho stucinitela
Vg, &) Vs, pricom jeho absolitna hodnota s rastiicou hrubkou klesa.
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