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Abstrakt: Tato práce prezentuje nový přı́stup k tvorbě návrhů experimentů v ne-
regulárnı́ch dvoudimenzionálnı́ch doménách s omezujı́cı́mi podmı́nkami. Metoda je
založena na Delaunayově triangulaci přı́pustné domény. Následně je ve ztriangulo-
vaném prostoru použita heuristická metoda pro generovánı́ rovnoměrných sı́tı́ pro
metodu konečných prvků k zı́skánı́ rovnoměrně rozprostřeného návrhu. Ačkoli nenı́
prezentovaná metoda 100% spolehlivá, produkuje návrhy s lepšı́mi vlastnostmi než
majı́ dosud známá optimálnı́ řešenı́.

Abstract: This paper presents a new approach for generating a Design of Expe-
riments in constrained and non-regular two-dimensional spaces. The methodology
is based on the triangulation of the admissible space by Delaunay Triangulation
method. Then, a heuristic smoothing method for generating uniform Finite Element
meshes within the triangulated space is applied to obtain uniformly spaced designs.
Although not 100% reliable, the proposed method can produce superior designs
to already known optimal solutions.
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1 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1. ÚVOD

1 Úvod
Strategie tvorby rovnoměrně rozprostřených návrhů známé jako design of experiments (DoE)
tvořı́ základnı́ část každého experimentu. Tato práce je zaměřena na konkrétnı́ oblast návrhových
prostorů s omezujı́cı́mi podmı́nkami. Nejčastějšı́m takovým přı́padem je pak návrh směsi, ve kte-
rém součet vstupnı́ch parametrů tvořı́ jednotkový objem nebo hmotnost [Montgomery, 2000,
Chapter 11-5]. Tato jediná podmı́nka vede k návrhovému prostoru ve tvaru simplexu; dalšı́ ome-
zujı́cı́ podmı́nky jednotlivých vstupů pak vedou k prostoru ve tvaru polytopu, stále konvexnı́ho,
ale obecně neregulárnı́ho prostoru. Proto zde tradičnı́ návrhy experimentů [Montgomery, 2000]
zkonstruované pro hyperkrychle nemohou být použity.

Ačkoli je problém znám po desetiletı́, současný vývoj v oblasti počı́tačových experimentů
nenı́ následován pokrokem v metodách tvorby návrhů těchto experimentů [Fang et al., 2006].
Hlavnı́ rozdı́l mezi klasickými a modernı́mi návrhy experimentů je počet návrhových bodů,
v přı́padě druhých jmenovaných se často jedná o stovky bodů. Zde se pak klasické přı́stupy
založené na šablonách s nı́zkým počtem bodů [Cornell, 1973, Cornell, 1979] nedajı́ použı́t.
Dosud našli autoři pouze několik referencı́ na návrhy experimentů v omezených návrhových
prostorech. V [Petelet et al., 2010] a [Fuerle and Sienz, 2011] aplikujı́ autoři tradičnı́ Latin Hy-
percube (LH) návrhy na opsanou hyperkrychli následované genetickým algoritmem (GA), re-
spektive hill-climbing optimalizačnı́m algoritmem, k zı́skánı́ návrhů splňujı́cı́ch původnı́ ome-
zenı́. LH metodologie je zde použita spı́še k minimalizaci prohledávaného prostoru než pro
své vlastnı́ přı́znivé vlastnosti. Jiný přı́stup je představen v [Hofwing and Strömberg, 2010],
kde jsou zajı́mavé body nalezeny pomocı́ GA a výsledného řešenı́ je poté dosaženo sekvenčnı́m
lineárnı́m programovánı́m (SLP). Řešenı́ je v tomto přı́padě obecné, metoda má ovšem enormnı́
výpočetnı́ nároky.

Tato práce představuje odlišný přı́stup založený na Delaunayově triangulaci (DT) přı́pustné
domény a využitı́ užitečných vlastnostı́ nástroje Distmesh (DM) [Persson and Strang, 2004].
Naše metoda je zde aplikována na 7 přı́kladů s omezujı́cı́mi podmı́nkami ve dvou dimenzı́ch
prezentovaných v [Hofwing and Strömberg, 2010], konkrétně se jedná o umı́stěnı́ šesti bodů
v trojúhelnı́ku, rovnoběžnı́ku, pravidelném pětiúhelnı́ku, pravidelném šestiúhelnı́ku, pravidel-
ném sedmiúhelnı́ku, pravidelném osmiúhelnı́ku a dvanácti bodů v nepravidelném šestiúhelnı́ku.
Optimálnı́ návrhy z [Hofwing and Strömberg, 2010] ukazuje Obrázek 1.

Práce je uspořádána následovně. Sekce 2 popisuje tři cı́lové funkce, které budou dále použity
pro porovnánı́ vlastnostı́ návrhů. Dalšı́ metriky a popis jejich vlastnostı́ může čtenář nalézt
v [Janouchová and Kučerová, 2011]. Sekce 3 krátce představuje metodologii použitou v re-
ferenčnı́ práci [Hofwing and Strömberg, 2010] a náš přı́stup je popsán v Sekci 4. Konečně,
Sekce 5 přinášı́ výsledky a jejich analýzu společně s porovnánı́m s referenčnı́mi návrhy.

2 Cı́lové funkce
Jelikož nás zajı́má rovnoměrnost pokrytı́ dané domény, jsou návrhy hodnoceny třemi nejčastěji
použı́vanými cı́lovými funkcemi, které tuto vlastnost hodnotı́. Prvnı́ je Euklidovská Maximin
metrika (EMM ) [van Dam et al., 2009, Husslage, 2006] zvolená pro svou jednoduchost a snad-
nost zobrazenı́. EMM je nejkratšı́ ze všech vzájemných vzdálenostı́ mezi body návrhu a je
maximalizována:

EEMM = min{..., Lij, ...}, i = 1, ..., n; j = (i+ 1), ..., n , (1)
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2. CÍLOVÉ FUNKCE
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Obrázek 1: Referenčnı́ návrhy [Hofwing and Strömberg, 2010]. Návrhy jsou generovány
v bezrozměrné doméně [−1, 1] × [−1, 1]; skutečné návrhy se vytvořı́ lineárnı́ transformacı́
do uživatelem daných mezı́.

kde n je počet návrhových bodů a Lij je euklidovská vzdálenost mezi body i a j. Z pohledu
experimentů je EMM metrika tou, která nejlépe poukazuje na nežádoucı́ vzájemnou blı́zkost
experimentů. I v přı́padě počı́tačových experimentů je platný předpoklad, že vyhodnocenı́ ex-
perimentu může být nákladné. Proto je omezenı́ možné duplicity návrhových bodů stále jednı́m
z rozhodujı́cı́ch úkolů.

Druhou je cı́lová funkce Audze-Eglais (AE) představená v [Audze and Eglais, 1977]. Tato
funkce je založena na analogii s potenciálnı́ energiı́ sady bodů. Body jsou rozloženy rovnoměrně,
pokud je potenciálnı́ energie EAE nepřı́mo úměrná čtverci vzdálenostı́ mezi body minimali-
zována, tj.

EAE =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

1

L2
ij

. (2)

Jelikož je tato metrika v podstatě sumou vzdálenostı́, neodhaluje na prvnı́ pohled nevhodnou
pozici bodů. AE tak ukazuje průměrnou kvalitu sady bodů. Třetı́ cı́lovou funkcı́ je D-optimalita
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3. REFERENČNÍ METODA ZALOŽENÁ NA GA A SLP

(Dopt) představená v [Smith, 1918]. Minimalizujeme zápornou hodnotu determinantu lineárnı́
informačnı́ matice Z, tj.

EDopt = − det(ZTZ) , kde (3)

Z =


1 x11 x12

1 x21 x22
...

...
...

1 xn1 xn2

 . (4)

3 Referenčnı́ metoda založená na genetickém algoritmu
a sekvenčnı́m lineárnı́m programovánı́

V [Hofwing and Strömberg, 2010] byla k řešenı́ neregulárnı́ch DoE problémů představena hyb-
ridnı́ optimalizačnı́ metoda založená na efektivnı́ kombinaci genetického algoritmu (GA) a me-
todologii sekvenčnı́ho lineárnı́ho programovánı́ (SLP). GA je použit k určenı́ pozic výchozı́ch
pro SLP, které nalezne nejbližšı́ lokálnı́ optimum. Konkrétně je použita binárnı́ verze GA a me-
toda vnitřnı́ch bodů dostupná v programu Matlab. Jako výchozı́ cı́lová funkce je zde použita
výše popsaná D-optimalita ve své lineárnı́ formě. Globálnı́ optimum pro takto specifikovaný
problém má ovšem duplicity, tj. několik bodů sdı́lı́ tutéž pozici. Ačkoli mohou být duplikované
body v některých experimentech vı́tány, zde jsou považovány za nedostatek návrhu. Autoři
v [Hofwing and Strömberg, 2010] proto k eliminaci výskytu duplicit aplikovali bayesovskou
modifikaci informačnı́ matice, která je založena na přidánı́ podmı́nek vyššı́ho řádu do matice Z.
Přı́klady z referenčnı́ práce jsou konkrétně řešeny s přidánı́m kvadratických podmı́nek. Rovněž
je nutné přidat určité konstanty na diagonálnı́ prvky (ZTZ), aby nebyla výsledná matice sin-
gulárnı́, vı́ce v referencı́ch [DuMouchel and Jones, 1994] a [Janouchová and Kučerová, 2011].
Popsaná metoda je schopná nalézt optimálnı́ řešenı́, nejedná se však vždy o globálnı́ optimum
a rovněž výpočetnı́ nároky nejsou nı́zké. Proto je v dalšı́ sekci představena metoda nová.

4 Metoda založená na Delaunayově triangulaci
a nástroji Distmesh

Triangulace je termı́n vhodný pro 2D, obecně se jedná o rozdělenı́ domény na simplexy. Nejčas-
těji použı́vaná je Delaunayova triangulace (DT) [Chen and Holst, 2011]. Je založena na kon-
vexnı́m obalu daných bodů V popisujı́cı́m přı́pustnou doménu; konvexnı́ obal je nejmenšı́ kon-
vexnı́ doména obsahujı́cı́ všechny body z V . DT poté ztrianguluje konvexnı́ obal za dodrženı́
té podmı́nky, že žádný bod z V neležı́ uvnitř kružnice (obecně hyperkoule) opsané kterémukoli
simplexu triangulace.

Jelikož je poměrně snadné vytvořit DT a spočı́tat objem simplexu (výpočet objemu je uveden
v Přı́loze A), přı́padně dalšı́ vlastnosti jednotlivých simplexů, zı́skáváme snadno hrubý odhad
podoby přı́pustné domény. Poprvé byla takováto metoda představena v [Crombecq et al., 2009]
pro regulárnı́ návrhové prostory. Zde jsme využitı́ tohoto přı́stupu rozšı́řili na návrhové prostory
s omezujı́cı́mi podmı́nkami začleněnı́m nástroje Distmesh (DM) [Persson and Strang, 2004].
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5. VÝSLEDKY

(a) Triangulace domény
s náhodně generovanými
body.

(b) Triangulace náhodných
bodů vytvářejı́cı́ systém
prutů.

(c) Výsledný návrh po apli-
kaci nástroje Distmesh.

Obrázek 2: Tvorba rovnoměrné sı́tě z náhodně generovaných bodů.

V našı́ metodě je doména popsaná svými vrcholy ztriangulována pomocı́ DT a uvnitř je
náhodně vytvořen požadovaný počet bodů, viz Obrázek 2a). V každém trojúhelnı́ku je vytvořen
počet bodů odpovı́dajı́cı́ poměru obsahu daného trojúhelnı́ku a obsahu celé přı́pustné domény.
Jelikož je v této proceduře použit přı́kaz floor, je součet bodů vytvořených v jednotlivých
trojúhelnı́cı́ch menšı́ nebo roven požadovanému počtu bodů. Chybějı́cı́ body jsou poté doplněny
do největšı́ho z trojúhelnı́ků, jak je vidět i na ilustračnı́m Obrázku 2a), kde jsou v menšı́ch
trojúhelnı́cı́ch vytvořeny dva body a v největšı́m trojúhelnı́ku tři a tři chybějı́cı́ do požadovaného
počtu. A opět, jelikož je výpočet objemu simplexu velmi jednoduchý, jak je vidět v Přı́loze A,
procedura je velice rychlá.

Následně je použit nástroj Distmesh. Jedná se o heuristický algoritmus pro generovánı́
rovnoměrných sı́tı́ [Chen and Holst, 2011]. Jak je dobře známo, nejrovnoměrnějšı́ sı́tě pro me-
todu konečných prvků - Finite Element Method (FEM) jsou charakterizovány rovnoměrným
rozestupem uzlů (ale ne naopak!). Proto jsme se pokusili využı́t této přı́znivé vlastnosti nástroje
DM. DM je založen na jednoduchém dynamickém systému rozpı́najı́cı́ se přı́hradové kon-
strukce. Té odpovı́dá druhá sı́t’, znázorněná na Obrázku 2b). Krátké pruty vyvolávajı́ odpu-
divé sı́ly mezi přı́liš si blı́zkými uzly a ty se tak posouvajı́ směrem od sebe až po vytvořenı́
rovnoměrné sı́tě. Obrázek 2c) ukazuje výsledné řešenı́. Kromě vysokých výpočetnı́ch nároků
je hlavnı́ nevýhodou nástroje potřeba procedury na vracenı́ bodů, které opustily hranice, zpět
do přı́pustné domény. DM obsahuje tato řešenı́ pro základnı́ objekty. Polygon, který použı́váme
ve zde prezentovaných přı́kladech, je jednı́m z nich, vı́ce v článku [Persson and Strang, 2004].

5 Výsledky
Pro účely statistického vyhodnocenı́ byla prezentovaná procedura spuštěna 100krát. V refe-
renčnı́ práci [Hofwing and Strömberg, 2010] je uvedena pouze jedna hodnota z jednoho spuštěnı́,
proto nenı́ srovnánı́ těchto dvou algoritmů zcela přesné. Detailnı́ řešenı́ každého z řešených
přı́kladů (trojúhelnı́k, rovnoběžnı́k, pravidelný pětiúhelnı́k, pravidelný šestiúhelnı́k, pravidelný
sedmiúhelnı́k, pravidelný osmiúhelnı́k, nepravidelný šestiúhelnı́k) je uvedeno v Tabulkách B.1-
B.7 v Přı́loze B ve formě sloupcových grafů spolu s vizualizacı́ nejlepšı́ho a nejhoršı́ho návrhu
z pohledu jednotlivých metrik. Nejlepšı́ návrhy generované referenčnı́ procedurou znázorňuje
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5. VÝSLEDKY

(a) EMM

(b) AE

(c) Dopt

Obrázek 3: Srovnánı́ výsledků nástroje DM a referenčnı́ho algoritmu
[Hofwing and Strömberg, 2010] ve třech cı́lových funkcı́ch; svislá osa značı́ procento
úspěšnosti (většı́ oblast, lepšı́ metoda), vodorovná osa 7 jednotlivých přı́kladů (trojúhelnı́k,
rovnoběžnı́k, pravidelný pětiúhelnı́k, pravidelný šestiúhelnı́k, pravidelný sedmiúhelnı́k, pra-
videlný osmiúhelnı́k, nepravidelný šestiúhelnı́k). Klı́č: červená barva = DM, zelená barva =
referenčnı́ algoritmus.

Obrázek 1. Na Obrázku 3 je znázorněna procentuálnı́ úspěšnost - relative winning score (RWS)1

[Nosek and Lepš, 2011] našeho algoritmu a referečnı́ho algoritmu. RWS grafy ukazujı́ rozdělenı́
100 spuštěnı́ algoritmu na ty s výsledky lepšı́mi než jsou referenčnı́ hodnoty a na ty s výsledky
horšı́mi. Můžeme si všimnout, že naše metoda jasně vı́tězı́ v EMM a AE cı́lových funkcı́ch,
tj. zaujı́má zde většı́ plochu. Srovnánı́ pomocı́ RWS grafů je zvoleno k úspoře mı́sta, detailnějšı́
analýza výsledků je uvedena na Obrázcı́ch C.1-C.2 v Přı́loze C pomocı́ krabicových grafů
generovaných z výsledků sta spuštěnı́ algoritmu pro každý ze sedmi přı́kladů. Konečně, na
Obrázku 4 ukazujeme všechny výsledné návrhové body ze sta spuštěnı́ našı́ metody na řešených
přı́kladech. Všimněmě si, že v několika přı́kladech vznikajı́ lokálnı́ optima rotacı́ optimálnı́ho
řešenı́ okolo centrálnı́ho bodu.

Referenčnı́ algoritmus byl optimalizován pro funkci Dopt, nenı́ tak překvapivé, že v této
metrice vı́tězı́, ne však zcela. Ve všech přı́kladech kromě poslednı́ho byla naše metoda schopná
nalézt řešenı́ s výsledkem lepšı́m i v této metrice. Tento přı́pad je znázorněn na Obrázku 5, kde
naše řešenı́ dosáhlo lepšı́ hodnoty metriky Dopt. Důvodem je pravděpodobně přidánı́ podmı́nek
v rámci bayesovské aktualizace, které referenčnı́ proceduře bránı́ nalézt globálnı́ optimum.

Jelikož zatı́m kódy nebyly optimalizovány z pohledu implementace, nemůže být provedena
přesná analýza výpočetnı́ch nároků. Můžeme ovšem uvést obecné požadavky navrhované me-
tody. Generátor náhodných bodů použı́vaný pro tvorbu výchozı́ch bodů před použitı́m nástroje
DM je velmi rychlý a neobsahuje žádný optimalizačnı́ cyklus. Nejnáročnějšı́ je samotný nástroj
DM. Obsahuje několik triangulacı́ uvnitř cyklu potřebných k zachovánı́ fyzikálnı́ konzistence
vnitřnı́ struktury. Jak je navı́c patrné i z výsledků metriky EMM , má Distmesh problém s kva-
litou sı́tě na povrchu řešené domény, jak je diskutováno např. v [Chen and Holst, 2011].

1RWS grafy jsou generovány pomocı́ Merlin Statistical Software pro Microsoft Excel http://www.
heckgrammar.kirklees.sch.uk/index.php?p=10310, konkrétně byl použit Mosaic Plot.
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Obrázek 4: Červené body označujı́ výsledné návrhové body ze všech sta spuštěnı́ našı́ metody,
zelené body ukazujı́ referenčnı́ návrhy [Hofwing and Strömberg, 2010].
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Obrázek 5: Srovnánı́ návrhů pro Přı́klad 1 (trojúhelnı́k a 6 návrhových bodů). Obrázek vlevo
ukazuje referenčnı́ návrh (Dopt = -50.0598), obrázek vpravo ukazuje návrh s nejlepšı́m
výsledkem cı́lové funkce Dopt vytvořený novou metodou (Dopt = -53.0001). Nižšı́ hodnota
je lepšı́.
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6. ZÁVĚR

6 Závěr
Návrhy experimentů pro omezené prostory a počı́tačové experimenty představujı́ relativně no-
vou a neprozkoumanou oblast. Omezujı́cı́ podmı́nky komplikujı́ aplikaci všech současných al-
goritmů pro tvorbu návrhů v regulárnı́ch prostorech. Tato práce přinášı́ novou metodu a dosud
nepublikované výsledky. Je důležité zmı́nit, že prezentovaná metoda je nezávislá na počtu di-
menzı́, pokud je i ve vyššı́ch dimenzı́ch zajištěna procedura vracejı́cı́ body, které ležı́ mimo,
zpět do předepsané domény. Použitı́m DT jsme schopni aplikovat DM na jakoukoli neregulárnı́
doménu v N-dimenzionálnı́m prostoru. Aplikaci metody ve vyššı́ch dimenzı́ch mohou limitovat
pouze výpočetnı́ nároky.
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Přı́loha A

Výpočet objemu simplexu

Jelikož známe souřadnice vrcholů simplexu, použı́váme k výpočtu jeho objemu vztah využı́vajı́cı́
právě (a pouze) souřadnice vrcholů [MathPages, 2011].

Výpočet objemu simplexu ve 2D (3 vrcholy):

V2 =
1

2!

∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1)

1 x1(2) x2(2)

1 x1(3) x2(3)

∣∣∣∣∣∣
Výpočet objemu simplexu ve 3D (4 vrcholy):

V3 =
1

3!

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1) x3(1)

1 x1(2) x2(2) x3(2)

1 x1(3) x2(3) x3(3)

1 x1(4) x2(4) x3(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Výpočet objemu simplexu v nD (n+ 1 vrcholů):

Vn =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1) . . . . . . xn(1)

1 x1(2) x2(2) . . . . . . xn(2)
...

...
...

...
...

...
1 x1(n+1) x2(n+1) . . . . . . xn(n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V zápisu xa(b) a značı́ proměnnou (dimenzi), b označuje bod návrhu.
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Přı́loha B

Výsledky sedmi jednotlivých přı́kladů

Legenda pro Tabulky B.1-B.7: Výsledky sta spuštěnı́ nástroje DM pro 7 přı́kladů. Prvnı́ řádek
ukazuje výsledky EMM metriky (vyššı́ hodnota je lepšı́), druhý řádek ukazuje výsledky AE
funkce (nižšı́ hodnota je lepšı́) a třetı́ řádek ukazuje výsledky cı́lové funkce Dopt (nižšı́ hodnota
je lepšı́). Prvnı́ sloupec představuje sloupcové grafy s výsledky jednotlivých cı́lových funkcı́
ze 100 spuštěnı́. Druhý sloupec ukazuje nejlepšı́ a třetı́ sloupec nejhoršı́ návrh z hlediska dané
cı́lové funkce. Referenčnı́ hodnoty z [Hofwing and Strömberg, 2010] jsou znázorněny zelenou
čárkovanou linı́, zelené body znázorňujı́ referenčnı́ návrhy.

nejlepšı́ nejhoršı́
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M
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-1 0 1
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A
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D
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-20

0
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0

1

-1 0 1

0

1

Tabulka B.1: Přı́klad 1 (trojúhelnı́k a 6 návrhových bodů).
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nejlepšı́ nejhoršı́
E
M
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0
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Tabulka B.2: Přı́klad 2 (rovnoběžnı́k a 6 návrhových bodů).

nejlepšı́ nejhoršı́
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M
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Tabulka B.3: Přı́klad 3 (pravidelný pětiúhelnı́k a 6 návrhových bodů).
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Tabulka B.4: Přı́klad 4 (pravidelný šestiúhelnı́k a 6 návrhových bodů).

nejlepšı́ nejhoršı́
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Tabulka B.5: Přı́klad 5 (pravidelný sedmiúhelnı́k a 6 návrhových bodů).
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nejlepšı́ nejhoršı́
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Tabulka B.6: Přı́klad 6 (pravidelný osmiúhelnı́k a 6 návrhových bodů).

nejlepšı́ nejhoršı́
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Tabulka B.7: Přı́klad 7 (nepravidelný šestiúhelnı́k a 12 návrhových bodů).
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Přı́loha C

Výsledky znázorněné krabicovými grafy

0.6

0.8

1

(a) EMM (vyššı́ hodnota je lepšı́)
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(b) AE (nižšı́ hodnota je lepšı́)

-400

-300

-200

-100

0

(c) Dopt (nižšı́ hodnota je lepšı́)

Obrázek C.1: Krabicové grafy pro 7 jednotlivých přı́kladů (trojúhelnı́k, rovnoběžnı́k, pravi-
delný pětiúhelnı́k, pravidelný šestiúhelnı́k, pravidelný sedmiúhelnı́k, pravidelný osmiúhelnı́k,
nepravidelný šestiúhelnı́k) a 3 cı́lové funkce. Černé čárkované linie značı́ referenčnı́ hodnoty
z [Hofwing and Strömberg, 2010].
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Obrázek C.2: Krabicové grafy pro 7 jednotlivých přı́kladů (trojúhelnı́k, rovnoběžnı́k, pravidelný
pětiúhelnı́k, pravidelný šestiúhelnı́k, pravidelný sedmiúhelnı́k, pravidelný osmiúhelnı́k, nepra-
videlný šestiúhelnı́k) a 3 cı́lové funkce. Hodnoty jsou normalizovány. Černé čárkované linie
značı́ referenčnı́ hodnoty z [Hofwing and Strömberg, 2010].
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