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Cilem mé préace bylo vypocitat moment tuhosti préifezu ve volném krouceni I, pomoci metody
konecnych prvkd a nasledné spocitat ukazatel chyby feSeni.

Moment tuhosti v krouceni

Ik :/x2+y2+ A 8wydxdy.
Q

ay ox

Laplaceova rovnice pro v

0%Y(x,y) N 0%P(x,y)
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Okrajova podminka
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@ Reseni Glohy metodou kone&nych prvk
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Hledame minimum linearniho funkcionalu A(u), kde
A(u) = B(u,u) — 2F (u), uev,

kde V = {v;v € HY(Q), Jq v dx = 0}. F je spojity linearni funkcional na V a B je bilinearni
pozitivné definitni forma na Vv,

ou dv  Ou ov
B(u,v) = | —— + — — dxdy,
(u,v) an8x+8y8yxy

Fu) = /69(ynx — xny)uds,

kde (nx, ny) je vektor jednotkové vnéjsi normaly ke hranici 92 oblasti €.

Nasim cilem je ur€it hodnotu L a odhad chyby L. Plati

ou ou
L(u) = — —y— dxd
(u) oy Y ax T
Ik:/x2+y2+8ix_gi’ydxdy
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UvaZujeme prostor V}, C V, dim V,, = N, < oo. Necht

Uz, .. UNy,

tvori bazi prostoru Vy,. Libovolny prvek u € Vy, Ize tedy zapsat jako linearni kombinaci
Nh
u=> cu,
i=1
kde ci € R,i = 1,...,Np. Misto podminky [, udxdy = 0 mdiZzeme poZadovat spinéni podminky

Nh
/ > ciujdxdy =0,
2=

tedy

Nh
Zci / uj dxdy = 0.
= Y@
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Hledame tedy extrém linearniho funkcionalu

Ny Np Ny Np
AQ ciu) =B ciui, »cit) —2F (D ciw).
i—1 i—1 i—1 i—1

Reseni této Glohy oznagime up,.

@ Triangulace na eliptické oblasti.

Persson, P.-O.; Strang, G., A Simple Mesh Generator in MATLAB, June 2004
http:// persson. berkel ey. edu/ di st nesh/
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@ Reseni uy, na &tvercové oblasti s kruhovym @ Reseni uy, na eliptické oblasti.
vyfezem.

-1 -1
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@ L(up) na eliptické oblasti. @ L(up) na Ctvercové oblasti s kruhovym
vyfezem.
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Chybu pfiblizného feseni u, oznacime e € V,

e =U — Up,

L(e) = L(u) — L(up).

Plati
B(e,v) =B(u—up,v) =0, V € Vj.

Dale oznacime reziduum
Rn(v) = F(v) — B(up, V).

Da se ukazat, ze plati
Rp(v) =0 pro v € V.

JelikoZ prostor V, ve kterém leZi chyba e je nekone€nédimenzionalni, nelze urcit pfesnou hodnotu
e a tedy ani L(e). J
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@ Odhad chyby feSeni |
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Zvolime vhodny kone¢nédimenzionalni prostor Vi,V C Vi1 C V a ur¢ime e; € V;. Potom plati

€1 = U — Up,

kde u; € V; je feSeni rovnice
B(u1,v) = F(v).

Mame tedy odhad chyby e; a miizeme vyjadfit odhad L(e;).
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Pfispévky jednotlivych elementd do L(e1) @ Prispévky jednotlivych elementd do L(e;)
na Ctvercoveé oblasti s kruhovym vyfezem.

na eliptické oblasti.

-2

-3
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e Odhad chyby feSeni Il
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Vztah mezi reziduem Ry, (v) a hodnotou L(e) je linearni na V, nebot oba vyrazy zavisi linearné na
e = U — uy. To znamena, Ze existuje linearni funkcional w takovy, Ze

L(e) = w(Rn).
Z vlastnosti rezidua vSak plyne, Ze plati i rovnost Ry (w) = L(e), tedy

B(U —up,w) = L(e),

B(e,w) = L(e).
To je splnéno napriklad, pokud
B(v,w) = L(v),
pro kazdé v € V. Tato (loha je tzv. dualni Glohou k nasi plvodni Gloze. Oznagime wy, € Vj,

priblizné feseni dualni ulohy , potom plati
B(V,wh):L(V), vV € V.
Obdobné jako v ptivodni Gloze m&zeme uréit chybu ¢ = w — wy, € V. Plati B(e,w,) = 0. To

znamena
L(e) = 8(67 w — C*-7|‘I) = B(ev 5)7

Oden, J.T.; Prudhomme, S., Goal-Oriented Error Estimation and Adaptivity for the Finite Element
Method, 1999
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Zajimavost

Béhem feseni dualni Glohy se ukazalo, Ze pravé strany Glohy plvodni a dualni Glohy jsou stejné,
tudiz i obé feSeni se shoduiji.

F(v):/ (ynx—xny)vds=/ yv dy + xv dx,
oQ o0

ov ov
L(v)= [ x— —y— dxd :/ dy + xv dx,
(v) oy Yo B = [
F(v) =L(v)
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Mame
L(e) =B(e,w —wp) = B(e,¢),

L(e) = B(e,¢).
Potom

IL(e)| = IB(e,e)| < > IB(ese)x| < D lllelllklllelllk,
K K
kde soucet probiha pres vSechny elementy K a index K znamena restrikci na element
K.Ozna¢me
2
Le(e) = lllelllk-
K
Da se ukazat, ze

1
ell| < ——||luy — uplll,
llell] < 1_5\\\ 1= Unl|
kde 3 je tzv. saturacni konstanta, 8 € (0, 1). Saturacni konstanta pro prostory Vi, a V1, V,, < Vi,
je dana vztahem
[[lu—ug|l] < Bll|u — ug[l-

Hodnota saturaéni konstanty neni znama. Avsak pro malé hodnoty h miiZe byt povaZovana za
vl
naprt. >

3
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@ PFispévky jednotlivych elementd do L(e;) @ Odhad prispévkd jednotlivych elementd do
na Ctvercové oblasti s kruhovym vyfezem. Le (e) na Etvercové oblasti s kruhovym
vyfezem.

x10™

2
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© Porovnani vysledka
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Pro eliptickou oblast zname presnou hodnotu deplanacni funkce, diky tomu miizeme porovnat
nékteré vysledky. Plati
b2 — a?

P(x,y) = Eap=2)

Xy?

kde a a b jsou velikosti poloos dané elipsy.
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hodnota deplanacni funkce .

fesna

Seni uy, na eliptické oblasti a p
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@ Prispévky jednotlivych elementt do L(e; ) na eliptické oblasti v porovnani s prispévky do L(e).
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@ Odhad prispévkl jednotlivych elementd do Lg (e) na eliptické oblasti v porovnani s pfesnou
hodnotou.
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@ Tabulka vyslednych hodnot.

Semestralni prace (SM3)

h
Velicina 0.6 | 0.3 ] 0.1
L(e) -1.7459 | -0.3243 | -0.0305
L(el) || -1.2937 | -0.2160 | -0.0192
Le(e) 1.3555 0.2205 0.0192
Le(el) || 1.2937 | 0.2160 | 0.0192
L(e*) -3.9231 | -0.8238 | -0.0883
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ﬂ Zaveér
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SHRNUTI:
@ Provedli jsme dva rlizné postupy vypoétu odhadu chyby.
@ Heuristicky odhad zaloZeny na Uvaze, Ze pfesna chyba feSeni je pfiblizné rovna odchylce feSeni v

plvodnim prostoru Vy, a ve zvétSeném prostoru V.
@ Odhad popsany ve zminéném textu, jehoZ vyhodou je, Ze je podloZen vypoctem a Ze vysledna chyba

je spocitana v energetické normé.
@ P¥i feSeni dualni tlohy jsme zjistili, Ze dualni tloha je totoZna s Glohou plivodni.
@ Diky znalosti pfesné hodnoty deplanac¢ni funkce v pro eliptickou oblast jsme mohli ovéfit
spravnost nékterych nasich vypodtd.
@ VfeSeni této Glohy bychom mohli i dale pokracovat, stale se da mnoho €asti rozsifit nebo
vylepsit.
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Dékuji V am za pozornost
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