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Praha 2013



Abstrakt: Návrh experimentů - the design of (computer) experiments (DoE) - tvořı́
základnı́ součást každého meta-modelu. Jako takový musı́ mı́t určité vlastnosti,
důraz je kladen předevšı́m na dvě - ortogonalitu a rovnoměrnost pokrytı́. Na splněnı́
druhého z požadavků se v poslednı́m desetiletı́ zaměřilo několik metod. Zajı́mavou
oblast pro výzkum tvořı́ jedno z kritériı́ použı́vaných pro hodnocenı́ rovnoměrnosti
pokrytı́ - kritérium miniMax (mM). Toto kritérium se zdá být nejvhodnějšı́m pro
praktické účely; jeho vyčı́slenı́ ve vyššı́ch dimenzı́ch je však extrémně výpočetně
náročné. Proto je v této práci představena nová metoda. Je založena na použitı́ al-
goritmu evolučnı́ strategie (ES), pomocı́ kterého jsou nalezeny potenciálnı́ středy
největšı́ch nepokrytých koulı́. Hodnota mM je poté poloměr největšı́ z těchto koulı́.
Navrhovaná metoda tedy nezaručuje přesné řešenı́, je však výpočetně nenáročná a,
jak bude dále ukázáno, je možné ji efektivně zparalelizovat. Následně bude srovnána
sériová a paralelnı́ verze navrženého přı́stupu z pohledu časové náročnosti a kvality
řešenı́.

Abstract: Space-Filling Design Strategies known as Design of (Computer) Experi-
ments (DoE) create an essential part of a surrogate modeling. Two main objectives
are usually placed on the resulting designs - orthogonality and space-filling pro-
perties. The last decade has witnessed the development of several methods for the
latter objective. One of the metrics, called miniMax (mM) represents very interes-
ting research area. Authors think that this metric seems as the most suitable one for
practical purposes; however its computation for higher dimensions is intractable.
Hence our contribution presents a new method on this subject. The core is the usage
of the Evolution Strategy (ES) algorithm to estimate potential centers of the largest
empty spheres. The miniMax is then the radius of the biggest empty sphere. There-
fore the proposed procedure is inexact, however has no memory problem and as is
shown in the text, is suitable for parallelization. The serial and parallel versions of
the proposed approach are then compared from time and precision points of view.
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1. ÚVOD

1 Úvod
Návrh experimentů - the design of experiments (DoE) tvořı́ základnı́ součást vývoje každého

meta-modelu [Simpson et al., 2001, Jin, 2005]. Cı́lem je zı́skat co nejvı́ce informacı́ o chovánı́
daného systému při minimálnı́m počtu provedených experimentů. Jelikož předpokládáme, že
finálnı́ meta-model je a priori neznámý, je žádoucı́, aby návrh experimentů co nejlépe pokrýval
celý návrhový prostor. Kvalitu návrhu můžeme hodnotit řadou kritériı́ zaměřených předevšı́m
na ortogonalitu [Cioppa and Lucas, 2007, Hofwing and Strömberg, 2010] nebo rovnoměrnost
pokrytı́ [Crombecq et al., 2009, Myšáková and Lepš, 2011, Janouchová and Kučerová, 2013].
V této práci jsme zvolili kritétium miniMax (mM) pro jeho jednoduchost a snadnost zobra-
zenı́. Je-li dána sada n (návrhových) bodů v d-dimenzionálnı́ hyperkrychli, hodnota miniMax je
poloměr největšı́ hyperkoule, která neobsahuje žádný z n bodů sady a jejı́ž střed ležı́ uvnitř dané
hyperkrychle. Tento problém je v literatuře též označován jako the largest empty sphere pro-
blem (LES) [Dickerson and Eppstein, 1995] - ”problém největšı́ prázdné koule“. Jinými slovy,
miniMax sloužı́ k hodnocenı́ kvality pokrytı́ návrhového prostoru tı́m, že ukazuje největšı́ ne-
pokrytou oblast. Jednou z možnostı́ pro nalezenı́ středu největšı́ prázdné koule (a poté hodnoty
mM) je prověřenı́ všech vrcholů Voronoiova diagramu [Okabe et al., 2000] sestaveného pro da-
nou sadu návrhových bodů. Počet těchto vrcholů však roste O(ndd/2e) v přı́padě, kdy prostor
nenı́ ohraničen, a v ohraničeném prostoru (což je přı́pad sady bodů v hyperkrychli) je počet bodů
nutných k prověřenı́ ještě vyššı́. Ačkoli můžeme problém hraničnı́ch oblastı́ domény efektivně
řešit pomocı́ zrcadlenı́ [Pronzato and Müller, 2012], ke spolehlivému sestavenı́ Voronoiova dia-
gramu v reálném čase ve vyššı́ch dimenzı́ch jsou stále třeba nové algoritmy.

Tato práce je inspirována článkem [Lee et al., 2004], kde byla pro nalezenı́ středu největšı́
nepokryté koule použita evolučnı́ strategie. Ukážeme, že tato metoda nenı́ schopná nalézt přesné
řešenı́ v prostoru nad 6D. Proto představı́me vylepšený algoritmus, v němž je evolučnı́ strategie
spuštěna paralelně na jednotlivých částech řešené hyperkrychle. Výsledky ukazujı́, že paralelnı́
metoda je robustnějšı́ než sériová verze popsaná ve zmı́něném článku. Pro použitı́ ve vysokých
dimenzı́ch (stovky až ticı́ce proměnných) ji však ještě bude nutné zdokonalit.

Členěnı́ práce je následujı́cı́. Nejprve jsou popsány dvě exaktnı́ metody pro výpočet hodnoty
kritéria miniMax. Následně je představen algoritmus evolučnı́ strategie v sériové verzi a popis
jeho zparalelizovánı́. Metody jsou dále porovnány z pohledu výpočetnı́ho času a kvality řešenı́.

2 Přesné řešenı́
Přesnou hodnotu kritéria miniMax lze zı́skat pomocı́ Voronoiova diagramu. Střed největšı́

prázdné koule (jejı́ž poloměr odpovı́dá hodnotě mM) ležı́ v některém z vrcholů Voronoiova
diagramu, nebo průniku hrany Voronoiova diagramu s hranicı́ řešené domény.

Ve 2D je všechny tyto kandidátnı́ body možné najı́t ”ručně“. Jsou to vrcholy Voronoiova dia-
gramu, průsečı́ky hran Voronoiova diagramu se čtyřmi stranami řešené domény (ve 2D čtverce
- d = 2) a čtyři vrcholy řešené domény [Schuster, 2008, Toussaint, 1983]. Zde tuto metodu
označujeme jako miniMax I a jejı́ průběh je znázorněn na Obrázku 1. Ve vyššı́ch dimenzı́ch je
však použitı́ této metody obtı́žnějšı́. Nalezenı́ všech průniků Voronoiova diagramu s hraničnı́mi
objekty řešené domény nenı́ triviálnı́ a je nutné vzı́t v úvahu i všechny vrcholy řešené hyper-
krychle.

V článku [Pronzato and Müller, 2012] je popsána jiná metoda pro nalezenı́ přesného řešenı́.
Návrhové body jsou zrcadleny skrz všechny (d−1)-facety a až následně je sestrojen Voronoiův
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3. SÉRIOVÁ EVOLUČNÍ STRATEGIE

diagram. Kandidátnı́ body jsou pak ty ležı́cı́ uvnitř, nebo na hranici řešené domény. Tuto metodu
ilustruje Obrázek 2 a označujeme ji jako miniMax II. Zrcadlenı́ zaručuje, že i body na hranici
a ve vrcholech domény budou uvedeny mezi kandidátnı́mi body. I tato metoda však má své
limity. Sestrojenı́ Voronoiova diagramu je ve vyššı́ch dimenzı́ch velice náročné (časově i pa-
mětově) a zrcadlenı́ (každý bod musı́ být ozrcadlen (2d)-krát) tyto nároky ještě zvyšuje. To
dokumentuje i Tabulka 1 v Sekci 5 - v nižšı́ch dimenzı́ch jsou exaktnı́ metody efektivnějšı́, ve
vyššı́ch dimenzı́ch ale jejich pamět’ové nároky výrazně rostou.

Problémy, se kterými se setkáváme v inženýrské praxi, jsou však zpravidla multidimen-
zionálnı́ (desı́tky, stovky, někdy i tisı́ce proměnných), proto potřebujeme metody schopné pra-
covat i v takových návrhových prostorech.

3 Sériová evolučnı́ strategie
Jednou z možnostı́ je odhadnout hodnotu miniMax pomocı́ heuristické nebo meta-heuristické

metody. My jsme zvolili evolučnı́ strategii. Jedná se o metodu založenou na principech známých
z přı́rody - přizpůsobovánı́ (adaptation), mutace (matation), křı́ženı́ (crossover) a výběr (se-
lection). Tato technika byla vyvinuta v 60. a 70. letech 20. stoletı́ Rechenbergem, Schwefelem
a jejich spolupracovnı́ky, v [Rechenberg, 1973] nebo [Bäck and Schwefel, 1995] lze nalézt vı́ce
informacı́ .

Základem procedury je cyklus, jehož iterace nazýváme generace. Každá generace obsahuje
populaci složenou z jednotlivých chromosomů - bodů, které pokrývajı́ řešenou doménu. Cı́lová
funkce je pak vyhodnocena pro každý chromosom (s parametry odpovı́dajı́cı́mi souřadnicı́m
chromosomu). Nová populace (”potomci“) je odvozena z předchozı́ populace (”rodiče“) pomocı́
mutace a křı́ženı́. Rozlišujı́ se dva typy: v (µ, λ)-ES je nová generace odvozena z potomků
z předchozı́ generace, v (µ + λ)-ES ze sjednocenı́ rodičů a potomků z předchozı́ generace.
Počet generacı́ může být stanoven uživatelem pevně, nebo je pro algoritmus určeno zastavovacı́
kritérium.

Obrázek 1: miniMax I. Legenda: černé body - návrhové body; černé úsečky - Voronoiův dia-
gram; červené body - vrcholy Voronoiova diagramu; zelené body - průsečı́ky hran Voronoiova
diagramu s hranicemi řešené domény; modré body - vrcholy domény; červené, zelené a modré
kružnice - největšı́ prázdné kruhy se středy v červených, zelených a modrých bodech; purpurová
kružnice - největšı́ prázdný kruh; purpurový bod - střed největšı́ho prázdného kruhu. Obrázky
sloužı́ pro ilustraci průběhu metody, popisky os jsou proto vynechány.
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3. SÉRIOVÁ EVOLUČNÍ STRATEGIE

Obrázek 2: miniMax II. Legenda: velké černé body - návrhové body; malé černé body - ozrca-
dlené návrhové body; černé úsečky - Voronoiův diagram; červené body - vrcholy Voronoiova
diagramu ležı́cı́ uvnitř nebo na hranici řešené domény; červené kružnice - největšı́ prázdné
kruhy se středy v červených bodech; purpurová kružnice - největšı́ prázdný kruh; purpurový
bod - střed největšı́ho prázdného kruhu.

Obrázek 3: Sériová evolučnı́ strategie. Legenda: černé body - návrhové body; červené body -

”rodiče“; modré body - ”potomci“; purpurový bod - střed největšı́ho prázdného kruhu; purpu-
rová kružnice - největšı́ prázdný kruh.

(µ+λ)-evolučnı́ strategie představená v této práci je inspirována článkem [Lee et al., 2004].
Nejprve je vytvořena výchozı́ populace. Ta by měla rovnoměrně pokrývat celý prostor, proto
je vytvořena pomocı́ LHS (latin hypercube sampling). Jelikož se však v této práci zaměřujeme
na porovnánı́ časové náročnosti vlastnı́ho cyklu evolučnı́ strategie (sériové vs. paralelnı́), je
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Obrázek 4: Paralelnı́ evolučnı́ strategie - způsoby dělenı́ na subdomény ve 3D s k = 5, kde k je
počet intervalů na dělené hraně domény.

Obrázek 5: Paralelnı́ evolučnı́ strategie ve 2D s k = 3. Legenda: černé body - návrhové body;
červené body - ”rodiče“; modré body - ”potomci“; bı́lé body - v každé subdoméně bod nejvı́ce
vzdálený od návrhových bodů; purpurový bod - střed největšı́ho prázdného kruhu; purpurová
kružnice - největšı́ prázdný kruh.

počátečnı́ populace vytvořena pomocı́ funkce lhsdesign ze statistického toolboxu programu
Matlab ve výchozı́m nastavenı́ tak, aby nebyl celkový čas tı́mto procesem výrazně ovlivněn.
Potomci jsou odvozováni pomocı́ mutace - přičtenı́m normálně rozdělených (průměr roven
nule, standardnı́ odchylka klesajı́cı́ s pořadı́m cyklu) náhodných čı́sel k rodičovské populaci.
Následně jsou ze sjednocenı́ rodičovské populace a potomků vytvořeny náhodné páry a z každé-
ho tohoto páru je do nové rodičovské populace vybrán ten chromosom, který má delšı́ vzálenost
k nejbližšı́mu návrhovému bodu. Toto výběrové schéma upřednostňuje lepšı́ jednotlivce k po-
stupu do dalšı́ generace. Metoda je znázorněna na Obrázku 3. Je na něm patrné, jak se populace
přibližuje k hledanému řešenı́.

Metoda je robustnı́ a uživatel může volit velikost populace i počet generacı́ podle dimenze
řešeného problému. Přesto je ve vyššı́ch dimenzı́ch obtı́žné prozkoumat celou řešenou doménu.
To by měla zajistit dále popsaná paralelnı́ metoda.

4 Paralelnı́ evolučnı́ strategie
Paralelizovat evolučnı́ strategii lze dvěma způsoby: za prvé, může probı́hat několikeré hledánı́

v celé doméně paralelně nezávisle na sobě; za druhé, řešenou doménu můžeme rozdělit na menšı́
celky - subdomény - a hledánı́ pomocı́ ES pak probı́há paralelně v těchto subdoménách. V této
práci je zvolena druhá z možnostı́.
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Obrázek 6: Paralelnı́ evolučnı́ strategie. Legenda: černé body - návrhové body; bı́lé body -
v každé subdoméně bod nejvı́ce vzdálený od návrhových bodů; tečkované kružnice - největšı́
prázdné kruhy se středy v bı́lých bodech; purpurový bod - střed největšı́ho prázdného kruhu;
purpurová kružnice - největšı́ prázdný kruh.

Doménu lze dělit několika způsoby, jak ukazuje Obrázek 4. Prvnı́ z uvedených variant je
pravděpodobně nejvhodnějšı́ k zaručenı́ prohledánı́ celého prostoru. Počet vzniklých subdomén
je potom kd, kde k označuje počet intervalů na dělené hraně domény. Množstvı́ subdomén
tedy roste velice rychle s dimenzı́ řešené domény a v přı́padě vyššı́ch domén je tedy nutné
použı́t některou z dalšı́ch alternativ dělenı́. V přı́kladech uvedených v této práci je použita prvnı́
varianta dělenı́ na subdomény s k = 2. Počet chromosomů v populaci je 10d.

Popsanou metodu znázorňuje Obrázek 5. Několik subdomén je tedy řešeno zároveň paralelně
na jednotlivých CPU. Z každé subdomény obdržı́me kandidátnı́ řešenı́/bod (Obrázek 6), jako
střed nějvětšı́ prázdné koule (jejı́ poloměr je pak hodnota mM) je z těchto bodů označen ten,
který má nejdelšı́ vzdálenost k bodům návrhu.

2D 6D 12D
metoda čas [s]

miniMax I 0.007 – –
miniMax II 0.004 2.265 - (vyčerpáno 12 GB RAM)

ES miniMax - sériová 0.183 47.193 2489.557
ES miniMax - paralelnı́ - 2 CPU 7.338 36.634 1455.274
ES miniMax - paralelnı́ - 4 CPU 7.489 22.617 756.122
ES miniMax - paralelnı́ - 8 CPU 7.935 15.774 404.693

Tabulka 1: Časová náročnost uvedených metod.
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5. VÝSLEDKY
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Obrázek 7: Speed-up paralelnı́ ES pro výpočet hodnoty miniMax: 6D, 17 bodů - 60 chro-
mosomů, 12800 generacı́, 64 subdomén (vlevo) a 12D, 65 bodů - 120 chromosomů, 204800
generacı́, 4096 subdomén (vpravo).

5 Výsledky
K porovnánı́ představených metod jsou použity tři typové přı́klady: (i) 2D návrh s 27 body

převzatý z [van Dam, 2005], (ii) 6D návrh se 17 body a (iii) 12D návrh s 65 body. Postup opti-
malizace tvorby uvedených 6D a 12D návrhů je popsán v [Cioppa and Lucas, 2007] a výsledné
návrhy byly staženy ze [Sanches, 2005].

Nejprve porovnáme jednotlivé metody z pohledu výpočetnı́ch nároků. Ty jsou uvedeny v Ta-
bulce 1. Jedná se o průměrné hodnoty z 10 nezávislých spuštěnı́ každé procedury. Je zřejmé, že
v nı́zkých dimenzı́ch jasně vı́tězı́ metody poskytujı́cı́ přesné řešenı́ (označeny miniMax I a mini-
Max II). Již v 12D přı́kladu ovšem nestačı́ operačnı́ pamět’ kvůli extrémnı́ náročnosti sestrojenı́
Voronoiova diagramu. Sériová verze evolučnı́ strategie je při zvolené velikosti populace a počtu
generacı́ vı́ce než 20krát pomalejšı́ než exaktnı́ metody. Efektivita paralelnı́ verze je pak ve 2D
přı́padě nulová. Komunikace v počı́tači nutná k rozdělenı́ problému na jednotlivé subdomény
zde časově vysoce převyšuje samotný výpočet a celkový potřebný čas tu dokonce roste s počtem
použitých CPU. Zajı́mavějšı́ je však situace ve vyššı́ch dimenzı́ch. Obrázek 7 ukazuje speed-up
(závislost zrychlenı́ výpočtu na počtu využitých CPU) pro 6D a 12D problémy. Se zvyšujı́cı́ se
dimenzı́ se čas potřebný ke komunikaci mezi jednotlivými CPU stává zanedbatelným a paralelnı́
metoda zde dosahuje téměř lineárnı́ho speed-upu.

Nynı́ metody porovnáme z pohledu kvality zı́skaného řešenı́ - hodnoty kritéria miniMax.
Připomeňme, že evolučnı́ strategie je stochastický algoritmus s náhodným chovánı́m a hodnota
jı́ zı́skána je tedy pouze odhadem - přesná hodnota může být vyššı́. V nižšı́ch dimenzı́ch, tedy ve
2D a 6D přı́kladu poskytujı́ naše metody založené na ES (sériová a paralelnı́) přesné řešenı́ při
všech 10 spuštěnı́ch. Pro 12D problém přesnou hodnotu mM neznáme. Obrázek 8 ukazuje box-
ploty hodnot kritéria miniMax zı́skaných pomocı́ obou verzı́ evolučnı́ strategie. Sériová verze je
někdy schopná nalézt přesnějšı́ řešenı́ (vyššı́ hodnotu odhadu mM), vykazuje však vyššı́ rozptyl
v porovnánı́ s verzı́ paralelnı́ řešı́cı́ problém v jednotlivých subdoménách. Poznamenejme, že
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6. ZÁVĚR
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Obrázek 8: Boxploty hodnot mM zı́skaných uvedenými metodami pro problém ve 12D.

celkový počet provedených iteracı́ a výpočtů vzdálenostı́ byl shodný pro sériovou verzi i pro
verzi paralelnı́ (součet počtů generacı́ v jednotlivých subdoménách je shodný s počtem generacı́
v sériové verzi). Srovnánı́ metod z hlediska reálného času ukazuje Obrázek 9. Sériová verze ES
se zdá být velmi rychlá z pohledu nalezenı́ kvalitnı́ho řešenı́. Výsledek je však ze značné části
dán ”̌stěstı́m“ v zasaženı́ oblasti středu největšı́ prázdné koule (ten se velmi často nacházı́ na
hranici řešené domény). Paralelnı́ verze zase ztrácı́ určitý čas na začátku výpočtu rozdělenı́m
prostoru na subdomény a komunikacı́ nutnou k paralelizaci. Poté však paralelnı́ verze poskytuje
robustnějšı́ řešenı́ s menšı́m rozptylem.

6 Závěr
Tato práce představuje dvě tradičnı́ metody poskytujı́cı́ přesné řešenı́ miniMax kritéria

společně s algoritmem evolučnı́ strategie v sériové a paralelnı́ verzi. Ten poskytuje odhad hod-
noty kritéria. Naše výsledky ukazujı́, že v nižšı́ch dimenzı́ch navržené metody založené na ES
přesné řešenı́ naleznou. Ve vyššı́ch dimenzı́ch pak bez problémů s nedostatkem operačnı́ paměti
(typické pro exaktnı́ metody využı́vajı́cı́ Voronoiův diagram) poskytujı́ odhad hodnoty mM. Pa-
ralelnı́ verze představuje způsob ”rozparcelovánı́“, tedy rozdělenı́ celé řešené domény na menšı́
subdomény. Tato verze dosahuje ve vyššı́ch dimenzı́ch téměř lineárnı́ho speed-upu a odhady jı́
zı́skané majı́ menšı́ rozptyl v porovnánı́ se sériovou verzı́ (kde je řešena celá doména najednou).

V této práci nebyly zkoumány všechny možnosti hledánı́ přibližného a/nebo paralelnı́ho
řešenı́ problému hodnoty miniMax. Mezi dalšı́ oblasti vhodné pro výzkum patřı́: (i) aproximace
Voronoiova diagramu popsaná např. v pracech [Arya et al., 2002] nebo [Brochhaus et al., 2006];
a (ii) využitı́ GPU paralenı́ho počı́tánı́, vı́ce v publikaci [Wang et al., 2002] nebo v článku
[Fischer and Gotsman, 2006]. Náš dalšı́ výzkum bude zaměřen na adaptivnı́ testovánı́ se zaměře-
nı́m na robustnı́ metody optimalizace [Dubourg, 2011]. Kritérium miniMax se pro tyto účely
zdá být nejvhodnějšı́m. Střed největšı́ nepokryté koule je přirozeným kandidátem pro testovánı́
v dalšı́m kroku. Stejná myšlenka je již nynı́ použı́vána v tzv. updatovaných modelech jako je
např. Kriging, pro vı́ce informacı́ [Jones, 2001].
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7. PODĚKOVÁNÍ
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Obrázek 9: Vývoj hodnoty mM v průběhu výpočtu pro 10 spuštěnı́ ES. Legenda: modré křivky
- sériová verze; červené křivky - paralelnı́ verze (8 CPU).
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