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Abstrakt: Ndvrh experimentii - the design of (computer) experiments (DoE) - tvori
zdkladni soucdst kaZdého meta-modelu. Jako takovy musi mit urcité viastnosti,
duraz je kladen predevsim na dvé - ortogonalitu a rovnomérnost pokryti. Na splnéni
druhého 7 poZadavkii se v poslednim desetileti zamérilo nékolik metod. Zajimavou
oblast pro vyzkum tvori jedno z kritérii pouZivanych pro hodnoceni rovnomérnosti
pokryti - kritérium miniMax (mM). Toto kritérium se zdd byt nejvhodnéjsim pro
praktické ucely; jeho vycisleni ve vysSich dimenzich je vSak extrémné vypocetné
ndrocné. Proto je v této prdci predstavena novd metoda. Je zaloZena na poufiti al-
goritmu evolucni strategie (ES), pomoci kterého jsou nalezeny potencidlni stredy
nejvétsich nepokrytych kouli. Hodnota mM je poté polomér nejvétsi z téchto koull.
Navrhovand metoda tedy nezarucuje presné resent, je vsak vypocetné nendrocnd a,
Jjak bude ddle ukdzdno, je mozZné ji efektivné zparalelizovat. Ndsledné bude srovndna
sériovd a paralelni verze navrZeného pristupu z pohledu casové ndarocnosti a kvality
Fesent.

Abstract: Space-Filling Design Strategies known as Design of (Computer) Experi-
ments (DoE) create an essential part of a surrogate modeling. Two main objectives
are usually placed on the resulting designs - orthogonality and space-filling pro-
perties. The last decade has witnessed the development of several methods for the
latter objective. One of the metrics, called miniMax (mM) represents very interes-
ting research area. Authors think that this metric seems as the most suitable one for
practical purposes; however its computation for higher dimensions is intractable.
Hence our contribution presents a new method on this subject. The core is the usage
of the Evolution Strategy (ES) algorithm to estimate potential centers of the largest
empty spheres. The miniMax is then the radius of the biggest empty sphere. There-
fore the proposed procedure is inexact, however has no memory problem and as is
shown in the text, is suitable for parallelization. The serial and parallel versions of
the proposed approach are then compared from time and precision points of view.
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1. UVOD

1 Uvod

Navrh experimenttl - the design of experiments (DoE) tvoii zakladni soucast vyvoje kazdého
meta-modelu [Simpson et al., 2001, Jin, 2005]. Cilem je ziskat co nejvice informaci o chovéni
daného systému prfi minimalnim poctu provedenych experimentti. Jelikoz predpokladame, Ze
findlni meta-model je a priori neznamy, je zadouci, aby navrh experimentt co nejlépe pokryval
cely navrhovy prostor. Kvalitu ndvrhu mizeme hodnotit fadou kritérii zaméfenych predevsim
na ortogonalitu [Cioppa and Lucas, 2007, Hofwing and Stromberg, 2010] nebo rovnomérnost
pokryti [Crombecq et al., 2009, MySdkova and Leps, 2011, Janouchova and Kucerové, 2013].
V této praci jsme zvolili kritétium miniMax (mM) pro jeho jednoduchost a snadnost zobra-
zeni. Je-1i dana sada n (navrhovych) bodl v d-dimenziondlni hyperkrychli, hodnota miniMax je
polomér nejvétsi hyperkoule, kterda neobsahuje Zadny z n bodu sady a jejiz stied leZzi uvniti dané
hyperkrychle. Tento problém je v literature t€Z oznacovan jako the largest empty sphere pro-
blem (LES) [Dickerson and Eppstein, 1995] - ,problém nejvétsi prazdné koule®. Jinymi slovy,
miniMax slouzi k hodnoceni kvality pokryti ndvrhového prostoru tim, Ze ukazuje nejvétsi ne-
pokrytou oblast. Jednou z moZnosti pro nalezeni stfedu nejvétsi prazdné koule (a poté hodnoty
mM) je provétfeni vSech vrcholi Voronoiova diagramu [Okabe et al., 2000] sestaveného pro da-
nou sadu navrhovych bodi. Podet téchto vrcholii viak roste O(nl4/21) v piipadg, kdy prostor
neni ohranicen, a v ohrani¢eném prostoru (coz je piipad sady bodd v hyperkrychli) je pocet bodu
nutnych k provéfeni jesté vyssi. Ackoli miZeme problém hranicnich oblasti domény efektivné
feSit pomoci zrcadleni [Pronzato and Miiller, 2012], ke spolehlivému sestaveni Voronoiova dia-
gramu v redlném Case ve vysSich dimenzich jsou stdle tfeba nové algoritmy.

Tato prace je inspirovédna ¢lankem [Lee et al., 2004], kde byla pro nalezeni stfedu nejvétsi
nepokryté koule pouzita evolucni strategie. UkdZeme, Ze tato metoda neni schopna nalézt presné
feSeni v prostoru nad 6D. Proto predstavime vylepseny algoritmus, v némz je evolucni strategie
spuSténa paralelné na jednotlivych Castech feSené hyperkrychle. Vysledky ukazuji, Ze paralelni
metoda je robustnéjsi neZ sériova verze popsand ve zminéném clanku. Pro pouziti ve vysokych
dimenzich (stovky az ticice proménnych) ji vSak jeSté bude nutné zdokonalit.

Clenéni préce je nasledujici. Nejprve jsou popsany dvé exaktni metody pro vypocet hodnoty
kritéria miniMax. Nésledné je predstaven algoritmus evoluéni strategie v sériové verzi a popis
jeho zparalelizovéani. Metody jsou ddle porovndny z pohledu vypocetniho Casu a kvality feSent.

2 Presné reSeni
Pfesnou hodnotu kritéria miniMax lze ziskat pomoci Voronoiova diagramu. Stfed nejveétsi

prazdné koule (jejiz polomér odpovidd hodnoté mM) lezi v nékterém z vrcholi Voronoiova
diagramu, nebo priniku hrany Voronoiova diagramu s hranici feSené domény.

Ve 2D je vSechny tyto kandidatni body moZné najit ,yucné®. Jsou to vrcholy Voronoiova dia-
gramu, pruseciky hran Voronoiova diagramu se ¢tyfmi stranami feSené domény (ve 2D Ctverce
- d = 2) a Ctyri vrcholy feSené domény [Schuster, 2008, Toussaint, 1983]. Zde tuto metodu
oznacujeme jako miniMax I a jeji priibéh je zndzornén na Obrazku 1. Ve vysSich dimenzich je
objekty feSené domény neni trividlni a je nutné vzit v tvahu i1 vSechny vrcholy feSené hyper-
krychle.

V ¢lanku [Pronzato and Miiller, 2012] je popsana jina metoda pro nalezeni presného feseni.
Navrhové body jsou zrcadleny skrz v§echny (d — 1)-facety a az nasledné je sestrojen Voronoidv
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diagram. Kandidatni body jsou pak ty leZici uvnitf, nebo na hranici feSené domény. Tuto metodu
ilustruje Obrazek 2 a oznacujeme ji jako miniMax II. Zrcadleni zarucuje, Ze i body na hranici
a ve vrcholech domény budou uvedeny mezi kandidatnimi body. I tato metoda vSak ma své
limity. Sestrojeni Voronoiova diagramu je ve vysSich dimenzich velice narocné (Casové 1 pa-
métove) a zrcadleni (kazdy bod musi byt ozrcadlen (2d)-kréat) tyto ndroky jesté zvySuje. To
dokumentuje i Tabulka 1 v Sekci 5 - v nizs§ich dimenzich jsou exaktni metody efektivnéjsi, ve
vy$$ich dimenzich ale jejich paméfové ndroky vyrazné rostou.

Problémy, se kterymi se setkdvame v inZenyrské praxi, jsou vSak zpravidla multidimen-
ziondlni (desitky, stovky, nékdy i tisice proménnych), proto potfebujeme metody schopné pra-
covat i v takovych navrhovych prostorech.

3 Sériova evolucni strategie

Jednou z moZnosti je odhadnout hodnotu miniMax pomoci heuristické nebo meta-heuristické
metody. My jsme zvolili evolucni strategii. Jedné se o metodu zaloZenou na principech znamych
z prirody - pfizpisobovani (adaptation), mutace (matation), kiizeni (crossover) a vybeér (se-
lection). Tato technika byla vyvinuta v 60. a 70. letech 20. stoleti Rechenbergem, Schwefelem
a jejich spolupracovniky, v [Rechenberg, 1973] nebo [Bick and Schwefel, 1995] 1ze nalézt vice
informaci .

Zékladem procedury je cyklus, jehoZ iterace nazyvame generace. Kazdd generace obsahuje
populaci sloZenou z jednotlivych chromosomu - bodu, které pokryvaji feSenou doménu. Cilova
funkce je pak vyhodnocena pro kazdy chromosom (s parametry odpovidajicimi soufadnicim
chromosomu). Nova populace (,potomci®) je odvozena z predchozi populace (,rodice*) pomoci
mutace a kifzeni. RozliSuji se dva typy: v (i, A\)-ES je nova generace odvozena z potomki
z predchozi generace, v (1 + A)-ES ze sjednoceni rodi¢t a potomkl z pfedchozi generace.
Pocet generaci milize byt stanoven uZivatelem pevné, nebo je pro algoritmus urceno zastavovaci
kritérium.

Obrazek 1: miniMax I. Legenda: ¢erné body - navrhové body; cerné usecky - Voronoiliv dia-
gram; Cervené body - vrcholy Voronoiova diagramu; zelené body - pruseciky hran Voronoiova
diagramu s hranicemi feSené domény; modré body - vrcholy domény; Cervené, zelené a modré
kruZnice - nejvétsi prazdné kruhy se stfedy v Cervenych, zelenych a modrych bodech; purpurova
kruZnice - nejvétsi prazdny kruh; purpurovy bod - stied nejvétsiho prazdného kruhu. Obrazky
slouZi pro ilustraci pribéhu metody, popisky os jsou proto vynechany.
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Obréazek 2: miniMax II. Legenda: velké ¢erné body - ndvrhové body; malé ¢erné body - ozrca-
dlené navrhové body; ¢erné usecky - Voronoitv diagram; ¢ervené body - vrcholy Voronoiova
diagramu lezici uvnitf nebo na hranici feSené domény; Cervené kruznice - nejvétsi prazdné
kruhy se stiedy v Cervenych bodech; purpurovd kruznice - nejvétsi prazdny kruh; purpurovy
bod - stied nejvétsiho prazdného kruhu.
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Obrazek 3: Sériova evolucni strategie. Legenda: ¢erné body - navrhové body; cervené body -
,Jodice; modré body - ,potomci*; purpurovy bod - stied nejvétsiho prazdného kruhu; purpu-
rové kruZnice - nejvétsi prazdny kruh.

(1 + A)-evoluéni strategie pfedstavend v této praci je inspirovana ¢lankem [Lee et al., 2004].
Nejprve je vytvorena vychozi populace. Ta by méla rovnomérné pokryvat cely prostor, proto
je vytvorena pomoci LHS (latin hypercube sampling). Jelikoz se vSak v té€to praci zamérujeme
na porovnani ¢asové narocCnosti vlastniho cyklu evolucni strategie (sériové vs. paralelni), je
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Obrazek 4: Paralelni evolu¢ni strategie - zptisoby déleni na subdomény ve 3D s & = 5, kde k je
pocet intervali na délené hrané¢ domény.
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Obrazek 5: Paralelni evolucni strategie ve 2D s k = 3. Legenda: ¢erné body - ndvrhové body;
cervené body - ,rodice“; modré body - ,potomci; bilé body - v kazdé subdoméné bod nejvice
vzdaleny od navrhovych bodi; purpurovy bod - stied nejvétsiho prazdného kruhu; purpurova
kruZnice - nejvétsi prazdny kruh.

pocatecni populace vytvorena pomoci funkce 1hsdesign ze statistického toolboxu programu
Matlab ve vychozim nastaveni tak, aby nebyl celkovy Cas timto procesem vyrazné ovlivnén.
Potomci jsou odvozovani pomoci mutace - pfictenim normalné rozdélenych (primér roven
nule, standardni odchylka klesajici s pofadim cyklu) ndhodnych &isel k rodi€ovské populaci.
Nasledné jsou ze sjednoceni rodi¢ovské populace a potomki vytvofeny ndhodné pary a z kazdé-
ho tohoto paru je do nové rodiCovské populace vybran ten chromosom, ktery mé delsi vzalenost
k nejbliz§Simu navrhovému bodu. Toto vybérové schéma uptednostiiuje lepsi jednotlivce k po-
stupu do dalsi generace. Metoda je zndzornéna na Obrizku 3. Je na ném patrné, jak se populace
priblizuje k hledanému feseni.

Metoda je robustni a uZivatel mtize volit velikost populace i poCet generaci podle dimenze
reSeného problému. Pfesto je ve vysSich dimenzich obtiZzné prozkoumat celou feSenou doménu.
To by méla zajistit dale popsana paralelni metoda.

4 Paralelni evolucni strategie

Paralelizovat evolucni strategii 1ze dvéma zptsoby: za prvé, miZe probihat nékolikeré hledani
v celé doméné paralelné nezavisle na sob€; za druhé, feSenou doménu miZzeme rozdé€lit na mensi
celky - subdomény - a hleddni pomoci ES pak probihd paralelné v téchto subdoménéch. V této
préci je zvolena druhd z moZnosti.
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Obrézek 6: Paralelni evolucni strategie. Legenda: ¢erné body - ndvrhové body; bilé body -

v kazdé subdoméné bod nejvice vzddleny od navrhovych bodii; te¢kované kruznice - nejvetsi
prazdné kruhy se stfedy v bilych bodech; purpurovy bod - stfed nejvétSiho prazdného kruhu;
purpurovd kruznice - nejvétsi prazdny kruh.

Doménu Ize dé€lit nékolika zptsoby, jak ukazuje Obrazek 4. Prvni z uvedenych variant je
pravdépodobné nejvhodné;jsi k zaruceni prohledani celého prostoru. Pocet vzniklych subdomén
je potom k¢, kde k oznaCuje pocet intervalGi na délené hrané domény. MnoZstvi subdomén
tedy roste velice rychle s dimenzi feSené domény a v pripadé vysSich domén je tedy nutné
pouZit nékterou z dalSich alternativ déleni. V ptikladech uvedenych v této praci je pouZzita prvni
varianta d€leni na subdomény s £ = 2. Pocet chromosomil v populaci je 10d.

Popsanou metodu zndzoriiuje Obrazek 5. Nékolik subdomén je tedy feSeno zaroven paralelné
na jednotlivych CPU. Z kazdé subdomény obdrzime kandidatni feSeni/bod (Obrazek 6), jako
stfed n&jvetsi prazdné koule (jeji polomér je pak hodnota mM) je z téchto bodl oznacen ten,
ktery ma nejdelsi vzdalenost k bodiim navrhu.

2D | 6D | 12D
metoda c¢as [s]

miniMax [ 0.007 — -

miniMax II 0.004 | 2.265 | - (vycerpdno 12 GB RAM)

ES miniMax - sériova 0.183 | 47.193 2489.557

ES miniMax - paralelni - 2 CPU | 7.338 | 36.634 1455.274
ES miniMax - paralelni - 4 CPU | 7.489 | 22.617 756.122
ES miniMax - paralelni - 8 CPU | 7.935 | 15.774 404.693

Tabulka 1: Casové ndro¢nost uvedenych metod.
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1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Pocet CPU Pocet CPU
Obrazek 7: Speed-up paralelni ES pro vypocet hodnoty miniMax: 6D, 17 bodd - 60 chro-
mosomd, 12800 generaci, 64 subdomén (vlevo) a 12D, 65 bodi - 120 chromosomu, 204800
generaci, 4096 subdomén (vpravo).

5 Vysledky

K porovnani predstavenych metod jsou pouZity tfi typové priklady: (i) 2D névrh s 27 body
prevzaty z [van Dam, 2005], (ii) 6D navrh se 17 body a (iii) 12D ndvrh s 65 body. Postup opti-
malizace tvorby uvedenych 6D a 12D navrhi je popsan v [Cioppa and Lucas, 2007] a vysledné
navrhy byly stazeny ze [Sanches, 2005].

Nejprve porovname jednotlivé metody z pohledu vypocetnich naroki. Ty jsou uvedeny v Ta-
bulce 1. Jedna se o primérné hodnoty z 10 nezavislych spusténi kazdé procedury. Je zfejmé, Ze
v nizkych dimenzich jasné vitézi metody poskytujici presné reSeni (oznaceny miniMax I a mini-
Max II). Jiz v 12D ptikladu ovSem nesta¢i operaéni pamét kvili extrémni ndro¢nosti sestrojeni
Voronoiova diagramu. Sériova verze evolucni strategie je pii zvolené velikosti populace a poctu
generaci vice nez 20krat pomalejsi neZ exaktni metody. Efektivita paralelni verze je pak ve 2D
pripadé nulova. Komunikace v pocitaci nutnd k rozdéleni problému na jednotlivé subdomény
zde Casové vysoce prevysuje samotny vypocet a celkovy potfebny Cas tu dokonce roste s poctem
(zavislost zrychleni vypoctu na poctu vyuzitych CPU) pro 6D a 12D problémy. Se zvySujici se
dimenzi se ¢as potfebny ke komunikaci mezi jednotlivymi CPU stava zanedbatelnym a paralelni
metoda zde dosahuje téméf linedrniho speed-upu.

Nyni metody porovname z pohledu kvality ziskaného feSeni - hodnoty kritéria miniMax.
Pfipomeinime, Ze evolucni strategie je stochasticky algoritmus s ndhodnym chovanim a hodnota
ji ziskana je tedy pouze odhadem - pfesnd hodnota muze byt vyssi. V nizsich dimenzich, tedy ve
2D a 6D prikladu poskytuji naSe metody zaloZené na ES (sériové a paralelni) presné fesSeni pri
vSech 10 spusténich. Pro 12D problém presnou hodnotu mM nezname. Obrazek 8 ukazuje box-
ploty hodnot kritéria miniMax ziskanych pomoci obou verzi evolucni strategie. Sériova verze je

Vevs v Vv Vv

nékdy schopna nalézt pfesnéjsi feSeni (vyssi hodnotu odhadu mM), vykazuje vSak vyssi rozptyl

PN P4

v porovnani s verzi paralelni feSici problém v jednotlivych subdoménich. Poznamenejme, Ze
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12D, 65 bodu - 120 chromosoma, 204800 generaci, 4096 subdomén

157+ o i

1.561 1

1.55 1

%1.54* 1

1.531 1

1.52

1.511 7

1 1
sériova ES paralelni ES

Obréazek 8: Boxploty hodnot mM ziskanych uvedenymi metodami pro problém ve 12D.

celkovy pocet provedenych iteraci a vypoctu vzdalenosti byl shodny pro sériovou verzi i pro
verzi paralelni (soucet poctl generaci v jednotlivych subdoménéach je shodny s po¢tem generaci
v sériové verzi). Srovnani metod z hlediska realného Casu ukazuje Obrizek 9. Sériova verze ES
se zda byt velmi rychld z pohledu nalezeni kvalitniho feSeni. Vysledek je vSak ze znacné Casti
dan ,Stéstim™ v zasaZeni oblasti stfedu nejvétsi prazdné koule (ten se velmi Casto nachdzi na
hranici feSené domény). Paralelni verze zase ztraci urCity Cas na zacdtku vypoctu rozdélenim
prostoru na subdomény a komunikaci nutnou k paralelizaci. Poté vSak paralelni verze poskytuje
robustnéjsi feSeni s mensim rozptylem.

6 Zavér

Tato prace predstavuje dvé tradicni metody poskytujici presné feSeni miniMax kritéria
spolecné s algoritmem evolucni strategie v sériové a paralelni verzi. Ten poskytuje odhad hod-
noty kritéria. NaSe vysledky ukazuji, Ze v nizSich dimenzich navrzené metody zalozené na ES
presné feseni naleznou. Ve vyssich dimenzich pak bez problémi s nedostatkem operacni paméti
(typické pro exaktni metody vyuzivajici Voronoiliv diagram) poskytuji odhad hodnoty mM. Pa-
ralelni verze predstavuje zpisob ,rozparcelovani, tedy rozdéleni celé feSené domény na mensi
subdomény. Tato verze dosahuje ve vysSich dimenzich témér linearniho speed-upu a odhady ji
ziskané maji mensi rozptyl v porovnani se sériovou verzi (kde je feSena celd doména najednou).

V této praci nebyly zkouméany vSechny moZnosti hledani priblizného a/nebo paralelniho
reSeni problému hodnoty miniMax. Mezi dalSi oblasti vhodné pro vyzkum patfi: (1) aproximace
Voronoiova diagramu popsand napt. v pracech [Arya et al., 2002] nebo [Brochhaus et al., 2006];
a (i1) vyuziti GPU paraleniho pocitani, vice v publikaci [Wang et al., 2002] nebo v ¢lanku
[Fischer and Gotsman, 2006]. N&s dalsi vyzkum bude zaméfen na adaptivni testovani se zaméte-
nim na robustni metody optimalizace [Dubourg, 2011]. Kritérium miniMax se pro tyto ucely
zd4 byt nejvhodnéjsim. Stied nejvetsi nepokryté koule je prirozenym kandidatem pro testovani
v dalSim kroku. Stejnd myslenka je jiZ nyni pouzivana v tzv. updatovanych modelech jako je
napi. Kriging, pro vice informaci [Jones, 2001].
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12D, 65 bodu - 120 chromosoma, 204800 generaci, 4096 subdomén
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Obrazek 9: Vyvoj hodnoty mM v pribéhu vypoctu pro 10 spusténi ES. Legenda: modré kiivky
- sériova verze; Cervené kiivky - paralelni verze (8 CPU).
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