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Prihradové konstrukce jsou prutové konstrukce segtazapimych prufi, navzajem
spojenych v kloubovych stgicich. Redpokladame, Ze zatiZzenigobi pouze ve styicich,
tzn. v prutech vznikaji pouze normalové (osovéjinnisily, a posouvajici sily i ohybové
momenty neuvazujeme.

Priklady prihradovych konstrukci:

Staticky utita

Staticky neutit4




Linearni reseni obecnych fihradovych konstrukci

Je rekolik zpasohi reSeni pihradovych konstrukci. Pokud je konstrukce statigikyta, ieSi
se stg¢nikovou rovnovahou neboijmeinou metodou. Pokud je konstrukce staticky tiedyr
muze sereSit metodou deforntai (deform&ni metodou se mohaesit i konstrukce staticky
urcité, které jsou vlastnspecialnim fipadem obecnychifhradovych konstrukci)

Deformani metoda pro ihradové konstrukce vychazi epdpokladu rovnovahy sil na
jednotlivych prutech a na jednotlivych &tycich. LinearnfeSeni je&tk tomu gedpoklada
posuny, které jsou vzhledem ke zbytku konstrukcedhateld malé.

Nejprve zavedeme na prutu koncoveé Xy, Za,, Xoa, Zoa @ koncové snikové posunyi,,
Wa, Lbl VVO'

Koncove sily fisobici na prut:
globalni slozky lok&lni slozky

Xap

Obr. 1 Zoa
Vztah mezi koncovymi silami a koncovymi posuny kdni sousta¥ sodadnic:

Xab = -Nap(Up — W) kden = EAu/Lab (1)
Xpa = Nap(Up — W)

Vztah mezi koncovymi silami a koncovymi posuny elzlni soustaysouadnic:

Xab = Xap COS0ap

Zab = Zap SiN Gap

Us = Ua COSOap +Wa SiN ap 2)
Uy = Up COSQan +Wh SiN Qap

Xab = NC(Ua — W) #NCS (W — Wb)

Zap=NCS (h— W) #NS (Wa — W)

Xpa = NC*(Up — W) #NCS (W5 — W) 3)
Zoa=NCS (b — W) #NnS (Wp — W)

Kden = nyp = EA/Lap, C = COSQap, S = SiNQap

Poté sestavime podminky rovnovahy pro kazd§nsky

2p Xab = Fax 2b Zab = Faz 4)

viv s



Spaiteme protaZeni prutu:
Alap= Uy — W = (Up — W) COSTap + (Wp — W) SiN ap (5)

a normalovou silu v prutu:
Nab = Xba = Nap (U — W) = EAap ALap /Lap (6)

Reakce utime ze silovych podminek rovnovahy potipych stynika

Obecny postup:
1) Konstrukci rozdlime na pruty a stiniky a @islujeme je
2) Zavedeme zakladni neznamé —¢efitové posuny, kterym neni biéaro vazbami
3) Sestavime rovnice (4) pro kazdyatik, kterému neni br&no v posunu vazbami
4) Vyjadiime koncové sily pomoci rovnic (3)
5) Dosadime do rovnic (4)
6) Soustavu rovnic MgSime a ziskame tak hledan&agtigové posuny
7) Spaiteme protaZeni priitpodle rovnice (5)
8) Spaiteme normalové sily pomoci rovnice (6)
9) Spaiteme reakce ze silovych podminek rovnovahy ptetepch stynika
10)Kontrola

Maticové linearniireSeni

e

Pro slozijSi konstrukce vedi&esSeni na soustavu peme velkého mnozZstvi rovnic, proto je
vyhodné provéét ieSeni pomoci maticového zapisu.

[-c -s ¢ s]=[B]
[EA/L] = [D] kde EA/L=n
[B]'[D][B] = [K] ... matice tuhosti prutu

2 ¢cs -& -cs
cs 2s-cs -$

[K]=(EAL) | -&& -cs & cs (7)
-cs %scs %

W, | =[r] ... vektor stgnikovych posuti

Zap | =[R] ... vektor koncovych sil




Z rovnic (3) Ize odvodit vztah, ktery plati pro featlivé pruty

Xab T cs -t -cs Al
Zw| =(EAIL) [ cs & -cs -8 W
Xba T -cs € cs Bl
Zba cs %“scs & W
Cili [R] = [K][] 8)

Existuje r®kolik zpasohi, jak prevést maticovy zapis jednoho prutu na celou kokstru
Jeden z nich je pomoci kédovyeisel. V kazdém stiniku ozng&ime snér (x, z) kddovym
Cislem tak, Ze sim, ve kterém je bramo vazbami, dostanigslo 0, a sréry, ve kterych
zavadime neznamée shjikové posuny, @slujeme tak, aby se zadui&lo neopakovalo (viz
piiklad — prvnic¢islo vyjaduje snér x, druhé srér z)

»

> X
l[g’l] Obr. 3
[2,3]
z
[0,0] [4.0]

Pro kazdy pruaib se sestavi matice tuhosti [K] a jednotliaélky a sloupce s&sluji stejré
jako jsou @islovany bodya, b (nezalezi na gadi bodi, protoZze matice [K] je symetricka, ale
jak sloupce, takadky musi bytislovany stejnym p@adim — tzn. je jedno jestli padiab
neboba, ale proradky i pro sloupce musi bytslovani totozné). Matice tuhosti [K] pro celou
konstrukci budeétvercové a bude miadka i sloupdi praw tolik, kolik je nenulovych
koédovychcisel fadky i sloupce v matici tuhosti konstruka#sdujeme zleva doprava a
seshora ddl vzestups), pricemz kazdé pole matice ma své a@ad (pozice v matici fadek
a sloupec) pomoci kédovyelisel. Matice tuhosti konstrukce se sestavi talkazelé pole
matice se rovna sétu stejré oznaenych poli vSech matic tuhosti jednotlivych grubale
matice [R] pro celou konstrukci bude sloupcova @ena kodovymtisly shora vzestup,
kde kazdé pole budegrstavovat vsi silu pisobici na konstrukci (odpovidajici danému
kédovemuwiislu) a matice [r] pro celou konstrukci budetbgloupcovéagislovana stejgjako
[R] a kde kazdé poletpdstavuje st§nikovy posun odpovidajici svému kodovésislu.

[R] = [K][r] 9)

ProtaZeni prutu:
AL, = [B][r] (10)

Normalova sila v prutu:
Nab = Nab ALap = Nay [B][1] (11)



Presné (nelinearni¥eseni symetricky zatizené symetrické konstrukce

Mame konstrukci z obrazku 4. Ozmae Ly, pivodni délku prutu 2133 jeho délku po
deformaci, w svisly posun s§niku 2 (ve sniru osy z) 3o pavodni Ghel prutu s osou xa
Uhel zdeformovaného prutu s osou X.

N2z = N1z = (EA1/L12) AL12 = (EA1/L12)(l12 — L12) (12)
1177 = 125> = (L12 COSBp)f + (L12Sin Bp- Wo)* =

= L122 COg ﬂa + L]_22 Slrl2 ,80 -2LiowWs Sinﬂg +W22 = (13)

= L122 +W22 -2LiowWs sin,Bg

Aoz = Alip = l1p- Lip= (L1 +#Wo° — 2L we sin 8™ - Lua (14)
sin B = (L2 Sin By —Wo)/ |12 = (L1z Sin By —Wo)/(L12° +Wa2 — 2L1o Wo Sin By (15)

Z rovnovéhy sil podle obr. 5

F +lesin,[>’+N238in,[>’:0
F +2N;» sin,B=0 (16)

F +2(EAL1)[(L12° #Wo® — 2L1oWo sin 8™ - Lig] (Liz Sin Bo — W)/ (L1s” +Ws* —
-2L1oWo sin,Bg)”Z =0 (17)

Mame tedy rovnici (eviden#melinearni) pro neznamaw. Je opt nékolik zpasohi feSeni.

Pro danou sillr dopa@itdme posunv, (viz piiloha 1 —eSeni je provedeno v Microsoft Excel
pomoci funkce Hledarieseni). Jeiejmé, Ze s rostouci silou se posureésiiyu 2 z¥tSuje, ale
pro ukitou hodnotu sily F (haz¥me tuto silu ,mezni“ silafj dojde ke skokovému #t&eni
svislého posunu — normaloveé sily v prutech uz negatopny silu F vyrovnat a dojde k
~prolomeni“, po #MZ jsou pruty, pvodre tlacené, pod podporami a jsou tazené (viz obr. 6).

Tento zmisobieSeni nazsme ,prosté‘feseni. Viz piloha 2 (vodorovné&ast grafu je zde jen
pro ilustraci a nefedstavuje mnozinteSeni funkce F = f(y))



Obr. 6

Druhy zpisobieSeni spéiva v tom, Ze pro dany posun wimo sp@itame potebnou silu F.
Na rozdil od ,prostéheéesSeni* nam vyjde hladk&ikka zavislosti F na w(viz piiloha 3 a 4).

Pri plynulém z¢tSovani sily F se konstrukce chovéa podle ,prostébdéni. Do stavu, kde
~prosté” i ,obecné‘feseni neni shodné (respektive présteni neexistuje) se konstrukce
dostane jedititak, Ze silu F budeme &govat tak dlouho, dokud niggkratime ,mezni*“ silu
Fm, ale poté se musiipobici sila zmenSit ffpadré Uplné zmeénit orientaci — v zavislosti na
tom jaky paihyb w, poZzadujeme). Pokud by ke zmenSeni sily nedosSkiegigk by nalezel
prostémueseni. Proifklad z gilohy 1-5 jsou tedy pro silu F = 2 mozitaieSeni,

v zavislosti na fedchozim silovémijsobeni. Pokud se sila jestegekraiila ,mezni* silu
Fm, vysledek bude odpovidat obr. 7, pokud byla sijaiekroiena, ale zatas zmensena,
vysledek bude odpovidat obr. 8, a pokiedehozi sila byladSi nez k, a pisobila az do
~prolomeni“ konstrukce, budieSeni odpovidat obr. 9.

obr. 7 obr. 8 obr. 9




Presné (nelinearni¥eseni obecné obedérratizené konstrukce

I:22 Obr. 11
Obr. 10 F,

Reseni je obdobné jako preenichozi kapitolu. Mame konstrukci z obréazku 10. ®are L,
a Lpzpuvodni délku prutu 21 a 23la bs jejich délku po deformaci, msvisly posun s@niku
2 (ve sn&ru osy z) a pvodorovny posun styniku 2,00 aBo pavodni thly prul s osou x (viz
obr. 10),a af uhly zdeformovanych priits osou x.

Nio = (EAw/L10) AL1z = (EAL19)(l12 — La2)
N2z = (EA23/L23) ALoz = (EA2/L23)(l23 — Log) (18)

|122 :(le cosap+ Uz}z + (le sinap- Wz)2:|_122 +U22 '/'Wz2 +2L1o W cosap—2LioWo Sinap
2 _ : 2_ 2 2 :
|23 = (L23 COS,B0+ Uz)z +(L23 Slnﬂg- V\lz) =Ly3" FUy Wo© = 2Llos o COSﬂa—Zng Wo Slnﬂa

(19)
Alp=1l1-Lp= (L122 ‘/'W22 + U22 +2L1o U cOSap — 2L12 Wo SIN 0'0)1/2 - Lo
Aoz = |23 - L= (L232 'l"W22 + U22 -2l COS,BO —-2LosWs Sinﬂg)llz - Los (20)
COSO':(L]_Z cosap + Uz)/| 1= (le cosap— U2)/(L122 '/'Wz2 + U22 +2L1oUp O —2 L1 Wo sinag)m
SinO’:(le sinay —Wz)/|12: (L]_z sinay —Wz)/(L122+W22+ U22 +2112 Up COp =2 L1 Wo Sinag)llz
c0§B=(L23COSBp — )/l 25= (L23 COSBy — Up)/(Lag” + Wy’ + Up” =2 Loz Up COSBp =2 Los We SiNB)™>
Sinﬁ:(l_23 Sinﬂg —Wz)/| 1= (].23 sin,[>’0 —Wz)/(L232 +W22 +U22 2Lz W CO$0 2Lz W, Sinﬁg)llz
(21)
Silové podminky rovnovahy na styiku 2:
Fox— N2 cosa + Nzzcosf =0
Fo, +Nio SiﬂO"i‘NzgSin,B:O (22)

Dosazenim rovnic (19), (20) a (21) do rovnic (18gaaled® do rovnic (22) a po Uprav
dostaneme:

Fax-(EA12/L12) (L12COSTp # Up—L1(L12C0S00 + Up)/ (12" + Wo* + Up” #21 UpCOSTp —A 1 WoSina) 2
+E Lo/ L23) (L23c0SBy — Up—Loz (Loac0SBy — )/ (Las” +Wo? # Up” —A23pCOSBp —A2aWoSi nﬂO)UL—O

F2,HE A1/ L12) (L12SiNap —Wa—Lio(L12SiNap = Wa)/ (L12" + W + Us” +210UpCOSIp — A1 oSina) 2
+(EAoaL23) (L 23SiNBy —Wo —Los (L23SinGy — Wo)/(Los® + Wo? #+ Up® ~A_p3UxC0SB) —A2aWssingGp) =0
(23)



Opet existuje rkolik zpasohi reSeni soustavy rovnic (23). Zndmé jsou vSechnyiugli
kromeé posuri u; a W, a @ipadre sil Fox a ky. Prvni zfisobteSeni spéiva v tom, Ze pro
zvolené posunyaw, dopa@itame patebne sily &, F,,. TotofeSeni je jednoziaé a
odpovida obecnémigSeni symetricky zatizené symetrické konstrukcehiim zpisobem se
ze znamych sil &, Fy patitaji posuny b, w.. ProtozZe jde o soustavu rovnic zavisejici na
dvou pronénnych, nelze jiz pouzivat nastipjakym je napiklad HledanireSeni programu
Microsoft Excel.Reseni by bylo po#ing sloZité (a #koliv by bylo moZné&eseni provést

v programech jako je Matlab, v této semestraln€igia neni rozvadno) a vede nadkolik
moznychteSeni (pro ilustraci viz obr. 7 - 9).

Newtonova metoda — aplikace na symetricky zatizersymetrické
konstrukce

Vyjadrit zavislost w na F by bylo znéné slozité (viz rovnici (17)), a ne vzdy je mozno géu
funkci typu HledanfeSeni (nebo jeji pouziti obnasi rizika zjidtjiného kdene rovnice nez
je presre ten hledany), proto je vhodné pouzit fillad Newtonovu metodu.

Princip Newtonovi metody:

Méame rovniciR(w) +F =0 (24)
Zvolime wy. Podle Taylorova rozvoje omezenéhaitemy nejvyse prvniho stupn

oR
R +4w;) = R(w) + a_w(WO) Awy (25)

Rwe) + IR (we) Awy +F = 0
ow

sy =~ R (26)
R i)
ow: °
Wy = Wg + 4w, (27)
obecHr:
Wi = Wi + MWict (28)
Mg = _SR:—R(WI() (29)
—— (W)
ow: -

V naSem pipact se rovnice (17) a (24) rovnaji, tzn.:

R(W) = 2(EA_2/L12)[(L 122 'l‘Wz2 -2LioWs Sinﬂg)llz - L;|_2] (le Sinﬂg —Wz)/(ngz +W22 -
— 2L12 W, sin By

oR . . .
T (W)=1/2/(L15* +Wo? — 215 Ws Sin By)(2 Wo — 2 Las Sin By)(L12 Sin By —W») —

- ((L122 'l‘Wz2 -2LioWs Sinﬂg)llz - L]_z)/(l_]_zz 'l"Wz2 -2LioWs Sinﬂg)llz —
- 0,5((Lu2” #Wo” = 2L12Wo Sin 5% - L12)( Laz Sin Bo —Wa)/(L12* +ws* —
= 2L1o W Sin B (2 wo — 2 Lip sin By



Zname tedy vSechnjeny rovnice (28). Jako zakladni posungizvolime linearni metodou
spatenou hodnotu. ile@snosteSeni zavisi na Btu opakovani, viz filoh 7-11, porovnavajici
piesnost Newtonovi a numerické metodyniznych silach aiizném pdétu opakovani.

Numericka metoda

Vysvétleme si nyni obecny princip numerické metody. Ntiok& metoda vychazi
z linearnihareSeni a je vlastitvorena posloupnostéechtoieSeni. Fedstavme si konstrukci
na obr. 12.

F

Ackoliv se pomaoci linearni metody spitaji posuny, povaZzujeme je za zanedbdtelalé a
rovnovaha sil plati na nezdeformované konstrukei skuténosti ale konstrukce
zdeformovana je {eba zanedbatelh a tudiz rovnovaha sil neplati, nebo plati jéblizné

(viz obr. 13, kde ,spodni“ norméloveé sily jsou zabeny pro nezdeformovanou konstrukci a
»horni* normaloveé sily jsou zobrazeny pro skin&zdeformovanou konstrukci). Jak uz bylo
fe¢eno, numerickd metoda je tema posloupnosteSeni (krok) linearnichteSeni. V prvnim
kroku se linearni metodou sfitaji posuny jednotlivych stypika a normaloveé sily

v jednotlivych prutech. V dalSich krocich je postlmlobny, jen se gitd s novou geometrii
konstrukce, navic vSak j&dta stgniky krome vnejSich sil pisobi jeSt normaloveé sily
spaitené v prvnim kroku. Kazdy dalSi krok je analogis&leykroku druhému — @ita se

s geometrii konstrukce ¢ené v kroku pedchazejicim a s normalovymi silami taktéz

z minulého kroku. Numerickd metoda konvergujaéspémueSeni a stefhjako u

Newtonovi metody zavisi jejitpsnost na pidu opakovani (krok).

Numerickd metoda pomoci programu Microsoft Excel

Viz ptilohu 6. Cela oblast tabulky je ra#dna na jednotlivé kroky,ifklad jefeSenim
konstrukce z obr. 12. Explicitni hodnota znamendniotu zadavanouijli ménitelnou.

Popisy ke kroku 1:

krok: v kroku 1 je krok 1

styenik: ¢islo sty¥niku a jeho satadnice (x, z). Saadnice jsou explicitni hodnoty
prut: znaeni prutu, styniky a ab, jejich sodadnice se rovnaji seadnicim stynika
EA: normélova tuhost fitezu v tahu/tlaku, explicitni hodnota

L: délka prutu, sp#ita se ze saadnic stgnika a, b

Lpuv: pavodni délka prutu, v kroku 1 se Lpuv =L



n: normalova tuhost prutu v tahu/tlaku, n = EA/Lpuv

alfa: ahel prutuab od osy x, je dlezita orientace (nezafiiovatab sba), spaita se ze
souadnic styniki, ale rekdy je teba jej réné poopravit (pro Ghly $Si neziv2, ke spoétené
zaporné hodnétse gicita bul’ dhelmtneborv2)

c: ¢ = cos(alfa)

S: s = sin(alfa)

K: matice tuhosti prutu, viz rovnici (7),&€ jsou zobrazena kddossla sloupé aradki

F: celkové silové zatizeni na &tyk, v kroku 1 se Fpuv = F. To¢ vyznaena kodov&isla

K (v pravém dolnim rohu)natice tuhosti konstrukce, sestavena podle kapitdihearnim
reSeni

posuny:dil¢i posuny jednotlivého kroku odpovidajici jednothivyuiné vyznaenym
kédovyméislim, podle rovnice (8), tedy [posuny] = [KF]

posuny celkcelkové stynikové posuny odpovidajicide vyznatenym kodovyntiskim.

V kroku 1 se posuny = posuny celk

Ua, Wa, Up, Wh: Celkové posuny styikia a,b. Jsou rovny fisluSnym hodnotadm z posuny celk
odpovidajiciho kédovehdisla

puv poloha:pivodni poloha jednotlivych stpiki, odpovidajici jednotlivym kédovym
¢istim, hodnota se rovna s@anicim stgnika a,b

N: normélova sila v prutu, N = At.. Zde se ovSem nepouZziva @b vzorec (10), ktery plati
pro nezanedbatelné posuny, ale je nahrazen vzorcem

AlLap= (X + U — Xa = W) + (Zo + Wo — Za— Wa)) > — Lap (24)

Popis ke kroku 2:

krok: predchozi krok + 1

styenik: ¢islo zistava, sotadnice se oproti kroku 1dni o posuny (ne posuny celk)

prut, L, n, alfa, c, s, K, posuny,, W, W, W, N : analogicky ke kroku 1

EA, Lpuv, Fpuv, puv poloh&iodnoty se rovnaji hodnotam v kroku 1

posuny celkcelkové posuny, rovnaji se celkovym posmrz gedchoziho kroku + dil
posuny z aktualniho kroku

F: K Fpuv se navicifpoétou (&inky normalovych sil (spgienych v minulém kroku)
pusobicich na stynik, a to z kazdého prutu ktery zedtiku vychazi. Pro vodorovny sim(x)
se normélova silarpnasobi kosinem sfrového Ghlu alfa, pro svisly sm(z) sinem, navic
plati pravidlo, Zze kde se pivany stgnik shoduje se stpikema, tam se fenasobena
normalova silaficita, se stynikemb se odeita.

Sily, sodadnice a normalova tuhost musi byt zadavany v navekompatibilnich (Hpadre
stejnych) jednotkach.

Jelikoz vSechny hiky v kroku 2 odkazuji bdi na krok 2 nebo na krok 1, dalSi postup je
takovy, Ze cela oblast kroku 2 se zkopiruje o gatiz tolikrat, kolik kroki se pozaduje.

Nevyhodou tohoto konkrétniho provedeni numerickéonheje, Ze i nékterych zadénich
vychazeji nesmysliné vysledky (viz soubor Numeritl€ioda — symetricka konstrukce —
nesmysliny vysledek.xIs), pame slozité ,propojovani“ bukk pro rozdilna zadani a to, Ze
vnejSi vazby mohou byt klijen klouby, nebo podpory posuvné jen svisieodorovre
(Sikmou podporu tento program neumoje). Navic se musi kontrolovat spravnost
spaitanych uhi pro Uhly tSi nez 90°. Vyhodou je, Ze veétsine piipadi je metoda

vvvvvv

metoda — konstrukcel.xls a Numericka metoda — kakst3.xIs), pro konkrétni propojeni

10



sty¢niku Ize libovolré ménit geometrii a to, Ze konverguje srovnateiynchle s metodou
Newtonovou (viz piloha 7-11 pipadré soubor Konvergence.xIs).

V ptilohach 7-11 je v grafu, srovnavajicim Newtonovawaerickou metodu, na ose x¢gbd
krokua, na ose y podiliesnéhdeSeni v procentech pro jednotlivé siliicpmz ,mezni* sila
se rovna asi 4,15.

Konstrukce pro soubor Numericka metoda — konstrdkjgena obr. 14, snadnou &nou
souadnic st¢niki miZzeme spéitat konstrukci z obr. 15. V souboru Numericka rdete-
konstrukce 2 jéeSena konstrukce z obr. 16 (tatdz konstrukéegena v fednaskach pana
prof. Jirhska — sm3-4.pdf), v souboru Numerickaadat— konstrukce 3 jeeSena konstrukce
z obr. 17.

Obr. 14 Obr. 16
[1.2] 4156 6 [9,10] )
I>x0.1]
[1]7-,01 [2,0]
A [0,0] 3[34] 5[7,8] A .
2/ A
[0,01
Obr. 15
A A Sodadny systém

= voleny pro obr. 14-17

X

Obr. 17
Z
1[1,2] 2 [34] 3 [5,6] 4 [7,8]
8 [13,0]
6 [9,10] 7 111,12] 2
510,0]
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