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ROVINNA NAPJATOST

« Obdélnikova deska o &

rozmeérech 1x2m,
z homogenniho \
izotropniho materialu,
zatizena vlastni tihou

* Rovinna napjatost \

* Hledame posunuti N, /=00
1(X)




Z.obecnény Hookeuv zakon pro
linearni pruznost v R?

r, =A0,3+2ue,,i=1,2,3.

r,(¥) - slozky Cauchyova tenzoru napéti
e, (X)- slozky tenzoru malych deformaci
9 - stopa tenzoru malych deformaci

A a u - Lameho koeficienty
P LEv
(1+v)1-2v)
E
2(1+v)

IL[:



Klasicka formulace ulohy linearni
pruznost v R’

* Rovnice rovnovahy

8xj

e [.amého rovnice

2

o°u.
A
(+ﬂ)aa

Okrajove podmmky r.n, =T, nal

+uAu, + f, =0 v Q

u, =u, nal



Slaba formulace ulohy pruznosti

*H'(Q) - z(iplnéni prostory C' (ﬁ)

;- [ 32 | a2

* Prostory funkci: ’
w =1 Q) = jii;u, e H'(Q).i=1,2,3]
y={ieW,u, =0nal,i= 123}

e Hleddme u e Wtak, ze u —u, €V a

[5,6) 2 dQ = fv, dQ +[T,vdS VeV

2 0



Rovinna napjatost

o 7 = A2 Le,
Ty =A4F+2ue,,

T, =2ue,
o ; _ 24U
1 A+2u

19'2 ell +€22 82 82 62 82
. u u u
’ . /I 1 2 1 —
 Lame¢ho rovnice: ( 1+ﬂ)( ox +6x18x2]+'u( o + o ] /i
2 2 2 2
(/11_'_#{8% +6 uzj"‘ﬂ[a u2+8 uzj:_fz

Ox,0x,  Ox; oxp  ox:




Analytické reSeni zadané ulohy

2 2 2 2
(/11+,u{ 0u, +8 u2]+ﬂ(8 U, +8 MZ):_fz

Ox,0x,  Ox; ox;  0x;

» Reseni u, budeme hledat ve tvaru polynomu
2. stupn€

u (x;,x,)=0

2
U, (X, X)) =u, (X)) =C,X; +¢,X, +¢



Analytické resSeni zadané ulohy

» 7 okrajovych odminek:

=>u,(0)=c¢c, =0

n=(1,0)
-

0’u /
¢ 2 =9 - — 2
o 2= 5 2(/1 +2,u)
Cl :2/2](‘2 X2 ln=(0,]) )
20 :
* Analytické feSeni: e

u,(x,,x,)=0
f: 2f.
u,(x,,x,) =u,(x,) = —2(11 j2,u)x22 + 7 +22,u X,



Slabé reSeni zadané ulohy

o u'=-— f2 =—F M(O)ZO
A+2u ’
u'(2)=0

2

2
» Slaba formulace: j u'v'dx, = j Fvdx, ,NveV
0

0

o |uV'idx, =alu,v)

Fvdx, = <F,v>

Ot ) O



Metoda kone¢nych prvku

Vychézime z Ritz-Galerkinovy metody
Zalvl ,a;, €R

Dosazemm do slabé formulace:
Z:,ai 'a(viavj):<F’Vj>

_a(vl,vl) a(vz,vl) a(vn,vl)_ _051_ _<F,v1>_
a(vl,vz) a(vz,v2) a(vn,vz) a, <F,v2>

_a(vlﬂvn) a(VZ’vn) Cl(Vn,Vn )_ _an_ _<F’V’7>_



Priblizné reseni pomoci 2 linearnich
koneCnych prvku
o V,(x,)=N,(x,)=0x,

pro X, € <O,1>
Vi(x,) =N,(x,)=—x, +2

pro x, € <1,2>
e V,(x,)=0

pro x, € <0,1> 0 1 2
Vv, (xX,) = Ny(x,) =x, -1
pro Xy, € <1,2>
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Priblizné reseni pomoci 2 linearnich
kone¢nych prvku

 Sestavime soustavu rovnic pro koeficienty Q.

> \Y I 4 3 3f u Presné tfeSeni
e ReSeni: o, ==F= 2 | pribtime resent
T2 T 2+ 2u) o
2
a, =2F = />
A+2u

* Priblizné¢ feSeni ulohy:
2
3/ v (x,) + /2
2(A+2u) A+2u

0 1 2 %

Vv, (x,)

u,(x,) =

12



Chyba aproximace

Chyba na jednotlivych prvcich:
e, =u—u, 1=1,2
Energeticka norma reSeni

0
‘uH = j /1 +2,u)(8;j dx,

2

Energetlcka norma chyby

el = [ +zﬂ)[ge j dx,
Relatlvm chyba =6,25%
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Priblizné reSeni pomoci 2
kvadratickych kone¢nych prvki

* v(n) =N (%) =4, —x}) o v, (0,) = Ny (x,) = 2x] — x,
pro x, €(0,1) pro x, €(0,1)
v (x,)=0 vi(x,)=N,(x,)=2x; —7x, +6
pro x, € <1,2> pro x, € <1,2>

¢ V,(x,)=0 e v,(x,)=0
pro X, € <O,1> pro X, € <O,1>

Vz(xz) = N3(~x2) =12x, —4x22 -8 v, (x,) =Ns(x,) = 2)622 —5x, +3
pro X, €(L,2) pro x, €(1,2)
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Priblizné reSeni pomoci 2
kvadratickych kone¢nych prvki

1

0 1 2
Nz N4

 Sestavime soustavu rovnic pro koeficienty Q.

TF I15F 3F
o u,(x,)= ?‘ﬁ(xz)"'?vz(xz)+7V3(x2)+2FV4(x2)

/> x5 + 2/>
A+2u) " A +2u

uh(xz):_z( X)

15



ROVINNA TEPLOTNI

NAPJATOST

e Ctvercova deska o
rozmeérech 2x2m,

z homogenniho
1zotropniho materialu,
zatizena nekonstantnim
rozlozenim teplot 7' =10x,

e Rovinna napjatost
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Hookeuv zakon pro teplotni
napjatost

7, =A8,(9-3al)+2ule, —als,)

kde a je koeficient delkove teplotni roztaznosti
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Klasicka formulace ulohy linearni
pruznost v R’

* Rovnice rovnovahy
82'1.].
Ox ;
 Lameho rovnice

0%u .
(e ) i, = 203+ 1) v 2
X.0X . Ox,

-0 vQ

Okrajove pddﬁlinky: r.n, =T, nal

u, =u, nal
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Rovinna teplotni napjatost

r, = 1,0,(9 -2aT)+2ule, —als, )

i=1,2
24
A =—2E 3 F'=e, +e,,
A+2u .
* Lamého rovnice
o'u, 0O’u, ou, 0O°u, oT
+ + =2 + U )—
(/11+,u) Ox; +8x18x2 # ox;  ox; a(/L 'u)ﬁxl
O’u, O’u, o’u, 0O’u, oT
:2 _
(AJF'U) Ox,0x, " Ox3 i Ox; " Ox3 a(/11+,u)6x2



Analytické reSeni

e Resime soustavu Lameého rovnic

\4

e ReSeni hledame ve tvaru

_ 2 2
u,(x,,x,) =a,x; +a,x; +a,x;x, +a,x, +asx, +a

u,(x,,x,) = b1x12 +b2x22 +b,x,x, +b,x, +bx, + b,
a.,b. eN

* Vychazime z okrajovych podminek a symetrie
posunu
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Analytické reSeni

* uy(x;,x,) =100 x,

u,(x,,x,) =—50x. + 500 = 505(x22 —xlz)
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Zaver
Klasicka a slaba formulace ulohy linearni
pruznosti
Principy metody konecnych prvku
Analyticky a piiblizny vypocet
Relativni chyba
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