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ROVI��Á �APJATOST

• Obdélníková deska o 

rozměrech 1x2m, 

z homogenního 

izotropního materiálu, 

zatížená vlastní tíhou 

• Rovinná napjatost 

• Hledáme posunutí
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Zobecněný Hookeův zákon pro 
lineární pružnost v R3

, i = 1, 2, 3.

- složky Cauchyova tenzoru napětí

- složky tenzoru malých deformací

- stopa tenzoru malých deformací

λ a µ - Lamého koeficienty 
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Klasická formulace úlohy lineární
pružnost v R3

• Rovnice rovnováhy 

v Ω

• Lamého rovnice

v Ω

Okrajové podmínky:                    na Γτ

na Γu
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Slabá formulace úlohy pružnosti

• - zúplnění prostoru 

dΩ

• Prostory funkcí:

na Γu, i =

• Hledáme           tak, že                   a

dΩ =        dΩ +        dS
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Rovinná napjatost

•

•

• Lamého rovnice:
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Analytické řešení zadané úlohy

→

• Řešení u2 budeme hledat ve tvaru polynomu  
2. stupně
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Analytické řešení zadané úlohy

• Z okrajových odmínek:

•

• Analytické řešení: 
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Slabé řešení zadané úlohy

• ,  

• Slabá formulace:                              ,
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Metoda konečných prvků

• Vycházíme z Ritz-Galerkinovy metody

• , 

• Dosazením do slabé formulace:
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Přibližné řešení pomocí 2 lineárních 
konečných prvků

•

pro

pro 

•

pro 

pro 
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Přibližné řešení pomocí 2 lineárních 
konečných prvků

• Sestavíme soustavu rovnic pro koeficienty αi

• Řešení: 

• Přibližné řešení úlohy:
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Chyba aproximace

• Chyba na jednotlivých prvcích:

, i = 1, 2

• Energetická norma řešení

• Energetická norma chyby

• Relativní chyba = 6,25%
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Přibližné řešení pomocí 2 
kvadratických konečných prvků

•
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pro 

•
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pro 
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Přibližné řešení pomocí 2 
kvadratických konečných prvků

• Sestavíme soustavu rovnic pro koeficienty αi

•
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ROVI��Á TEPLOT�Í
�APJATOST

• Čtvercová deska o 
rozměrech 2x2m, 
z homogenního 
izotropního materiálu, 
zatížená nekonstantním 
rozložením teplot

• Rovinná napjatost
210xT =

x1

x2
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Hookeův zákon pro teplotní
napjatost

kde α je koeficient délkové teplotní roztažnosti
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Klasická formulace úlohy lineární
pružnost v R3

• Rovnice rovnováhy 

v Ω

• Lamého rovnice

v Ω

Okrajové podmínky:                    na Γτ

na Γu

ijij Tn 0=τ

ii uu 0=

0=
∂

∂

j

ij

x

τ

( ) ( )
i

i

ji

j

x

T
u

xx

u

∂
∂

+=∆+
∂∂

∂
+ µλαµµλ 2

2



19

Rovinná teplotní napjatost

i = 1, 2

a 

• Lamého rovnice

( ) ( ),221 ijijijij TeT δαµαϑδλτ −+−′=

µλ
λµ

λ
2

2
1 +

= 2211' ee +=ϑ

( ) ( )
1

12
2

1
2

2
1

1
2

21

2
2

2
1

1
2

1 2
x

T

x

u

x

u

xx

u

x

u

∂
∂

+=








∂
∂

+
∂
∂

+








∂∂
∂

+
∂
∂

+ µλαµµλ

( ) ( )
2

12
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

21

1
2

1 2
x

T

x

u

x

u

x

u

xx

u

∂
∂

+=








∂
∂

+
∂
∂

+








∂
∂

+
∂∂

∂
+ µλαµµλ



20

Analytické řešení

• Řešíme soustavu Lamého rovnic

• Řešení hledáme ve tvaru 

• Vycházíme z okrajových podmínek a symetrie 
posunů
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Analytické řešení
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Závěr

• Klasická a slabá formulace úlohy lineární
pružnosti

• Principy metody konečných prvků

• Analytický a přibližný výpočet

• Relativní chyba


