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Zadáńı:

Homogenizace mindlinovských nosńık̊u - zavedeńı rovnice, určeńı efektivńıch
parametr̊u, matematické aspekty.

O co nám jde:

Naj́ıt způsob, jak p̌revést kompozitńı materiál na homogenńı materiál

Naj́ıt způsob, jak redukovat úlohu na tvar, který uḿıme řešit

Přesněji:

Naj́ıt vzorec pro materiálové konstanty, který by uspokojivě simuloval
rozložeńı materiálu v konstrukci

Naj́ıt vzorec, kde bychom dostali ”fiktivńı” hodnotu EH dosazeńım
jednotlivých hodnot Ei

Marek Pýcha Homogenizace
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Zavedeńı

Počátečńı zjednodušeńı:

Pro začátek p̌redpokládáme, že konstrukce je složena pouze ze dvou
materiál̊u

Konstrukce je jednorozměrná a staticky určitá

Jak budeme postupovat?

Spoč́ıtáme pr̊uhyb na konci homogenizované konstrukce

Spoč́ıtáme pr̊uhyb na konci kompozitńı konstrukce

Porovnáńım pr̊uhybů dostaneme výsledný vzorec (vzorce)
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Úvod Výpočet Porovnáńı a výsledek Literatura Poděkováńı

Zavedeńı
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Homogenizovaný nosńık a jeho výpočet 1

Model - obrázek:

Figure: Homogenizovaný nosńık

Jde o konzolový nosńık (na jednom konci vetknutý, na druhém volný),
zat́ıžený osamělou silou F
V́ıme:

Q(x) = F

M(x) = −F (L− x)
Marek Pýcha Homogenizace
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Figure: Homogenizovaný nosńık
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Homogenizovaný nosńık a jeho výpočet 2

Nosńık budeme poč́ıtat podle Mindlinovy teorie

Pootočeńı ϕ již neńı derivaćı pr̊uhybu

Zavád́ıme samostatnou proměnnou γ (zkoseńı)

Plat́ı:

Figure: Zkoseńı - grafická definice(p̌revzato z [1])
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Homogenizovaný nosńık a jeho výpočet 3

Základńı vztahy pro výpočet pr̊uhybu dle Mindlina:

geometrické γ(x) = ϕ(x) + w′s(x) κ(x) = ϕ′(x)
fyzikálńı Q(x) = GA∗ · γ(x) M(x) = EI · [κ(x)− κt(x)]
statické fz(x) = −Q′(x) 0 = Q(x)−M ′(x)

Table: Rovnice pro výpočet prutu dle Mindlina (p̌revzato z [1])

Poč́ıtáme p̌ŕımo:

κ = ϕ′(x)⇒ ϕ =

∫
κ(x)dx

κ(x) =
−F · (L− x)

EHI

ϕ =
F

2EHI
(L− x)2 + C0

Marek Pýcha Homogenizace
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statické fz(x) = −Q′(x) 0 = Q(x)−M ′(x)
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Table: Rovnice pro výpočet prutu dle Mindlina (p̌revzato z [1])
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fyzikálńı Q(x) = GA∗ · γ(x) M(x) = EI · [κ(x)− κt(x)]
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Homogenizovaný nosńık a jeho výpočet 4

Protože: ϕ(0) = 0 (vetknut́ı)

⇒ C0 = − FL2

2EHI

ϕ(x) =
F

2EHI
(L− x)2 − FL2

2EHI
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geometrické γ(x) = ϕ(x) + w′s(x) κ(x) = ϕ′(x)
fyzikálńı Q(x) = GA∗ · γ(x) M(x) = EI · [κ(x)− κt(x)]
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Table: Rovnice pro výpočet prutu dle Mindlina (p̌revzato z [1])

Podobně:
w′(x) = γ(x)− ϕ(x)

γ(x) =
F

GHA∗

a ϕ(x) máme spoč́ıtané

w(x) =
F

6EHI
(L− x)3 +

(
F

GHA∗
+

FL2

2EHI

)
x+D0

Marek Pýcha Homogenizace
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statické fz(x) = −Q′(x) 0 = Q(x)−M ′(x)
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w′(x) = γ(x)− ϕ(x)

γ(x) =
F

GHA∗
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Protože: w(0) = 0 (vetknut́ı)

⇒ D0 = − FL3

6EHI

w(x) =
F

6EHI
(L− x)3 +

(
F

GHA∗
+

FL2

2EHI

)
x− FL3

6EHI
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Kompozitńı nosńık a jeho výpočet 1

Model - kompozitńı nosńık:

Figure: Kompozitńı nosńık

Předpoklady:

Materiál je v nosńıku rozložen rovnoměrně a pravidelně (půl na půl)

Jednotlivé d́ılky se v̊uči sobě neposunou wi−1(x0) = wi(x0)

Jednotlivé pr̊ǔrezy se v̊uči sobě rozd́ılně nepootoč́ı ϕi−1(x0) = ϕi(x0)
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Jednotlivé d́ılky se v̊uči sobě neposunou wi−1(x0) = wi(x0)
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Model - kompozitńı nosńık:
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Kompozitńı nosńık a jeho výpočet 2

Nechť l je délka jednoho d́ılku a n je počet d́ılk̊u L = n · l

V́ıme:

ϕi(x) =
F

2EiI
(L− x)2 + Ci

(i− 1)l < x < il

wi(x) =
F

6EiI
(L− x)3 +

F

GiA∗
x− Cix+Di

(i− 1)l < x < il

A můžeme psát:

ϕ(i−1)(il) = ϕi(il)

w(i−1)(il) = wi(il)

Marek Pýcha Homogenizace
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Kompozitńı nosńık a jeho výpočet 3

Dostáváme posloupnosti konstant:
Jen pro p̌redstavu

Ci = C(i−1) + (−1)i+1

(
1

EA
− 1

EB

)
Fl2

2I
(n2 − 2ni+ i2)

Di = D(i−1) + il(−1)(i+1)

(
1

EA
− 1

EB

)
Fl2

2I
(n2 − 2ni+ i2) +

+ (−1)(i+1)

(
1

GA
− 1

GB

)
F

A∗
il +

+ (−1)(i+1)

(
1

EA
− 1

EB

)
Fl3

6I
(n3 − 3n2i+ 3ni2 − i3)

Přičemž prvńı členy posloupnost́ı C0 a D0 plynou z podḿınky na levém konci
(ve vetknut́ı)
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Přičemž prvńı členy posloupnost́ı C0 a D0 plynou z podḿınky na levém konci
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Marek Pýcha Homogenizace
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Kompozitńı nosńık a jeho výpočet 4

Protože chceme porovnávat pr̊uhyby na konci nosńıku, sečteme konstanty p̌res
všechny d́ılky (

∑n−1
i=0 Ci a

∑n−1
i=0 Di) nap̌r. pomoćı programu Maple či s

pomoćı p. doc. Nekvindy (schválně si tipněte, co je rychleǰśı).

Polož́ıme x = L a dostáváme:

w(n−1)(L) =
FL

2A∗

(
1

GA
+

1

GB

)
+
FL3

3EAI
+

(
1

EA
− 1

EB

)
FL3

4I

1

6
(−4

n2

n2
+9

n

n2
)

Provedeme limitńı p̌rechod:

lim
n→∞

w
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Kompozitńı nosńık a jeho výpočet 5

a dostáváme:

ϕ(L) = −FL
2

4I

(
1

EA
+

1

EB

)

w(L) =
FL

2A∗

(
1

GA
+

1

GB

)
+
FL3

6I

(
1

EA
+

1

EB

)
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Úvod Výpočet Porovnáńı a výsledek Literatura Poděkováńı

Porovnáńı

Spočetli jsme obě pootočeńı i oba pr̊uhyby. Jejich porovnáńım dostaneme
konečné vzorce:

ϕH = ϕ

1

EH
=

1

2

(
1

EA
+

1

EB

)
⇒ EH =

2EAEB

EA + EB

wH = w a se znalost́ı p̌redcházej́ıćıho vzorce:

1

GH
=

1

2

(
1

GA
+

1

GB

)
⇒ GH =

2GAGB

GA +GB
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Co to je?

1

EH
=

1

2

(
1

EA
+

1

EB

)
1

Cs
=

1

C1
+

1

C2

1

GH
=

1

2

(
1

GA
+

1

GB

)
1

Rs
=

1

R1
+

1

R2

1

ks
=

1

k1
+

1

k2
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Úvod Výpočet Porovnáńı a výsledek Literatura Poděkováńı

Jedna otázka zmiźı, objev́ı se deset daľśıch

Jak p̌resný je náš vzorec? Kdy a jak jej můžeme použ́ıt?

Co se bude d́ıt, poroste-li počet materiál̊u?

Co s daľśımi rozměry a jiným rozložeńım materiál̊u?
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Literatura:

Bittnar Z., Jirásek M., Konvalinka P.: Statika stavebńıch konstrukćı II -
Př́ıklady, CVUT, 1992
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Poděkováńı

DĚKUJEME, ŽE JSTE NAVŠTÍVILI NÁŠ CIRKUS A NEKRMILI
NAŠEHO ORANGUTANA

CHOVATELÉ A CVIČITELÉ
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