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1 Uvod

Cilem této prace je varia¢ni odvozeni modelu pruzného, obecné zatizeného prutu na zikladé
nize uvedeného priblizného popisu pole posunii, ve kterém je deplanacéni funkce ¥ (y, z) naso-
bena neznamou funkci y. UvaZzujeme, Ze prut popisujeme kartézskym pravotodivym sourad-
nicovym systémem a osa x je ztotoznéna se stfednici prutu.

u(z,y, 2) = us(x) + 20y() — yp=(z) + x () (y, 2)

)
v(z,y,2) = vs(x) — 20z (),
w(x, Y, Z) = ws(a:) + y@x(x)
(1)

Zavedeni nezndmé funkce y, kterd umoznuje, aby mira deplanace byla po délce libovolni,
predstavuje rozdil oproti klasickym modeltim (napt. Vlasovové modelu), které zavadéji pred-
poklad, Ze mira deplanace je imérna ¢/, (x), kde derivaci je myslena derivace podle proménné
. Kromé této odlisnosti je formulace pole posuni volena standardné v souladu s klasickou
publikaci [1, str. 127], predpoklddame tedy, ze ve sméru osy = se prut miize protahovat nebo
zkracovat, mize se deformovat ohybem okolo osy y i z, ktery je doprovizen smykem, a vlivem
krouceni miize také prifez deplanovat. Posuny v(z,y, z) a w(zx,y, z) ve sméru os y a z predpo-
kladame takové, Ze prirez prutu se vlivem krouceni pootodi jako tuhy celek. Dile uvazujeme
standardni predpoklady prutové teorie ve smyslu [1, str. 93-94], tedy ”malé”deformace, do-
statecnou délku prutu, kterd je vyrazné vétsi nez rozmeéry prifezu atd. Slozky napéti o, a o,
zanedbavame. Dale uvazujeme, Ze prut ma pifimou stfednici a jeho koncové prifezy jsou na
ni kolmé. V textu budeme uvazovat prutu s konstantni tuhosti po délce prutu (tedy nezavislé
na soufadnici x). Za téelem odvozeni vyse popsaného prutového modelu, tedy sestaveni dife-
rencidlnich rovnic popisujicich model, vyuzijeme varia¢ni principy, a to nejdiive Lagrangetv
princip minima potencidlni energie a poté Hellingerdv- Reissnerdv varia¢ni princip.



2 Odvozeni modelu pomoci Lagrangeova principu minima po-
tencialni energie

Uvazujeme pole posuni ve tvaru

w(@,y, 2) = us(x) + 20y (2) — ypa(z) + x(2)¢(y, 2)

)
v(x,y, z) = vs(x) — zpz(x
w(xa Y, Z) = ws(x) + y@x(x :

Tyto vztahy mizeme zapsat maticové ve tvaru

us(x)
vs()
u(ar,y,z) 100 0 Z Y ¢(y7z) ws(x)
v(iz,y,2) |=10 1 0 —2 0 O 0 vz () (3)
w(z,y, z) 001 yw 0 O 0 y(x)
p2()
x(x)
pripadné jako
u(x) = N(y)d(z), (4)
kde

y Y
() (")
z

Na zakladé geometrickych rovnic pro trojrozmérné kontinuum vyjadiime deformace

0

5, 00
£2(x) 8@’ 5 u(x)
e(x)=| Yayx) | = 50 a5 0 v(x) (5)
7$z<x) ay z P 'UJ(X)
2 Y o

Predchozi vyraz je vhodné rozdélit na soucet dvou ¢&lent, kde v jednom se objevi pouze
derivace podle proménné x a ve druhém pouze derivace podle proménnych y a z, coz s
vyhodou vyuzijeme pii dimenzionalni redukci problému:

) ) > o)/

ex(x u(x 0 u(x

)= [ ) | =2 v |+ |3y O] o ()
Yor (%) VAN A AT



Ziskanou rovnost zapi$me jako

e(x) = (i;u(x) + Oyu(x).

Po dosazeni vyrazu (4) dostavame

e(x) = N(y) +-d(x) + B,N(y)d(2)

= N(y)d'(z) + B(y)d(z),

kde
00 0 00 O 0
0
00000 -1 —
B(y) = 9,N(y) = gy VW ?)
0
1 _
0 00O 0 aZw(y,z)

Nyni zapiSme funkciondl potenciilni energie, ktery uvazujme ve tvaru

Byer(el0), u(x) = 5

14 St

kde

by (x) tz(x) E 0 0

b(x)(by(x)> t(x)(ty(x)), D(O G 0).

b=(x) t(x) 0 0 G

Oznacme
Pulex)) = 5 | € GoDe(x)av
Eepi(u(x)) :/VbT(x)u(x) dV/S t7(x)u(x) ds

Plati tedy

Epot(e(x), u(x)) = Eint(e(x)) + Eear(u(x)).

e’ (x)De(x) dV—/ b? (x)u(x)dV — [ tT(x)u(x)dS,
%4

(13)

Nyni vyjadieme E;p,; v zavislosti na uvazovanych veli¢inach pole posunuti (3). Za timto icelem

dosadime tedy (8) do funkciondlu (11) a dostavame

Buald(x) = 5 [ (N)d'(a) + By)d(e)) DN () + Bly)d(r)) dv
1

2

2

1

+2/VdT(:v)BT(y)DB(y)d(x) dv.

\%

3

=5 /V(d’T(w)NT(Y) +d’(2)B" (y))D(N(y)d'(x) + B(y)d(z)) dV

— 5 [ 4T @N' DN @) av + [ a7 (@)NT (y)DB(y)d(x) 4V
;

(14)



Po rozdéleni objemového integralu na integral po délce a integral pies prifez prutu dostavame

L L
Build() = 3 [ a7 ( [ N ioNG) dA) d@ar+ [ (a7 ( [ N B() dA) d(x) dr
L
+3 [ a'@) ([ BT »DBE) ) dle)d, (15)
coz muzeme zapsat jako
L L
Ein(d(x)) = ;/0 d7(z)Ad (2) dx—i—/o dT(z)Ad(z) dzx
1 LdT Ayd(z)d 16
+3 [ dT @AM (16)

Nyni vyjadieme E.,; v zavislosti na uvazovanych veli¢inich pole posunuti (3). Podobné jako
v predchozim piipadé dosadme (4) do funkciondlu (12). Dostavame

Eeqr(d(x)) Z—/VbT(X)N(y)d(ZE) dv — g t" (x)N(y)d(z) dS

—_ /OL (/A b7 (x)N(y) dA) d(z)dz — /OL (/FtT(x)N(y) ds) d(z)dz

- /S t ONG)A(0)ds — | ¢ GON(y)d(L)ds

L
:/ 1 (z)d(x) dz
0

- / £7(0, y)N(y) dS d(0) - / t7(L,y)N(y) dS d(L). (17)
So St

Nyni naleznéme prvni variace funkcionalu podle vSech slozek vektoru d(x). Za ti¢elem piehled-
nosti naleznéme nejdiive prvni variace F;,; a nasledné F..;. Kompaktné muzeme zapsat

L
S Eii(d(x), dd(x)) = % /O (@™ (z)Ar6d (z) + 6d7 (x)Aprd (2)) dz

L
~|—/0 (A7 (z)Aréd(z) + 6d" (x)Asd(z)) dz
L
+ ;/0 (d"(2)A¢dd(z) + 6d" (z)Agd(z)) dz. (18)

Vzhledem k symetrii matic A;; a Ag mizeme zapsat

L
§Eini(d(x), 8d(x)) = /0 d7(z)A;éd () da

L
n /O (@7 (x)Add(z) + A7 (2)AT8d! () dz

L
- /0 d”(z)Apdd(z) dz. (19)



Po tpravé integralti metodou per partes dostavame
L
S Epnr(d(x), 8d(x)) = — / 4" (2) A 116d(x) da+
0
+ [d7 (2)Aprdd(2)]y + [a7 () ATsd(x)], +

L
+ /0 (@7 (x)Add(z) — d" (x)AT dd(z)) do

L
- /0 d”(z)Apdd(z) dz.

L
§ B (d(x), 6d(x)) = — /0 £ (2)0d(z) do

_ / t7 (x)N(y)3d(0)dS — [ 7(x)N(y)dd(L)dS.
So St

7 podminky stacionarity Lagrangeova funkciondlu potencidlni energie tedy vyplyva

—d""(z)Ar +d7T(2)Ar — AT (2)AT +d7 (2)Ag = £ (2),
—ALd"(z)+ ATd () — Ajd'(z) + Ald(z) = f(z),
—A;d’(z) — (A — AD)Yd' () + Apd(z) = f(2),

Kqd(z) = f(z),

kde
I d2
Dale musi platit okrajové podminky
T
AT0)+ Ard0) = [ TeoN)as)
’ T
AT d(L)+Ad(L) = ( /S t7 (x)N(y) dS) :
L
Vzhledem k symetrii matice Ay mizeme zapsat
A;d'(0) + Ard(0) = | N'(y)t(x)dS,
So
A;d' (L) +Ad(L) = [ NT(y)t(x)dS.
St

(20)

(28)

Na nésledujicich dvou stranach jsou uvedeny prvky matic A;r a A; — A? a Ag. Na zaklade
téchto matic sestavme v souladu s 24 matici K, kterd vyjadiuje ”levé strany” diferencidlnich
rovnic popisujicich nas prutovy model. Prvky matice K, uvedme v 32. Abychom K, trochu
zjednodusili, miizeme uvazovat pouziti centrdlniho a navic hlavniho souradného systému a
zanedbat tedy prvky matice ndsobené statickymi momenty ¢i deviaénim momentem. V hlav-

nim centralnim soufadném systému plati S, = zdA =0, 5, = / ydA = 0 a deviaéni
A A

moment D,, = / yzdA = 0.
A



0 0 0 §N§+g§|<\© §N,a<\©| SU§<\U| 0
0 0 0 §N<\©| 0 VO 0
0 0 0 Séw\,? Vo— 0 0
VP2 %a\@ SS\U Sé\u 0 0 0 o |~V V
313\@ 0 Vo 0 0 0 0
§§\U Vio— 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
Sv%\m §§<\m| @S\m 0 0 0 Sé\m
E:%\m| VP @\m w@&\m| 0 0 0 Eg\m|
wwg\m Su%\m| ww%\m 0 0 E:\m
0 wi@\wwg\,oi;\m* 0 =1y
0 0 0 33\@ VO 0
0 0 0 \b| 0 149) 0
14 14 14
Eé\m Eug\m VP~ \m 0 0 va



Ay =

o O O o O

o O O o o

o O o o o

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 GA 0 G / b, dA
A

0 0 GA -G / b, dA

A
0 G/w,sz —G/¢7ydA G/w3,+w?sz
A A A




(gg)
VP s\0+<wa3\0+<v a\mwav
TP

zP
[

—VP R \U
P

Ve A h — 2 \U

vp g \m +ypf s\ml

VP \m

\4 TP
VP \m -
zP

14
‘O=vpzfi \. = zfiq quewow [upeIAGp ® ) = VP fi

(c€)
Pt \U+<vm,a \®+«€ @ \mﬁ|

zp .
VP An \m‘m +<waa\0\
Tp v
VP 2z \mm‘liis\o
\4 T
VpAZh —2p \Uﬂ
. Vr @p
«%Na\o‘l
P
LV T
vp \U‘

@p
VP ® \mm

<

TP 4
VP g \m +$3%\U\

<D+«6 a

xp 4
VP g \mm +yp i \0|

%P 4 . 4 T R4 zp 4 zp TP
VP zh \m «%N%\U ﬁEa%\aNa\Oﬂ Ve o4 v fiip i VP @ \m‘\
NH\.@ p
H—— 0 0 0 VO——
P P
m&@ xp
0 VOt VP, N H— 0 «\Uﬂ 0 0
\4 TP
0 0 Ve ANN + N@v D—= 0 0 0
zP
xp TP
0 Vo—— 0 Vo 0 0
P P
zp %P
Vo— 0 0 0 VO——— 0
P P
c*P
0 0 0 0 0 Vd ———
P
*azru xeAj} eu (gnpoupalz Apaj s (x)37 #dr3ewW
\4 \4
\. =%5‘0=vVvVpP=® \ = fig Kyuourow pyorels 0z ‘Ipe[d ‘Nup)sAs OYPUPEINOS OYIUAR[Y DIARU € OYIu[gijusd [31znod swslnzean oz ‘nuioy sy Wopa[yzA

xp xp
VO + VP fi \m‘mv\ vpzh \mm
4
\4 TP zp
vezh [ g VO + VP, i
zP zP
v zp 14 zp
vpz o—— vph 0D— =
P p
zp
0 vO——
P
zp
Vo—
P
\4 zp zp
vph \mm‘ vpz \mm
P

xp v
VP 2z \mm EZ%\U

. .V T
yvpziih —iz'q \Uﬂ

14 zp

vpz D—
P

\4 xp

A\ﬁm »U‘

N+ m \UNH@
@p
vph \UN

xp
VP2 \UN

4 T
Tvnﬁ\o‘
. P

LV Tp
vp h -

xp
VP @ \mm‘l
x
vph \mm b
ﬂv
VP \m‘l
P
0

T3y ao1yewr Axyard swgidez Tudn



3  Vnitini sily na prutu

V této kapitole identifikujme vnitini sily sily, které na prutu pisobi v souladu s mode-
lem, ktery jsme pomoci Lagrangeova principu odvodili v pfedchozi kapitole. Za timto tcelem
nejdiive zapiSme pole piretvoreni naseho modelu, které dostaneme tak, ze dosadime nase pred-
poklady o poli posunuti 2 do vztahu pro vypocet pole deformace z pole posunii dle 5 nebo 6.
Poté zapisme pole pietvoieni reprezentované sloupcovou matici e(x) jako souc¢in matice N
a vektoru e(x), kde v N se vyskytuji pouze konstanty a funkce zavislé na soutadnicich y a
z a sloupcova matice e(x) obsahuje funkce zavislé na proménné = a derivace podle proménné
x.

/
Vg — Pz

S = O

Slozky e(x) budeme chépat jako jisté deformacni veli¢iny na trovni prifezu, se kterymi
jsou sdruzeny jisté vnitini sily, které jsou reprezentovany prvky sloupcové matice s(x), které
hleddme. Za sdruzenou deformaé¢ni veli¢inou a vnitini silu povazujeme odpovidajici prvky
kazdého ze souéinii ve vyrazu s’ (z)e(x). s(x) definujeme jako takovou sloupcovou matici,
7e vyraz pro "energii vnitinich sil”v Lagrangeové funkciondlu potencidlni energie (viz 11 v
kapitole 1) miizeme zapsat jako

1 1 [F
Ein(e(x)) = 2/ el (x)De(x)dV = 2/ sT(z)e(z)dz. (35)
v 0
Za tcelem zjednoduseni dalsiho odvozeni déle vyjadieme e(z) = Od(z), kde O je opera-
torova matice obsahujici konstanty a derivace podle proménné x a d(x) je jiz diive zavedena
sloupcova matice aproximacnich funkci zavislych na proménné z, které jsou prvky pole posuni
2.



O 0 0 0 0 0
dz d
o 0O — 0 0 0 -1 0
P dz d us(x)
Wy + ¢ dx
o o o o Y o o o ws ()
e(r) = gj = Od(r) = de 0z ()
/ 0O 0 0O 0 — 0 0 oy(z)
i de ()
X/ d Pz
N 0.0 0 0 0 — 0 (@)
d
0o 0 —
dz
0o o0 1

Nyni dosadme vyraz e(x) = N.Od(x) do vyrazu 11 pro ”energii vnitinich sil”

Ein(d(x)) = ;/ ((NeOd(a;))TD(NSOd(x))) dV =
1

.
((0d(z))" NI'DN.Od(z)) dV =

/L
/OL( (/NTDNdA>Od( ))d =
/0 s . (37)

sT(z) = (Od(z))T ( /A NIDN, dA) , (38)

[\J\n—l l\D\

kde

coze jsme pozadovali. Na nésledujici strané je v 39 uvedena podoba matice / NsT DN dA.

Samotna s(x) je zapsana v 40 (upozoriiujeme, ze matice neni pro piehlednéjsi zapis transpo-
novana).

10
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Protoze uvazujeme pouziti centralniho a hlavniho souradného systému, jak jsme jiz diive

uvedli, uvazujeme statické momenty S, = / zdA =0, 5, = / ydA = 0 a devia¢ni moment
A A

D, = / yzdA = 0. Vyrazy pro vnitini sily mizeme tedy zjednoduSit do podoby uvedené

v 41. Vi(1141'me, ze v uvedenych vyrazech se vyskytuji zndmé vyrazy pro vnitini sily jako na-
piiklad EAu), ktery napiiklad v Mindlinové modelu [4, str.28-32] vyjadiuje normélovou silu.
Podobné mtizeme ve vyrazech nize vidét znamé vztahy pro posouvajici silu ¢i ohybovy mo-
ment. Analogicky tak miizeme v naem modelu zavést zobecnéné vnitini sily, které znaéme s
hornim indexem Y, jakozto odkaz na ndhradu x, za ¢! v predpoklddaném poli posunii, ktera
je podstatou rozdilu zkoumaného modelu oproti modelim klasickym.

N = EAu, +E/ P dAY
A
Vy, = GAV, + G/ Y, dAx — GAp,
A
V, =GAuw, + G /A Y, dAx + GApy
M, = G/ (Y y —yz)dAx + G/ (y2 + 22) dAy!,
A A
M, :E/ z2dA<p;+E/ Pz dAY
A A
M= E [ yagl— B [ vyday
A A
B = E/ P2 dAY — E/ Yy dAg, +E/ Y dAu, +E/ 2y dAy;,
A A A A
M?=Q / Yy dAV, + G / ¢ dAw, + G / (v% + %) dAx+
A A A
+6 [ vaddp,~ 6 [ 0,da0. 4G [ (G- v,0) 44, (41)
A A A
Upozornéme jesté, ze s pouzitim zavedeného formalismu bychom snadno mohli odvodit matici
K, (viz 33)), kterou jsme jiz dfive odvodili jinym postupem v kapitole 1. Staéi, abychom

zavedli adjugovany operator O* k operatoru O, tak, ze pro libovolnou realnou sloupcovou
matici s(x) plati

1 1

L L
T = _ *3 €T T x)dax.
2/0 sT(z) (0d(z)) dz = 2/0 (0*s(x))” d(z)d (42)

Nyni bychom jiz mohli provést variaci tohoto funkciondlu podle prvki sloupcové matice d(z)

12



a zapsat matici K. Adjugovany operator O* muzeme pritom zapsat jako

O*

13

(43)



4 Diferencialni rovnice popisujici model

V této kapitole zapisme diferencidlni rovnice popisujici odvozeny model v souladu s odvoze-
nymi roviicemi stacionarity Lagrangeova funkcionalu potencidlni energie (soustava rovnic 33)
v kapitole 1. Soustavu rovnic zapiSme pro piipad, kdy tuhost prutu je po prifezu proménna
a je tedy funkci proménné x. V kapitole 1 je sice odvozeni pro jednoduchost uvedeno pro
pripad konstantni tuhosti po délce prutu, ale kdybychom pii odvozeni uvazovali proménnou
tuhost, mohli bychom podobnym zpisobem odvodit rovnice niZze. Vyrazy na pravé strané
rovnic, které jsou specifikovany v 45, predstavuji odpovidajici mérné spojité zatizeni prutu

vztazené k jeho stiednici.
- () - (£ /wdAx> e
—(GA(, = ¢2)) — (G / Yy dAX> = f,(z)
- (@A, + ) - (6 /wszx)
(G [ wzy—wyz)dAx),— (G e +) dAsoz) —
_< . dA¢y> < /wszX) + GA(W, + ) +G/wszx my ()

f2(x)

—( y dA%;) ( /wydAx> GA(v;—soz)—G/Aw,ydszmz(ﬂv)

+
- <E /A wdAu’) < wdA%) + <E /A wydAgolz) - <E /A P2 dAX’) +
+G /A by dAY, + G /A . dAW, + G /A (Wry — b,2) dAY, + G /A . dAp,+
_ 2 2 _
G /A Y, dAp. + G /A (V% 4+ ¢%) dAx = b(x)

14



fm(a:)—/AbdiJr/FtIdA
M@:A%M+A@M

fz(x):/Absz+/thdA

mm(a:):—/AzbydA—l—/Aybszdx—/thydA+/FytZdA

my(z) :/Azbsz—l—/thmdA

m.(z) = —/ yba dA—/ytdi
A r
@) = [ 6+ [0t
A r
(45)
Nyni drobné upravme soustavu rovnic 44 a zapis$me ji ve tvaru 46. Ozna¢me zndmymi sym-
boly priifezové charakteristiky I, = / 22dA, I = / v dA, I, = / (y* + 2*) dA. Dale opét
A
uvazujme, ze prut ma po délce konstantni tuhost, kterd tedy neni funkci proménné x. Zaroven
pozadujme, ze [ 1»dA = 0. To mizeme, nebot uvazujeme, ze deplanacéni funkei 9 (y, z) od-
A

03 (y,2) | OU(y, 2)

vozujeme ze zndmé rovnice [1, str.107-108] A¢(y, z) = + = 0 s okrajovou

Oy? 022
oY(y, 2)

3 = nyz — nyy. Tato tloha ale nemé jednoznacné reSeni. Pokud ale navic
n

pozadujeme, aby [ ¥ dA = 0, existuje pravé jedno feSeni v, které splnuje Laplaceovu rovnici

podminkou

a prislusnou okrajoéfou podminku uvedené vyse. Z Lagrangeova principu minima potencialni
energie také v kapitole 1 vyplynuly v soustavé 28 statické okrajové podminky, které musi byt
splnény na ¢asti hranice S;, na které nejsou predepsiny posuny. Mizeme tedy zapsat static-
kou okrajovou podminku v z = 0 a * = L. Protoze obé podminky jsou a7 na znaménko na
pravé strané rovnic identické, uvedmme pouze podminku v & = 0. Statické okrajové podminky
jsou pak doplnény geometrickymi okrajovymi podminkami na S, tedy té ¢dsti hranice, na
které jsou predepsany posuny. Geometrické okrajové podminky pfi odvozeni naseho modelu
pomoci Lagrangeova principu zavadime jakozto predpoklady.
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—EAug = fu(x)
~GAW, ~ p.) = G [ byt = 1@
A
—GA(W, + py) — G/ Y, dAY = f.(x)
A
—G/ (Vy — ¥ y2) dAX — GLll = my(z)
A
—ELp, — E/ Yz dAX" + GA(W], + ) + G/ ¥ dAx = my(z)
A A
~BL@+ B [ dyd A’ - GAW, — ¢.) = G [ 4, dAx=ma(o)
A A
—E/ Y dAu! — E/ 2 dAg)) + E/ Yy dAp! — E/ Y2 dAY"+
A A A A
—|—G/ ¥, dAv, + G/ Y, dAw, + G/ (Y .y — 1 yz)dAp, + G/ ¥, dApy+
A A A A

_ 2 2 _
G /A Y, dAp, + G /A (v% + %) dAx = b(x)
(46)

BAu(0) = /S 1, dA = N(0)

G/ M, )dA X(0 )+GAv()—GAgoz(0):/S t, dA =V, (0)

G / aw )+ GAW.(0) + GApy(0) = / £ dA = V. (0)
So

0y, z)  9v(y,2) T _
G(/Ay o 5 dA) X(0) + G(I, + L), (0) = /SO tydA+/SOytsz M,(0)

E/Azw(y, z) dAX'(0) + El, ¢, (x) = /SO 2ty dA = M, (0)
(47)

B /A Yy, 2) dAY (0) + Ly, (x) = — / yta dA = M, (0)

So

—?AWW@M%®+EAWWQM%®+EAW%@ﬂM=

= | ¥(y,2)t.dA = B(0)
So
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5 Redukce rovnic modelu pro rizné typy prirezt

Soustava, diferencidlnich rovnic 46 popisujici na$ model obsahuje sedm diferencidlnich rovnic
a sedm neznamych funkci. Oproti obdobnym soustavam klasickych modeli je ale nevyhodné
v tom smyslu, Ze vechny rovnice az na prvni jsou propojeny prostrednictvim neznamé funkce
X, pri¢emz jejich okrajové podminky jsou prostfednictvim funkce y také propojeny. Rovnice
tedy nemtiizeme v obecném piipadé feSit samostatné, ale musime pouzit metody pro reseni
soustav diferencidlnich rovnic s okrajovymi podminkami. V jistych specifickych pripadech,
napiiklad pro prifezy vykazujici symetrii ¢i tenkosténné prifezy, se soustava 46 zjednodusi,
jak se pokusime demonstrovat na prikladech nize. Pfipomenme, ze uvazujeme tvar deplana¢ni
funkce 9 (y, z) jakozto fesSeni zndmé Laplaceovy rovnice [1, str.107-108], jak bylo rozebrano v
minulé kapitole.

5.1 Kruhovy prurez

V tomto piipadé prufez nedeplanuje, viz [1, kap 2.1.2] Plati tedy, ze ¢ (y, z) = 0. Soustavu 46
tedy muzeme redukovat na soustavu 48 uvedenou nize. Protoze musi zarovein platit b(z) =

/ U(y, 2)by dA + / ¥(y, 2)t, dA = 0, je posledni rovnice v 48 identicky splnéna.
A r

—FEAu! = f.(x)
~GA(v; — ¢.) = fy(x)
~GA(w, + ¢y)' = fa(z)
—Gfpsox = mx(x)

my(x)
m.(x)
()

T

X

—Elygo” + GA(w;, + ¢y) = my(x
—ELy — GA(W, — goz) =m,(x
=b(z
(48)
5.2 Obdélnikovy prifez
V tomto pripadé muzeme deplanacni funkci vyjadfit fadou podle [1, str.116]
—EAu! = f.(x)
—GA(U - st) = fy(m)
G/ Yy — Y y2) dAX — GLpl = my(x)
—EILp, + GA(wg + @) = my(x)
“BL! ~ GA(,  ¢.) = ma(a)
B [ A +6 [ ey - v,0) A
A A
+G / (v% + %) dAy = b(z)
A
(49)
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5.3 Prifez tvaru rovnostranného trojihelnika

V tomto pfipadé mizeme deplanacéni funkci vyjadfit vzorcem podle [3, str.224]

_EAUN - fz(x)

~GA(vy — ¢.) = fy(x)

~GA(wg + ¢y) = f.(2)

—G/ Yy — 1 yz) dAX — Gl = my(x)
—EIy "+ GA(W, + py) = my(x)
_EIZ Z_GA(S_ )_ ()

E / W dAY" + G / (Wry — $2) dAP+
A A

T

X
+G /A (% +12) dAy = b(x)

5.4 Tenkosténny priifez

(50)

Pro pripad tenkosténného prifezu je deplanac¢ni funkce dle [1, str.117] pfiblizné rovna —w(s),
kde w(s) je takzvané vysecové souradnice. Pro vypocet w(s) mizeme zvolit takovy pdl (tzv.

hlavni pél), ze I, = | wydA=0al,, = [ wzdA =0, coZ zjednodusi soustavu 46 na tvar
A

v A
nize.

_EAuls/ = fac(x)

_GA(W, — ¢.) — G /A by dAY = f,(2)

_GAW,+ gy) — G /A . dAY = f.(2)

—G/ (Vy — 1 y2) dAy' — Glpgog = my(x)
A

—EchpZ + GA(w), + Py) + G/,4¢’Z dAx = my(x)

—ELy! — GAW, — ;) — G/ )y dAx = m(x)
A

—E/ 2 dAx”—i—G/ Yy dAv;—i—G/ (1 dAwg—i—G/(w,zy—w,yz) dA(p;—i—G/ Y, dApy+
A A A A A

_ 2 2 _
G/A@Z)y dAp, +G/A (V3 +v7%) dAx = b(z)

18

(51)



6 Odvozeni modelu pomoci Hellingerova-Reissnerova variac-
niho principu

Model, ktery jsme v predchozich kapitolach odvodili za pouziti Lagrangeova principu mi-
nima potencidlni energie, nanestésti nerespektuje skuteéné rozlozeni smykového napéti pfti
ohybu a krouceni prutu, o ¢em# se muzeme snadno presvédéit, pokud vyjadiime napriklad
e = 60 = 6 (52 1 ) — 6 (o) 3@k u(o) 4yl ). P
prostém ohybu by pro nedeplanujici prifez platilo ¢, (z) = 0 a ¥(y, z) = 0, takze bychom
dostali 7., = G (py(z) +wi(x)). V daném prifezu (tedy pro danou hodnotu ) dostavame
konstantni rozloZeni smykového napéti po vySce prifezu, coz je ve sporu s Cauchyho rov-
nicemi, ze kterych dostdvame nekonstantni priabéh smykového napéti [1, str.118-126]. Tento
rozpor je zpusoben nas$i volbou pole posunu ve tvaru 2, které je pro pripomenuti uvedeno

nize.

u(z,y, 2) = us(x) + 20y () — y=(z) + x(2)Y(y, 2),
v(x,y, 2) = vs() — 2zz(x),

w(:r,y,z) = ws(x) + y@m(w :

Model, ktery odvodime za pouziti Lagrangeova funckiondlu potenciilni energie mi navic
tu nestastnou vlastnost, ze pro dané zatizeni prislusi modelu vyssi potencidlni energie nez
skute¢né konstrukei [2, str.276] a model tak vykazuje vétsi tuhost. Abychom ziskali model s
takovym rozloZenim smykovych napéti, které by respektovalo Cauchyho rovnice rovnovahy,
odvodme ho znovu, ale tentokrat pomoci Hellingerova-Reissnerova varia¢niho principu. Cilem
odvozeni bude najit odpovidajici korekce tuhosti, podobné jako v ptripadé smykové plochy v
Mindlinové modelu [4, str.30-33]. Hellingeriv-Reissneriv funkcionl je ve své zdkladni podobé
definovan predpisem [1, str.309]

Hyp(u, o) = /

; <0'T(x)8u(x) - %UT(X)CU(X) - uT(x)b(X)> dv

—/ u? (x)t(x)dS — ol (x)nt (u(x) —u(x)) ds, (52)
St Su

kde stejné jako v diive uvazovaném Lagrangeové funkcionilu b predstavuje sloupcovou matici
slozek objemového zatizeni, t povrchového zatiZzeni, w pfedepsanych posunt a n je sloupcova
matice priméti norméalového vektoru k povrchu télesa do jednotlivych sméri uvazovaného
kartézského souradného systému.

1
) by () ) £ (%) E (1) 0
b= [ b0 | @0 =( a0 | c=| 0 Lo |,
b (x) t.(x) 0 0 1
G
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— 0 0
[ 200), ww (). e L 2
TZ(X) ’ w(x) ’ %y Oz 9 ’
2. ) o
n 0 O =
ff u(x)
n=| " " 0 | u(x) = | v(x)
n, 0 ng w(x)

Piedpokladejme, Ze aproximace pole posunt u(x) je volena tak, aby spliiovala geometrické
okrajové podminky u(x) = w(x) na S,. Posledni integral ve (52) tedy mutzeme zanedbat.
V prvnim integralu rozepiSeme zv1ast ¢leny odpovidajici normélovym a smykovym napétim.
Funkciondl tedy prepiseme do tvaru

Min(u.07) = [ (0600 %5 4 7 0)0yux) = o) — g (7)) v
—/ uT(x)b(x)dV—/ u’ (x)t(x) dS,
1% St
(53)
kde
9 9
a,=| % o= o= ). (54)
i 2 0 g <TIZ>
0z ox

Smykova napéti budeme aproximovat vhodné zvolenymi funkcemi, nezavisle na aproximaci
posunt a z ni vyplyvajici aproximaci smykovych deformaci. Naproti tomu pro normalové na-
péti zachovdme aproximaci sestrojenou tak, ze na normélovou deformaci odvozenou z apro-
ximace posuni uplatnime Hooketv zakon. Dosadime tedy o,(x) = Edu(x)/0x a funkcional
prepiseme jako

2
Myr(u,7) = /V (;E <815EEX)> + TT(X)B-Y’U,(X) - 21GTT(X)T(X)> dV+ (55)

_ /V uT (x)b(x) AV — / u” (x)8(x) dS.

St

Kdybychom v podobném duchu dosadili 7(x) = GO,u(x), dostali bychom Lagrangetv funk-
cional potencialni energie. To vSak neudélame, protoze aproximace smykového napéti pifimo
odvozend ze smykové deformace je pfili§ hruba a chceme ji vylepsit. Nyni zapi§me vyjadfeni
pole posunt zvlast pro priéné posuny

)
|
) (56)
)
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a pro podélny posun

us(x)
vs ()
ws(x)
wz) =ny(y)d@)=(1 0 0 0 z —y ¥(y,2) )| wlz) |, (57)
py(z)
©2()
x(@)
ou(x) 0
5w~ 5y u(¥)d(@) (58)
a pole smykového napéti ve tvaru
Cy(z)
B _( hy,2) faoly,2) 0 0 Ca(z)
‘T(X) = NU(Y)C(J:) - ( 0 0 fg(y,Z) f4(y, Z) ) CSE$§ s (59)
Cyulx

kde f1 az f4 jsou vhodné zvolené funkce aproximujici rozlozeni smykového napéti po prufezu
a C az C4 jsou zatim neznamé funkce podélné soutadnice x. Zaroven rozepiSme

)
a v(x)

B u(x) = ,.u(z) + a%v(w) - 581/ (@) + a% ( " ) . (60)
0z

Oznacme také

=

By (x) = ( e ) £y (x) = < o )

Funkciondl nyni mizeme zapsat s vyuzitim zavedeného znaceni jako

Myg(u,T) :/

v

2
(;E <81;(;{)) + TT(X)a%zu(a:) + TT(X)§TU<X)> dV+

- /V (;GTT(X)T(X)) v+

—/ u(x)by (x) + v1 (x)b, . (x) dV — / u(x)ty(x) + v (x)E, . (x)dS, (61)
Vv St

Nyni dosadme do funkcionalu vyraz u(x) = N(y)d(z) a u(x) = n,(y)d(z):

(32 (o) @))" + 77 0908, ()dlo) + - NI(E) ) aV+

- /V (21GTT(X)T(X)> v+

(Pu(y)d@)t(x) + (NI @) E,,:(0)) dS.
(62)

yp(d, )= /

v

_/v (Pu@)d(@)bs(x) + (N(y)d(@))" By-(x)) aV - /

St
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Nyni dosadme také vyjadieni pole napéti ve tvaru dle 59, coz vede k funkcionalu

Hin(dre) = /v @d'T(w)"f(y)Enu(y)d’(x) + el (2)NT (y)8,,.nu(y)d (z) + N(.Y)d'(:z:))
_/V <21G e’ (2)NZ (v )NU(Y)c(x)) av+

- /V (@ (2)ni; ()ba(x) + 7 (2)NT (y)by (x)) AV — /S (@ (2)ni; ()ta(x) + A7 (2)NT (y)E,(x)) dS,
(63)

dV+

Rozdélme objemovy integral na integril po délce a integral pies prifez prutu:

HHR(d,c)_/OLLGd’T(x) </A T(y)En,(y ) )da:+
+ /0 cLT(x < / N ()8, .1nu(y dA> >da:+
#}(%(/NT > x)>dx+
[ ("o ([ mem ) 9) av
[ ([ Wb

dx+

)dA> dx — /0 ! ( / NT(y)t,. ds> dz+
—/ULdT(x)< dA) da — OL (x ( ds)
—d’(0) NT (¥)8(0,y)dS —d" (L) NT(y) t(L,y)dS,

~d”(0) / n7(y)t2(0,y)dS — d"(L) / nT(y)te(L.y)dS.  (64)
So S

L
Nyni oznacme ¢leny, které jsou integrovany pfes prifez zplsobem, ktery je patrny v zapisu
nize:

Hpr(d,c) = /L <2d’T( YA, d (z )) do+

+ A pd(x dx+
0

L

/0
L

/( Tx Aspc(x >dV—i—
0 2G

- / d” (2)f(z) dz+

0

+

1) Ay d (z daH—

~d’(0) : N*(y)8(0,y) ds — d" (L) : N* (y)¥(L,y)dS+

—d"(0) / n7(¥)t.(0,y) dS — d7(L) / n7(y)ta(L,y) dS. (65)
So S

L
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Nyni provedme variaci funkciondlu 65, zatim pouze s uvazovanim zmény d(z) pii kon-
stantnim c(z). Vzhledem k symetrii matice A,, miZeme zapsat

L

Sallyr(d, ¢, 6d) = / (d7(z)Apndd'(z)) da+
’ L

- /0 (c’(z)Aspdd(z)) da+

L
T /
+/0 (c' (2)Asudd'(z)) da

L
_ / 57 (2)f(z) da
0
—-6d"(0) [ N'(y)t(0,y)dS —6d"(L) | N'(y)¥(L,y)dS
So SL
~6d"(0) /S 07 (y)t.(0,y) dS — 6d” (L) /S 07 (y)to(L,y) dS. (66)

Po integraci metodou per partes dostavame

L
(SdHHR(d, c, 5d) = —/ (d”T(lB)Anndd(x)) dz+
0

+ [d7 (@) Apndd(x)] s +
: (c"(z)Aspdd(z)) da+

’ (" (2)Apydd(z)) dz+

+

J
¥

+ [¢" (@) Arudd(x)] +

/ od” (z)f(x) dz+
—6d”(0) [ NT(y)t(0,y)dS —édT (L) | NT(y)t(L,y)dS+
So St
—6d"(0) /S 0T (y)t:(0,y) dS — 6a7 (L) /S nT(y)ta(L,y) dS. (67)

7, podminky nulové variace dostavame soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic druhého
radu

—Apnd’ (z) + Alge(z) — AL o/ (z) = f(z), (68)
a okrajové podminky
Aud (0)+ AL,e(0) = [ NT)E0.y) a5 + [ nly)r(0.y)ds.
0 0
Annd' (L) + Alc(L) = — ; N”(y)t(L,y)dS — . n, (y)t.(L,y)ds. (69)
L L
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Nyni provedme variaci funkcionalu 63 pro pevné zvolené d(x) a proménné c(x):
L
STl n(d, ¢, 6¢) = / 5 (2) A, pd(z) dz + / 07 (y)1,(0,y) dS
0 So
L
+/ oct (2) Ay d () dz+
0

— —0 A dV
/ c! (x)Asoc(z)
(70)

7 podminky nulové variace dostavame

1
A,pd(z) + Agd'(x) — =

Asoc(z) =0 (71)

Rovnice (68) a (71) mizeme fesit jako soustavu diferencidlnich rovnic pro nezndmé funkce
d(z) a c(z). Je vSak také mozné ze (71) vyjadiit

c(z) = GA,; (A,pd(z) + Apud' (7)) (72)
a dosadit do (68), ¢imz ziskdme upravenou soustavu rovnic pouze pro nezndmé d(x):

—(Apn + GAL A AL d (2) + G (ALgA; Agy — AL A AR d (2)+  (T3)

au

+GALL A A pd(7) = f(z).  (74)
Matice
Ans = [ NE(y)No(y)da (75)
A
je pri spravné volbé bazovych funkci pro aproximaci smykového napéti pozitivné definitni. Je

vyhodné volit bazové funkce tak, aby funkce odpovidajici stejné slozce napéti byly navzajem
ortogonalni. Pak je matice A,, diagondlni a jeji inverzi lze provést velmi snadno.
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