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Rozbor funkcionalu

Hashintv-Shtrikmanav funkcional
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o ... tenzor referencni tuhosti
. tenzor polariza¢niho napéti
. tenzor objemovych sil
. tenzor povrchovych sil
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Rozbor funkcionalu

Prvni variace lNys funkcionalu

ve smyslu Gateauxova diferencialu

L (Mus(u + hou, 0 + h36) — Nyus(u, 0))

= lim —
h—0 h

(5”[-[5(“, 0)
vede na vyraz

5T ys(u, 0) :/

s [~V (Vou: Do +6) - b| - su+

[Viu—(D-Do)™": 0]-50dV  (2)

+ [ [n-(Vsu: Do+ 6) —t]-6udS;.
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Rozbor funkcionalu

Podminky stacionarity

Z kritéria stacionarity
0Mys(u,0) =0, You, 0

vychazeji t¥i nasledujici podminky

V~(VSU' Dy+6)+b=0 na V, (3)
n-(Vsu: Do+6)—T=0 na S, (4)
Viu—(D—Dy) ' :0=0 na V, (5)

kde (3) a (4) pfedstavuji Cauchyho podminky rovnovéahy a (5)
definuje tenzor polariza¢niho napéti 6.
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Rozbor funkcionalu

Zpétnym dosazenim (5) ve tvaru
6 =(D—-Do) ' Vu

do definice funkcionalu (1) ziskdme vyraz pro potencidlni energii
linedrné elastického télesa

1 = -
”(U)Z/ ~Vsu: D: VsudV—/ b-udV—/ t-udS;.
V2 V4 "
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Rozbor funkcionalu

Druhd variace [1ys funkcionalu

2Mps(u, 0) :/ V.5u: Dy: V.6u+280: V.6u
%
—386: (D —Dy)"': 664V
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Rozbor funkcionalu

Graficka reprezentace funkcionalu
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Rozbor funkcionalu

Graficka reprezentace funkcionalu
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Aplikace H-S funkcionalu pri odhadu efektivnich vlastnost{

o
<Y

homogenni materidl heterogenni material

DO D(X)

€0 e=¢gp+¢€
oo=Dg: g o=Dy:e+86

ug u=ug+u
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Aplikace na homogenizaci

Predpoklady

» uvazuji se nulové objemové a povrchové sily, tj. b=0at =0
> na celé hranici je predepsan posun ve tvaru o = gg: X,
tj. S=35, (d(S)=0)
» pro jednoduchost jsou uvaZovany pouze izotropni materialy,
tj. D =3Kl\, +2GIp
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Aplikace na homogenizaci

Funkcional uvedeny Hashinem a Shtrikmanem v [1, 2] ma tvar

1 1
(6)

1
+§0: e +0:edV.

Dosazenim Vs u =€ = g9+ €’ do (1) a s uvazovanim podminky
(Do: €' +6)-V=0

je mozné ukazat, zZe oba funkcionaly jsou ekvivalentni.
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Aplikace na homogenizaci

Podminky stacionarity nového funkcionalu:

(Do: €' +60)- V=0 na V
u=0 na S,
Vsu—(D—Dy) t:0=0 na V

Funkcional nabyva maxima pro pfipad, kdy je tenzor (D — Dy)
pozitivné definitni, minima v p¥ipadé, kde je tenzor (D — Dy)
negativné definitni.

Stejné jako v predchozim p¥ipadé Ize dokazat?®, 7e dosazenim
podminek stacionarity do predpisu funkcionalu ziskdme potencialni
energii linedrné pruzné deformace.

!Pole napéti o a oo musi byt v rovnovéze s nulovymi objemovymi a
povrchovymi silami, tj. V-o =0a V09 =0.

Martin Doskar

Hashintv-Shtrikmaniiv princip



Aplikace na homogenizaci

Postup pfi homogenizaci

1. Tenzor @ je uvazovan jako konstantni v dané fazi r,
0(x) =06, pro x € V,,

objemové zastoupeni faze je znaceno v,. Pro zjednoduseni je
uvazovan jednotkovy objem V = 1.

2. Pole polarizaéniho napéti @ a pole deformace €’ je rozlozeno
na volumetrickou a deviatorickou ¢ast.

0=pl+f
’

g =1+ ¢€

€9 = gl + eg
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Aplikace na homogenizaci

3. Vyraz (6) je prepsan s rozdélenim na volumetrickou a
deviatorickou ¢ast na tvar

1 -
I'IH5(5/’0):5/‘/[9K063+2G0e0: eo| dV

1 / o
+2/V Bpc + f: €] dV

1 p? f. f
_z ~6peg —2f: eg| AV
2 V[K—KOJFZ(G—GO) peo €0
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Aplikace na homogenizaci

4. S uvazovanim po Castech konstantniho pribéhu 6 Ize
predchozi vyraz upravit a nahradit integraly sumou

1
rle(El,a) = 5 [9K06(2) + 2Ggey: eo}

1 / o
+2/V[3pe +f: €] dVv
f.. f,

—— 3P f
Z K KO 26, — Go) +3peo + F: eg,

kde p a f predstavuji priimérné hodnoty
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Aplikace na homogenizaci

5. Zbyva vyjadfit prostfedni ¢len, tj. %fv [Bpe' + f: €] dV, v
zavislosti na p, a f,. Toto vyjadreni je mozno ziskat za pomoci
Fourierovy transformace, popsano napf. v [2]. Vysledkem je
funkcional T1(@) zavisly pouze na polarizaénim napéti (které je
rozlozeno na deviatorickou a volumetrickou ¢ast)

1
I'I(B) E [9K0€0 + 2Gpey: eo}
1< p2 s fFoif,
il | — f.: f
+2;1‘/ K- Ky COPrt g g o ] (7)

1 Aoa n
—§a0ﬁ2+3f360 - §ﬂofri fr+f: eo,

kde g a g jsou koeficienty zavislé na volbé Ky a Gp.
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Aplikace na homogenizaci

6. Dalsim krokem je nalezeni extrému predchozi funkcionalu(7) v
zavislosti na p a f. Vysledkem jsou hodnoty

. 3A
P =01 qon

e B
— 01+5OB’
kde
n v,
A= 1
—1 KK, @0
n v
B=S — "
L ) _50

r=1 2(G,—Ggp
a které spliuji podminku stacionarity predchoziho funkcionalu
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Aplikace na homogenizaci

7. Dosazenim predchoziho feSeni Ize funkcional pfepsat na tvar
1 5 1/ . -
nee) = 5 (9K060 +2Goeo: eo) +5 (3peo +f: eo) .

Jak bylo zminéno, v pfipadé stacionarity vyjadfuje H-S
funkcional potencialni energii deformace. Ta je pro homogenni
material definovana jako

1
Me = 5 (9Khomeg + 2Gpomeo - e0>

Pro ziskani jednotlivych parametri je mozno dosadit ¢ ve
specialnim tvaru:
» pro odhady objemového modulu K

€p — 601,
» pro odhady smykového modulu G
€p = €.
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Aplikace na homogenizaci

8. Z podminky maxima/minima plvodniho H-S funkcionélu je
mozné ziskat dolni a horni odhad efektivnich vlastnosti.
» (D — Dy) je pozitivné definitni, tj. K, > Ky a G, < Gy, Vr

Me <M

» (D — Dy) je negativné definitni, tj. K, < Ky a G, < Gg, Vr
Me >T11

Pro nejvyssi dolni odhad jsou parametry referenéni tuhosti

voleny jako minimum ze skutecnych hodnot jednotlivych fazi,

svv/

Ko = max, (K;) (stejné tak i pro G).
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Aplikace na homogenizaci

9. Vysledné vztahy pro horni a dolni odhad efektivnich
elastickych parametri heterogenniho materiali

A
Khom = Ko+ ——
hom < 0+1+040A
1 B

Ghom = K.
hom X 0+21+5OB

A= Z
=1 K,— Ko_ao
n

B-S_
rzl 76 —
3
3Ko +4Gg
3 (Ko + 2Go)
5Go (3Ko + 4Gp)

Vr

ag = —

Bo=—
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