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Obrézek 1: Schéma, prifezu.

Ukol: Urcete hlavni centralni momenty setrvacnosti a vykreslete v méfitku odpovidajici elipsu setrvaé-
nosti.

ResSeni:

momenty setrvacnosti. V tomto kroku se soustfedime na to, aby pocet ploch byl co nejmensi,
abychom si zbytetné neptidélavali praci. V tomto pfipadé rozdélime prafez na 4 plochy dle Obrazku
2a a to na dva trojuhelniky, obdélnik a kruhovy vytez.

N

jednotlivych ploch, viz Obrazek 2b. Soufadnice lokalnich tézist T;[y;; 2] a velikosti jednotlivych
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Obrazek 2: (a) Rozdéleni prifezu (b) Téziste.

yi [mm] 2; [mm] A; [mm?]

1 33,3 150,0 3750
P 83,3 33,3 2500
3 100,0 125,0 15000
4 100,0 125,0 -1963
S 19286

NI

Tabulka 1: Soufadnice lokalnich tézist a velikost jednotlivych ploch.

soufadnic jednotlivych ploch (neboli jako podil celkového statického momentu k dané ose a celkové
plochy):
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7 1 = 117,979mm . (1)
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nasemu o¢ekavani.

e V dalsim kroku spoéitdme momenty setrvacnosti. Jejich vypocet zahrnuje vypocet momentl setr-
vacnosti dil¢ich ploch k jejich lokdlnim téZistovym osam a opravu o Steinertv doplnék viéi tézis-
tovym osam celého prifezu. Momenty setrvacnosti k lokdlnim osdm spocitame podle tabulkovych
vzorci pro zakladn{ geometrické ttvary. Steinertiv doplnék se pak spocité jako soucin plochy a druhé

mocniny vzdalenosti lokdlnich tézistovych os od tézistovych os celého prufezu. Vypoclty momenti
setrvacnosti jednotlivych ploch k centralnim osam (y., z.) vypadaji nasledovné:

I = 3—16b1h‘;’ + Ai(z1— )2 = % =50 - 150% + 3750 - (150 — 117,979)% = 8,533 - 10°mm* (2)
I = 3—16651’%1 + Ay — ) = % -50% - 150 4 3750 - (33,3 — 84,877)? = 10,48 - 10°mm* (3)
I = 3716172@ + Ag(z0 — )% = % =100 - 50® 4 2500 - (33,3 — 117,979)% = 18,26 - 10°mm* (4)
2 = 3%1)3@ + Asg(yo — ) = % -100% - 50 + 2500 - (83,3 — 84,877)% = 1,395 - 10°mm* (5)
I} = 1—12b3h§ + As(z3 — z)? = % -100 - 150% + 15000 - (125 — 117,979)% = 28,86 - 10°mm?*  (6)
= l%bghg + As(ys —y)? = % -100? - 150 4 15000 - (100 — 84, 877)% = 15,93 - 10°mm* (7)
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1 1
I, = - [47@1 + Ag(zg — zt)Q] = — [47T -25% 41963 - (125 — 117, 979)2] = —0,4036 - 10°mm* (8)
1 1
= - [4777“2 + Ayys — yt)Q] = [47r -25% +1963 - (100 — 84, 877)2] = —0,7558 - 10°mm*  (9)
Vysledné momenty setrvacnosti celého prifezu ziskdme jako soucet momenti setrvafnosti vSech
ploch:
I,=> Ii=5525-10° & I =) I!=27,05-10% (10)

i=1 i=1

Pii vypoctu momenti setrvacnosti mame na paméti:

— Momenty setrva¢nosti musi byt vzdy kladné. Vyjimkou je pouze situace, kdy od¢itame
zapornou plochu jako vyrez.

— Moment setrvac¢nosti k dané ose je tim vétsi, ¢im vétsi ¢ast plochy prifezu je od
dané osy vzdalena. Proto zkontrolujeme, zda nam vysly vétsi ty momenty, u kterych to na
prvn{ pohled océekidvame.

e Nyni prejdeme k vypoctu deviaéniho momentu setrvacnosti. Postup jeho vypoctu je velmi podobny
vypoctu predchozich moment setrvacnosti: podle tabulkovych vzorci spocitdme deviaéni momenty
setrvacnosti jednotlivych ploch k jejich lokdlnim osdm a poté tyto hodnoty opravime o Steineriv
doplnék. Vysledné hodnoty nakonec opét seCteme. Zatimco momenty setrvacnosti jsou kladné, de-
via¢ni moment muze nabyvat zapornych hodnot a proto je tfeba vénovat znaminkadm pii vypoctu
devia¢niho momentu zvlasStni pozornost. Znaménkové konvence deviaéniho momentu je vysvétlena
na Obrazcich 3a az 3c.

I\Y [11 I\ I11 I\ [11

I I , I I | 11
(a) Dy> =0 (b) Dy. > 0 (c) Dys < 0

Obrazek 3: Znaménkova konvence devia¢niho momentu.

Slovné vyjadieno:
— Devia¢ni moment je kladny, pokud se prevazna ¢éast priafezu nachazi v prvnim a
tfetim kvadrantu soutfadného systému.

— Naopak je zaporny, pokud se pifevazna ¢ast priifezu nachazi v druhém a étvrtém
kvadrantu souradného systému.

— Pokud je plocha prifezu rovnomérné rozmisténa do jednotlivych kvadrantid, de-
viaéni moment je nulovy.

Konkrétn{ vypocet devia¢nich momentt pak vypada nasledovné:

1
Dy, = ——0thi+ Au(z = 2)(mn — m) (11)
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1

D, = ok 502 - 1502 + 3750 - (150 — 117,979) - (33,3 — 84,877) = —6,971 - 10° mm* (12)
1

DZZ = JF@b%h% + Az(z2 — 20)(y2 — wt) (13)
1

Dy, = 451007507 + 2500 - (33,3 — 117,979) - (83,3 — 84,877) = 0,6810 - 10° mm' (14)

Dj. = 0+ As(zs — 2)(ys — ) (15)

D}, = 15000 - (125 —117,979) - (100 — 84,877) = 1,5927 - 10° mm* (16)

D,, = —[0+ A4z — 2¢)(ys — )] (17)

D, = —[1963-(125—117,979) - (100 — 84,877)] = —0,2084 - 10® mm* (18)

Je potieba si vSimnout, Ze devia¢ni moment trojuhelnikovych obrazca k jejich tézi§fovym osam
je zaporny v piipadé trojihelniku ¢.1, ale kladny u trojahelniku ¢.2. Je to zptisobeno otocenim
obrazce, jak je zndzornéno na Obrazku 3. Zjednodugené lze ¥ici, Ze u pravothlého trojuhelniku s
odvésnami rovnhob&znymi se soufadnicovymi osami je devia¢ni moment kladny, prochazi-li pfepona
1. a III. kvadrantem. Prochazi-li pfepona II. a IV. kvadrantem, je devia¢ni moment zdporny. Vzdy
je proto nutné zkontrolovat, jak je orientovany na$ obrazec i obrazec v tabulkach

momenti setrvaénosti.

Vysledny denvia¢ni moment nasledné uréime jako soucet vSech dilé¢ich momenti setrvacnosti véetné

jejich Steinerovych doplhku:

4
Dy, => Dj, =-4,9057-10° mm*
1=1

(19)

e Pomocf axidlnich momenti a deviaéntho momentu mizeme nyni urcit thel ag, o ktery jsou pooto-

N

¥idi pravidlem pravé ruky, osa x sméfuje k nam, kladné pootoceni je tedy proti sméru hodinovych

rucicek.

2-D
tan(2 = =
an(2ag) -1,
ag = 9.592°

(20)

(21)

e S vyuzitim axidlnich momenti setrvacnosti miizeme nyni stanovit i hlavni centralni momenty setr-
vacnosti I1 a . Ty uréujeme k hlavnim centralnim osdm. Tyto momenty setrvacnosti jsou nejvetst
a nejmensi, jakych lze dosdhnou ota¢enim soufradnicovych os. Ziskdme je pootodenim os y. a 2. 0

thel ag. Uréime je nasledujicim vztahem:

(22)

I+ 1 I, — L\?
Ly = 71/2 Zi\/(yQ Z) + D2,
55,25 - 10° 427,05 - 10° 55,25 - 106 — 27,05 - 106\ ? -
Ly = 5 + 5 + (—4,9057 - 106)2 (23)
I, = 56,08-10° mm?*

I, = 26,22-10° mm?

Dale pomoci I; a I uréime poloméry setrvacnosti i; a a:

(24)
(25)
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[n [56,08-105
11 = Z == W = 53, 9 mm (26)
[, [26,22-106
19 = Z = W = 36, 9 mm (27)

e Nynf vykreslime elipsu setrvac¢nosti. Zaneseme do obrazku hlavni osy yo a zg, vyneseme poloméry
setrvac¢nosti a vykreslime elipsu setrvacnosti. PouZitim rovnice 22 jsme sice zjistili momenty setr-
vacnosti k témto osam, nyni ale nevime, ke které z pootocenych os patii ktery. K tomuto pf¥ifazent
je vhodné pouzit znaménko deviaéniho momentu setrva¢nosti. Pokud je devia¢ni moment kladny,
je plocha rozmisténa prevazné v I. a III. kvadrantu a do tohoto kvadrantu tedy vynaSime vétsi
polomér setrvacnosti. V nasem piipadé je deviacni moment zaporny, vétsi polomér setrvatnosti vy-
nasime tedy do II. a IV. kvadrantu. Maximélni moment setrvacnosti je k ose, od které vynasime
veétsi polomér setrvacnosti - v tomto pfipadé k ose yo, tzn. Lnee = I1 = Iy, & Lpin = Io = I,
Stejné indexovani pak plati i pro samotné poloméry setrvacnosti: imae = i1 = iy & imin = 12 = iz.
Osu, ke které je maximalni moment setrvacnosti zna¢ime jako osu 1, a osu, ke které je minimélni
moment setrvac¢nosti jako osu 2.

2220 Ze

!
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Obrazek 4: Elipsa setrva¢nosti.

Pohledem zkontrolujeme, zda je elipsa setrvacnosti odpovidad nasim piredpokladim, tedy zda je
mensi nez nas obrazec a zda kopiruje jeho rozlozeni plochy v roviné.

o Na zavér ukdzeme par zptisobl ¢astecné kontroly vypo&tu, odhadu vysledki s pomoci tvaru obrazce
a ddme je do souvislosti s definici momentt setrvaénosti:

L, - / 2244 (25)

y?dA (29)

yzdA (30)

D>\’J>\D>
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— Obrazec je vyS&i nez 8irsi, plocha je rozloZena déle od osy y a velka ¢ast plochy bude mit tedy
soufadnici z vétsi nez y. P porovnani rovnic 28 a 29 je vidét, Ze pokud mé velké ¢ast plochy
vEtsi soufadnici z nez y, bude platit I, > I,

— Plocha obrazce je rozmisténa vice ve II. a IV. kvadrantu (viz. Obréazek. 2), takze devia¢ni mo-
ment bude zaporny. V tomto konkrétnim piipadé to vsak nelze pohledem urcit tak jednoduse
jako na Obréazku 3. Rovnice 30 fikd, Ze plocha v I. a III. kvadrantu zptsobuje kladny D,
(soufadnice y a z jsou obé kladné nebo obé& zaporné), zatimco plocha ve II. a TV. zptsobuje
zaporny D, ..

— Na obrazku 2 je vidét, Ze rozlozeni plochy mezi kvadranty je pomérné symetrické. Z toho lze
usoudit, Ze se prispévky D, z jednotlivych kvadranti z velké ¢asti odectou a D, nebude p¥ili§
velky ve srovnani s axidlnimi momenty. U dvojose symetrického obrace se pak vzajemné vyrusi
cely Dy, a hlavni centralni osy jsou tedy totoZné s osami symetrie. U jednoose symetrického
obrazce taktéz plati D,, = 0 a osa symetrie je jednou z hlavnich os.

— z rovnice 20 vyjadiime g jako funkci momentd setrvaénosti:

1 " 2-Dy,
= — arctan
Qg 2aca -1,

(31)

Tato funkce ma obor hodnot (—m/4;7/4). Pokud je D,, = 0, jsou osy y a z hlavnimi cent-
ralnimi osami a tthel ap = 0. Cim vétsi je D,., tim vétsi je pootoceni hlavnich os viici nami
zvolenym osdm. Naopak ¢im vétsi je rozdil I, a I, tim mensi je pootoceni ayg.
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