
Pr·°ezové charakteristiky

22. dubna 2020
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Obrázek 1: Schéma pr·°ezu.

Úkol: Ur£ete hlavní centrální momenty setrva£nosti a vykreslete v m¥°ítku odpovídající elipsu setrva£-
nosti.

�e²ení:

• Nejprve si sloºený pr·°ez rozd¥líme na plochy, u kterých umíme ur£it lokální t¥ºi²t¥ a lokální
momenty setrva£nosti. V tomto kroku se soust°edíme na to, aby po£et ploch byl co nejmen²í,
abychom si zbyte£n¥ nep°id¥lávali práci. V tomto p°ípad¥ rozd¥líme pr·°ez na 4 plochy dle Obrázku
2a a to na dva trojúhelníky, obdélník a kruhový vý°ez.

• Pro výpo£et t¥ºi²t¥ nejprve zavedeme pomocný sou°adný systém (modrý) a ur£íme lokální t¥ºi²t¥
jednotlivých ploch, viz Obrázek 2b. Sou°adnice lokálních t¥ºi²´ Ti[yi; zi] a velikosti jednotlivých
ploch zapí²eme do Tabulky 1. Sou°adnice t¥ºi²t¥ sloºeného pr·°ezu získáme jako váºený pr·m¥r
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Obrázek 2: (a) Rozd¥lení pr·°ezu (b) T¥ºi²t¥.

yi [mm] zi [mm] Ai [mm2]
1 33,3 150,0 3750
2 83,3 33,3 2500
3 100,0 125,0 15000
4 100,0 125,0 -1963∑
i 19286

Tabulka 1: Sou°adnice lokálních t¥ºi²´ a velikost jednotlivých ploch.

sou°adnic jednotlivých ploch (neboli jako podíl celkového statického momentu k dané ose a celkové
plochy):

yt =

∑4
i=1Ai · yi∑4

i=1Ai

= 84, 877mm a zt =

∑4
i=1Ai · zi∑4

i=1Ai

= 117, 979mm . (1)

Výsledné t¥ºi²´ové osy zakreslíme do Obrázku 2 (ºluté) a pohledem zkontrolujeme, zda v²e odpovídá
na²emu o£ekávání.

• V dal²ím kroku spo£ítáme momenty setrva£nosti. Jejich výpo£et zahrnuje výpo£et moment· setr-
va£nosti díl£ích ploch k jejich lokálním t¥ºi²´ovým osám a opravu o Steiner·v dopln¥k v·£i t¥ºi²-
´ovým osám celého pr·°ezu. Momenty setrva£nosti k lokálním osám spo£ítáme podle tabulkových
vzorc· pro základní geometrické útvary. Steiner·v dopln¥k se pak spo£ítá jako sou£in plochy a druhé
mocniny vzdálenosti lokálních t¥ºi²´ových os od t¥ºi²´ových os celého pr·°ezu. Výpo£ty moment·
setrva£nosti jednotlivých ploch k centrálním osám (yc, zc) vypadají následovn¥:

I1y =
1

36
b1h

3
1 +A1(z1 − zt)

2 =
1

36
· 50 · 1503 + 3750 · (150− 117, 979)2 = 8, 533 · 106mm4 (2)

I1z =
1

36
b31h1 +A1(y1 − yt)

2 =
1

36
· 503 · 150 + 3750 · (33, 3− 84, 877)2 = 10, 48 · 106mm4 (3)

I2y =
1

36
b2h

3
2 +A2(z2 − zt)

2 =
1

36
· 100 · 503 + 2500 · (33, 3− 117, 979)2 = 18, 26 · 106mm4 (4)

I2z =
1

36
b32h2 +A2(y2 − yt)

2 =
1

36
· 1003 · 50 + 2500 · (83, 3− 84, 877)2 = 1, 395 · 106mm4 (5)

I3y =
1

12
b3h

3
3 +A3(z3 − zt)

2 =
1

36
· 100 · 1503 + 15000 · (125− 117, 979)2 = 28, 86 · 106mm4 (6)

I3z =
1

12
b33h3 +A3(y3 − yt)

2 =
1

36
· 1003 · 150 + 15000 · (100− 84, 877)2 = 15, 93 · 106mm4 (7)
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I4y = −
[
1

4
πr44 +A4(z4 − zt)

2

]
= −

[
1

4
π · 254 + 1963 · (125− 117, 979)2

]
= −0, 4036 · 106mm4 (8)

I4z = −
[
1

4
πr44 +A4(y4 − yt)

2

]
= −

[
1

4
π · 254 + 1963 · (100− 84, 877)2

]
= −0, 7558 · 106mm4 (9)

Výsledné momenty setrva£nosti celého pr·°ezu získáme jako sou£et moment· setrva£nosti v²ech
ploch:

Iy =

4∑
i=1

Iiy = 55, 25 · 106 a Iz =

4∑
i=1

Iiz = 27, 05 · 106. (10)

P°i výpo£tu moment· setrva£nosti máme na pam¥ti:

� Momenty setrva£nosti musí být vºdy kladné. Výjimkou je pouze situace, kdy od£ítáme
zápornou plochu jako vý°ez.

� Moment setrva£nosti k dané ose je tím v¥t²í, £ím v¥t²í £ást plochy pr·°ezu je od
dané osy vzdálená. Proto zkontrolujeme, zda nám vy²ly v¥t²í ty momenty, u kterých to na
první pohled o£ekáváme.

• Nyní p°ejdeme k výpo£tu devia£ního momentu setrva£nosti. Postup jeho výpo£tu je velmi podobný
výpo£tu p°edchozích moment· setrva£nosti: podle tabulkových vzorc· spo£ítáme devia£ní momenty
setrva£nosti jednotlivých ploch k jejich lokálním osám a poté tyto hodnoty opravíme o Steiner·v
dopln¥k. Výsledné hodnoty nakonec op¥t se£teme. Zatímco momenty setrva£nosti jsou kladné, de-
via£ní moment m·ºe nabývat záporných hodnot a proto je t°eba v¥novat znamínkám p°i výpo£tu
devia£ního momentu zvlá²tní pozornost. Znaménková konvence devia£ního momentu je vysv¥tlena
na Obrázcích 3a aº 3c.

I II

IIIIV

I II

IIIIV

I II

IIIIV

(a) Dyz = 0 (b) Dyz > 0 (c) Dyz < 0

Obrázek 3: Znaménková konvence devia£ního momentu.

Slovn¥ vyjád°eno:

� Devia£ní moment je kladný, pokud se p°eváºná £ast pr·°ezu nachází v prvním a
t°etím kvadrantu sou°adného systému.

� Naopak je záporný, pokud se p°eváºná £ast pr·°ezu nachází v druhém a £tvrtém
kvadrantu sou°adného systému.

� Pokud je plocha pr·°ezu rovnom¥rn¥ rozmíst¥na do jednotlivých kvadrant·, de-
via£ní moment je nulový.

Konkrétní výpo£et devia£ních moment· pak vypadá následovn¥:

D1
yz = − 1

72
b21h

2
1 +A1(z1 − zt)(y1 − yt) (11)
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D1
yz = − 1

72
· 502 · 1502 + 3750 · (150− 117, 979) · (33, 3− 84, 877) = −6, 971 · 106 mm4 (12)

D2
yz = +

1

72
b22h

2
2 +A2(z2 − zt)(y2 − yt) (13)

D2
yz = +

1

72
· 1002 · 502 + 2500 · (33, 3− 117, 979) · (83, 3− 84, 877) = 0, 6810 · 106 mm4 (14)

D3
yz = 0 +A3(z3 − zt)(y3 − yt) (15)

D3
yz = 15000 · (125− 117, 979) · (100− 84, 877) = 1, 5927 · 106 mm4 (16)

D4
yz = − [0 +A4(z4 − zt)(y4 − yt)] (17)

D4
yz = − [1963 · (125− 117, 979) · (100− 84, 877)] = −0, 2084 · 106 mm4 (18)

Je pot°eba si v²imnout, ºe devia£ní moment trojúhelníkových obrazc· k jejich t¥ºi²´ovým osám
je záporný v p°ípad¥ trojúhelníku £.1, ale kladný u trojúhelníku £.2. Je to zp·sobeno oto£ením
obrazce, jak je znázorn¥no na Obrázku 3. Zjednodu²en¥ lze °íci, ºe u pravoúhlého trojúhelníku s
odv¥snami rovnob¥ºnými se sou°adnicovými osami je devia£ní moment kladný, prochází-li p°epona
I. a III. kvadrantem. Prochází-li p°epona II. a IV. kvadrantem, je devia£ní moment záporný. Vºdy
je proto nutné zkontrolovat, jak je orientovaný ná² obrazec i obrazec v tabulkách
moment· setrva£nosti.

Výsledný denvia£ní moment následn¥ ur£íme jako sou£et v²ech díl£ích moment· setrva£nosti v£etn¥
jejich Steinerových dopl¬k·:

Dyz =

4∑
i=1

Di
yz = −4, 9057 · 106 mm4 (19)

• Pomocí axiálních moment· a devia£ního momentu m·ºeme nyní ur£it úhel α0, o který jsou pooto-
£eny hlavní t¥ºi²´ové (neboli hlavní centrální) osy y0 a z0 v·£i osám yc a zc. Kladné pooto£ení α0 se
°ídí pravidlem pravé ruky, osa x sm¥°uje k nám, kladné pooto£ení je tedy proti sm¥ru hodinových
ru£i£ek.

tan(2α0) =
2 ·Dyz

Iz − Iy
(20)

α0 = 9.592◦ (21)

• S vyuºitím axiálních moment· setrva£nosti m·ºeme nyní stanovit i hlavní centrální momenty setr-
va£nosti I1 a I2. Ty ur£ujeme k hlavním centrálním osám. Tyto momenty setrva£nosti jsou nejv¥t²í
a nejmen²í, jakých lze dosáhnou otá£ením sou°adnicových os. Získáme je pooto£ením os yc a zc o
úhel α0. Ur£íme je následujícím vztahem:

I1,2 =
Iy + Iz

2
±

√(
Iy − Iz

2

)2

+D2
yz (22)

I1,2 =
55, 25 · 106 + 27, 05 · 106

2
±

√(
55, 25 · 106 − 27, 05 · 106

2

)2

+ (−4, 9057 · 106)2 (23)

I1 = 56, 08 · 106 mm4 (24)

I2 = 26, 22 · 106 mm4 (25)

Dále pomocí I1 a I2 ur£íme polom¥ry setrva£nosti i1 a i2:
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i1 =

√
I1
A

=

√
56, 08 · 106

19286
= 53, 9 mm (26)

i2 =

√
I2
A

=

√
26, 22 · 106

19286
= 36, 9 mm (27)

• Nyní vykreslíme elipsu setrva£nosti. Zaneseme do obrázku hlavní osy y0 a z0, vyneseme polom¥ry
setrva£nosti a vykreslíme elipsu setrva£nosti. Pouºitím rovnice 22 jsme sice zjistili momenty setr-
va£nosti k t¥mto osám, nyní ale nevíme, ke které z pooto£ených os pat°í který. K tomuto p°i°azení
je vhodné pouºít znaménko devia£ního momentu setrva£nosti. Pokud je devia£ní moment kladný,
je plocha rozmíst¥na p°eváºn¥ v I. a III. kvadrantu a do tohoto kvadrantu tedy vyná²íme v¥t²í
polom¥r setrva£nosti. V na²em p°ípad¥ je devia£ní moment záporný, v¥t²í polom¥r setrva£nosti vy-
ná²íme tedy do II. a IV. kvadrantu. Maximální moment setrva£nosti je k ose, od které vyná²íme
v¥t²í polom¥r setrva£nosti - v tomto p°ípad¥ k ose y0, tzn. Imax = I1 = Iy0 a Imin = I2 = Iz0 .
Stejné indexování pak platí i pro samotné polom¥ry setrva£nosti: imax = i1 = iy0 a imin = i2 = iz0 .
Osu, ke které je maximální moment setrva£nosti zna£íme jako osu 1, a osu, ke které je minimální
moment setrva£nosti jako osu 2.

yc

zc

1 = y0

2 = z0

i1

i2
i2

i1

α0

α0

Obrázek 4: Elipsa setrva£nosti.

Pohledem zkontrolujeme, zda je elipsa setrva£nosti odpovídá na²im p°edpoklad·m, tedy zda je
men²í neº ná² obrazec a zda kopíruje jeho rozloºení plochy v rovin¥.

• Na záv¥r ukáºeme pár zp·sob· £áste£né kontroly výpo£tu, odhadu výsledk· s pomocí tvaru obrazce
a dáme je do souvislosti s de�nicí moment· setrva£nosti:

Iy =

∫
A

z2dA (28)

Iz =

∫
A

y2dA (29)

Dyz =

∫
A

yzdA (30)
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� Obrazec je vy²²í neº ²ir²í, plocha je rozloºena dále od osy y a velká £ást plochy bude mít tedy
sou°adnici z v¥t²í neº y. P°i porovnání rovnic 28 a 29 je vid¥t, ºe pokud má velká £ást plochy
v¥t²í sou°adnici z neº y, bude platit Iy > Iz

� Plocha obrazce je rozmíst¥na více ve II. a IV. kvadrantu (viz. Obrázek. 2), takºe devia£ní mo-
ment bude záporný. V tomto konkrétním p°ípad¥ to v²ak nelze pohledem ur£it tak jednodu²e
jako na Obrázku 3. Rovnice 30 °íká, ºe plocha v I. a III. kvadrantu zp·sobuje kladný Dyz

(sou°adnice y a z jsou ob¥ kladné nebo ob¥ záporné), zatímco plocha ve II. a IV. zp·sobuje
záporný Dyz.

� Na obrázku 2 je vid¥t, ºe rozloºení plochy mezi kvadranty je pom¥rn¥ symetrické. Z toho lze
usoudit, ºe se p°ísp¥vky Dyz z jednotlivých kvadrant· z velké £ásti ode£tou a Dyz nebude p°íli²
velký ve srovnání s axiálními momenty. U dvojose symetrického obrace se pak vzájemn¥ vyru²í
celý Dyz a hlavní centrální osy jsou tedy totoºné s osami symetrie. U jednoose symetrického
obrazce taktéº platí Dyz = 0 a osa symetrie je jednou z hlavních os.

� z rovnice 20 vyjád°íme α0 jako funkci moment· setrva£nosti:

α0 =
1

2
arctan

2 ·Dyz

Iz − Iy
(31)

Tato funkce má obor hodnot (−π/4;π/4). Pokud je Dyz = 0, jsou osy y a z hlavními cent-
rálními osami a úhel α0 = 0. �ím v¥t²í je Dyz, tím v¥t²í je pooto£ení hlavních os v·£i námi
zvoleným osám. Naopak £ím v¥t²í je rozdíl Iz a Iy, tím men²í je pooto£ení α0.
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