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1. Resena konstrukce

Regenou konstrukei je prizmaticky prut zatizeny osamé&lym bfemenem v poloviné rozpéti

s nedokonalym vetknutim na levé strané a pruznou podporou na strané pravé viz obr. 1

o

| L/2 | L/2

Obr. 1 Redena konstrukce pro statickou tlohu

2. Statické reseni

Nezndmymi deformacemi jsou: natoceni levého konce prutu ¢, (zavislé na tuhosti rotacni
pruziny k,[kNm/rad]) a svisly posun pravého konce w, (zavisly na tuhosti pruziny k,[kN/m]).
V téchto pruzinach vznikaji tzv. direkéni sily, které jsou pfimo Umérné deformaci dané pruziny

s konstantou Umérnosti k, respektive k,. Vypolet neznamych deformaci je proveden

Zjednodusenou deformacni metodou (ZDM)

Vektor nezndmych deformaci:

{¢a ’Wb }T

ir}
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Sty¢nikové podminky rovnovahy:

C |

L. L. L. L.

—
S

R.z

Obr. 2 Konvence vnitinich sil a reakci na sty€niky resp. na prut

Ve stycnicich se sestavi podminky rovnovahy (momentova a silova ve svislém sméru)

R,+M, =0
Z,,+R, =0

kl¢a+Mub =O
Z,+kw,=0

Z tabulek pro ZDM vyplyva:
MabziFL zbaz_iF
16 16

M, =322 5 oW
16 41 L

5 3 2El w
Z =——F+22"2¢p +2—-t
16 4 P ( Pt )

Dosazenim téchto vyrazl zpét do soustavy obdrzime:

3 3El 3El

kp,+—FL+—¢@, +——w, =0
¢a 16 L ¢a Lz b

1

5 3El 3El
—EF'FL—Z(DH +[__3Wb +k2Wb =0
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El El
(kl +3TJ¢H +3—Wb = —iFL

r 16
3El 3El 5
L—Z(pa +(k2 +L—3jwb = EF
Maticovy zapis soustavy rovnic:
3El 3El 3
=tk - -=FL
[ {% } _| 16
3El 3El w 5
— k b —F
L e 16
[K]-{r}={f}

Matice tuhosti [K]je pozitivné definitni a ¢tvercova a je tedy mozné vypocitat vektor {f}

ze vztahu:

r=[k]"{f}

15EIFL 3FL(k,L +3E1)
o, 16(k,k,L* + 3Elk,1” +3Elk, ) )
w,| .
OFIFL’ , SFL*(3E1+Lk,)
2 )

Pro pfipad, kdy k; — 0 Ak, — oo statické schéma konstrukce odpovida prostému nosniku.

lim
k1—0
k2—0

(_15EIFL_3FL(/<2L3+3E/)J FI2 0

2 2 T

lim
k10
k2—o0

[951&2 5FL2(3E/+Lkl)J
+ =0=w,

A A
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Pro pfipad, kdy k, — oo Ak, — O statické schéma konstrukce odpovida konzole upnuté na

levém konci.

= O =
k10 Pa
k2—0

15EIFL 3FL(k2L3 +3EI)
lim -
A A

. [9E/FL2 5FL2(3EI+Lk1)J SFL
lim + = =

K h =W
kool 2 ) 48EI
2.1 Vypocet prithybové cary
0;£ £;L
2 2
Q(x) =R, Q(x) =R, —F
M(X) =R, x—R,, M, =R.,x=Ry, —F [x - —j
d’w d’w
() __ () __
E— 3= R,/ [ax E— 3= R, +F/[dx
d’w d’w L
) __ () __ L
B = R, X+Ry, / [dx E— 3= Razx+RM+F(x zj/de
L 2
dw,, 1 dw ( _j
El d)(( ) - ~SRuX HRHC, / [ax El d)((*) = 2R X +Rx+F— 2 ic, / [ ax
2
1 1 1 1
Elw,,, = —ngx3 +ERMXZ +C,x+C, Elw,,, = —ngx3 +ERMXZ +F 62 +C,x+C,

Aditivni konstanty C, C,C, C, se urci z okrajovych podminek v kazdém intervalu, pfipadné

z podminek spojitosti funkce popisujici prihyb nosniku.
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dW(x) | I dWéX) dWyX)
W(O)ZO/\ " _¢a W[E):W[ij/\ X :7
T x=0 2 2 x=L/2 x=L/2
it U U
C,=0 C,=Elp, C,=¢C, C, =C,
! 3
1 1 ; 1 5 1 1 ; 1 2 2
w,,=—<——R x"+—R x"+Elp x w,,=—<—R x"+—R x"+F~——+Elp x
(x) El { 6 az 2 M ¢a } (x) El 6 az 2 M 6 q)a

Numerické feSeni bylo provedeno pro ndsledujici hodnoty popisujici material a pticny fez

nosniku.
L=5m,El =5273.37kNm* , F = 50kN

Vysledky pro k;, - 0Ak, = ©

Prubeh posouvajici sily a ohyboveho momentu

30 . .

Posouvaijici sila Q
20 Ohybovy moment M[]
10

/
AN /

AN /

-50

[KNm]
5 o
/

)
=)

V= [N/ M
/

/
N

-60 \Vg

-70

x[m]

Obr. 3 Pribéh posouvajici sily a ohybového momentu na prostém nosniku
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Prubeh ohybowe cary
0
-0.005
-0.01
E
g
-0.015 \ /
-0.02 \ /
-0.025 ~_
0 1 2 3 4 5
x [m]

Obr. 4 Pribéh ohybové ¢ary na prostém nosniku
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Vysledky pro k, > oAk, -0

Prubeh posouvajici sily a ohyboveho momentu
140 . .

Posouvajici sila Q
120 \\ = Ohybovy moment M
100 \
80

40 \

0 N\

-20
0

[kNm]

V= [kN] / M

x [m]

Obr. 5 Priibéh posouvajici sily a ohybového momentu na konzole
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Prubeh ohybowe cary
0 \
-0.02 \\
-0.04 \\
—. -0.06
E N
L AN

-0.08 \

- \\
-0.12 AN
-0.14

0 1 2 3 4 5
x [m]

Obr. 6 Pribéh ohybové ¢ary na konzole
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Vysledky pro k, - oAk, — o0

Prubeh posouvajici sily a ohyboveho momentu

50 1 1

\ Posouvaijici sila Q
40 \ Ohybowy moment MH
30 N\

o\

[kNm]

V= [kN] / M=
5
/,

. N\ e

N L7
-30 \/7
1 2 3 4 5
x [m]

-40
0

Obr. 7 Pribéh posouvaijici sily a ohybového momentu na nosniku s dokonalym vetknutim a dokonalym
kloubem
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Prubeh ohybowe cary
0

-0.002 \
-0.004 \

B

= -0.006

2

-0.008 /

-0.01 \
N

-0.012
0

x [m]

Obr. 8 Priibéh ohybové ¢ary na nosniku s dokonalym vetknutim a dokonalym kloubem
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Vysledky pro k, =10000kNm / rad Ak, =1000kN / m

Prubeh posouvajici sily a ohyboveho momentu
50 T T

\ Posouvajici sila Q
40 N\ Ohybovy moment M[]

[kNm]

10

N \ /

N 7
N\~

-50
0

V=[kN] / M

x [m]

Obr. 9 Pribéh posouvaijici sily a ohybového momentu na nosniku s nedokonalym vetknutim a nedokonalym
kloubem
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Prubeh ohybowe cary
0

-0.005

-0.01 \

-0.015

-0.02 \

~__ __—T

w= [m]

-0.025
0

x [m]

Obr. 10 Prtibéh ohybové ¢ary na nosniku s nedokonalym vetknutim a nedokonalym kloubem

3. Dynamika

Dynamicky vypocet je nutné provést v pfipadé, kdy neni mozné zanedbat vliv setrvacnych

sil tzn. nepredpoklada se, Ze by se zatizeni ménilo nekonecné pomalu jako v pfipadé statického
vypoctu.

3.1 Vlastni netlumené kmitani

PP 1

R.z Tan

Obr. 11 Konvence vnitfnich sil a reakci na stycniky resp. na prut
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[M]{w}+[K]iwj={0]

3.1.1 Jacobiho metoda rovinné rotace
Tato metoda slouzi k vypoctu vSech N vlastnich ¢isel matice [N x N]. Postupné dochazi
k diagonalizaci matice tuhosti a hmotnosti. Na konci iterac¢niho cyklu tedy mimodiagonalni prvky

konverguji k nule a diagonalni prvky konverguji k vlastnim ¢isliim danych matic.

A, =SAS
1 0 0 0
0 -+ cosa -+ sina - O
G . . .
0 --- —-sinaa --- cosa --- O
0 0 0 1

3.1.2 Popis algoritmu

Nejprve je vyhleddn prvek mimo diagondlu s
maximalni absolutni hodnotou (v celé matici) an.. Prvky
transformacni matice sin a se umisti na pozice S(m,n) S(n,m) a
cos a na pozice S(n,n) S(m,m). Dale se vypocte neznama k

-a

k =cotg(2a) = %
a

mn

a parametr t

Obr. 12 Carl Gustav Jacob Jacobi

koren t*+2Kt—1* pro K#0
t=
1 pro K=0

vztahy pro cosinus respektive sinus v transformacni matici:

S= t Cc= !
N J1+t2
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Prvky matice Ay,; jsou dany vyrazy:

at =gt =c-a". —s-a' i#m,n
ot =af" =c-a' +s-af, i=m,n
ast =gt =a +t-a’ i=n
at =gt =df —t-al, i=m

Numerické vysledky:

Vypocet proveden pomoci skriptu v programovém prostiedi MATLAB
. { 11,96 Hz }
103,65 Hz
Vysledky z programu SCIA ENGINEER 2008
Vlastni frekvence

Calc protokol

N f omega | omega’2 T
[Hz] | [1/sec]| [1/sec"2] |[sec]

Kombinace hmot : CM1
1 11,07 | 69,58 |4841,55 0,09
4391 (27590 |76118,23 |0,02
97,40 |611,94 |374470,79 |0,01
122,47 | 769,48 | 592092,68 |0,01

=W N

Tab. 1 Tabulka vlastnich frekvenci vypoctené programem SCIA ENGINEER 2008

3.2 Vynucené kmitani

Nyni uvazujme, Ze na konstrukci uprostred rozpéti plsobi harmonicky proménna sila dana

vyrazem:

F

0 =Fsin(wt)
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- L/2

Obr. 13 Resena konstrukce pro Glohu vynuceného kmitni

Pohybova rovnice bude mit potom tvar:

[M] v} +[c]w )+ [K]{w) = {F, |

r= {Q)a,Wb,Q)b,WC}T

4E 6E! 2E1
—+k - - 0
L L L
GEI 126 3E 6EI 3£ _3f
0 A
261 GE_3E1 4EI 361 3E
L L L L L L
3El 3El 3El
O
2
4ul; _13ul _3uk 0
420 420 420
13ul; 1564l | 156, 2ul;  22ul;  54ul,
420 420 420 420 420 420
3ul,  22uly 22ul,  Aul N 4ul, 134l
420 420 420 420 420 420
0 544l 13ul; 1564L,
420 420 420
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[C]=a[m]+ B[K]
Za predpokladu, Ze nejméneé je tlumen prvni vlastni tvar plati:

a=to, p==

@

Regeni tlohy vynuceného kmitani bylo provedeno Newmarkovou metodou, co? je metoda
numerické integrace diferencidlnich rovnic. Pfi vhodné volbé parametrl je tato metoda

nepodminéné stabilni.

. 1 N .
w,,, =w, +Atw, + (E - éjAtzwn +ow, ,At?

W,y =W, +(1=7 ) AtW, + yAtW,

W,, =[ M+ yAtc+5At2K]’1 { fra—C W, +(1- ;/)Atv't'/n]—K{wn +Atw, +G—5)At2wn}}
Vypocet proveden pro tyto hodnoty:

L=5m,El=5273.37kNm’ , F = 50sin(50t )kN = 0.125% k, >0 k, > o0 &=0.005

Zatizeni plsobi po dobu 10 s uprostred rozpéti nosniku.
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Vynucene kmitani Newmark

0.04

0.03 e

0.02 i i

0.01

vychylka w [m]
o

-0.01

-0.02 U I w

-0.03

-0.04
0 5 10 15 20

cast(g]

Obr. 14 Kmitani stfedu nosniku

4. Reseni ulohy vlastniho kmitani Kolouskovou deformaéni metodou

Kolouskova deformaéni metoda je pouzitelné pro
konstrukce s harmonicky proménnym zatiZzenim. Jeji princip spociva
vtom, Ze koncové sily na prutech jsou vyjadreny kombinaci
frekvencnich funkci. Tyto funkce jsou zavislé na zplsobu podepfeni

prutu a na tzv. nosnikovém parametru A:

PR
\ &

Obr. 15 Prof. Ing. Vladimir Kolousek, DrSc
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a L/ b 5 \£/
/L K-V v V-K
| L/2 | L/2

Obr. 16 Re$ena konstrukce

Hodnoty uvazované pro numericky vypocet:

1=0,125 t/m; EI=5273,37 kNm®; L=5m; k, —0nk, — o

Pro kazdy prut je nutné spocitat prutovou konstanfiky tomu, Ze se jedna o

prizmaticky prut a pruty jsou stejné dlouhé, plati, Ze A;=A,.

A=d=h =035

Z tohoto vyrazu vyjadfime w.

E/[ﬂjz
we |E[A
#A L

Nyni stanovime styénikové podminky rovnovahy ve stycniku b pro nezndmy posun a

natocen:

/ M.. M..
NE=0'g

/ LA | &
/ z. 2.z

Obr. 17 Sily resp. momenty pusobici ve styéniku b
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M,,+M, =0
Z,.,+Z, =0

Tyto sily respektive momenty se vyjadfi v zavislosti na frekvencnich funkcich uvedenych

v [2]. Podminky rovnovahy potom prejdou na tvar:

El El El El

—FEnet— F(/l)Wb"" FM)gD 2 —Fuw, =0

Ll Ll 2

El El E/ El

—F,¢+—=F 5 Fow®P+—5FRi W, =0

Lzl L4 L1 W Lz L4 ng 11(2)
2sinh(4)sin(4)

Fn=4 cosh(4)sin(4)—sinh(4)cos(4)

s 2cosh(A)cos(4)
11(4) Cosh(ﬁ)sin(ﬂ,)—sinh(ﬂ)COS(/ﬁt)

Maticovy zapis soustavy rovnic:

El El
s MEN
El El w, 0
0 (_"‘_jﬁm)

L5

Kdm

dyn

Tato soustava ma netrivialni feSeni pokud determinant matice dynamické tuhosti (K™") je

roven nule.

det(K*")=0
El EI(El El
det(K®" :(—Jr J[ +—]F7 Fun=0
(A4)"11(4)
( ) L LNE B

Je nutné zjistit nulové body této funkce, naptiklad odectenim z grafu.
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X 10

2.5

15

0.5

0 0.5 1 15 2

Obr. 18 Priibéh det(K™") na intervalu <0;2>

Prvni tfi odectené hodnoty A:

AW =157, A% =3,14; ¥ =471

Pro tyto hodnoty je moZné zpétné dopocitat vlastni kruhové frekvence w

FO-2 1289 Hz, fP=2_5157 Hz; @ =" —-116,03 Hz
2 2 27

Tvary vlastniho kmitani

Prihyb v misté x je dan vztahem:

Wiy =G cosh(ﬂ) +C, sinh(ﬂ)+C3 cos(ﬂj +C, sin(ﬂ)
L L L L

Kde C;— C, jsou integracni konstanty, které je mozné ziskat v [2] a L je délka jednotlivych

prutd
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Nejprve je nutné spotitat pro kazdy ode&teny parameter A dynamickou matici tuhosti K"

Pro A;=1,57

K _ 1,2156-10° 0
0 4,1633

Pomér nezndmych ¢ a w se ziskd jako pomér subdeterminantl ki; a k;.. Tyto

subdeterminanty vzniknou vylouc¢enim prvniho fadku a prvniho sloupce respektive druhého fadku

a prvniho sloupce.

p:w=k, :k, =4,1633:1,2156-10* =3,4-10":1

Integracni konstanty pak maji tvar:

_ _/:9(,1)+/12 +F11(,1)
’ 20° 22°

Podil @ je zanedbatelny a proto budeme uvazovat pouze integra¢ni konstanty souvisejici s

prahybem w.

Pro levou ¢ast konstrukce (prvni prut) plati, Ze:

Viz Cislovani prlrezl zprava.
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||||||||||| 000°1

|||||||||| SET6'0

|||||||| [LOL'O

Obr. 19 1. tvar kmitani na prvnim prutu

Pro pravou pravou ¢ast konstrukce (druhy prut) plati, Ze:

|||||||| 1LOL'0

SETH0

000°T

Obr. 20 1. tvar kmitani na druhém prutu

0,75

0,5

0,25

0,25

0,5

0,75

||||||| 1LOL0

||||||||| SET6°0

|||||||||| 000°1

||||||||| SET60

||||||| 1LOL0

Obr. 21 Prvni tvar kmitani
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Stejnym postupem dostaneme dalsi vlastni tvary kmitani nosniku

LT9S°0

8S6L'0

LTIS0

LTIS0

8S6L0

LT9S0

Obr. 22 Druhy tvar kmitani

65T6°0

660L°0

660L°0

65760

000°1

ti tvar kmitani

Obr. 23 Tfe
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5. Porovnani vysledku vlastnich frekvenci jednotlivych metod

[Hz] Jacobiho rotace SCIA ENGINEER 2008 Kolouskova metoda
fi 11,96 11,07 12,89
f2 103,65 43,91 51,57
f3 - 97,40 116,03

Tab. 2 Porovnani vysledkut

6. Pouzita literatura

[1] Bata, Plachy, Travnicek: Dynamika stavebnich konstrukci

[2] Kolousek Vladimir: Dynamika Il — Obecna cast

[3] Bittnar, Reficha: Metoda koneénych prvk(l v dynamice, Technicka kniznice
inZenyra

Vypracoval Vladimir Sdna v ramci te$eni projektu FRVS 112121328A: Nova vyukovd

pomucka pro pfedmét Dynamika stavebnich konstrukci.
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