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Abstrakt

Z hlediska spolehlivosti se musi pri navrhu konstrukei zohlednit mnoho dulezitych faktort.
Nélezita analyza spolehlivosti vyZzaduje urcit nejistoty, které se téchto faktori tykaji, at se
jedné o podminky okolniho prostiedi ¢i o materidlové vlastnosti. Znaény vyvoj efektivnich
metod pro stochastické modelovani umoznil propagaci nejistot u slozitych modelti. Cilem
této diplomové prace je shrnout a porovnat nékolik pristupu pouzivanych pro analyzu nejis-
tot a identifikaci parametru vypocetnich modelu se zahrnutim nejistot. Spole¢nym znakem
vSech zkoumanych metod je nahrazeni plného numerického modelu jeho polynomiélni apro-
ximaci pro snizeni vypocetni naroc¢nosti. Vysettované metody pro sestaveni polynomialniho
chaosu jsou polynomialni regrese zalozena na metodé Latin Hypercube Sampling, stochas-
tickd koloka¢ni metoda a stochasticka Galerkinova metoda. Vytvoreny nahradni model muze
byt nasledné pouzit v kombinaci s metodou Monte Carlo nebo Monte Carlo s Markovovymi
fetézci pro urceni nejistoty v odezvé modelu, vyhodnoceni pravdépodobnosti poruchy kon-
strukce nebo upfesnéni nejistot ve vstupnich parametrech modelu zalozenych na experi-
mentalné namérenych datech. Vyhody a nevyhody téchto metod jsou demonstrovany v po-
rovnani s tradicni metodou Monte Carlo na jednoduchém ilustrativnim piikladu ramové

konstrukce.

Klicova slova

propagace nejistot, analyza spolehlivosti, stochastické modelovani, linearni regrese, sto-
chasticka koloka¢ni metoda, stochasticka Galerkinova metoda, bayesovska identifikace, Monte

Carlo pro Markovovy fetézce



Abstract

Regarding the structural reliability many important factors have to be taken account in
designing of structures. An appropriate reliability analysis requires propagation of the uncer-
tainties in these factors such as the environmental conditions as well as structural properties.
An extensive development of efficient methods for stochastic modelling enabled uncertainty
propagation through complex models. The aim of this diploma thesis is to review and com-
pare several approaches for uncertainty analysis and parameter identification involving uncer-
tainties. The common attribute of all the methods under the study is replacement of the full
numerical model by its polynomial approximation in order to reduce the computational
effort. The investigated methods for construction of polynomial chaos expansion are poly-
nomial regression based on Latin Hypercube Sampling, stochastic collocation method and
stochastic Galerkin method. The obtained surrogate model can be then used within Monte
Carlo or Markov chain Monte Carlo sampling so as to quantify the uncertainty in model
output, to evaluate the structural failure probability or to update the uncertainty in model
inputs based on experimental data. The advantages and disadvantages of these methods are
demonstrated within the comparison with the traditional Monte Carlo method on a simple

illustrative example of a frame structure.

Keywords

uncertainty propagation, reliability analysis, stochastic modelling, polynomial chaos ex-
pansion, linear regression, stochastic collocation method, stochastic Galerkin method, Baye-

sian identification, Markov chain Monte Carlo
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Kapitola 1
Uvod

Pti analyze spolehlivosti, urcovani zivotnosti ¢i navrhovani konstrukei jako takovém je
nutné brat v tvahu vsechny relevantni informace stejné jako prirozené nejistoty obsazené
v piirodnich podminkach, zatiZzeni nebo materidlovych vlastnostech. Vyvoj novych tech-
nologii a s nim spjaté zvysSovani vykonu vypocetni techniky umoznily aplikovat nedédvno
vyvinuté postupy v oblasti stochastické mechaniky na realné inzenyrské problémy.

Jednou z metod vyhodnocujici nejistoty, na kterou se zaméruje tato diplomova prace,
je stochastickd metoda koneénych prvku (SFEM z ang. Stochastic Finite Element Method)
[26, 34]. SFEM patii mezi metody analyzy nejistot zalozené na vyhodnocovéani vyssich sta-
tistickych momentu odezvy konstrukce.

Pro efektivni propagaci nejistot je vhodné pouzit SFEM v kombinaci s polynomialnim
chaosem (PCE z angl. Polynomial Chaos Ezpansion) [39], ktery poskytuje aproximaci odezvy
narocnost, ale také jeji usporadani, které umoznuje vyjadrit nejistotu v odezvé modelu ana-
lyticky ptimo z koeficientu polynomu.

Existuje nékolik moznych ptistupti pro vytvoreni aproximace odezvy modelu pomoci
PCE. Tato prace se zabyvéa konkrétné linearni regresi [4], stochastickou kolokacni metodou
[1, 37] a stochastickou Galerkinovou metodou [2, 27]. Mezi jednotlivymi metodami jsou
nasledujici zékladni rozdily.

Linearni regrese se sestavuje pomoci sady simulaci provedené na zakladé navrhu expe-
rimentu, ktery se obvykle ziskava pomoci metody Latin Hypercube Sampling. Koeficienty
PCE se poté obdrzi regresi vystupu modelu v navrhovych bodech, kterd vede na teseni
soustavy rovnic.

Dalsi dvé metody jsou deterministické. Stochasticka kolokace pouziva sadu simulaci mo-
delu provedenou pro fidkou miizku (z angl. sparse grid), jez se sestavi pro zvolenou uroven
presnosti. Vypocet koeficientii PCE je pak zalozen na explicitnim vzorci. Stochastickd Ga-
lerkinova metoda se predevsim odlisSuje od predchozich dvou tim, Zze vyzaduje modifikaci
samotného numerického modelu. Dalsi jeji nevyhodou je feSeni velké soustavy rovnic pro
ziskani koeficientu PCE.
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KAPITOLA 1. UVOD

Prvnim cilem diplomové prace je studie a srovnani téchto metod pro efektivni propa-
govani nejistot numerickym modelem z hlediska vypocetni narocnosti a vysledné presnosti.
Na tuto problematiku se zaméruje prvni cast predlozené prace, v niz jsou jednotlivé metody
nejprve predstaveny a nasledné aplikovany na ilustrativnim inzenyrském piikladu jedno-
duché ramové konstrukce. V této casti se numerické metody vyuziji pro analyzu nejistot
v odezvé modelu a také pro vypocet spolehlivosti konstrukce.

Navazujici cast prace se soustfedi na identifikaci nejistych vstupnich parametri, pro
niz je zvolen bayesovsky pristup [7]. Jedna se o inverzni postup, pii némz je pocatecni
nejistota v parametrech modelu redukovana pomoci namérenych dat. Zakladni myslenkou
bayesovské identifikace je zahrnuti vSech dostupnych informaci do vysledného pravdépodob-
nostniho popisu zkoumaného parametru.

Formulace hledaného pravdépodobnostniho rozdéleni nejistého parametru nebyva jed-
noduchd, a proto je pro jeho obdrzeni vhodné pouzit Markovuv fetézec vytvoreny meto-
dou Monte Carlo [9], ktery poskytuje vzorky z jakéhokoliv pravdépodobnostniho rozdéleni.
Nevyhodou této metody jsou vysoké vypocetni naroky vyplyvajici z pozadovaného velkého
poctu vzorku pro dosazeni dostatecné presnosti.

Dalsim cilem diplomové prace je aplikace polynomialniho chaosu predstaveného v prvni
casti prace pro snizeni vypocetni narocnosti tohoto postupu. Bayesovsky piistup v kombi-
naci s vyuzitim polynomialni aproximace odezvy modelu umoznuje efektivnim zpusobem
identifikovat parametry vypocetnich modelt se zahrnutim nejistot v naméfenych datech
¢i v udajich poskytnutych expertem. V této ¢asti prace se numerické metody vyuziji pro
bayesovskou identifikaci parametru na prikladu ramové konstrukce z prvni ¢asti s ruznymi

variantami namétenych dat a nejistych parametru.
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Kapitola 2
Analyza nejistot

V dnesni dobé se mnohé fyzikdlni experimenty nahrazuji casové a finanéné méné naroc-
nymi poc¢itacovymi simulacemi. Je samoziejmé, ze od téchto simulaci se pozaduje co nejvyssi
mira presnosti vzhledem k vystihnuti realnych déju, které jsou ale ve vétsiné ptipadu ovliv-
novany nahodnymi vlivy ruzného charakteru. Napriklad u stavebnich konstrukei mohou byt
nahodné materidlové vlastnosti, geometrie, zatizeni a podobné. V téchto piipadech je pro
popsani reality nutné kromé samotné presnosti matematického vypocetniho modelu brat
v tvahu i vliv ndhodnosti pusobicich faktoru na vysledek sledovaného déje.

Pro urcéeni vlivu ndhodnych faktoru slouzi analyza nejistot [23], pti niz se klasicky de-
terministicky model, jehoz vstupni parametry jsou definovany pouze jako ur¢ité hodnoty,
rozsiti na stochasticky model

r=M(m), (2.1)

jehoz vstupni parametry m maji pravdépodobnostni rozdéleni. K vyhodnocovani nejistot
v odezvé stochastického modelu je mozné pristupovat dvéma ptistupy. V piipadé pravdépo-
dobnostni analyzy je vystupem spolehlivost, kterda udava s jakou pravdépodobnosti se vysle-
dek shoduje s realitou. Pii statistické analyze se vyhodnocuji statistické momenty odezvy ¢i
se modeluje jeji pravdépodobnostni rozdéleni.

Metody vyhodnocujici nejistoty mohou byt tedy rozdéleny do dvou zakladnich skupin:

i metody analyzy spolehlivosti, jako je spolehlivostni analyza prvniho ¢i druhého fadu
(FORM/SORM 7z angl. First (Second) Order Reliability Method) urcujici pravdépo-

dobnost poruchy na zékladé meznich stavu [6],

ii metody zamérené na vyhodnocovani vyssich statistickych momentu odezvy konstrukce,
do této skupiny patii i stochastickd metoda koneénych prvku, o niz pojednédvaji prace
[26, 34].

SFEM je vykonny nastroj ve vypocetni stochastické mechanice rozsitujici klasickou metodu
konecénych prvku (FEM) do stochastického systému obsahujiciho koneéné prvky, jejichz vlast-

nosti jsou ndhodné [10].
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KAPITOLA 2. ANALYZA NEJISTOT

Tato prace se zaméiuje na SFEM zalozeny na polynomialnim chaosu pouzitém pro apro-
ximaci odezvy modelu ve stochastickém prostoru. Po ziskani aproximace muze byt nejistota
odezvy modelu spoctena analyticky primo z koeficient polynomu nebo pomoci metody
Monte Carlo (MC) vyuzité pro vzorkovani parametru modelu a vyhodnoceni PCE misto
plného numerického modelu. Utéinnost této metody zavisi na vypocetnich pozadavcich sesta-

veni PCE a z nich vyplyvajici pfesnosti aproximace.
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Kapitola 3
Polynomialni chaos

Pro urychleni procesu vzorkovani pii analyze nejistot muze byt vyhodnocovani plného
numerického modelu, které muze byt v pripadé slozitych modelu velmi ¢asové narocné,
nahrazeno vyhodnocovanim tzv. ndhradniho modelu (z angl. surrogate model). V této praci
se konkrétné jedna o hledani aproximace odezvy modelu r pomoci rozvoje polynomiédlniho
chaosu (PCE) [26, 34].

Pojem polynomiélni chaos zavedl Norbert Wiener v roce 1938 [36] pro oznaceni sady orto-
gonalnich polynomu v tvoricich bazové funkce. Promitnutim ndhodnych proménnych m do
této baze se ziska rozvoj polynomidlniho chaosu. Cilem této metody je nahrazeni stochastic-
kého modelu M (m) jeho aproximaci ve stochastickém prostoru pomoci polynomidlniho roz-

voje nahodnych proménnych definovanych svymi pravdépodobnostnimi rozdélenimi:
F(m) =Y Batha(m), (3.1)

kde B3, je vektor koeficientu polynomu f,; odpovidajicich jednotlivym slozkam odezvy r;.
(M) jsou ortogonalni polynomy vice proménnych.

Polynomidlni rozvoj (3.1) je obvykle ukon¢en na limitnim poctu clent ng, ktery je velmi
casto spjat s poctem ndhodnych proménnych n,, a nejvyssim stupném polynomu n, podle

vztahu
(np + n)!

Np! My !

ng = (32)

PCE muze byt pouzit pro aproximaci odezvy s ohledem na pravdépodobnostni rozdéleni
nahodnych proménnych, kdy je aproximace odezvy vazend vzhledem k rozdéleni pravdépo-
dobnosti proménnych. Pro lepsi predstavu to napiiklad znamend, ze aproximace je presnéjsi
v oblastech s vyssi pravdépodobnosti vyskytu proménné. Konvergence chyby aproximace
s rostoucim poctem clent polynomu je optimalni v piipadé uziti takového typu ortogonalnich
polynomu, ktery odpovidd danému pravdépodobnostnimu rozdéleni uvazovanych promén-
nych [39]. Pouzivané polynomy jsou ortogonalni vzhledem k hustoté pravdépodobnosti da-
ného rozdéleni, napiiklad Hermiteovy polynomy jsou svdzény s normélnim (Gaussovym)

rozdélenim, Legendreovy polynomy s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti atd.
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KAPITOLA 3. POLYNOMIALNI CHAOS

V piipadé, ze uvazované proménné m nemaji odpovidajici pozadované rozdéleni, je
nutné zavést nové standardni ndhodné proménné &. Ve chvili, kdy jsou ptuvodni proménné
vyjadieny funkcemi standardnich proménnych m(§), stiva se i odezva modelu r(m(§))
funkci téchto novych proménnych. Proto muze byt tato funkce aproximovana pomoci konkrét-

niho typu PCE odpovidajicitho danému pravdépodobnostnimu rozdéleni &, tzn.

F(&) = Batal€). (3.3)

3.1 Hermiteovy polynomy a normalni rozdéleni

Hermiteovy polynomy jsou vhodné pro aproximaci odezvy zavislé na nahodnych pa-
rametrech &, které maji standardni norméalni rozdéleni pravdépodobnosti. Funkce hustoty

pravdépodobnosti téchto proménnych je

1 e,
f(& = Nirsi A, (3.4)

stiedn{ hodnota & = 0 a smérodatna odchylka o¢ = 1.

Hermiteuv polynom H, (&) stupné ov muze byt vyjadien pomoci Rodriguezova vzorce jako

d> d

Ho (&) = (=1)%P—e P = (¢ — —)* .1 3.5

nebo pomoci rekurentniho vzorce
Ha-i—l(g) = gHa(f) - O‘Ha—l(g)> (3'6)

kdyHozlaH1:§
Jednd se o ortogonalni polynomy, pro které plati
1 o >

—— | e PHL(E)Hs(£)dE = aldaps, 3.7
vor g BN GLAGEe 37)
kde 6.5 je Kroneckerovo delta rovno jedné, pokud plati o« = (3, nebo nula v ostatnich

pripadech.
Po vytvoreni aproximace odezvy modelu Hermiteovymi polynomy lze vyjadrit jeji ne-
jistotu pomoci stfedni hodnoty a smérodatné odchylky analyticky pfimo z vypoctenych

koeficientu polynomu f, [38] jako:

i =Bl = [ 37 GuHa(€)P(E) = fy (3.8)

|| <mp
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KAPITOLA 3. POLYNOMIALNI CHAOS

= VE| > E 2. (3.9)

0<]al<np

kde

I= [ e - |- / SENAP(E) - dP(&e) Haa (3.10)

€ j=1

a ag; je stupen polynomu proménné §; v polynomu .

3.2 Legendreovy polynomy a rovnomérné rozdéleni

Aproximace pomoci Legendreovych polynomu lze vyuzit pro odezvy modelu zavislé na
nahodnych parametrech &, které maji rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu

(—1;1). Funkce hustoty pravdépodobnosti takové proménné je

= 3.11
f(f) b _ a? ( )
kde b = 1 a a = —1, tedy hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni je konstantni funkce
f(&) =1/
Legendretuv polynom P, (&) stupné a muze byt vyjadien pomoci Rodriguezova vzorce
jako
1
P, -1 3.12
©) = e gzal€ =1 (312
nebo pomoci rekurentniho vzorce
(Oé + 1)Pa+1(€) = (2@ + 1>£Pa(£) - apafl(g)u (313)

kdyPozlaPlzf

Jedna se o ortogonalni polynomy, pro které plati

| Pl Pal6aE = 5= (3.14)

Po vytvoreni aproximace odezvy modelu Legendreovymi polynomy lze vyjadiit jeji ne-
jistotu pomoci stfedni hodnoty a smérodatné odchylky analyticky piimo z vypoctenych

koeficientu polynomu S, jako:

i =Bl = [ 30 AuPa(€)AB(E) = fy (3.15)

la|<np

23



KAPITOLA 3. POLYNOMIALNI CHAOS

= VE] > E 2 (3.16)
0<|al<nyp
kde
sire)] = [ Peaee) - [ [ T2 enare) el =T[5 (17

a ag; je stupen polynomu proménné §; v polynomu t,.

3.3 Vypocet koeficienti polynomialniho chaosu

Existuje nékolik ptistupu pro vytvoreni aproximace odezvy modelu pomoci PCE. Tato
préce se zabyva konkrétné linedrni regresi [4], stochastickou koloka¢ni metodou [1, 37| a sto-

chastickou Galerkinovou metodou [2, 27].

3.3.1 Linearni regrese

Zakladni metodou pro vypocet koeficientu PCE podle rovnice (3.1) je velmi zndma
linedrni regrese [4]. Zakladnim predpokladem linedrni regrese je, ze nahradni 7 je linedrni
kombinaci parametru B, ale nemusi byt linearni vuéi nezavislym proménnym &. Pouziti

metody je zalozeno na tfech nésledujicich krocich:
i priprava dat 2 € R™*"d  které se ziskaji jako nq vzorku vektoru parametru &;,

ii vyhodnoceni modelu pro vSechny vzorky &; a usporadani ziskanych odezev r; do matice
R € R™ * ™ kde n, je pocet slozek odezvy,

iii vypocet koeficientu polynomu 3, usporadanych v matici B € R™*"# pouzitim napf.

oby¢ejné metody nejmensich ¢tvercu.

Casové nejnarocnéjsi ¢ast této metody spocivé ve vyhodnoceni modelu pro vzorky nahod-
nych proménnych. Proto predstavuje volba téchto vzorku velmi dulezity krok, ktery zasadné
ovliviiuje vypocetni narocnost celé metody. Nejjednodussi zpusob jak vybrat hledané vzorky
je metoda Monte Carlo, kdy se vzorky nahodné vybiraji z predepsaného pravdépodobnostniho
rozdéleni. Ovsem pfesnost vysledného nahradniho modelu zavisi na pokryti definiéniho oboru
proménnych, proto musi byt pro dosazeni dostatecné presnosti touto metodou zvoleno mno-
hem vétsi mnozstvi vzorku nez v piipadé efektivnéjsich metod. Vybér vzorku se poté nazyva
navrh experimentu (DoE z angl. Design of Experiments). Velmi rozsiteny postup pro tvorbu
DoE je metoda Latin Hypercube Sampling (LHS), kterd umoziuje dodrzovat predepsana
pravdépodobnostni rozdéleni. Existuje také mnoho ruznych metod, jak lze optimalizovat
LHS a tim jesté zvySovat jeho kvalitu (viz napf. [16]), ale to neni predmétem soucasného

zkoumani, a proto byla pro tuto praci zvolena zakladni forma LHS bez jakékoliv optimalizace.
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Po zvoleni sady vzorku je dalsim krokem vypocet prislusnych odezev r;, ktery zahrnuje
nejprve vyhodnoceni transformaci (3.3) a nasledné vyhodnoceni samotného modelu (2.1).

Vypocet koeficienti PCE ulozenych v matici B za¢ind vyhodnocenim vsech ¢lenu poly-
nomu v, pro vSechny vzorky &; a jejich ulozenim do matice Z € R™*"3. Obyc¢ejna metoda

nejmensich ¢tvercu poté vede na
Z'7B" = Z'R", (3.18)

coz je n, nezavislych soustav o ng linedrnich rovnicich.

3.3.2 Stochasticka kolokace

Stochasticka koloka¢ni metoda je zalozena na explicitnim vyjadieni koeficientu PCE:

o= [ 1i€)0al€) APE), (3.19)

kde se integruje pres hustotu pravdépodobnosti proménné €. Vypocet koeficient je zde fesen
numericky pouzitim piislusného integracniho pravidla (kvadratury) na R™. Rovnice (3.19)

m& potom tvar
nq

Bai = Y 1i(&))0al&)w;, (3.20)

j=1
kde &; pfedstavuje integracni bod a w; je odpovidajici vaha. V této préci bylo pouzito nékolik
forem Smolyakovych kvadraturnich vzorcu, konkrétné kvadratury s Gaussovymi kvadra-
turnimi formulemi jako zéklad pro rovnomérné (GQU) a normélni (GQN) rozdéleni a kvadra-
tury s vnofenymi Kronrod-Pattersonovymi kvadraturnimi formulemi pro rovnomérné (KPU)
a normélni (KPN) rozdéleni [13].

Stochasticka koloka¢ni metoda je v podstaté podobna linearni regresi, protoze obé tyto
metody vyzaduji ¢asové narocné vyhodnoceni sady simulaci modelu pro vybrané vzorky.
Zékladni rozdil je pti volbé sady vzorku, kdy se v ptipadé stochastické kolokace pouzivaji
predem optimalizované tidké mrizky, zatimco linearni regrese je zalozena na stochastickém

LHS.

3.3.3 Stochasticka Galerkinova metoda

Stochasticka Galerkinova metoda se principialné lisi od predchozich metod, které jsou
zalozeny na sadé nezavislych simulaci modelu. Jedna se o metodu, ktera rozsituje klasickou

metodu kone¢nych prvku danou zakladni rovnici

Kr=f, (3.21)
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do stochastického prostoru. V rovnici (3.21) je K matice tuhosti, f je vektor zatizeni a r
je hledany vektor premisténi. Stochasticka Galerkinova metoda je intruzivni metoda, tzn.
vyzaduje preformulovani této zakladni rovnice modelu (3.21). Za timto tucelem se prevede

rovnice (3.1) do nasledujictho tvaru v maticovém zdpisu

7(§) = (I®$(£))B, (3.22)

kde I € R™*™ je jednotkovd matice, ® je Kroneckeruv soucin, ¥ (&) je ng-dimensiondlni

vektor polynomu a 3 je (ng - n,)-dimensiondlni vektor koeficientii PCE uspofadanych jako

B={(..,8,...)% kde B; se skldd4 z koeficientti PCE odpovidajicich i-té slozce odezvy.
Néhradou odezvy modelu r v rovnici (3.21) jeji polynomidlni aproximaci 7 uvedenou

v rovnici (3.22) a aplikovanim Galerkinovych podminek se ziska

/ $(&) DK(E) © T (€) AP(E) - B = / $(E) ® F(€) dP(E). (3.23)

coz je soustava (ng - n,) linedrnich rovnic. Integrace muze byt provedena numericky nebo
analyticky. Analytické feSeni je mozné za urcitych podminek jako napiiklad, pokud jsou
vSechny ¢leny v matici tuhosti a vektoru zatizeni polynomy vzhledem ke €. V tomto pripadeé
se metoda nazyva plné intruzivni. V ostatnich piipadech je nutné pfistoupit k numerické

integraci, metoda se poté nazyva semi-intruzivni.
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Kapitola 4

Porovnani metod na inzenyrské

konstrukci

Za prakticky ptiklad inzenyrské konstrukce, na kterém se prozkoumaji vyhody a nevyhody
popsanych metod, byla vybrana jednoduchd ramova konstrukce. Tato konstrukce se svymi
vlastnostmi a zatizenim byla prevzata z [24]. Geometrie, rozmisténi zatizeni a podpor rdmu

jsou patrné z Obréazku 4.1.

HEB 100 K HEB 100
YD PA
N D/:\ LLD Ag;—\\u:\ B R
AN 1] WA 2] N
=
< 43
<t
HEB 120
| C
N
P 30 m ’Aﬁ’ 25m . 25m

Obrazek 4.1: Schéma ramové konstrukce.

Material ramu je ocel s Youngovym modulem pruznosti £ = 210 GPa a nejistou mezi
kluzu f,, kterd je definovana jako sou¢in nominalni hodnoty f, , a nejisté odchylky f, .,
jejiz pravdépodobnostni rozdéleni je déno pomoci predepsaného histogramu Fy235A (viz
Obréazek 4.2).

Za nejisté jsou dale povazovany geometrické parametry jednotlivych prutu. Jejich hod-
noty se stanovi pomoci nominalnich hodnot a nejistych odchylek definovanych predepsanymi
histogramy uvedenymi v [24] a zobrazenymi na Obrazku 4.2. VSechny nomindlni hodnoty,

odpovidajici ndhodné proménné a typy histogramu jsou uvedeny v Tabulce 4.1.
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Parametr Nomindalni hodnota Proménna Histogram
Mez kluzu fyn = 235 MPa fyo Fy235A
Moment setrvacnosti I, = 449.5 cm?* I N105
Prifezova plocha A} = 26.04 cm? ol i
Moment setrvacnosti I, = 449.5 cm* I N1-05
Prufezova plocha Ay = 26.04 cm? o2 i
Moment setrvaénosti I5 = 864.4 cm?
Prufezové plocha As = 34.01 cm? I3 N1-05
Elasticky prifezovy modul ~ W3 = 144.1 cm?
Délka l{=3m
Délka lb=5m l, N1-01
Délka l3=4m

Tabulka 4.1: Materidlové a geometrické parametry a jejich nejisté odchylky.

6000 100 100
4000
50
2000
0 0
1.01 129 157 0.99 1 1.05
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
1.01 1.29 1.57 0.99 1 1.01 0.95 1 1.05
Fy235A N1-01 N1-05

Obrazek 4.2: Histogramy nejistych materidlovych a geometrickych parametri a odpovidajici
kumulativni distribuc¢ni funkce.

Predepsana zatizeni jsou linearni kombinaci vlastni tihy, stalého a kratkodobého zatizeni

dle nésledujicich vzorcu:

q = Dngl + SlSa'l + Lngl [kN/m], (41)
F = DQDO'Q + SQSg2 + L2L0—2 [kN], (42)

kde jednotliva zatizeni jsou statisticky nezavisla a jsou popsana ndhodnymi proménnymi.
Vsechna zatizeni jsou tvofena extrémnimi hodnotami a proménnymi odchylkami defino-
vanymi pomoci histogramu uvedenych v Tabulce 4.2 a znédzornénych na Obrazku 4.3.
Seznam vSech ndhodnych proménnych, které se vyskytuji v tomto prikladu, je uveden
v Tabulkach 4.1 a 4.2. Pro zjednoduseni budou jednotlivé proménné v nasledujicim textu

oznacovany jako m; a dohromady tvoii vektor

m = ( ey My, e )T = (Ia'la 10'27 Ia'?n lo‘; Dala Sa'la Lala Da27 50'27 LO‘2)T' (43)
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Zatizeni Extrémni hodnota Proménna Histogram
Vlastni tiha Dy =11 kN/m D,y DEAD2
Kratkodobé zatizeni S1 =9 kN/m Sy1 SHORT1
Dlouhodobé zatizeni  L; = 5.5 kN/m Loy LONGI1
Vlastni tiha Dy = 3.5 kN Do DEAD2
Kratkodobé zatizeni Sy = 2.2 kN Sya SHORT1
Dlouhodobé zatizeni Ly =1.7kN Lo LONG1

Tabulka 4.2: Zatizeni a odchylky.

100 150 3000
100 2000
50
50 1000
00.75 0.87 1 00 0.5 1 00 0.5 1
1 1 1
el
0.5 0.5 0.5
0975 0.87 1 00 0.5 1 00 0.5 1
DEAD?2 LONGI1 SHORT1

Obrazek 4.3: Histogramy nejistych parametru zatizeni a odpovidajici kumulativni distribuéni
funkce.

Vzhledem k tomu, ze zadna z téchto proménnych nema spojitou funkei hustoty pravdépodob-
nosti (PDF z angl. Probability Density Function), ale jejich rozdéleni je popséno diskrétné
pomoci histogrami, je nutné zavést nové standardni ndhodné proménné & = (...,&;,...)T
se spojitou PDF.

Ptvodni proménné m; 1ze vyjadrit pomoci transformacnich funkei ¢, novych proménnych

& vychazejicich z daného histogramu j a typu k rozdéleni proménné &;, tzn.
m; = (&) - (4.4)

Z duvodu diskrétni povahy pravdépodobnostniho rozdéleni puvodnich proménnych nejsou
transformac¢ni funkce v tomto ptipadé hladké. Konkrétni ptriklady transformacnich funkci
jsou rozebrany jednotlivée v Kapitole 4.1, kde jsou standardni proménné & uvazovany po-
stupné ve dvou variantach pravdépodobnostniho rozdéleni, a to jako normalné, resp. rov-
nomeérné rozdélené.

Resend konstrukee se mé podrobit analyze spolehlivosti, pficemz se uvazuje, ze konstrukce
bude splnovat pozadavky, pokud nebude porusen sloup ramu. Jelikoz normaélova sila ve
sloupu nedosahuje kritické velikosti ani pro nejneptiznivéjsi hodnoty zatizeni, neni nutné

uvazovat ztratu jeho stability vlivem stihlosti a poruseni sloupu ramu nastavéa pouze jednim
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zpusobem, ktery je dan mezi kluzu materialu.

Pro stanoveni maximélniho napéti vznikajictho ve sloupu je nutné stanovit premisténi
ve styéniku A. Jelikoz je predpokladano linearné elastické chovani konstrukce, mohou byt
neznama premisténi r spoctena metodou konec¢nych prvku nebo deformacni metodou, které
jsou obé velmi dobte znamé. Pouzitim druhé z nich lze piimo zapsat diskretizovanou formu
rovnic rovnovahy:

Kr=7f, (4.5)

které po zavedeni okrajovych podminek maji nasledujici podobu:

Arls _Ailn
1211 O 1211 0 0
0 Iilsy 0 Il Iils
3l1 QZEIZU 611
Al A1l Aslyo 1313 JEVERY
120 0 1ol T 12, T 312 0 2121,
1ol 20700 _ fei0s
0 L1151 0 L1151 Iolyo 4 Aszlsg 1115 Iplso
231, 1312 1312 1215 21,  202l,
zlral 20 09 — fe 0z —1lfol 4 04 009
0 L1151 I31,3 1115 Iplso Iils + Iplso + I31s3
L 611 2021, 23, 22, 30 3l 3l
Uup 0
¥D 0
12F _ (D1D 1+S1Ss1+L1L 1))l3l
T o184 Soy b ol . (46)
wa D3Dy2+825504+LaLso
2

O _(D2D02+52522+L2L02)1210 + (DIDUI+31501;’L1L01)(l3l0)3

Rezerva spolehlivosti Z sloupu je definovédna jako rozdil mezi mezi kluzu oceli f, a napétim
zpusobenym vnéjsim zatizenim o. K poruseni F' dojde v piipadé, kdy napéti o prekroc¢i hod-
notu meze kluzu f,. Pravdépodobnost poruchy Pr(F') je poté dana jako podil po¢tu piipadi

poruseni ku celkovému poctu provedenych simulaci n:
1 n
Pr(F) == If, — o <0 4.7
()= 3 1lfy — 7 <0 (17)

kde I[f, — o < 0] je charakteristickd funkce, kterd nabyva hodnoty jedna pro f, — o < 0

a nula v ostatnich ptipadech.

4.1 Vysledky

Cilem této kapitoly je porovnani popsanych metod pro aproximaci odezvy modelu a urych-
leni metody MC pouzité pro vyhodnoceni rozdéleni pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti
Z a pravdépodobnosti poruchy Pr(F') sloupu ocelového rdmu. V provedené studii jsou
uvazovany dvé varianty numerického modelu. V prvnim piipadé je odezvou modelu piimo
rezerva spolehlivosti Z, v druhém piipadé je odezvou modelu vektor premisténi r a rezerva
spolehlivosti je spoctena z jeho aproximace. U druhé varianty modelu lze aplikovat stochas-

tickou Galerkinovu metodu, kterd je s ostatnimi metodami navic porovnana v presnosti
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aproximace posunu ua, wa a pootoceni pu.

Vysledky nahradnich modeli jsou porovnany s referenénimi vysledky obdrzenymi po-
moci metody MC s 107 simulacemi modelu. Ve varianté modelu s odezvou rovnou vektoru
premisténi se vyhodnocuji chyby v odhadu pruméru p a smérodatné odchylky o jednotlivych
slozek odezvy. Relativni chyby v odhadech prumeéru jsou stanoveny jako

£y = M’ (4.8)
HMC
kde pyc je prumér odhadnuty pomoci metody MC a pupcg je prumér ziskany na zakladé
vybraného nahradniho modelu. Relativni chyby v odhadech smérodatné odchylky se stanovi
stejnym zpusobem.

Nésledné je pro obé varianty modelu vysSetiena presnost v odhadu rezervy spolehlivosti
a vyhodnocena pravdépodobnost poruchy na zakladé nahradnich modeli, obdrzené vysledky
jsou opét srovnany s referenénimi vysledky metody MC. Pro stanoveni relativni chyby v od-

hadu rezervy spolehlivosti je pouzit nasledujici vztah:

n

1 | ZpcE — Zuic]
= — - 100 4.9
270 Z max(Zyc) — min(Zyc) ’ (4.9)

kde Zyic je hodnota rezervy spolehlivosti stanovend plnym modelem metodou MC a Zpcg
je hodnota rezervy spolehlivosti obdrzena vybranym nahradnim modelem pro stejné vstupni

parametry.

4.1.1 Hermiteovy polynomy

V této podkapitole jsou & uvazovany jako standardni norméalni proménné, a proto se
pouziji pro tvorbu nahradniho modelu Hermiteovy polynomy. Studie zahrnuje nékolik variant
rozdéleni puvodnich parametru modelu m, které jsou nejprve rozdéleny podle predepsanych
histogramu a nésledné je studovan vliv zmény téchto rozdéleni.

V prvnim piipadé maji tedy puvodni parametry modelu m diskrétni rozdéleni defi-
nované predepsanymi histogramy a transformace mezi témito ptuvodnimi a standardnimi
proménnymi € se sklada ze dvou kroku. Nejprve jsou standardné normélné rozdélené &

prevedeny pomoci kumulativni distribu¢ni funkce standardniho normélniho rozdéleni
&

1
Lo V2T

na interval (0; 1), ndsledné se ziskané hodnoty prevedou na pozadované rozdéleni odpovidajici

FSNR(&) = €_t2/2dt (410)

jednotlivym predepsanym histogramum pomoci inverznich po ¢astech linearnich distribucnich
funkci.
V této varianté lze aplikovat Galerkinovu metodu pouze v jeji semi-intruzivni formé.

V feseném piikladu lze zékladni rovnici (4.6) vyndsobit [2, a tak ziskat polynomy parametri
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modelu m. Nejednd se ale o polynomy vzhledem k parametrum & kvuli transformacim (4.4)
zpusobenym diskrétni povahou histogramu predepsanych parametrim modelu m.

Obdrzené vysledky pro tuto variantu pravdépodobnostniho rozdéleni parametru m jsou
rozdéleny do dvou tabulek. Nejprve jsou v Tabulce 4.3 uvedeny vysledky pro variantu odez-
vy rovnou vektoru premisténi. Tabulka obsahuje potiebny vypocetni ¢as a relativni chyby
v odhadech pruméru a smérodatné odchylky jednotlivych slozek odezvy stanovenych linearni
regresi (LHS), stochastickou koloka¢ni metodou (KPN, GQN) a semi-intruzivni Galerkinovou
metodou (GM KPN, GM GQN) pro ¢étyfi stupné polynomu p.

Metoda || p| mna Cas [s] A [mm] wa [mm] pafmrad)
W o W o W o
MC — | 107 22191 0,207 0,033 0,009 0,002 4,090 0,795
eu [N] €0 [N] eu [] o [N] €4 [N] &4 [%)]
1] 21 0 018 11,96 0,32 60,63 0,20 14,20
LHS 2| 201 0 0,26 4,76 0,36 2,49 0,34 4,41
311201 3 0,08 1,36 0,01 0,02 0,10 1,54
45301 19 0,02 1,31 0,09 0,98 0,04 1,21
1] 21 0 4,81 934 4,26 842 4,90 9,38
KPN 2| 201 0 4,81 554 4,2 4,32 4,90 553
3| 1201 3 2926 737 1,98 3,73 2,31 518
415301 13 0,30 11,36 0,29 6,20 0,30 7,96
1 21 0 6,68 22,99 6,06 15,52 6,78 23,00
can || 2| 2 0 4,8 73,94 4,25 50,93 4,90 58,21
3| 1581 4 3,11 59,73 2,81 37,07 3,16 46,92
48761 21 1,13 187,92 1,10 129,41 1,14 147,83
1 — 1 0,30 18,98 0,29 15,66 0,30 19,02
2] - 0 0,30 6,9 0,29 580 0,30 6,98
GMKPN | .1 30,30 4,25 0,29 3,46 0,30 4,26
4 - 30 0,30 3,48 0,29 2,07 0,30 3,49
1 = 1 0,37 17,50 1,28 16,47 0,29 19,82
2] - 0 037 1,81 1,28 6,67 0,29 7,90
GMGQNY .| 30,37 1,24 1,28 4,97 0,29 4,13
4 - 41 0,37 6,51 1,28 544 0,29 1,29

Tabulka 4.3: Casova ndrocnost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky slozek
vektoru premisténi pro pripad predepsanych histogrami pro parametry modelu m.

p=4

PDF (uy)
PDF (uy)
PDF (uy)
PDF (uy)

up [mm]

Obrazek 4.4: Funkce hustoty pravdépodobnosti posunu ua pro piipad predepsanych his-
togramu pro parametry modelu m.

Vysledky ukazuji velmi dobré odhady ziskané linearni regresi, zatimco stochasticka ko-
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lokace zalozend na pravidlech KPN vede ke zna¢nym chybam v odhadu smérodatnych od-
chylek a pti pouziti pravidel GQN je patrné, ze metoda diverguje. Stochasticka Galerkinova
metoda dosahla lepsich vysledku nez stochasticka kolokace. U varianty numerické integrace
provedené na zakladé pravidel KPN je chyba na odhadech prumeéru stejna jako v pripadé od-
povidajici varianty stochastické kolokace, ale odhady smérodatnych odchylek jsou presnéjsi.
P1i pouziti pravidel GQN jsou obdrzené vysledky horsi nez pti pouziti pravidel KPN, ale od-
hady smérodatnych odchylek jsou vyrazné presnéjsi nez v piipadé odpovidajici varianty sto-
chastické kolokace. Z Obréazku 4.4, kde jsou zobrazeny obdrzené funkce pravdépodobnostniho
rozdéleni posunu uy, je patrné, ze i vysledky linedarni regrese nejsou uspokojivé.

Tabulka 4.4 obsahuje potiebny vypocetni c¢as pro vyhodnoceni pravdépodobnosti poru-
chy, relativni chyby v aproximaci rezervy spolehlivosti a odhad pravdépodobnosti poruchy
pro obé varianty odezvy modelu. Odhady rezervy spolehlivosti Z jsou relativné dobré, ale od-

hady pravdépodobnosti poruchy Pr(F’) jsou neuspokojivé pro vSechny varianty zkoumanych

metod.
Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor premisténi
Metoda || p| na Cas[s] Pr(F) ez [%]]| na Cas[s] Pr(F) ez [%]]]
MC — 107 23825 7-107° —[| 10" 22191 7-107° —
1 23 32 0-10° 4,2024| 21 473 3-107° 1,3289
LHS 2| 243 164 16-1075 2,6572| 201 549 6-107° 0,6323
3| 1607 757 157-10° 12,1177 1201 772 18-107° 0,4434
4| 7767 2702 138-107° 11,7934 5281 1416 18-107° 0, 3740
1 23 31 0-107° 4,3112 21 487 2-107° 0,8836
KPN 2| 243 164 49-1075 3,1118]|| 201 547 9-1075 0,6350
3| 1607 760 113-107° 2,9822 /1201 801 13-1075 0,5904
4| 7767 2701 84-107° 13,4264 (/5281 1416 11-107° 0,6519
1 23 31 0-107° 3,5143|| 21 475 0-107° 0,7086
GON 2] 265 164  5-107° 9,7539|| 221 549 4-10=° 1,7807
3| 2069 764 719-107° 6,9817 || 1581 759 62-107° 1,2896
4112453 2713 3229-107° 15,7367 | 8761 1404 93-107° 2,7486
1 — 535 1-107° 0,6739
2 — 576 6-107° 0,4824
GM KPN 3 — 797 14-107° 0,3806
4 — 1465 10-107° 0,3513
1 — 500 1-107° 0,6736
2 — 586 5-107° 0,4752
GM GQON 3 - 807 15-107° 0,3830
4 — 1461 15-107° 0,3684

Tabulka 4.4: Casova nérocnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravdépodobnost
poruchy pro piipad predepsanych histogrami pro parametry modelu m.

Vyrazny rozdil v odhadu rezervy spolehlivosti pro jednotlivé varianty odezvy modelu
je zpusobeny odlisnym poc¢tem nahodnych proménnych ovliviiujicich odezvu modelu, a tak
i jeji obdrzenou aproximaci. Zatimco odezva modelu rovna vektoru premisténi r je zavisla
pouze na deseti ndhodnych proménnych, rezervu spolehlivosti Z navic ovliviiuje také nejista
mez kluzu f,. Celé funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti pro obé varianty

odezvy modelu jsou zobrazeny na Obrazku 4.5.
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Odezva modelu: rezerva spolehlivosti
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PDF(Z)
PDF(Z)
PDF(Z)

Odezva modelu: vektor premisténi

Obrazek 4.5: Funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro ptipad prede-
psanych histogramu pro parametry modelu m.

Duvodem takto neuspokojivych vysledku je pravdépodobné vysokd nelinearita transfor-
mace (4.4) parametru s predepsanymi histogramy LONG1 a SHORT1, jak je vidét z grafu
uvedenych na Obrazku 4.6. Grafy zobrazuji jednotlivé transformacni vztahy mezi puvodnimi
parametry m; modelu s pravdépodobnostnim rozdélenim definovanym predepsanymi histo-
gramy a novymi standardnimi proménnymi &;, které jsou uvazovany ve dvou variantach

rozdéleni, a to jako standardné normalné rozdélené a rovnomeérné rozdélené.

-Normalnji -Normalni

, i, -Normalnji -Normalnj -Normalnji
-Rovnomeérné -Rovnomeérné

-Rovnomeérné -Rovnomeérné -Rovnomeérné

m;
m;
m’L

&i & & &
N1-01 N1-05 DEAD2 LONGI1 SHORT1

Obréazek 4.6: Transformacni vztahy pro predepsané histogramy.

Za ucelem prozkoumani téchto predpokladu se nahradily tyto dva predepsané histogramy
LONG1 a SHORT1 dvéma novymi histogramy, které se vice blizi norméalnimu rozdéleni
pravdépodobnosti, viz Obrazek 4.7. Nové histogramy respektuji puvodné dané hodnoty
prumeéru a smérodatné odchylky jednotlivych proménnych vychézejici z predepsanych his-
togramu.

Pro tuto variantu pravdépodobnostniho rozdéleni puvodnich proménnych m jsou ziskané
chyby v odhadech prumeéru a smérodatnych odchylek jednotlivych slozek odezvy pro variantu
odezvy rovnou vektoru premisténi uvedeny v Tabulce 4.5. Na Obrazku 4.8 jsou zobrazeny

obdrzené funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu wu,.
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Obrazek 4.7: Nové histogramy parametri modelu s odpovidajicimi kumulativnimi distribuc-
nimi funkcemi a transformacnimi vztahy:.

Metoda | p| ng Cas|s] A [mm] wa[mm] Pafmrad]
s o J o u o
MC —T 107 21874 0,206 0,033 0,009 0,002 4,056 0,789
ep [N] €0 [N] e [N] €5 [N] ey [N] o [%]
1] 21 0 0,0l 091 013 3,06 002 002
LES 2| 201 0 0,01 0,08 0,02 0,16 0,01 0,09
3| 1201 30,00 0,13 0,03 034 0,00 0,13
45301 19 0,01 0,00 0,01 0,06 0,01 0,00
1] 21 0 0,05 0,13 0,04 006 0,05 011
KPN 2| 201 0 0,05 0,09 004 0,00 0,05 0,09
311201 3 001 0,27 0,00 0,19 0,01 0,26
45301 13 0,00 0,13 0,01 0,13 0,01 0,13
1] 21 0 0,08 02 006 020 0,08 0620
GON 2| 221 0 0,05 0,07 004 001 005 007
311581 4 0,03 0,47 0,03 0,30 0,03 0,47
4| 8761 21 0,01 0,20 0,00 021 0,0l 0,20
1| = 10,00 007 0,0l 006 001 010
2| — 1 0,01 0,11 0,01 0,12 0,01 0,11
GMKPN || .| _ 3 0,00 011 001 0,12 0,01 0,11
4 - 41 0,01 0,11 0,01 0,12 0,01 0,12
1| = 1 0,07 03 0,0l 009 001 0,32
2| — 0 0,07 035 00 015 0,00 0,28
GMGON | .| _ 30,07 0,3 001 016 0,01 0,21
4 — 41 o,0r 0,36 0,01 0,17 0,01 0,07

Tabulka 4.5: Casovd nérocnost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky slozek
vektoru premisténi pro pripad novych histogramu pro parametry modelu m.

Je zietelné, ze nahrazeni téchto dvou histogramu vede ke zna¢nému zlepseni vysledku
obdrzenych vSemi metodami. Dale si lze vSimnout, ze vysledky stochastické kolokace zalozené
na podminkach GQN jsou celkové nejhorsi a také nadale pretrvavaji problémy s konvergenci
u této metody. Na druhou stranu nejhorsi odhady pii pouziti polynomu prvniho stupné
predvadi linearni regrese, ale chyba této metody rychle konverguje s rostoucim stupném
polynomu. Stochasticka Galerkinova metoda opét ve své semi-intruzivni formé dosahuje

stejnych hodnot relativnich chyb v odhadech pruméru pro vSechny stupné polynomu, co se
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tyka odhadu smérodatnych odchylek, metoda vykazuje problémy s konvergenci obdobneé jako
stochasticka kolokace.
Stejné zlepseni 1ze pozorovat také v odhadech celé funkce pravdépodobnostniho rozdéleni

posunu ua zachycené na Obrazku 4.8.

PDF (uy)
PDF (uy)
PDF (uy)

Obrazek 4.8: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu u pro ptipad novych histo-
gramu pro parametry modelu m.

Tabulka 4.6 obsahuje chyby v odhadech rezervy spolehlivosti Z a pravdépodobnost po-
ruchy Pr(F) pro ptipad puvodnich proménnych rozdélenych podle novych histograma.

Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor premisténi
Metoda || p| naq Cas[s] Pr(F) ez [%]|| na Cas[s] Pr(F) ez [%]]
MC — 107 23833 5-10~7 —|| 10" 21874 5-10~" —
1 23 32 9-1077 0,2855 21 479 5-10~" 0,0320
LHS 2| 243 165 6-10~7 0,0798| 201 537 5-1077 0,0142
3| 1607 753 3-1077 0,0826 || 1201 782 5-1077 0,0143
4| 7767 2701 15-1077 0,2003||5281 1437 5-10=7 0,0275
1 23 31 10-10~7 0,2592 21 475 5-1077 0,0202
KPN 2| 243 164 6-10~7 0,0821 201 551 5-1077 0,0132
3| 1607 758 1-1077 0,1663 || 1201 778 5-1077 0,0241
4| 7767 2786 8-1077 0,1299(/5281 1425 5-10~7 0,0220
1 23 31 10-10=7 0,2407 21 484 5-1077 0,0212
GQN 2| 265 164 6-1077 0,1466 | 221 560 5-10=7 0,0235
3| 2069 763 1-1077 0,1981 || 1581 781 5-10=7 0,0339
4112453 2714 2-1077 0,2944 || 8761 1418 5-10~7 0,0348
1 — 494 5-107" 0,0196
2 — 560 5-10=7 0,0120
GM KPN 3 — 792 5-1077 0,0124
4 — 1455 5-1077 0,0128
1 — 491 5-10=" 0,0199
2 — 575 5-1077 0,0267
GM GQN 3 — 782 5-1077 0,0403
4 — 1446 6-1077 0,0445

Tabulka 4.6: Casové narocnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravdépodobnost
poruchy pro piipad novych histogramu pro parametry modelu m.

Odhad rezervy spolehlivosti i pravdépodobnosti poruchy se po zaméné histogramu LONG1
a SHORT1 vyrazné zlepsil pfi pouziti vSech zkoumanych metod. V piipadé odezvy rovné
rezerve spolehlivosti dosahuje nejméné presné aproximace stochastickd kolokace zalozena na

pravidlech GQN, v ptipadé odezvy rovné vektoru pfemisténi je nejhorsi chyba v odhadu
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rezervy spolehlivosti obdrzena stochastickou Galerkinovou metodou pi#i numerické integraci
podle pravidel GQN. Chovani téchto dvou metod si je velmi blizké a obé vykazuji problémy
s konvergenci. Vysledny odhad pravdépodobnosti poruchy je nyni uspokojivy, v ptipadé
odezvy rovné vektoru premisténi ptimo vynikajici.

Zlepseni s vymeénou problematickych histogramu lze také pozorovat na celych funkcich

hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z na Obréazku 4.9.

—MC —MC —MC —MC
: LH%I : L%IS\I : LH%\I : LH%\I
RN SR SR S tBhY
e e & e
A (@) A A
ol ol A ol
Z [MPa] T Z IMPa) )

Odezva modelu: rezerva spolehlivosti

PDF(Z)
PDF(Z)

Odezva modelu: vektor premisténi

Obrazek 4.9: Funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro piipad novych
histogrami pro parametry modelu m.

V obou predchozich ptipadech bylo nutné ve stochastické Galerkinové metodé integraci
provadét numericky z duvodu diskrétné zadanych rozdéleni pravdépodobnosti vyzadujici
nutnou nepolynomialni transformaci mezi puvodnimi proménnymi m a standardnimi promeén-
nymi §. Za ucelem prozkoumani vlastnosti plné intruzivni Galerkinovy metody je nutné
znovu zmeénit predepsand rozdéleni parametriu modelu. Tentokrat jsou vSechny proménné
povazovany za normalné rozdélené s puvodnimi hodnotami priuméru a smérodatné odchylky
vychdzejicimi z predepsanych histogramu. V tomto pripadé se transformace (4.4) stava po-
lynomem prvniho stupné

m; = (&) + i, (4.11)

coz umoznuje pouziti analytické integrace.

Obrazek 4.10 ukazuje funkéni zavislost rezervy spolehlivosti Z pro popsané typy pravdépo-
dobnostniho rozdéleni predepsaného parametrium modelu. Na Obrazku 4.10a je vidét, ze
vztah mezi Z a parametry modelu m je linearni, zatimco v ptripadé predepsanych histo-
grami je vztah ke standardnim proménnym & vysoce nelinearni, viz Obrazek 4.10b. Nahrada
dvou histogramu LONG1 a SHORT1 novymi, vice podobnymi normalnimu rozdéleni, vede
k téméf linedrnimu Z — € vztahu, a to zvlast v oblasti vysoké pravdépodobnosti vyskytu
promeénnych, jak je patrné z Obrazku 4.10c. Posledni Obrézek 4.10d zobrazuje piipad, kde

je parametrum modelu predepsano normalni rozdéleni a vztah Z — £ je linearni.
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Obrazek 4.10: Funkéni zavislost Z na parametrech modelu m (a), na standardnich pro-
ménnych € v piipadé predepsanych histogramu (b), novych histogramu (¢) a normélniho
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var

Vysledky pro normalni rozdéleni puvodnich proménnych m pro variantu odezvy modelu

rovnou vektoru premisténi jsou ukazany v Tabulce 4.7 a na Obréazku 4.11.

Metoda || p nq Cas [s] [ ta fmm] o M wamm] o ugoA[mrad] o
MC —| 107 3692 0,207 0,033 0,009 0,002 4,090 0,795
ep [%] Eq %] Eu %] o [%0] eu %] Eq %]
1] 21 0 5,2-1072 2,8-10! 5,8-1072 5,3-10~' 6,6-10"2 5,8.107!
LES 2| 201 0 7,9-107% 1,4-1072 6,8-1073 4,2-1073 7.5-10"% 5,9-1073
3 (1201 2 7,9-107% 6,9-107% 5,5-107% 3,2-1073 7,9-107% 2,9.1073
4 {5301 10 7,9-107% 6,9-1073 5,5-1072 3,2-107% 7,9.-1073 2,9-1073
1] 21 0 7,9-107% 4,9-1072 5,5-1073 5,3-1072 7,9-10~% 2,6-102
KpN || 2] 201 0 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-1073 7,9-10~% 2,9.103
3 (1201 0 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-1073 7,9-10% 2,9-103
4 {5301 3 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-1072% 7,9-10"% 2,9.1073
1] 21 0 7,9-107% 5,0-1072 5,5-1073 5,3-1072 7,9-10~% 2,6-102
GQN 2| 221 0 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,1-1073 7,9-10~% 2,9.1073
3| 1581 1 7,9-100% 6,9-1073 5,5-107% 3,2-107% 7,9-1073 2,9-1073
4| 8761 5 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-107% 7,9-1073 2,9.1073
1 — 0 7,9-107% 4,5-1072 5,5-1073 5,0-1072 7,9-103 1,7-102
GM 2 — 0 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,1-1072 7,9-107% 2,9.1073
3 - 3 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-1073% 7,9-107% 2,9.1073
4 — 45 7,9-107% 6,9-107% 5,5-1073 3,2-107% 7,9-1073 2,9.103

Tabulka 4.7: Casova nrocnost a chyby v odhadech prameéru a smérodatné odchylky slozek

vektoru premisténi pro piripad normalniho rozdéleni parametriu modelu m.

Obrazek 4.11: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu us pro pripad normalniho
rozdéleni parametru modelu m.
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Vysledky potvrzuji, ze vztah ua — & je v tomto piipadé linearni, a proto jsou polynomy
prvniho stupné dostatecné pro vynikajici nahradni modely. Rozdily mezi jednotlivymi me-
todami jsou nyni z hlediska presnosti zanedbatelné.

Vysledky v ptesnosti odhadu pruméru aproximace modelu s odezvou rovnou posunuti
up shrnuje Obrazek 4.12 pro vSechny doposud prezentované varianty pravdépodobnostniho
rozdéleni parametru. Jednotlivé grafy zobrazuji konvergenci odhadu pruméru pomoci metody
Monte Carlo pfi pouziti 10 az 107 simulaci v porovnani s odhady stanovenymi z koeficientt

vytvorenych polynomialnich aproximaci 4. stupné.

0.215 0.208

—MC —MC
<« LHS <« LHS
A AN
— = JR— o
g v 8M kpN | & 0207 v 8M KPN
£ o021l . »GMGQN £ »GM GQN
< <
3 /\AA e :o.zoesdf | A | .
0.205 0.205 \‘ 0.206
10° 100 10 10° 100 10 10° 100 10

Pocet simulaci MC Pocet simulaci MC Pocet simulaci MC

(a) (b) (c)

Obrazek 4.12: Porovnani odhadu pruméru posunu us pomoci PCE a MC s ruznym poctem si-
mulaci v piipadé predepsanych histogrami (a), novych histogrami (b) a normaélniho
rozdéleni (c).

7 grafu 4.12a je patrné, ze pro variantu predepsanych histogramu poskytuje nejpresnéjsi
odhad aproximace vytvorend linearni regresi, zatimco nejhorsi odhad dava stochasticka kolo-
kace zalozend na pravidlech GQN. V pripadé novych histogramu 4.12b jsou vsechny odhady
spoctené z koeficietni PCE velmi presné kromé odhadu semi-intruzivni Galerkinovy metody
v kombinaci s integracnim pravidlem GQN. Posledni graf 4.12c¢ ukazuje vynikajici odhady
prumeéru ziskané pomoci vsech zkoumanych metod, ke kterym metoda MC konverguje pii
pouziti velmi velkého poctu simulaci. Je nutné tedy vzit v potaz, ze doposud uvedené re-
lativni chyby v odhadech stanovenych pomoci polynomidlnich aproximaci jsou vztahovany
k vysledkiim metody MC, ktera ovsem sama poskytuje pouze odhad.

Odhady rezervy spolehlivosti a pravdépodobnosti poruchy pro normalni rozdéleni ptuvod-
nich proménnych m jsou uvedeny v Tabulce 4.8. Obrazek 4.13 pak zobrazuje celé funkce hus-
toty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti pro tuto variantu pravdépodobnostniho rozdéleni
parametru.

Z — & vztah je opravdu linedrni, jak ukazuji obdrzené vysledky, pro vytvoreni velmi
presného nahradniho modelu sta¢i polynomy prvniho stupné. Z hlediska presnosti i casové

narocnosti jsou vsechny zkoumané metody srovnatelné.
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Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor premisténi
Metoda|| p| nq Cas[s] Pr(F) ez [%]|| na Cas[s] Pr(F) ez [%] ||
MC |[—| 107 3819 12-10~" —{l 107 3773 12-10~° —
1 23 32 12-107 0,1139(| 19 439 12-10~° 0,0249
Las |l 2] 243 1719 12-1077 0,0021|| 163 515 12-10=7 2,50-10~*
3] 1607 802 12-1077 4,17-107°|| 871 738 121077 3,05-1076
4| 7789 2987 12-1077 1,35-1076([3481 1374 12-107 4,88.10°8
1 23 38 12107 0,0742( 19 447 121077 0,0134
KPN || 2| 243 214 12-1077 0,0013|| 163 521 12-1077 1,49-10~*
3| 1607 875 12-1077 3,32-107°|| 871 725 121077 2,21-1076
4| 7789 2997 12-10"7 1,00-1076|[3481 1362 12-10~" 4,08-10"8
1 23 31 1210 0,0742( 19 444 12107 0,0134
GQN 2| 265 212 121077 0,0013 || 181 520 12-1077 1,49-104
3] 2069 848 12-1077 3,32-107°(|1177 734 12-1077 2,21-1076
4112453 2796 12-10~7 9,98-107%| 5965 1376 12-10~7 4,08-108
1 — 456 12-1077 0,0134
2 - 551 12-10~7 1,49-10~%
GM 3 - 746 12-1077 2,21-1076
4 — 1425 12-1077 4,07-1078

Tabulka 4.8: Casova narocnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravdépodobnost
poruchy pro piipad normalniho rozdéleni parametriu modelu m.

p=1 p=2 p=3 p=4
5 B i i
DR S HERY DR DR
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a a a a
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Odezva modelu: rezerva spolehlivosti

PDF(Z)
PDF(Z)

Odezva modelu: vektor premisténi

Obrazek 4.13: Funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro piipad normal-
niho rozdéleni parametru modelu m.

4.1.2 Legendreovy polynomy

Se zamérem doplnit porovnani ruznych metod pro proménné s normélnim rozdélenim
byla dédle zafazena varianta s pouzitim standardnich proménnych &, které jsou rovnomérné
rozdélené na intervalu (—1;1). Proménné s timto rozdélenim se poji s ndhradnimi modely
zalozenymi na Legendreovych polynomech.

Pii pouziti Legendreovych polynomu jsou vyzkousSeny dvé varianty pravdépodobnostniho

rozdéleni parametru modelu m. V prvni varianté jsou parametry modelu m rozdéleny podle
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predepsanych histogramu a transformaci mezi standardnimi rovnomérné rozdélenymi pa-
rametry £ a puvodnimi parametry m tvoii inverzni po ¢astech linearni kumulativni dis-
tribu¢ni funkce vychézejici z predepsanych histogramu. V druhé varianté rozdéleni se para-
metry modelu m povazuji za rovnomérné rozdélené se zachovanim intervali vychéazejicich
z predepsanych histogramt, v tomto piipadé je transformace parametru polynomem prvniho

stupné
& +1
2

Vysledky pro prvni variantu s parametry m rozdélenymi podle predepsanych histogramii

m; = (mi,ma:r: - mi,min) + M min- (412)

jsou opét rozdéleny do dvou tabulek. Tabulka 4.9 obsahuje vysledky pro variantu odezvy
rovnou vektoru premisténi. Tabulka obsahuje pottebny vypocetni ¢as a relativni chyby v od-
hadech pruméru a smérodatné odchylky jednotlivych slozek odezvy stanovenych linedrni
regresi (LHS) a stochastickou kolokaéni metodou (KPU, GQU) pro ¢tyfi stupné polynomu

p. Na Obrazku 4.14 je odpovidajici srovnani celych PDF slozky vektoru premisténi wuy .

Metoda || p| ng4 Cas [s] ta [mm] wa[mm] wafmrad]
@ o u o s o
MC — | 107 21207 0.207 0.033 0.009 0.002 4.090 0.794
ep [N] e [N] ey [H] o [%] 4[] o [%]
1 21 0 088 33.76 0.86 11.26 1.17  37.52
LES 2] 201 0 044 11.05 0.50 6.63 0.55 9.41
311201 3 008 548 004 410 0.08 531
415301 19 006 125 0.06 171 0.08 1.36
1 21 0 1.42  29.58 1.09 23.78 1.47 29.61
KPU 2] 201 0 142 21.49 1.09 15.25 147 2144
311201 3 020 17.36 0.14 12.59 0.21 16.80
415301 12 0.20 24.10 0.14 12.01 0.21 19.34
1 21 0 7.02  37.46 5.93 31.11 7.19 3747
GQU 2| 221 0 1.42  39.89 1.09 19.54 148 25.34
3 | 1581 3 010 10.32 0.05 944 0.12 11.21
4| 8761 20 042 33.08 033 2236 044 24.57

Tabulka 4.9: Casova narocnost a chyby v odhadech primeéru a smérodatné odchylky slozek
vektoru premisténi pro piipad predepsanych histogramu pro parametry modelu m pii
aplikaci Legendreovych polynomu.

p=4
—MC
—~ —~ —~ —~ 4 LHS
< < < < . 5
= = = =
= = = =
A A A A
A A A A
uA [mm]

Obrazek 4.14: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu uy pro piipad predepsanych
histogramu pro parametry modelu m pii aplikaci Legendreovych polynomu.
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Nejlepsich vysledku dosdhla linearni regrese, ovSsem ani tato metoda neposkytla do-
statecné presnou podobu celé funkce hustoty pravdépodobnosti zkoumané slozky odezvy
ua, jak je patrné z Obréazku 4.14.

Tabulka 4.10 obsahuje prislusné chyby v odhadu rezervy spolehlivosti Z a odhady pravdé-
podobnosti poruchy Pr(F) pro obé varianty odezvy modelu. Obrézek 4.15 ukazuje porovnéni

odhadu celych funkei hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z.

Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor pfemisténi
Metodal|| p| nq Cas [s] Pr(F) ez [%]]| na Cas 3] Pr(F) ez [%]]]
MC —| 107 23207 72-107° —| 107 21207 72-10°° —
1 23 32 0-107° 4.6941 21 470 43-107% 2.6947
LHS 2| 243 165 0-107% 3.8073| 201 542 51-107°% 1.7635
3| 1607 764  0-107% 2.4549/ 1201 762 270-107% 1.6299
41 7767 2698 2-1076 1.3643||5281 1417 42-1075 0.2674
1 23 32 0-107% 3.2641 21 462 10-107% 0.9759
KpU 2| 243 165 0-107° 27648 201 550 10-107° 1.0885
3| 1607 765 111-107% 4.3576 | 1201 761 952-107° 2.9108
41 7767 2697 13-107% 4.3408|[5281 1400 49-10-5 0.8019
1 23 32 0-107% 3.9778 21 469  4-107% 1.0408
GQU 2| 265 165 0-1075 8.1251| 221 550 15-107°¢ 3.0914
3| 2069 766 0-107° 3.0649 || 1581 769 109-107°¢ 1.5978
4112453 3054 0-107% 5.6265||8761 1409 25-1075 1.0043

Tabulka 4.10: Casova néro¢nost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravdépodobnost
poruchy pro ptripad predepsanych histogramu pro parametry modelu m pii aplikaci
Legendreovych polynomii.

PDF(Z)
PDF(Z)
PDF(Z)
PDF(Z)
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Odezva modelu: vektor premisténi

Obrazek 4.15: Funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro piipad prede-
psanych histogramu pro parametry modelu m pfti aplikaci Legendreovych polynomu.

Chyby v odhadech rezervy spolehlivosti Z jsou opét mensi pro variantu odezvy rovnou

vektoru premisténi 7, coz je zpusobeno rozdilnym poctem promeénnych ovliviujici danou
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odezvu modelu, a i odhad pravdépodobnosti je pro tento piipad presnéjsi, presto neni uspo-
kojivy. Aproximacni chyba pti pouziti linearni regrese jasné konverguje, zatimco pii pouziti
stochastické kolokace zalozené na integracnich pravidlech KPU i GQU dochéazi k problémum
s konvergenci.

P#i uvazovani puvodnich parametru modelu m za rovnomérné rozdélené proménné se
zachovanim intervalu z predepsanych histogramu se ziskaji vysledky uvedené v Tabulce 4.11
pro variantu odezvy modelu rovné vektoru premisténi a odpovidajici celé PDF posunu ua
na Obrazku 4.16.

Tabulka 4.11: Casova narocnost a chyby v odhadech priméru a smérodatné odchylky slozek

Metoda p| na Cas [s] uamm] wa [mm] #afmrad)
W o W o W o
MC — 1107 3754 0.274 0.061 0.011 0.003 5.459 1.203
eu (%] g0 [%0] 4 [N] €0 [N] eu [] o [%]
21 1 0 003 056 02 119 005 1,19
LHs || 201] 2 0 0,00 0,0l 000 0,02 001 00l
1201 3 1 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01
5301 | 4 10 0,02 0,01 001 00 002 00l
21 1 0 002 0,12 001 0,17 002 0,06
kpN | 201] 2 0 0,02 0,0 00l 00 002 00l
1201 3 1 0,02 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01
5301 | 4 3002 000 00 001 002 001
21 1 0 002 0,12 001 0,17 0,02 0,06
con || 22| 2 0 0,02 0,0 00l 00 002 00l
1581 | 3 1 0,02 0,0 00 00l 002 0,01
8761 | 4 5 0,02 001 0,00 001 002 0,01

vektoru premisténi pro pripad rovnomérného rozdéleni parametru modelu m.

p=1 p=2 p=3 p=4
—-M —M —-M —M
s i s i
= oKPU| = eKPU | eKPUI 2 e KD
= QU = GV = GVl = ¢
= = = =
A A A A
A~ A A~ A~
ua [mm] uA [mm] ' ua [mm] ua [mm]

Obrazek 4.16: Funkce pravdépodobnostniho rozdéleni posunu ua pro piipad rovhomérného
rozdéleni parametru modelu m.

V této varianté rozdéleni parametri m je vztah mezi standardnimi proménnymi £ a ptivod-
nimi proménnymi m linedrni, proto pro velmi pfesnou aproximaci odezvy modelu je do-
statecné pouziti polynomu prvniho stupné. Vysledky dosazené stochastickou kolokaci jsou
shodné u obou zkoumanych variant integracnich pravidel pro vSechny pouzité stupné poly-
nomu. Linearni regrese vykazuje horsi vysledky pro prvni stupen polynomu, ale pro vyssi

stupné polynomu jsou jeji vysledky stejné presné jako vysledky stochastické kolokace.
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Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor premisténi
Metoda|| p| nq Cas [s] Pr(F) ez [%]|| na Cas [s] Pr(F) ez [%] |
MC —| 10" 3793 1326-107° —|| 107 3754 1326-10—° —
1 23 32 1329-107° 0,2733 21 442 1308 -10~° 0,0508
LHS 2| 243 215 1326-107° 0,0063 || 201 517 1326-107° 0, 0009
3| 1607 760 1326-107° 0,0002 || 1201 747 1326-107° 2,17-107°
4| T767 2684 1326-107° 3,64-1076|[5281 1380 1326-10° 3,76 10"
1 23 32 1290-10~° 0,2127|] 21 449 1319-107° 0, 0370
KPN || 2| 243 165 1326-107° 0,0052 || 201 503 1326-107° 0,0007
3| 1607 761 1326-107° 0,0001 || 1201 732 1326-107° 1,57-107°
4| 7767 2683 1326-107° 3,80-107°|[5281 1378 1326-10° 1,12-107°
1 23 32 1290-10°° 0,2127| 21 443 1319-107° 0, 0370
GQN 2| 265 165 1325-107° 0,0052| 221 513 1326-107° 0,0007
3| 2069 763 1326 -107° 0,0001 || 1581 733 1326-107° 1,39-107°
4112453 2687 1326-107° 3,15-107%|/ 8761 1358 1326-107° 3,11-1077

Tabulka 4.12: Casové naroénost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravdépodobnost
poruchy pro piipad rovnomérného rozdéleni parametru modelu m.

Chyby v aproximaci rezervy spolehlivosti jsou v tomto piipadé velmi malé a odhady
pravdépodobnosti poruchy velmi presné pii pouziti vsech zkoumanych metod, jak je patrné
z Tabulky 4.12. Rozdil v presnosti u jednotlivych typu modelu je pii tomto pravdépodobnostnim
rozdéleni parametru maly. Na Obrazku 4.17 jsou zobrazeny celé PDF rezervy spolehlivosti

pro oba typy modelu a ¢tyfi stupné polynomu pouzité pro aproximaci odezvy modelu.
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Odezva modelu: rezerva spolehlivosti
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Odezva modelu: vektor premisténi

Obrazek 4.17: Funkce hustoty pravdépodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro ptipad rov-
nomérného rozdeéleni parametru modelu m.
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Kapitola 5

Shrnuti

Tato céast diplomové prace predstavuje prehled a porovnani tiech metod pro konstrukci
nahradniho modelu zalozeného na polynomialnim chaosu a nahrazujictho numericky model
s nahodnymi parametry. Konkrétné zkoumané metody jsou stochastiskd Galerkinova me-
toda, stochasticka koloka¢ni metoda a polynomialni regrese zakladajici se na metodé Latin
Hypercube Sampling. V préci jsou probrany specifické rysy téchto metod.

Pro ziskani kvalitntho ndhradniho modelu je nutné pouzit k jeho tvorbé ortogonalni po-
lynomy typu odpovidajictho predepsanému rozdéleni pravdépodobnosti parametru. V praci
byly pouzity Hermiteovy polynomy pro normalni rozdéleni a Legendreovy polynomy pro
rovnomérné rozdéleni parametru.

Kvalita obdrzenych ndhradnich modelu je demonstrovana z hlediska presnosti i casové
narocnosti na jednoduchém ilustrativnim piikladu ramové konstrukce v porovnani s tradic¢ni
metodou Monte Carlo.

U aproximace pomoci Hermiteovych polynomu se s dobrymi vysledky osvédéuje linearni
regrese, zatimco stochasticka kolokaéni metoda ma problémy s konvergenci. Podobny cha-
rakter, jaky se projevuje u stochastické kolokace, 1ze pozorovat u semi-intruzivni formy sto-
chastické Galerkinovy metody, duvodem je pouziti stejnych integracnich pravidel v obou
zkoumanych metodéach. Stochastickd Galerkinova metoda je také aplikovana ve své plné
intruzivni formé pro variantu normalné rozdélenych parametru modelu, kdy lze vyloucit
vSechny numerické odhady a integraci provadét analyticky. Vysledky Galerkinovy metody
oproti pfedchozim dvéma metodam vyzaduje preformulovani samotného modelu.

Pro rovnomérné rozdélené parametry jsou nahradni modely vytvoreny pomoci linearni
regrese a stochastické kolokace. Vysledky téchto metod ve varianté s Legendreovymi poly-
nomy jsou obdobné jako v piipadé Hermiteovych polynomu. Rozdil v pfesnosti vytvorenych
polynomialnich nahradnich modelt pomoci jednotlivych metod je velmi maly. Konvergence
aproximac¢ni chyby neni opét optimalni pti pouziti stochastické kolokacni metody.

7 hlediska ¢asové narocnosti jsou jednotlivé metody srovnatelné a ve srovnani s metodou

Monte Carlo jsou méné casové narocné.
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Vystupem této casti diplomové prace neni pouze porovnani predstavenych metod, ale
také vyhodnoceni, kterd z metod bude nasledné pouzita pro aplikaci v druhé ¢asti prace.
7 duvodu obecného pouziti, kdy muze byt plny numericky model bran jako tzv. cerna skiinka
(z angl. black box), neni vhodné se soustfedit na stochastickou Galerkinovu metodu, kterd
je zalozena na urcitém typu modelu a navic na jeho podstatné tupravé. Dale se nabizi vy-
loucit stochastickou koloka¢ni metodu pro jeji problémy s konvergenci. Nyni je tedy jasné,
ze pro dalsi praci je zvolena linearni regrese zalozena na LHS, kterd z uvedenych vysledku
a vyvozenych zaveéru vychazi jako nejvhodnéjsi metoda sestaveni polynomialniho nahradniho

modelu pro nésledné pouziti k urychleni bayesovské identifikace parametri.
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Kapitola 6
Bayesovsky pristup

Tato ¢ast diplomové prace se zaméruje na identifikaci nejistych parametru numerickych
modeltu. Oproti prvni ¢ésti, ktera se zabyva kvantifikaci nejistot v odezvé modelu, se pred-
métem zkoumani stane nejistota ve vstupnich parametrech. Jedna se o inverzni problém,
kdy se odezva modelu pouziva pro identifikovani vstupnich parametri, v tomto piipadé pro
urceni ¢i zpresnéni jejich pravdépodobnostnich rozdéleni.

K problematice identifikovani parametriu vypocetnich modelu lze pristupovat pomoci
bayesovské statistiky, kterd vnimé pravdépodobnost nahodného jevu jako stupen duveéry
v tento jev. Naproti tomu klasickd ¢i Cetnostni statistika uvazuje pravdépodobnost jako
objektivni vlastnost ndhodného jevu, na niz nemaji vliv dalsi zjisténé informace ¢i postoj
k témto informacim. Bayesovska statistika pracuje s podminénymi pravdépodobnostmi a je
zalozena na Bayesové véteé, kterd vychazi z bézného zpusobu uvazovani, kdy jeji podstatou je
stanovit vyslednou duvéru v ndhodny jev na zakladé kombinace dosavadnich znalosti a noveé
nabytych informaci [11]. Tento piistup zavedl Thomas Bayes v 18. stoleti ve své posmrtné
vydané préci [3].

Pti zachovéni dosavadniho znaceni, kdy se uvazuje stochasticky problém (2.1) s nejistymi
vstupnimi parametry m a ndhodnymi méfenimi z, lze odvodit Bayesovu vétu ze simultanni
hustoty pravdépodobnosti parametru a pozorovani h(m, z) [12]. Pokud se vychozi postoj
k parametrum m oznaéi p(m) a funkeci téchto parametru pii daném pozorovéni z jako

p(r|m), plati analogicky jako pro ndhodné jevy

h(m, z) = p(z|m)p(m) = p(m|z)p(z). (6.1)

Bayesova véta, kterd definuje pravdépodobnostni rozdéleni nejistych parametru m na zakla-

dé vsech dostupnych informaci, se poté vyjadii nasledujicim vzorcem

p(zlm)p(m)  p(zlm)p(m)
p(2) S P(z[m)p(m)dm

p(m|z) = (6.2)

V uvedeném vzorci se kombinuji expertni znalosti v podobé apriorniho rozdéleni p(m) a in-

formace z namérenych dat definované vérohodnostni funkei p(z|m). Cely vyraz je délen
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normalizacni konstantou, kterd zarucuje, ze vysledkem je pravdépodobnostni rozdéleni, tedy

ze plati
/ p(m|z)dm = 1. (6.3)

Vysledné pravdépodobnostni rozdéleni se nazyva posteriorni neboli posterior. Jde o uptresné-
nou charakteristiku nejistych vstupnich parametru vychazejici z apriorni pravdépodobnosti
a vérohodnostni funkce. Jednoduché schéma principu bayesovského urceni posteriorniho

rozdéleni nejistych parametri je na Obrazku 6.1.

Apriorni

Expertni znalost pravd&podobnost [N\

Posteriorni

Bayesova véta N
y pravdépodobnost

Vérohodnostni | 7

Nameéifena data funkce

!

Obrazek 6.1: Princip bayesovské identifikace nejistych parametri.

V nékterych ptipadech lze pouzivat Bayesovu vétu i ve tvaru bez jmenovatele, kdy byva

posteriorni rozdéleni zjednodusené vyjadieno jako

p(ml|z) o p(zlm)p(m) (6.4)

neboli

posterior o vérohodnost x prior, (6.5)

kdy se symbolem o rozumi rovnost az na normaliza¢ni konstantu.

Problémem ovSem zustava, jak posteriorni rozdéleni prakticky ziskat, protoze jeho vypo-
¢et nebyva v mnoha ptipadech trividlni a analyticky vibec mozny.

Zvlastnim piipadem je aplikace tzv. konjugovaného prioru, kdy jsou znamy explicitni
vztahy pro parametry posteriorniho rozdéleni, jehoz typ je dan typem apriorniho rozdéleni.
Jinak fec¢eno, pokud se kombinaci ur¢itého typu apriorniho rozdéleni a vérohodnostni funkce
ziské posteriorni rozdéleni stejného typu jako je prior, jedna se o konjugovany prior. Napiiklad
kombinaci normélniho apriorniho rozdéleni s vérohodnostni funkei rovnou normalnimu roz-
déleni vzhledem k identifikovanému parametru vznika normélni posteriorni rozdéleni, jak je
mozné vidét na Obrazku 6.2. Piiklady konjugovanych apriornich rozdéleni s odpovidajicimi
vzorci pro parametry posteriorniho rozdéleni jsou uvedeny v [41].

Velkou vyhodou konjugovaného apriorniho rozdéleni je usnadnéni bayesovskych vypoctu,
ovSem casto nelze tento postup uplatnit a posteriorni rozdéleni je nutné vyjadrit jinym

zpusobem. ReSeni muze spocivat ve vzorkovani hledaného rozdéleni, kdy ruzné pristupy
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e V/ErOhOdnOSt P(2|M)
= = = Prior p(m)
m Posterior p(m|z)

Obrazek 6.2: Kombinace apriorniho normalniho rozdéleni s normélné rozdélenymi méfrenimi
za vzniku normalné rozdéleného posterioru.

k simulacim posteriorniho rozdéleni a obsahly piehled literatury zabyvajici se touto proble-
matikou lze nalézt v [7], kapitola 11.

Nejcastéji pouzivanou metodou pro obdrzeni posterioru se jevi vzorkovani pomoci Marko-
vovych Fetézcu generovanych metodou Monte Carlo, které umoznuji obejit vypocet slozitych
(Casto vicerozmérnych) integralu. Tato metoda je velmi univerzalni, lze ji aplikovat pro
jakykoliv tvar apriorniho rozdéleni a vérohodnostni funkce a poskytuje dostatecné presny
odhad posteriorniho rozdéleni. Nevyhodou je vSak vysoka vypocetni narocnost, resp. ne-
zbytnost pouziti velkého poctu vzorki.

Pro snizeni vypocetni narocnosti lze pti vzorkovani posteriorniho rozdéleni pouzivat pri
vyhodnocovani odezvy misto plného numerického modelu jeho aproximaci zalozenou na po-
lynomidlnim chaosu [25], jejiz tvorbé se vénuje predchazejici ¢ast této prace. Jak uz bylo
zminéno v rameci shrnuti vysledku prvni ¢asti prace, v nasledujicich praktickych aplikacich
se uplatiiuje polynomialni aproximace ziskand linedrni regresi zalozenou na LHS névrhu ex-
perimenti. Porovnani jednotlivych metod sestaveni PCE aproximace uré¢ené pro bayesovskou

identifikaci nejistého parametru je uvedeno v Kapitole 9.4.
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Kapitola 7

Monte Carlo pro Markovovy retézce

.....

zminéné Markovovy fetézce generované metodou Monte Carlo (MCMC - z ang. Markov Chain
Monte Carlo). Jedné se o skupinu algoritmi, které umoznuji generovat vzorky i ze slozitého
pravdépodobnostniho rozdéleni narozdil od obyc¢ejné metody Monte Carlo, ktera lze pouzit
pouze pro rozdéleni, jez se daji popsat transformaci rovnomérného rozdéleni. Zakladem
MCMC je konstrukce ergodického Markovova tetézce se stacionarnim rozdélenim rovnym
pozadovanému rozdéleni p, v této préci je p rovno posteriornimu rozdéleni p(m|z). Po do-
statecné velkém poctu simulaci lze takovy fetézec povazovat priblizné za nahodny vybér z hle-
daného rozdéleni. Timto postupem lze tedy simulovat slozité stochastické systémy, coz vedlo
k jeho sirokému uplatnéni v ruznych oborech. Ve spojitosti s vyvojem vypocetni techniky
dosahuji MCMC algoritmy, jejichz prvni zdstupce byl vyvinut v roce 1953 [28], nejvétsiho
rozmachu prevazné v poslednich dvou desetiletich.

Markovuv fetézec vyjadiuje stochasticky proces, ktery je dan sekvenci X, Xs,... na-
hodnych proménnych, pokud podminéna pravdépodobnost X za podminky X, X, ..., X, 4
zavisi pouze na proménné v predchazejicim stavu X, ;. Systém tedy prochazi v prubéhu
fetézce z jednoho stavu do druhého, pricemz soucasny stav je dan pouze predchézejicim
stavem a nezavisi na celé historii fetézce. V této praci se uvazuji jen homogenni Markovovy
fetézce, ty maji stacionarni pravdépodobnost prechodu, tzn. Zze podminéna pravdépodobnost
proménné X, za podminky X, ; nezdvisi na kroku s. Existence jediného stacionarniho
rozdéleni a jeho konvergence k pozadovanému rozdéleni p je zarucena pro ergodické Marko-
vovy Tetézce, tj. nerozlozitelné retézce se vsemi stavy trvalymi nenulovymi a neperiodickymi.
Podrobny popis téchto vlastnosti a jejich dukazy pro ruzné algoritmy tvorby fetézcu jsou
uvedeny v [29].

Jak vyplyva z predchoziho textu, existuji ruzné algoritmy pro sestaveni Markovova fetézce.
Mezi nejznaméjsi z nich patii Metropolisuv nebo obecnéjsi Metropolisuv-Hastingsuv algo-
ritmus a Gibbsuv generator [33, 7]. Vsechny tyto algoritmy jsou zalozeny na nasledujicim
jednoduchém zakladnim postupu, ktery spo¢iva v generovani novych navrhovych stavu ne-

boli bodu Y z navrhového rozdéleni (z angl. proposal distribution) q(Ys|Xs_1) a jejich piijeti
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s pravdépodobnosti w(Xs = Y| Xs_1) [35].

1 Vytvor pocateZni stav X(1,:)
2 for i = 2:n

3 Generuj novy stav Y z ndvrhového rozdé&leni

4 Spocti pravdépodobnost pfijeti nového stavu w(Y[|X(i-1,:))
5 if rand < w(Y|X(i-1,:))

6 X(1i,:) = x;

7 else

8 X(@,:) = X(@i-1,:);

9 end

10 end

Jednotlivé algoritmy se od sebe navzajem lisi predepsanym navrhovym rozdélenim, kdy
nejobecnéjsi Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus pouziva jakékoliv navrhové rozdéleni a prav-
dépodobnost prijeti nového stavu je vzhledem k tomuto rozdéleni vazend

p(Yslz)  q(Ye]Xso1)

B o e P o A R "y

zatimco pro Metropolisuv algoritmus je typické symetrické navrhové rozdéleni. Jelikoz tedy
plati ¢(Y|X) = ¢(X]Y), tak pravdépodobnost piijeti nového stavu se v tomto pripadé zjed-

nodusi na
p(Ys|z)

w(Xs = Y| Xs_1) = min{l, ———}.
( ‘ 1) { p(X871‘z)}

(7.2)

Pti vypoctu se v podilu posteriorni hustoty v navrhovém stavu a ve stavu predchézejicim
pokrati normalizaéni konstanty, a neni tedy nutné pocitat slozité integraly.

Gibbsuv generator se od predchozich dvou MCMC algoritmu lis{ predevsim v tom, ze
jednotlivé parametry, tj. souradnice stavu ¢i bodu X, jsou ménény béhem Markovova fetézce
postupné po jednom, ptricemz ostatni parametry jsou zafixovany.

Tato prace se zaméruje na Metropolisuv algoritmus, v némz je navrhové rozdéleni sdruzené
normalni se stfednimi hodnotami rovnymi souradnicim ptedchoziho stavu a kovarianéni ma-
tici zavislou na konkrétnim ptikladé. Jinou interpretaci stejného postupu muze byt predstava,
ze navrhové rozdéleni je pouzito pouze pro definovani ndhodného kroku pfi tzv. ndhodné
prochdzce (z angl. random walk), kdy pfictenim ndhodného kroku k pfedchozimu bodu se
obdrzi navrhovy bod, tedy

Yy = X1+ vs, (7.3)

kde v, je ndhodny krok se sdruzenym normalnim navrhovym rozdélenim s nulovymi stfednimi
hodnotami. Kovarianéni matice tohoto navrhového rozdéleni pak urcuje velikost ndhodného
kroku, tedy jak je daleko bod z predchoziho kroku a navrhovy bod v soucasném kroku.
Princip Metropolisova algoritmu ndhodné prochazky zjednodusené uvadi Obréazek 7.1.
Postup jak vhodné zvolit smérodatné odchylky névrhovych rozdéleni o, neni jasné dan,
ale plati obecné zasady, které jsou demonstrovany na Obrazku 7.2. Jedna se o jednoduchy

piiklad vzorkovani normélniho standardniho rozdéleni pomoci funkce mhsample v MatLabu,
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Panacek si na ndhodné prochdzce zvoli, kam vstoupi priStim krokem. Nova pozice je
prijata podle poméru w vysky zvoleného mista a vySky soucasné pozice, kdy jednotlivé
vySky znazornuji hodnoty posteriorni hustoty pravdépodobnosti.

w<1
Panacek si vylosuje ndhodné c¢islo mezi 0 a 1.
Nahodné ¢islo < w

Pozvolny krok dolti je vétSinou prijat. ws 1

Nahodné ¢islo >w
Strmy krok dolti je vétSinou

w=>1 .
- it zamitnut.
Krok nahoru je vZdy pfijat.
1,411 _ 0.697 + 0,447
0564 202 1,556

1,264

Pokud je planovany krok
0,564 zamitnut, panacek zlstava na
misté a zkousi to znova.

0,697

Obréazek 7.1: Princip Metropolisova algoritmu ndhodné prochézky. Inspirace v [22].

kdy je uvazovano normélni navrhové rozdéleni se stiedni hodnotou rovnou nule a méni se

jeho o,.
o, =15 0,=0,1 o, =2
AR = 0,083 AR = 0,956 AR = 0,516
3 3 3
2 2 2
1 1 1
=~ 0 =< 0 Sy
-1 -1 -1
-2 -2 -2
- - -3
0 500 100C 0 500 100C 0 500 100C
S s S

(a) (b) ()

Obrazek 7.2: Piiklady MCMC se $patnym (a,b) a dobrym (c¢) smésovanim a odpovidajici
miry prijeti AR v zavislosti na zméné oy,.

Zpusob, jakym Fetézec prozkoumdava prostor, se nazyva smésovani (z angl. mizing) fetézce
a zavisi na navrhovém rozdéleni. Pokud jsou ndhodné kroky ptilis malé jako na Obrazku 7.2a,
je potieba vétsi mnozstvi kroku v retézci, aby se navzorkovalo pozadované rozdéleni. Sméso-
vani fetézce je v takovém pripadé spatné. Ovsem ani velké nahodné kroky nejsou dobré, viz
Obrazek 7.2b, protoze vétsina navrhovych bodu je zamitnuta a fetézec dlouho setrvava

na stejném misté [30]. Optimalni mira pfijeti AR (z angl. Acceptance Rate), kterda vy-
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jadfuje pomér prijatych navrhovych bodu ku celkovému poctu provedenych cyklu Metro-
polisova algoritmu, je podle [31] v rozmezi 0,1 az 0,6. Piiklad MCMC s optimélni AR je
na Obrazku 7.2c. Mira prijeti blizkd nule znamend, Zze ndhodné kroky jsou ptilis velké, pri
hodnoté blizici se jedné jsou naopak témér vSechny navrhové body prijaty, ale smésovani
fetézce je pomalé.

Dalsim moznym vyjadienim efektivnosti vzorkovani je méreni korelace mezi stavy fetézce,
kdy vyssi hodnoty korelace vétsinou znamenaji méné efektivni vzorkovani [21]. V Kapitole 9
s vysledky aplikace na inzenyrské konstrukci je pouzito vyhodnoceni autokorelace pro na-
staveni navrhového rozdéleni.

Déle se v souvislosti s Markovovymi fetézci zminuje tzv. rozhotivani ¢i rozhotivaci perioda
(z angl. burn-in period). Jedna se o pocatecni ¢ést Fetézce, kterd se odstranuje, protoze
nemusi odpovidat pozadovanému rozdéleni. Jak velkd ¢ast retézce se ma odstranit neni pevné
dédno a spis zalezi na inzenyrském citu. Piiklad fetézce pred a po odstranéni rozhorivaci

periody je uveden na Obréazku 7.3a, resp. 7.3b.

10 10

X

O N D O ©
X

O N b O ©

0 200 400 0 200 400

Obrazek 7.3: Pavodni Markovuv fetézec (a) a Markovuv fetézec upraveny odstranénim
rozhotivaci periody (b).

Odstranéni pocatecni ¢asti retézce neni nutné, pokud se vhodné zvoli pocateéni bod
fetézce. Prehled ruznych zpusobu stanoveni vhodného pocateéniho bodu pro MCMC je uve-
den v [9]. Jinym feSenim, které neni z hlediska vypocetniho ¢asu piilis idedlni, muze byt

pouziti velkého poctu bodu v fetézci, kdy se vliv pocatecnich bodu minimalizuje [8].
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Kapitola 8
Citlivostni analyza

V pripadé, kdy ma numericky model vice vystupu nebo lze pii experimentu méfit na
fyzikalnim modelu ruzné velic¢iny, je nutné pred samotnym meérenim zvolit, kterd velic¢ina ¢i
skupina veli¢in je nejvhodnéjsi pro identifikaci zkoumaného parametru, a urcit tak, co se za
timto icelem bude doopravdy méfit. Odpovéd na tuto zdsadni otdzku je mozné ziskat pomoci
citlivostni analyzy, ktera stanovuje citlivost vztahu mezi vstupnim parametrem a odezvou
modelu. Konkrétné se pouzije globalni citlivostni analyza, ktera se zabyva vlivem parametru
na jejich celych defini¢nich oborech.

Globélni citlivost je mozné vyhodnotit nékolika zpusoby, a to pomoci korelaénich koefi-
cientii nebo Sobolovych indext citlivosti stanovenych na zakladé analyzy rozptylu - ANOVA
(z angl. ANalysis Of VAriance) [32]. Nékterym z téchto piistupu se stanovi, ktera slozka
odezvy ma se zkoumanym parametrem nejuzsi vztah, a je tedy vhodnym kandidatem pro
pouziti pii identifikaci tohoto parametru.

Je nutné si uvédomit, ze citlivost vztahu mezi zkoumanym parametrem a volené slozky
odezvy umoznuje vzit v ivahu nejistotu, kterd se s touto slozkou odezvy poji. Je vhodné,
aby zvolena slozka odezvy méla co nejvétsi rozptyl, tedy aby se pii zméné parametru jeji
hodnota ménila vice v porovnani s ostatnimi slozkami odezvy.

Jednoduchym prikladem muze byt konzola se spojitym konstantnim zatizenim s nejistym
modulem pruznosti, pro jehoz identifikaci se pouzije svisly pruhyb, iikolem je pouze stanovit
umisténi tenzometru. V uvedeném piikladé je jasné, ze nejvhodnéjsi volbou je métit prihyb
na volném konci konzoly, kde dosahuje prihyb nejvétsich hodnot. Piipadné chyby meéreni
(nedokonald realizace méfeni, nepfesnost piistroje, nedostatecné zahrnuti vliva okolniho
prostiedi atd.), které se zde mohou povazovat za stejné v jakémkoliv bodé konzoly, pak
tvori nejmensi ¢ast odezvy v porovnani s odezvami s mensimi hodnotami rozptylu.

Ne vzdy v8ak chyby méfeni dosahuji stejnych hodnot pro ruzné slozky odezvy. Napiiklad
pii pouziti pristroju s ruznou rozlisovaci schopnosti, v ruznych okolnich podminkach (nékteré
mérici pristroje umistény v interiéru a nékteré v exteriéru) ¢i méfeni ruznych veli¢in pomoci
ruzné presnych aproximaci v méficich metodach vede na nutnost zahrnuti téchto rozdilu pii

volbé vhodné odezvy modelu pro identifikaci parametru.
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8.1 Korelace

Prvnim zpusobem vyjadfeni citlivosti jsou korela¢ni koeficienty, které se spocitaji na
zakladé sady nezavislych simulaci ziskané nejjednoduseji pomoci metody Monte Carlo. Pro
stanoveni citlivosti odezvy modelu na vstupni parametry je vhodné pouziti Spearmanova
koeficientu poradové korelace (SRCC z angl. Spearman’s Rank Correlation Coefficient), ktery
je schopen urcit vztah mezi vstupnimi a vystupnimi hodnotami nelinedarnich monotéonnich

modelu [14]. Pokud méme numericky model
r = M(m), (8.1)

kde 7 je odezva modelu a m jsou vstupni parametry, vliv parametru m; na odezvu modelu

r; lze ohodnotit Spearmanovym koeficientem poradové korelace pp,, ., podle

Prmirs = 1— 622:1 (i((:;l,a_) ;)p(rj,a» ’ (82)

kde m, 4 jsou hodnoty zkoumaného parametru modelu vybrané metodou Monte Carlo a od-
povidajici n provedenym simulacim modelu, r;, jsou odpovidajici hodnoty odezvy modelu.

Hodnotam m; , a r;, nalezi potadi p(m; o) a p(7; ), ze kterych je pocitana piislusna citlivost.

8.2 Indexy citlivosti a ANOVA dekompozice

Citlivost lze také vyjadrit pomoci indexu citlivosti, které se ziskaji na zakladé rozkladu

odezvy modelu na slozky ovlivnéné jednotlivymi proménnymi nebo jejich kombinacemi:

r=M(m) =M+ Mm)+ Y. M(mim)+-+ Mgy a.(m)  (83)
=1 1<i<j<nm
a zaroven plati, ze:
My = /M(m)dP(m) (8.4)

/ i Mgy coymy )AP(my) =0, 1<idy < ... <is<ny,, ke{i,...,is}. (85)

Tento rozklad je casto nazyvan ANOVA dekompozice [5]. Stejnym zptsobem lze rozlozit

také rozptyl odezvy modelu

V[M(m)] =D = /M2 )dP(m ZD+ > Dij+--+Di.n,.. (36

1<i<j<nm
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kde D;, . ;, jsou parcialni rozptyly definované jako

D, . / / i (may oo mg )dP(my, ) - - - dP(my, ) = VMg, g (e, - m,)]s
(8.7)
kdel < <...<ts<npas=1,...,Nn.
Nyni jiz lze snadno vyjadrit index citlivosti odezvy modelu na skupinu nahodnych promén-
nych (my,,...,m;,)
Siy gy = D (59

S; se nazyva index citlivosti prvniho fadu proménné m;, ktery vyjadiuje hlavni vliv proménné
m; na odezvu modelu, S;; se nazyva index citlivosti druhého fadu, pokud i # j, a slouzi
k vyjadieni soucasného vlivu dvou proménnych m; a m; na odezvu modelu atp. Soucet vSech

indext citlivosti je roven jedné:

Nm

ZS+ > St S, =1 (8.9)

1<i<j<nm

Celkovy vliv proménnych na odezvu modelu lze poté vyjadrit pomoci totalnich indexu
citlivosti, které vyjadiuji nejen vliv samotné proménné, ale i jeji vliv v interakci s ostatnimi
proménnymi. Totdlni index citlivosti proménné m; se rovna souctu vsech indexu citlivosti
proménné m; a skupin s touto proménnou

Dot
=S+ Sjit D, Sikit+ S =5 (8.10)

7<t j<k<i

nebo ho lze také vyjadrit pomoci rozptylu D.;, ktery se sklada ze vSech parcialnich rozptylu
D.

in,..is Vyjma indexu %

D._.
Sf=1-"",
‘ D

Popsané indexy citlivosti lze odhadnout pomoci metody Monte Carlo s n simulacemi,

(8.11)

kdy vyrazy pro odhady My, D, D; a D.; jsou nasledujici [32]:

1
My =~ ; M(m,), (8.12)
L1 .
D==S" M(m,) — M2, (8.13)
n t=1
- 1 « 1 1 2
Di=-— ZM(mEN)i)tamEt))M(mEN)z)v @) — Mg, (8.14)
t=1
=~ 1 = 1 1 1 2
D=~ S M, mP)Mm, ml) - M. (8.15)
t=1
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V rovnicich (8.12) a (8.13) je m, kombinace vstupnich parametru pro ¢-tou simulaci modelu.
Horni indexy () a ?)| které jsou pouzity v rovnicich (8.14) a (8.15), oznacuji dvé rizné
sady vstupnich parametri vzdy pro n nezavislych simulaci. Jejich kombinace je takova, ze
v jedné sadé jsou nahrazeny hodnoty parametru ¢ jeho hodnotami v sadé druhé. Pouzity

vyraz m.;; zastupuje t-tou kombinaci parametri vyjma i-tého parametru, tzn.

Miye = (Mags oo, MU0yt Mg 1)ts - - - s Mt ) - (8.16)

Celkové je tedy nutné provést n(2n,, + 1) simulaci pro vyhodnoceni indexu citlivosti pomoci
MC.

Stanoveni indexu citlivosti je méné vypocetné narocné pti pouziti polynomidalniho chaosu,
kdy po jeho sestaveni lze indexy citlivosti vyjadrit analyticky piimo ze stanovenych PCE
koeficientu [5]. V podstaté veskeré vypocetni naroky jsou tedy vynalozeny na vyhodnoceni
PCE koeficientu, které, jak uz bylo ukazano v prvni ¢ésti této préce, je oproti MC méné
¢asoveé narocné.

Indexy citlivosti zalozené na polynomidlnim chaosu jsou definovany jako

gror _ Tacr, . BEWAE)

el , 8.17
et = TS REAE) (&1

kde E[)2(£)] se vypocitd podle rovnice (3.10) a Z;, ;. urcuje polynomy, které se skladaji
pouze z ¢lent zavislych na (§;,, ..., &) a stupné polynomialnich ¢lent ostatnich proménnych

jsou nulové, tedy
Ii1,.~~,is = {Oék =0<=k ¢ (’il, - ,is),Vk =1,... ,ng}. (818)

Totalni indexy citlivosti zalozené na polynomialnim chaosu lze nasledné vypocitat jako

T,PCE
SPPOE =GP LN "SP4 N " ST e+ 8P (8.19)
j<i j<k<i
neboli ) )
ST’PCE _ Zaelj ﬁaE[wa(f)] (8 20)
’ ar1 BRE[Z(E)]

kde Z;" uréuje vSechny polynomy, v nichz se vyskytuje proménna &;, tzn.

I ={aeN:0<a<ngaq; #0} (8.21)
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Kapitola 9
Aplikace na inzenyrské konstrukci

Pro praktickou ukazku bayesovské identifikace parametru vypocetniho modelu je pouzita
stejna konstrukce jako pii analyze nejistot, ktera je popsana v Kapitole 4. Zasadni zména
v zadani problému se tyka vyskytujicich se nejistot. Pfedmétem zkoumaéni se nyni stane
nejistota ve vstupnich parametrech, kterd se identifikuje pomoci expertnich znalosti a dat
z experimentu. Je predpokladano, ze pfi provadéni experimentu by se zatizeni a geomet-
rické parametry daly piimo urcit, zatimco materidlové charakteristiky by byly nahodné.
Predmétem identifikace je nejisty Younguv modul pruznosti, ktery se v predeslé ¢asti této
prace povazoval za znamy.

V prvnim piipadé se pro jednoduchost uvazuje modul pruznosti jako jedind nahodna
proménna. Dosavadni parametry se zafixuji na pevnych hodnotach, konkrétné na svych
prumérnych hodnotéch stanovenych z predepsanych histogramu (Obrazky 4.2 a 4.3). Na tom-
to priklade, ktery je dale znacen jako ptriklad A, se podrobné ptredstavi problematika baye-
sovské identifikace v praxi.

Nésledné se zvedne pocet ndhodnych proménnych, kdy se zpatky zavedou nahodné geo-
metrické parametry uvedené v Tabulce 4.1. Jejich pravdépodobnostni rozdéleni, reflektujici
zde vyrobni nepfresnosti, bude uvazovano jako normalni se zachovanim prumeéru a smérodat-
nych odchylek z predepsanych histogramu. Tento piiklad s celkem péti ndhodnymi parametry

oznacuje pismeno B.

9.1 Apriorni rozdéleni

Obecné zndmou informaci o Youngové modulu pruznosti E je, ze jeho hodnoty nabyvaji
pouze kladnych hodnot. Proto je mozné zvolit jako prior lognormalni rozdéleni.

Resend konstrukce je vyrobena z oceli, jejiz hodnota modulu pruznosti se z praktickych
zkusenosti pohybuje nejcastéji okolo 210 GPa. Tuto hodnotu lze tedy povazovat za stfedni
hodnotu apriorniho rozdéleni. Protoze apriorni rozdéleni je pouze pocatecni odhad pravde-
podobnostniho rozdéleni parametru, neni ptilis jisté a smérodatna odchylka se zvoli pomérné
vysoka, konkrétné 110 GPa.
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Pro urychleni procesu MCMC pomoci nahrady plného modelu aproximaci Hermiteovymi
polynomy se vyuzije blizky vztah mezi standardné normalné rozdélenou proménnou £ a uva-

zovanym lognorméalné rozdélenym parametrem m

m = exp(pe + 0¢€), (9.1)

kdy se statistické momenty pe a o¢ stanovi z urcené stiedni hodnoty p,, = 210 GPa

a smérodatné odchylky o, = 110 GPa lognormalniho rozdéleni dle nasledujicich vzorcu:

2
fe = 1n\/02“—mTM2, e = /In (22, + 1). (9.2)

9.2 Citlivostni analyza

Jiz bylo stanoveno, kterd nahodna proménna bude identifikovéna, ale zatim neni urceno,
kterou nahodnou veli¢inu je vhodné pro tuto identifikaci mérit.

V feSeném piikladu je mozné vybirat celkem z péti premisténi r, konkrétné ze dvou
pootoceni ¢p a A a tfech posunu up, ua a wya. Rozptyly jednotlivych veli¢in odpovidajici
stanovenym pravdépodobnostnim rozdélenim vyskytujicich se parametru pro obé varianty

prikladu jsou uvedeny v Tabulce 9.1.

Priklad || up [mm] ¢p [mrad] wa [mm] wa [mm] @a [mrad]
Apcr 0,0192 1,8787  0,0192 3,7611-107° 7,4814
Anic 0,0191 1,8713  0,0191 3,7462-107° 7,4519
Bpce 0,0192 1,8750  0,0192 3,7580-107° 7,4665
Buic 0,0192 1,8760  0,0192 3,7610-107° 7,4703

Tabulka 9.1: Rozptyly jednotlivych premisténi.

Uvedené rozptyly jsou obdrzeny dvéma zpusoby. Index PCE oznacuje odhad rozptylu
stanoveny na zakladé koeficientu polynomialni aproximace modelu, jehoz vypocet vychazi
z rovnice (3.9), zatimco indexem MC je oznacena varianta s pouzitim oby¢ejné metody Monte
Carlo s n = 107 simulacemi plného numerického modelu, z nichz je odhad rozptylu vyjadien

jako

n

1 & 1
2 Z A __Z 2
Um‘ - E — (Tlvl n rl,l) : (93)

1=1

Z obdrzenych vysledku vyplyva, ze premisténi s nejvétsim rozptylem je z pootoceni s
a z posunuti up a ua. Uvedené veli¢iny se tedy na prvni pohled zdaji byt vhodné pro pouziti
pii identifikaci nejistého modulu pruznosti.

Nyni se provede citlivostni analyza za icelem urcit, kterda premisténi jsou na ndhodnych
parametrech nejvice zavisla. Pro variantu piikladu A lze citlivost vyjadiit pouze pomoci
korelace, protoze Sobolovy indexy by se v tomto piipadé s jednim nahodnym parametrem

vzdy rovnaly jedné. Citlivosti odezev v prikladu B s vice parametry jsou stanoveny ko-
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rela¢nimi koeficienty i Sobolovymi indexy. Vysledky citlivostni analyzy provedené pomoci

Spearmanova koeficientu poradové korelace jsou uvedeny v Tabulce 9.2.

Priklad up ©D UA WA PA
A PE.ri -1 1 -1 -1 -1
B PE.r; || -0,9993 0,9995 -0,9993 -0,9990 -0,9995

Tabulka 9.2: Vysledky citlivostni analyzy provedené pomoci Spearmanova koeficientu pota-
dové korelace.

Jak je vidét, citlivost jednotlivych slozek odezvy numerického modelu na vstupni para-
metr je ve vSech pripadech témér rovna jedné, resp. —1, ovSsem pfii provadéni fyzikalnich
experimentu je kazda métend veli¢ina zatizena chybami méreni. Tyto chyby, které vyjadiuji
jak moc nejsou jednotlivé mérené veliCiny jisté, se mohou pro ruzné veli¢iny lisit a je nutné
je pii citlivostni analyze vzit v potaz. V feSeném piikladu jsou chyby méfeni uvazovany jako
nahodné proménné s normalnim rozdélenim o prumeéru pu. = 0 mm, resp. mrad, a smérodatné
odchylce v piipadé posunt 0., = 1072 mm a v piipadé pootoceni 0., = 1 mrad. Vysledné
citlivosti zohlednujici stanovené chyby méteni ziskané Spearmanovym koeficientem poradové

korelace jsou v Tabulce 9.3.

Priklad T uUp ©D UA WA PA
A PE.rit+e -1 0,73475 -0,99517 -0,45727 -0,90008
B PEri+e || -0,99451 0,73472 -0,99451 -0,45695 -0,89978

Tabulka 9.3: Vysledky citlivostni analyzy pfi uvazovani chyb meéfeni provedené pomoci
Spearmanova koeficientu poradové korelace.

Nyni obdrzené citlivosti reflektuji chyby méfeni a zaroven i jejich pomér ku rozptylum
jednotlivych odezev. Dle Spearmanova koeficientu poradové korelace jsou tedy v obou uva-
zovanych ptikladech nejvice citliva premisténi na modul pruznosti pravé posuny up a ua
a pootoceni pu.

Vysledky citlivostni analyzy provedené metodou ANOVA jsou uvedeny v Tabulce 9.4.
7 duvodu vypocetni efektivnosti jsou indexy citlivosti jednotlivych premisténi na vsechny
parametry vypocteny na zakladé polynomidlni aproximace, kdy v podstaté veskery nutny
vypocetni cas slouzi k sestaveni této aproximace, v tomto piipadé konkrétné Hermiteova
polynomu 4. stupné. Srovnani ¢asové naroc¢nosti je podrobné probrano v Kapitole 4.1. Z hle-
diska identifikovani modulu pruznosti je ovSsem zasadni citlivost slozek odezvy pravé na tento
parametr, proto je prislusny index citlivosti stanoven také druhym moznym zptusobem, a to
metodou Monte Carlo s 107 simulacemi.

Z uvedenych vysledkt je na prvni pohled patrné, ze citlivost jednotlivych premisténi na
geometrické parametry modelu je velmi mala oproti odpovidajici citlivosti na identifikovany
modul pruznosti. Je to predevsim dano velkym rozptylem tohoto parametru, ktery vypovida

o nejistoté jeho hodnoty. Indexy citlivosti modulu pruznosti obdrzené obéma zpusoby se
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Index citlivosti up ©D UA WA PA
SpeE 0,0002 0,0004 0,0002 0,0000 0,0004
SYCE 0,0000 0,0001 0,0000 0,0005 0,0001
SYCE 0,0009 0,0000 0,0009 0,0004 0,0000
STCE 0,0000 0,0003 0,0000 0,0008 0,0003
SLCE 0,9986 0,9990 0,9986 0,9979 0,9990
SMc 0,9985 0,9989 0,9985 0,9979 0,9989
SMC+e 0,9934 0,6516 0,9933 0,2733 0,8810

Totalni index citlivosti Uup D UA WA YA
SETer 0,9989 0,9992 0,9989 0,9984 0,9992
STMC 0,9988 0,9991 0,9988 0,9982 0,9991
SpMete 0,9987 0,9998 0,9989 0,9983 0,9987

Tabulka 9.4: Vysledky citlivostni analyzy modelu B provedené pomoci metody ANOVA
s pouzitim polynomidlniho chaosu (PCE) a metody Monte Carlo (MC).

navzajem lisi velmi nepatrné a shoduji se s vysledky obdrzenymi Spearmanovym koeficientem
poradové korelace.

5};40“ a totalni index citli-

Piipadu s uvazovanim chyb métfeni odpovida index citlivosti
vosti SE’MC%. Zékladni index citlivosti, ktery vyjadiuje vliv samotného parametru, vypovida
o stejném efektu zavedeni chyb jako Spearmanuv koeficient, kdy se citlivost dané odezvy
snizi umérné poméru rozptylu chyby a rozptylu odezvy. Totalni index citlivosti ma v tomto
piipadé nevypovidajici hodnotu, protoze vyjadiuje kromé vlivu samotného parametru také
vliv tohoto parametru v kombinaci s ostatnimi parametry, tedy uvazuje také kombinaci pa-
rametru se zavedenou chybou, kterou je mozné si pro jednoduchost predstavit jako dalsi
pridany parametr.

Vystupem provedené citlivostni analyzy je nasledujici poradi premisténi dle citlivosti
na nejisty modul pruznosti od nejvice zavislého po nejméné zavislé: ua, up, @a, Pp a wa.
Jinymi slovy je posun wua nejvice vhodny pro pouziti pti identifikaci modulu pruznosti,

zatimco posun wy je pro tento kol nejméné vhodny.

9.3 Veérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce L(m,z) vystihuje naméfend data z, kterd poskytuji novou in-
formaci pouzitelnou ke zptesnovani pravdépodobnostniho rozdéleni neznamych parametru,
tj. k tvorbé posteriorniho rozdéleni p(m|z). V feseném piikladé se predpokldda, ze jednot-
livé métené veliciny, jimiz jsou ruzné slozky vektoru premisténi, maji normalni rozdéleni
vychézejici z normalniho rozdéleni chyb métfeni. Vérohodnostni funkce je pak sdruzena

normalni hustota pravdépodobnosti nahodného vektoru z

L(m, z) = p(z|m). (9.4)
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Parametry takového rozdéleni pti pouziti n, namérenych hodnot jsou vektor stfednich hod-

not p, = (1, flo, - - -, fn. )’ a kovarianéni matice
2
oh 0102012 0100 P1n,
2
0201P21 02 T 020, Pon
C. = ' ' o , (9.5)
: : iR O(n,—1)0n,P(n,—1)n,
2
0n.01Pn,1 On,020n.2 O'nzo-(nz—l)pnz(nz—l) Unz

kde o; je smérodatna odchylka méfené veliciny z; a p;; je korelace mezi i-tou a j-tou slozkou
vektoru z.

Interpretace nameérenych dat formou vérohodnostni funkce je zasadni krok pti bayesovské
identifikaci parametru, kdy vérohodnostni funkce spolu s apriornim rozdélenim udava po-
dobu posteriorniho rozdéleni. Z tohoto duvodu je vhodné se u stanoveni parametru vérohod-
nostni funkce na chvili zastavit. Pro jednoduchost se testovani vlivu nastaveni vérohodnostni
funkce provede na modelu s jednim parametrem m.

Jako prvni je uvazovan nejjednodussi pripad, kdy jednotlivd meéfeni z; jsou nezavisla
a kazdé z nich ptinasi zcela novou informaci pro aktualizaci rozdéleni nejistého parametru
m. Kovarian¢ni matice sdruzeného rozdéleni je vzhledem k nezavislosti jednotlivych slozek
vektoru z diagondlni, protoze korelace mezi jednotlivymi slozkami z; je pro vSechny kom-
binace slozek nulova. Za téchto podminek 1ze vérohodnostni funkci vyjadrit jako soucin

marginalnich hustot pravdépodobnosti

Nz
L(m,z1,...,2n.) =p(21,..., 2n.|m) = Hp(zi,m). (9.6)
i=1
Jako zdroj informaci je mozné pouzit bud nékolik rtuznych slozek vektoru premisténi r
nebo také nékolikrat mérit stejnou slozku, kazdy vysledek podava novy fakt o zkoumaném
materialu, ktery musi byt bran v potaz. Stfedni hodnoty jednotlivych margindlnich hustot
jsou rovny namérenym hodnotam a smérodatné odchylky se rovnaji piisluSnym stanovenym
chybam meérteni.

Popsand situace je zakladnim ptikladem bayesovské identifikace nejistého parametru,
ktery popisuje jeden konkrétni ndhodny jev, v tomto piipadé jeden konkrétni material
s nejistym modulem pruznosti. V praxi ale muze nastat také situace, kdy jsou namétrena
data ziskana pii zkouSeni ruznych materialu nebo jednoho heterogenniho materidlu ve vice
mistech. Rozptyl takovychto dat neni zpusoben jen chybou méfeni, ale i rozptylem ma-
teridlového parametru. Tento rozdil je ovSem zasadni a pouziti Bayesova postupu, jehoz
cilem je redukovat nejistotu vyplyvajici z neduveéry v provedené méreni, by v takovém piipadé
vedlo ke zprumérovani skuteénych heterogennich materialovych vlastnosti. Rozptyl experi-
mentalnich dat ma v této situaci svij vyznam a neni cilem ho redukovat.

Pro spravnou interpretaci méfeni heterogennich materiali je nutné odlisné zpracovani

obdrzenych dat. Ziskané hodnoty kazdé uvazované slozky vektoru premisténi ze vSech experi-
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mentu se slouci do jedné marginalni hustoty. Vérohodnost je v tomto piipadé soucinem tolika
marginalnich hustot, kolik se pro identifikaci pouzije slozek vektoru premisténi. Konkrétné se
pri pouziti experimentalnich dat z n, pokusu, kdy jsou zaznamenany hodnoty slozek vektoru
premisténi z,,, stanovi jednotlivé stredni hodnoty p; a smérodatné odchylky o; z nasledujicich

vzorcu:

i = iizri,l, (9.7)

respektive

Ne

o = ni; (2ot — 12)?. (9.8)
Tento pristup muze byt vnimam jako kombinace klasického a bayesovského piistupu
ke zpracovani dat a stanoveni pravdépodobnosti nahodného jevu. V prvni fazi je stanoveno
pravdépodobnostni rozdéleni pozorovaného nahodného jevu klasickym cetnostnim ptistupem,
nasledné se takto ziskana informace pouzije ve formé vérohodnostni funkce pii bayesovské

aktualizaci apriorniho rozdéleni.
Obdobnym postupem lze také zpracovat informaci o vzajemné zavislych métenich. V tom-
to pripadé kovarian¢ni matice uz neni diagondlni a sdruzenou hustotu pravdépodobnosti
nelze zapsat jako soucin marginalnich pravdépodobnosti. Vérohodnost lze nyni zapsat pouze

ve tvaru sdruzené normalni hustoty jako

p(2lm) = — e Malr-p)TC ). (9.9)
|Cx[(2m)"
7 obdrzenych méfeni se stanovi stfedni hodnoty, smérodatné odchylky a dale také kore-
lace mezi mérenimi odpovidajicimi jednotlivym slozkam vektoru premisténi pro sestaveni
kovarian¢ni matice.
Dvé popsané situace, které se zasadné lisi zpracovanim experimentalnich dat, jsou zob-
razeny na Obrazku 9.1. V obou ptipadech jsou uvedeny hustoty pravdépodobnosti vzhledem

ke sledované odezveé, v tomto pripadé je to posun ua. Pro aktualizaci apriorniho rozdélent,

E E Vérohodnost
= = Prior
= = Posterior
0.15 0.2 0.25 0.15 0.2 0.25
ua [mm] up [mm]

(a) (b)

Obrazek 9.1: Hustoty pravdépodobnosti posunu ua pro variantu Bayesovského ptistupu pri
méfeni jednoho materidlu (a) a vice materiala (b).

64



KAPITOLA 9. APLIKACE NA INZENYRSKE KONSTRUKCI

které se zde uvazuje zuzené se smérodatnou odchylkou rovnou 11 GPa, je pouzito deset
hodnot tohoto posunu. Obrazek 9.1a ukazuje tradicni Bayesuv pristup, kdy je méren je-
den konkrétni material a kazdé meéteni je vyuzito pro tvorbu jedné marginalni hustoty
pravdépodobnosti, jejichz souc¢in tvoii vérohodnostni funkci. Ve druhé varianté na Obréaz-
ku 9.1b je vérohodnost normalni rozdéleni s parametry stanovenymi z obdrzenych hodnot
posunu u, .

Grafy nazorné ukazuji rozdil ve vysledném posteriornim rozdéleni, které je pii pouziti
tradi¢niho Bayesova pristupu vyrazné uzsi, protoze s kazdou novou informaci dochéazi k jeho
zpresnéni. V druhé varianté se rozptyl posteriorniho rozdéleni zmensi oproti prvni varianté
mnohem méné, ale jak uz bylo feceno, tento rozptyl vystihuje kromé chyb méfeni také rozptyl
samotného materidlového parametru.

Déle jsou uvedeny také vysledky pro ptipad, kdy se pro bayesovskou identifikaci pouziji
hodnoty dvou premisténi, konkrétné posunu ua a pootoceni ws. Na Obrazku 9.2 jsou zob-
razeny grafy hustot pravdépodobnosti nejistého parametru E aktualizované pomoci deseti
experimentu (n. = 10), kdy jsou pro lepsi ndzornost chyby méfeni snizeny na 0,001 mm

u posunu a 0,1 mrad u pootoceni a apriorni rozptyl modulu pruznosti na 55 GPa.

N - Vérohodnost
Eﬂ/ Eﬂ/ Prior
& = Posterior
100 200 300 100 200 300
E [GPa] E [GPa
(a) (b)
S S S
ISH ISH ISH
100 200 300 100 200 300 100 200 300
E [GPa] E [GPa] E [GPa]

(c) (d) ()

Obrazek 9.2: Hustoty pravdépodobnosti parametru aktualizované pomoci 10 experimentu,
pii nichz je méfen posun uy a pootoceni pa.

V prvnich dvou grafech (a) a (b) jsou vysledky vSech experimentu povazovény za nové
informace a kazda namérend hodnota je primo pouzita k definovani vérohodnostni funkce.
Varianta 9.2a vystihuje ptipad, kdy se namérend data lisi pouze chybou méfeni, jedna se tedy

o méfeni jednoho konkrétniho materidlu. Vérohodnost je v tomto pripadé sdruzené normalni
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rozdéleni se stfednimi hodnotami rovnymi namérenym hodnotdam a diagonalni kovariancni

matici ~ -

a?u’I 0 0 0
: e 0 0 0
0 0 2 0 0

c = Ozuine : (9.10)
0 0 0 o? | 0
%28}

: : : : . 0
0 0 0 0 0 agwne

na jejiz diagonale jsou rozptyly prislusnych chyb méteni. Obdrzené posteriorni rozdéleni je
velmi uzké. Ve varianté 9.2b je pii kazdém experimentu pouzit jiny material a kazda odezva

je opét zatizena chybou méreni. Kovarianéni matice sdruzeného rozdéleni

U§u+u(E),1 T 0 0 0
: . 0 0
2
c® = RO ; (9.11)
z 2
0 0 0 0% (B 0
: : : : . 0
2
L 0 0 0 0 0 Us¢+<,o(E),ne i

je opét diagondlni, avsak nyni jsou na diagondle rozptyly o.,yu(E) @ 0,4, indukované
chybami méreni i fddové vétsim rozptylem materidlovych parametrii. Posterior ma oproti
varianté (a) vétsi rozptyl.

V nasledujicich ttech grafech je prezentovan ptipad kombinace ¢etnostniho a bayesovského
pristupu. Graf 9.2c zobrazuje variantu, kdy opakované méteni kazdé slozky odezvy je pouzito
jen pro ziskani prumérné hodnoty a smérodatné odchylky danych premisténi podle rovnic
(9.7) a (9.8). Oba posuny jsou vsak vzajemné stile uvazovany jako nezdvislé a kovariancni

matice ma nasledujici tvar

20
Ccl = [“u ) ] . (9.12)
0 ot

Vliv vzajemné zavislosti uvazovanych premisténi vystihuje graf 9.2d, z néhoz je patrné,
ze vérohodnost 1 z ni vychézejici posterior maji vétsi rozptyl nez ve varianté (c), protoze
nyni nejsou k dispozici dvé nové informace, ale pouze jedna nova informace a druha na ni

zavisla. Prislusnd kovarianéni matice

2
Ou0 o Pup o

2
c;d>:[ Tu ‘7“‘79"’)“*0] (9.13)

jiz neni diagonalni. Jelikoz v tomto ptripadé je korelace mezi sledovanymi premisténimi vy-
soka, snizuji ji pouze chyby méreni, vliv méné informativniho pootoceni je témér nulovy.

Tento fakt je mozné pozorovat ve varianté 9.2e, kdy je ¢ast vérohodnosti vychazejici z po-
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otoceni p, zcela odebrana a celd bayesovska identifikace vychéazi pouze z posunu uy. Rozdil
mezi grafy (d) a (e) je minimalni.

Na Obrazku 9.3 jsou zobrazeny vérohodnosti odpovidajici predstavenym situacim (a) az
(d) ve formé izolinii v zavislosti na posunu ua a pootoceni pa. Nejuzsi sdruzené rozdéleni
odpovida varianté (a), kdy jednotlivé smérodatné odchylky odpovidaji pouze chybam méfent
a v obrazku tvori prislusné izolinie nepatrnou svislou elipsu vlevo dole blizko ke stfedu grafu.
Ve vsech variantach s méfenim na ruznych materidlech byla pouzita stejna sada obdrzenych
dat, kterd jsou v grafu také zanesena. Rozdil vérohodnosti varianty (c) a varianty (d) je
v natoceni vzhledem k osam grafu, které znazornuje vzajemnou zavislost dat. Je patrné, ze
skuteéné rozdéleni téchto dat nejlépe vystihuje pravé vérohodnost varianty (d) a v pripadé

hledéni rozptylu vlastnosti heterogenniho materialu je tato vérohodnost nejvice vhodna.

7
6

_ = ()

£5 = (b)

£ & (c)

< 4 (d)

> x  Data
3

2
0.1 015 0.2 025 0.3 0.35

up [mm]

Obrazek 9.3: Podoba vérohodnostnich funkci vzhledem k uvazovanym premisténim.

9.4 Posteriorni rozdéleni

Po stanoveni apriorniho rozdéleni a vérohodnostni funkce nasleduje konecné faze, jejimz
produktem je hledané posteriorni rozdéleni. Jak uz bylo vylozeno v Kapitole 7, posteriorni
rozdéleni lze ziskat jeho vzorkovanim pomoci Markovova fetézce metodou Monte Carlo.
V této kapitole jsou rozebrany jednotlivé kroky praktické aplikace tohoto postupu, konkrétné
pii pouziti Metropolisova algoritmu.

V prvni fadé je nutné stanovit parametry zvoleného algoritmu. Jako poc¢ate¢ni bod neboli
vychozi stav Markovova fetézce se voli prumérna hodnota parametru z apriorniho rozdéleni.
Pocet stavii s je zvolen vysoky, konkrétné 107, z diivodu minimalizace vlivu pifpadnych
nevhodnych pocatecnich stavu, protoze se neuvazuje odstranovani poc¢atecni rozhotivaci pe-
riody. Hlavnim rysem Metropolisova algoritmu je symetrické navrhové rozdéleni, v feSenych
prikladech je toto rozdéleni vzdy normalni se stfedni hodnotou rovnou soutradnici predchoziho
stavu a zvolenou smérodatnou odchylkou. Velikost smérodatné odchylky se stanovi s ohledem

na autokorelaci fetézce a miru prijeti AR.

67



KAPITOLA 9. APLIKACE NA INZENYRSKE KONSTRUKCI

Pro nastaveni navrhového rozdéleni byla sledovana autokorelace Markovovych tetézcu

pro ruzné hodnoty smérodatné odchylky, jak je patrné z Obrazku 9.4. Pro nazornost jsou

— O q,optimal
¢0,=1GPa
<40, =5GPa
e o, =10 GPa
m o, =50 GPa

v o, = 100 GPa

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Posun Posun

oy amumal = 18,0 GPa oot = 18,9 GPa
0.8 0.8
o o
706 706
=} =i
=} =]
04 504
QU QU
0.2 0.2
0. | | — 0 ‘
1 10 100 1 10 100
o4 [GPa] o4 [GPa]

() (b)

Obrazek 9.4: Konvergence autokorelace v zavislosti na smérodatné odchylce navrhového
rozdéleni pro variantu s mérenim jednoho posunu u, (a) a celého vektoru premisténi r (b).

uvazovany dvé varianty modelu A, v prvnim piipadé se pro identifikaci modulu pruznosti
pouziva pouze posun u,, v druhém piipadé cely vektor premisténi . K identifikaci je vzdy
pouzito jedno méfeni zvolenych premisténi a kovariancéni matice ve vérohodnostni funkci
zohlediiuje pouze uvazované chyby méteni. Vzorky posteriorniho rozdéleni ziskané MCMC
odpovidajici jednotlivym variantam jsou X (m,uy), resp. X (m,r). Na hornich grafech je
znazornéna konvergence autokorelace se zvysujicim se vzajemnym posunem fetézce, zatimco
dolni grafy zobrazuji fez pti konkrétnim posunu o deset stavu pro stejné hodnoty smérodatné
odchylky jako na prvnich grafech.

Na Obrazku 9.4 jsou také uvedeny zvolené hodnoty smérodatnych odchylek g optimal-
Uvedené finalni hodnoty smérodatnych odchylek pro oba Markovovy fetézce jsou stanoveny
pomoci optimalizace, kdy minimalizovanou t¢elovou funkei f(X) je soucet hodnot autoko-

relaci pro maximalni posun o 50 kroku, tzn.
50
F(X) = corr(X(1:107 —t 4 1), X(¢: 107)). (9.14)
t=0

Korelace je vyjadiena pomoci Spearmanova koeficientu poradové korelace. Pro samotnou op-

timalizaci je pouzita funkce fmincon() ve varianté optimaliza¢ni metody interior-point
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implementovand v MATLABu, ktera slouzi pro hledani minima omezenych nelinearnich
funkci vice proménnych.

Porovnani presnosti posteriorniho rozdéleni pii pouziti polynomidlni aproximace sesta-
vené pomoci linedrni regrese namisto plného numerického modelu v zavislosti na pouzitém
stupni polynomu je znédzornéno na Obrazku 9.5. Z grafu je patrné, ze pro 4. stupen Hermi-
teova polynomu se vysledné posteriorni rozdéleni lisi od vysledku ziskaného pomoci plného
modelu velmi mélo, zatimco vypocetni narocnost, kterd je uvedena v Tabulce 9.5, je vyrazné

nizsi.

minng
|

23|

=

JDeA|
hshehehetsy|
= QO =

Posterior(F)
Posterior(E)

Obrazek 9.5: Posteriorni rozdéleni Youngova modulu pruznosti ziskané pomoci plného mo-
delu (FM) a polynomidlni aproximace p-tého stupné pro variantu s uvazovanim jednoho
posunu u (a) a celého vektoru premisténi r (b).

Na jednodussi varianté s méfenim pouze posunu ua jsou pro srovnani ukazany také
vysledky ostatnich metod sestaveni PCE aproximace. Na Obréazku 9.6 jsou grafy obdrzenych
posteriornich rozdéleni v zavislosti na pouzitém stupni polynomu. Pfesnost ziskanych poste-
riortt pomoci stochastické kolokace i semi-intruzivni Galerkinovy metody je obdobna jako pii
pouziti linearni regrese, opét je dostatecny 4. stupen polynomu pro velmi presnou aproximaci
plného modelu. Parametry odpovidajicich Markovovych tetézcu X (m, ua) pii pouziti téchto

polynomialnich aproximaci 4. stupné jsou uvedeny v Tabulce 9.5.

—FM —FM —FM
4p=1 4p=1 4p=1
ep=2 ep=2 ep=2
Ep=3 mp=3 mp=3
vp=+4 vp=4 vp=4

Posterior(F)
Posterior(F)
Posterior(F)

Obrazek 9.6: Posteriorni rozdéleni Youngova modulu pruznosti ziskané pomoci plného mo-
delu (FM) a polynomidlni aproximace p-tého stupné sestavené stochastickou kolokaci (KPN,
GQN) a Galerkinovou metodou (GM KPN) pro variantu s pouzitim jednoho posunu ux .
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Tabulka 9.5 obsahuje parametry Markovovych fFetézcu obdrzenych plnym modelem (FM)
i pomoci polynomialnich aproximaci (PCE) 4. stupné. Pro stanovené smérodatné odchylky
ndhodného kroku oy optimalu, = 18,9 GPa a 0goptimarr = 18,5 GPa je mira prijeti AR

v doporuceném intervalu 0,1 az 0, 6.

MCMC s AR Cas [s] | ux [GPa] ox [GPa]
M X (m,us)|[ 107 0,553 3958 | 221,92 11,316
X (m,r) || 107 0,447 4693 | 221,55 7,879

LHS X(m,ua) || 107 0,555 550 | 222,28 11,409
KPN X (m,us)| 107 0,555 532 | 222,29 11,412
)
)

PCE GQN X(m,ua) | 107 0,555 537 | 222,23 11,418
GM  X(m,u) || 107 0,559 532 | 222,47 11,553
LHS X(m,r) [ 107 0,449 755 221,92 7,941

Tabulka 9.5: Parametry obdrzenych Markovovych fetézcu: pocet vzorku s, mira ptijeti AR,
¢asova narocnost, prumeér px a smérodatnd odchylka ox odpovidajictho navzorkovaného
posteriorniho rozdéleni.

Stanovené hodnoty pruméru a smérodatné odchylky posteriorniho rozdéleni se pti pouziti
FM a PCE piilis nelisi. Z jednotlivych metod sestaveni polynomialni aproximace dava
nejpresnéjsi vysledky linearni regrese, ktera je aplikovdna ve vSech ostatnich uvedenych
prikladech. Timto je potvrzeno, ze vybér této numerické metody na zakladé vysledku ob-
drzenych v prvni ¢asti diplomové prace je spravny i v pripadé jejiho pouziti pti bayesovské
identifikaci.

Vliv volby odezvy, ktera se pouzije pro identifikaci nejistého parametru, nazorné ukazuje
Obrazek 9.7, ktery zobrazuje apriorni rozdéleni modulu pruznosti, dvé varianty vérohodnostni

funkce a k nim odpovidajici dvé posteriorni rozdéleni. Prvni vérohodnostni funkce vychazi

prior
x  L(m,wa)
p(mjwa)
x  L(m,un)
3| plm]u)
Y — Skutec¢nost

100 200 300 400 500
E [GPa]

Obréazek 9.7: Posteriorni rozdéleni Youngova modulu pruznosti ziskané pomoci nejméné in-
formativniho premisténi wa a nejvice informativniho premisténi ua.

z méfeni posunuti wa nejméneé citlivého na zménu identifikovaného parametru, kdy je patrné,

ze vysledny posterior se tolik nelisi od puvodniho apriorniho rozdéleni. Na druhou stranu
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je také uvedena vérohodnostni funkce vychazejici z nejvice citlivého posunuti u,, kdy tato
nova informace ma mnohem vétsi vliv na aktualizované posteriorni rozdéleni. V grafu je
také uvedena cernou ¢arou hodnota modulu pruznosti, ktera skuteéné odpovida namérenym
hodnotam posunuti, z nichz vychazi pouzita vérohodnost. Posteriorni rozdéleni ziskané na
zakladé méreni nejvice informativniho posunu ma ztetelné mensi rozptyl a jeho prumérna
hodnota se ptiblizné rovna skutecné hodnoté odpovidajici namérenému posunu narozdil od
posterioru stanoveného pomoci métreni nejméné informativniho posunu.

Pro nézornost je déle uveden Obréazek 9.8, na némz jsou zobrazena posteriorni rozdéleni
ziskand postupné pomoci jednoho az vSech péti premisténi. Nejprve je pouzita pro identifi-
kaci modulu pruznosti nejméné informativni odezva, a posléze je pridana vice informativni
az po nejvice informativni odezvu. Tendence posteriorniho rozdéleni postupné se blizit hle-
dané skutecné hodnoté modulu pruznosti je zietelna. Z grafu je déle patrné, ze ptridanim
premisténi, které neni tolik informativni, se posteriorni rozdéleni nezpiesni tolik, jako pri

pridani vice informativniho premisténi.

WA
WA ,$D
WA L,LD,PA
WA ,¥D,PA,UD
WA ,PD,PA,UD,UA
—— Skutec¢nost

Posterior(F)

: —

100 200 300 400 500 600
E [GPa]

Obrazek 9.8: Posteriorni rozdéleni Youngova modulu pruznosti ziskané na zakladé jedné az
vSech péti slozek vektoru premisténi postupné od nejméné po nejvice informativni slozku.

V pripadé, kdy je meéren nékolikrat nejvice informativni posun mohou nastat rtzné
situace, které vystihuje Obrazek 9.9. V prvnim piipadé jsou nameéreny pokazdé presné
stejné hodnoty posunu, jde o nerealistickou situaci, kterd je uvedena pro ilustraci. Vyvoj
posteriorniho rozdéleni pti uvazovani jednoho az péti méteni je pro tuto variantu zobra-
zen na Obrazku 9.9a. Druhd situace, kdy je pii kazdém méreni nameérena jind hodnota
vlivem chyb méteni, je redlnéjsi a odpovidajici posteriorni rozdéleni uvadi Obrazek 9.9b.
Jak vyplyva z Obrazku 9.9a, metoda bayesovské identifikace poskytuje pfimé zpiesnovani
pravdépodobnostniho rozdéleni pii pouziti presnych dat. Pokud jsou ovSem nové informace
pouzité pro aktualizaci rozdéleni nejistého parametru zatizeny chybami méfeni, muze mit
posteriorni rozdéleni ziskané touto metodou pii malém poctu métreni zavadeéjici charakter.
Pro ziskani dostatecné presného posteriorniho rozdéleni je tedy nejlepsi mit k dispozici co

nejvice presna data v co nejvétsim poctu.

71



KAPITOLA 9. APLIKACE NA INZENYRSKE KONSTRUKCI
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Obrazek 9.9: Posteriorni rozdéleni Youngova modulu pruznosti ziskané pomoci odezvy ua pii
ruznych poctech provedenych experimentu, které maji stejny vysledek (a), respektive ruzné
vysledky vychazejici z chyb méfeni (b).

Timto jsou probrany zakladni aspekty bayesovské identifikace na modelu A s jednim
parametrem a nyni se predstaveny postup aplikuje také na model B, v némz vystupuji

kromé dosavadniho materidlového parametru dalsi ¢tyii parametry geometrické.

9.5 Viceparametricky model

vvvvv

E, zatimco geometrické parametry [,, 1,1, I, a I,3 vyjadiujici geometrické nepresnosti
vyroby maji vSechny pomérné uzsi norméalni apriorni rozdéleni vychézejici z predepsanych
histogramu zobrazenych na Obrazku 4.2.

Identifikace vSech parametru je provedena na zakladé méreni celého vektoru premisténi
r, kdy jsou jednotlivé slozky vnimany jako nezavislé a je identifikovana jedna konkrétni kon-
strukce. Jde tedy o tradiéni Bayesuv pristup, pfi némz je aktualizace apriorniho rozdéleni
uskuteénéna pomoci vérohodnosti zalozené na péti nezavislych premisténich ziskanych pii
jednom experimentu a zatizenych nejistotou zpusobenou chybami méreni. Piislusna kova-

rianéni matice

[ 02 0 0 0 ]
0 o2 0 0 0
C.=| 0 o2 0 0 (9.15)
0 0 0 o2 0
| 0 0 0 0 o2 |

je diagonalni a vystupujici rozptyly odpovidaji chybam meéfeni pro jednotliva premisténi

0., = 1072 mm a o, , = 1 mrad. Vektor stfednich hodnot vérohodnostni funkce obsahuje

u
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nameérené hodnoty premisténi

T (9.16)

Mz = (ZuD7 Zpp s Fup s Fwp ZgoA)

Vysledky provedené identifikace jsou zobrazeny na Obrazku 9.10, kde je postupné ukézano

apriorni rozdéleni, vérohodnost a obdrzeny posterior ptislusici jednotlivym parametrim.

& Y Y
o =) % =) ¢ <)
0.98 1 1.02 0.9 1 11 0.9 1 1.1
la H Ial H 102 H
o —~ —&— Prior
~ S —— Vérohodnost
= & Posterior
& )
0.9 1 11 100 200 300 400 500
Iy5 [ E [GPa]

Obrazek 9.10: Prior, vérohodnost a posteriorni rozdéleni jednotlivych nejistych parametru.

Je patrné, ze identifikaci bylo zpresnéno nejvice apriorni rozdéleni materialového para-
metru, ktery byl nejvice nejisty. Posteriorni rozdéleni geometrickych parametru se v podstaté
od apriorniho nelisi. Tento jev je dusledkem velmi malé citlivosti odezvy na geometrické pa-

rametry, ktera vede na velmi plochou vérohodnostni funkci odpovidajici témto parametrim.
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Kapitola 10

Shrnuti

Tato ¢ast diplomové prace se zaméruje na Bayesuv piistup pii identifikaci nejistych pa-
rametru vypocetniho modelu. Jednd se o velmi efektivni zpusob, jakym lze snizit nejistotu
tykajici se vstupnich parametru, kterymi jsou v této praci materidlové a geometrické para-
metry ramové konstrukcee.

Bayesovska identifikace vychézi z jednoduché myslenky, kdy je vhodnou kombinaci do-
savadnich expertnich znalosti o nejistém parametru a nové nabytych informaci ziskanych
z experimentu obdrzeno aktualizované pravdépodobnostni rozdéleni nejistého parametru.
Zakladnimi terminy v této problematice je apriorni rozdéleni vychazejici z pocatecnich
védomosti, vérohodnostni funkce reflektujici experimentalni vysledky a posteriorni rozdélent
jako vysledek celé identifikace.

Jelikoz formulace posteriorniho rozdéleni nebyva jednoduchd a casto obsahuje viceroz-
meérné integraly, je pro jeho ziskani a pripadné stanoveni prislusnych statistickych momentu
nutné pouzit vhodnou metodu, kterou je v této praci metoda Monte Carlo pro Marko-
vovy Tetézce. Konkrétné je aplikovan Metropolisuv algoritmus se symetrickym néavrhovym
rozdélenim. Parametry navrhového rozdéleni jsou stanoveny na zakladé minimalizace autoko-
relace obdrzeného Markovova fetézce. Déle je sledovana mira pfijeti Markovovych tetézc,
pro kterou existuje doporuceny interval hodnot, pti nichz se stacionarni rozdéleni fetézce
optimalné rovna hledanému posteriornimu rozdéleni.

Pouziti Markovovych fetézcu umoznuje vyhnout se slozitym vypoctum integrali, ovsem
vypocetni narocnost vyplyvajici z pozadovaného velkého poctu vzorki je vysokd. Resenim je
nahrazeni plného modelu polynomialni aproximaci, jejimz sestavenim se zabyva prvni cast
diplomové préace. V této césti je uspésné aplikovana linearni regrese pro tvorbu aproximace
modelu Hermiteovymi polynomy. Vzajemné srovnani vSech ptredstavenych metod je prove-
deno na piikladu s jednim nejistym parametrem a vysledky potvrzuji vhodnost volby linedrni
regrese.

Pro stanoveni slozky odezvy vhodné k pouziti pti identifikaci nejistych parametru je pro-
vedena citlivostni analyza. Citlivost je stanovena dvéma zpusoby, konkrétné pomoci Spear-

manova koeficientu poradové korelace a pomoci indexu citlivosti vychézejicich z analyzy
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rozptylu ANOVA, které lze vyhodné stanovit ptimo z koeficientu polynomialni aproximace.
Vysledky potvrdily, ze citlivostni analyzou je mozné urcit informativni slozky odezvy, jejichz
méreni nejvice prispéje ke snizeni nejistot v popisu zkoumanych parametru.

Pti aplikaci popsané metody identifikace neni v této praci cilem pouze obdrzeni vysledného
posteriorniho rozdéleni, ale predevsim prozkoumani chovani metody pro ruzna nastaveni.
Napiiklad jsou probrany odlisné pristupy k obdrzenym experimentdlnim datum a pouzity
ruzné kombinace vice ¢i méné informativnich slozek odezvy s ohledem na efektivnost identi-
fikace jednoho parametru. Déle je provedeno také porovnani identifika¢niho procesu pro vice

nejistych parametru s odpovidajici rozdilnou citlivosti mérené odezvy.
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Zaver

Predlozend diplomova préace se soustiedi na identifikovani nejistot tykajicich se odezvy
i parametru vypocetnich modelu. Tato problematika je v dnesni dobé aktualni a diky vyvoji
vypocetni techniky nachazeji predstavené postupy siroké uplatnéni v ruznych oborech.

Diplomova prace je koncepcné rozdélena do dvou na sebe navazujicich ¢ésti. Zatimco
prvni ¢ast se zaméruje na tvorbu aproximaci pomoci polynomialniho chaosu, v druhé c¢asti
je vytvoreny polynomidlni ndhradni model efektivné vyuzit pti vzorkovani Markovovych
fetézcu metodou Monte Carlo pro ziskani posteriorniho rozdéleni nejistych parametru mo-
delu. Strucny popis praktického postupu pii implementaci zkoumanych metod je uveden
v Piiloze A.

V prvni ¢asti prace jsou predstaveny a porovnany tii riuzné metody pro sestaveni po-
lynomialni aproximace, ktera je vytvorena pro vypocetni model jednoduché ramové kon-
strukce s nahodnymi parametry. Zkoumanymi metodami jsou linearni regrese, stochasticka
koloka¢ni metoda a stochastickd Galerkinova metoda ve své plné i semi-intruzivni formeé.
Vytvorené nahradni modely jsou aplikovany pti analyze nejistot v odezvé modelu a sta-
noveni pravdépodobnosti poruchy modelované konstrukce. Metody jsou porovnany z hle-
diska vypocetnich pozadavku a dosazené presnosti obdrzenych aproximaci, v potaz je brana
i narocnost aplikace jednotlivych metod. Pro pouziti v nasledujici ¢asti prace je po zvazeni
vSech uvedenych hledisek vybrana metoda linearni regrese zalozena na navrhu experimentu
ziskaného metodou Latin Hypercube Sampling.

Druha céast prace se zabyva bayesovskou identifikaci nejistych parametri. Tato me-
toda umoznuje sloucit veskeré dostupné znalosti a experimentalné obdrzena data do jed-
noho zpresnéného popisu, kterym je posteriorni rozdéleni zkoumaného nejistého parametru.
Hledany posterior je souc¢inem apriorniho rozdéleni a vérohodnostni funkce, jejiz sestaveni
je v praci podrobné rozebrano. Jelikoz analytické vyjadieni posteriorniho rozdéleni neni
v mnoha piipadech mozné, jsou za timto tcelem vyhodné pouzivané Markovovy fetézce, které
poskytuji vzorky i ze slozitych pravdépodobnostnich rozdéleni. Z divodu ¢asové narocnosti
je pro vzorkovani posteriorniho rozdéleni pouzita namisto plného numerického modelu jeho

polynomialni aproximace vytvorend, jak je vyse uvedeno, linearni regresi. Soucésti préace je
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také jednoduché srovnani ostatnich metod pro sestaveni polynomialni aproximace pii pouziti
v identifika¢nim procesu, které potvrzuje zavér vyvozeny z vysledku prvni ¢asti prace.
Pti zpracovavani feseného tématu vznikly dalsi prace, které byly autorkou prezentovany

na narodnich i mezinarodnich konferencich [17, 20, 18, 19] a na studentskych soutézich [15].
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Priloha A
Implementace metod

Pro implementaci vSech popsanych postupu byl zvolen v dnesni dobé velmi oblibeny
program MATLAB, ktery kombinuje kvalitni technicky programovaci jazyk a interaktivni
prostiedi pro vyvoj algoritmu, numerické vypocty a analyzu dat.

Nejprve byl vytvoten kéd plného numerického modelu ramové konstrukce se dvéma va-
riantami vystupu (rezerva spolehlivosti Z, vektor premisténi r). Nésledné byly implemen-
tovany metody sestaveni polynomialni aproximace - linedrni regrese, stochasticka kolokacni
metoda a stochasticka Galerkinova metoda.

Vyhodou pouzitého programovaciho prostiedi je siroka nabidka preddefinovanych funkei
i jeho obecnd rozsitenost, kterd umoznuje sdilet vytvorené kody s mnoha uzivateli. V této
praci byly kromé standardnich funkci obsazenych v MATLABu pouzity také nékteré funkce
z volné dostupné knihovny zabyvajici se stochastickou Galerkinovou metodou [40].

Konkrétné byly pouzity funkce:

e multiindex (), kterd stanovuje matici indexu jednotlivych proménnych v ortogonélnich

polynomech v zavislosti na zvoleném stupni polynomu,

e hermite_triple_fast (), ktera pocitd integral ze souc¢inu tii Hermiteovych polynomu

pres standardni normalni rozdéleni,

e gpc_evaluate(), kterd vyhodnocuje zvoleny polynom pro stanovené hodnoty promén-

nych.

Posledni ze zminénych funkci se v praci neosvédcila pii soucasném vyhodnocovani vice PCE
pro velké mnozstvi vzorku, proto byla vytvorena jednodussi funkce, ktera je pro uvedené
piiklady dostacujici a mnohem méné casové narocné.

Pro identifikaci nejistych parametru byl naprogramovan Metropolisuv algoritmus pro
sestaveni Markovova tetézce. Dale byly vytvoreny funkce pro citlivostni analyzu provedenou
na zakladé vzorku MC i koeficientu PCE.

Numerické vysledky byly obdrzeny pomoci popsanych kédu a ziskana data byla dale
graficky zpracovana také v prosttedi MATLAB.
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