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Abstrakt

Z hlediska spolehlivosti se muśı při návrhu konstrukćı zohlednit mnoho d̊uležitých faktor̊u.

Náležitá analýza spolehlivosti vyžaduje určit nejistoty, které se těchto faktor̊u týkaj́ı, at’ se

jedná o podmı́nky okolńıho prostřed́ı či o materiálové vlastnosti. Značný vývoj efektivńıch

metod pro stochastické modelováńı umožnil propagaci nejistot u složitých model̊u. Ćılem

této diplomové práce je shrnout a porovnat několik př́ıstup̊u použ́ıvaných pro analýzu nejis-

tot a identifikaci parametr̊u výpočetńıch model̊u se zahrnut́ım nejistot. Společným znakem

všech zkoumaných metod je nahrazeńı plného numerického modelu jeho polynomiálńı apro-

ximaćı pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti. Vyšetřované metody pro sestaveńı polynomiálńıho

chaosu jsou polynomiálńı regrese založená na metodě Latin Hypercube Sampling, stochas-

tická kolokačńı metoda a stochastická Galerkinova metoda. Vytvořený náhradńı model může

být následně použit v kombinaci s metodou Monte Carlo nebo Monte Carlo s Markovovými

řetězci pro určeńı nejistoty v odezvě modelu, vyhodnoceńı pravděpodobnosti poruchy kon-

strukce nebo upřesněńı nejistot ve vstupńıch parametrech modelu založených na experi-

mentálně naměřených datech. Výhody a nevýhody těchto metod jsou demonstrovány v po-

rovnáńı s tradičńı metodou Monte Carlo na jednoduchém ilustrativńım př́ıkladu rámové

konstrukce.

Kĺıčová slova

propagace nejistot, analýza spolehlivosti, stochastické modelováńı, lineárńı regrese, sto-

chastická kolokačńı metoda, stochastická Galerkinova metoda, bayesovská identifikace, Monte

Carlo pro Markovovy řetězce



Abstract

Regarding the structural reliability many important factors have to be taken account in

designing of structures. An appropriate reliability analysis requires propagation of the uncer-

tainties in these factors such as the environmental conditions as well as structural properties.

An extensive development of efficient methods for stochastic modelling enabled uncertainty

propagation through complex models. The aim of this diploma thesis is to review and com-

pare several approaches for uncertainty analysis and parameter identification involving uncer-

tainties. The common attribute of all the methods under the study is replacement of the full

numerical model by its polynomial approximation in order to reduce the computational

effort. The investigated methods for construction of polynomial chaos expansion are poly-

nomial regression based on Latin Hypercube Sampling, stochastic collocation method and

stochastic Galerkin method. The obtained surrogate model can be then used within Monte

Carlo or Markov chain Monte Carlo sampling so as to quantify the uncertainty in model

output, to evaluate the structural failure probability or to update the uncertainty in model

inputs based on experimental data. The advantages and disadvantages of these methods are

demonstrated within the comparison with the traditional Monte Carlo method on a simple

illustrative example of a frame structure.

Keywords

uncertainty propagation, reliability analysis, stochastic modelling, polynomial chaos ex-

pansion, linear regression, stochastic collocation method, stochastic Galerkin method, Baye-

sian identification, Markov chain Monte Carlo
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9.4 Posteriorńı rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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9.1 Rozptyly jednotlivých přemı́stěńı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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FM Plný numerický model (Full Model)

GM Galerkinova metoda (Galerkin Method)

GQN Gaussova kvadratura pro normálńı rozděleńı
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β Koeficient polynomu

ψ Polynom z ortogonálńı báze

ξ Standardńı proměnná s požadovaným rozděleńım

E Young̊uv modul pružnosti

f Vektor zat́ıžeńı

K Matice tuhosti

m Parametr modelu

Pr(F ) Pravděpodobnost poruchy



p(m) Apriorńı rozděleńı, prior

p(m|z) Posteriorńı rozděleńı, posterior

p(z|m), L Věrohodnostńı funkce, věrohodnost

r Vektor přemı́stěńı

r̃ Polynomiálńı aproximace vektoru posunut́ı

S Index citlivosti

ST Totálńı index citlivosti

X Markov̊uv řetězec

Z Rezerva spolehlivosti

z Experimentálńı měřeńı

Zkratky a symboly s méně častým výskytem jsou vysvětleny pouze v textu.



Kapitola 1

Úvod

Při analýze spolehlivosti, určováńı životnosti či navrhováńı konstrukćı jako takovém je

nutné brát v úvahu všechny relevantńı informace stejně jako přirozené nejistoty obsažené

v př́ırodńıch podmı́nkách, zat́ıžeńı nebo materiálových vlastnostech. Vývoj nových tech-

nologíı a s ńım spjaté zvyšováńı výkonu výpočetńı techniky umožnily aplikovat nedávno

vyvinuté postupy v oblasti stochastické mechaniky na reálné inženýrské problémy.

Jednou z metod vyhodnocuj́ıćı nejistoty, na kterou se zaměřuje tato diplomová práce,

je stochastická metoda konečných prvk̊u (SFEM z ang. Stochastic Finite Element Method)

[26, 34]. SFEM patř́ı mezi metody analýzy nejistot založené na vyhodnocováńı vyšš́ıch sta-

tistických moment̊u odezvy konstrukce.

Pro efektivńı propagaci nejistot je vhodné použ́ıt SFEM v kombinaci s polynomiálńım

chaosem (PCE z angl. Polynomial Chaos Expansion) [39], který poskytuje aproximaci odezvy

modelu ve stochastickém prostoru. Výhodou polynomiálńı aproximace neńı jen nižš́ı časová

náročnost, ale také jej́ı uspořádáńı, které umožňuje vyjádřit nejistotu v odezvě modelu ana-

lyticky př́ımo z koeficient̊u polynomů.

Existuje několik možných př́ıstup̊u pro vytvořeńı aproximace odezvy modelu pomoćı

PCE. Tato práce se zabývá konkrétně lineárńı regreśı [4], stochastickou kolokačńı metodou

[1, 37] a stochastickou Galerkinovou metodou [2, 27]. Mezi jednotlivými metodami jsou

následuj́ıćı základńı rozd́ıly.

Lineárńı regrese se sestavuje pomoćı sady simulaćı provedené na základě návrhu expe-

riment̊u, který se obvykle źıskává pomoćı metody Latin Hypercube Sampling. Koeficienty

PCE se poté obdrž́ı regreśı výstup̊u modelu v návrhových bodech, která vede na řešeńı

soustavy rovnic.

Daľśı dvě metody jsou deterministické. Stochastická kolokace použ́ıvá sadu simulaćı mo-

delu provedenou pro ř́ıdkou mř́ıžku (z angl. sparse grid), jež se sestav́ı pro zvolenou úroveň

přesnosti. Výpočet koeficient̊u PCE je pak založen na explicitńım vzorci. Stochastická Ga-

lerkinova metoda se předevš́ım odlǐsuje od předchoźıch dvou t́ım, že vyžaduje modifikaci

samotného numerického modelu. Daľśı jej́ı nevýhodou je řešeńı velké soustavy rovnic pro

źıskáńı koeficient̊u PCE.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

Prvńım ćılem diplomové práce je studie a srovnáńı těchto metod pro efektivńı propa-

gováńı nejistot numerickým modelem z hlediska výpočetńı náročnosti a výsledné přesnosti.

Na tuto problematiku se zaměřuje prvńı část předložené práce, v ńıž jsou jednotlivé metody

nejprve představeny a následně aplikovány na ilustrativńım inženýrském př́ıkladu jedno-

duché rámové konstrukce. V této části se numerické metody využij́ı pro analýzu nejistot

v odezvě modelu a také pro výpočet spolehlivosti konstrukce.

Navazuj́ıćı část práce se soustřed́ı na identifikaci nejistých vstupńıch parametr̊u, pro

ńıž je zvolen bayesovský př́ıstup [7]. Jedná se o inverzńı postup, při němž je počátečńı

nejistota v parametrech modelu redukována pomoćı naměřených dat. Základńı myšlenkou

bayesovské identifikace je zahrnut́ı všech dostupných informaćı do výsledného pravděpodob-

nostńıho popisu zkoumaného parametru.

Formulace hledaného pravděpodobnostńıho rozděleńı nejistého parametru nebývá jed-

noduchá, a proto je pro jeho obdržeńı vhodné použ́ıt Markov̊uv řetězec vytvořený meto-

dou Monte Carlo [9], který poskytuje vzorky z jakéhokoliv pravděpodobnostńıho rozděleńı.

Nevýhodou této metody jsou vysoké výpočetńı nároky vyplývaj́ıćı z požadovaného velkého

počtu vzork̊u pro dosažeńı dostatečné přesnosti.

Daľśım ćılem diplomové práce je aplikace polynomiálńıho chaosu představeného v prvńı

části práce pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti tohoto postupu. Bayesovský př́ıstup v kombi-

naci s využit́ım polynomiálńı aproximace odezvy modelu umožňuje efektivńım zp̊usobem

identifikovat parametry výpočetńıch model̊u se zahrnut́ım nejistot v naměřených datech

či v údaj́ıch poskytnutých expertem. V této části práce se numerické metody využij́ı pro

bayesovskou identifikaci parametr̊u na př́ıkladu rámové konstrukce z prvńı části s r̊uznými

variantami naměřených dat a nejistých parametr̊u.
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Analýza nejistot a výpočet
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Kapitola 2

Analýza nejistot

V dnešńı době se mnohé fyzikálńı experimenty nahrazuj́ı časově a finančně méně nároč-

nými poč́ıtačovými simulacemi. Je samozřejmé, že od těchto simulaćı se požaduje co nejvyšš́ı

mı́ra přesnosti vzhledem k vystihnut́ı reálných děj̊u, které jsou ale ve většině př́ıpad̊u ovliv-

ňovány náhodnými vlivy r̊uzného charakteru. Např́ıklad u stavebńıch konstrukćı mohou být

náhodné materiálové vlastnosti, geometrie, zat́ıžeńı a podobně. V těchto př́ıpadech je pro

popsáńı reality nutné kromě samotné přesnosti matematického výpočetńıho modelu brát

v úvahu i vliv náhodnosti p̊usob́ıćıch faktor̊u na výsledek sledovaného děje.

Pro určeńı vlivu náhodných faktor̊u slouž́ı analýza nejistot [23], při ńıž se klasický de-

terministický model, jehož vstupńı parametry jsou definovány pouze jako určité hodnoty,

rozš́ı̌ŕı na stochastický model

r = M(m), (2.1)

jehož vstupńı parametry m maj́ı pravděpodobnostńı rozděleńı. K vyhodnocováńı nejistot

v odezvě stochastického modelu je možné přistupovat dvěma př́ıstupy. V př́ıpadě pravděpo-

dobnostńı analýzy je výstupem spolehlivost, která udává s jakou pravděpodobnost́ı se výsle-

dek shoduje s realitou. Při statistické analýze se vyhodnocuj́ı statistické momenty odezvy či

se modeluje jej́ı pravděpodobnostńı rozděleńı.

Metody vyhodnocuj́ıćı nejistoty mohou být tedy rozděleny do dvou základńıch skupin:

i metody analýzy spolehlivosti, jako je spolehlivostńı analýza prvńıho či druhého řádu

(FORM/SORM z angl. First (Second) Order Reliability Method) určuj́ıćı pravděpo-

dobnost poruchy na základě mezńıch stav̊u [6],

ii metody zaměřené na vyhodnocováńı vyšš́ıch statistických moment̊u odezvy konstrukce,

do této skupiny patř́ı i stochastická metoda konečných prvk̊u, o ńıž pojednávaj́ı práce

[26, 34].

SFEM je výkonný nástroj ve výpočetńı stochastické mechanice rozšǐruj́ıćı klasickou metodu

konečných prvk̊u (FEM) do stochastického systému obsahuj́ıćıho konečné prvky, jejichž vlast-

nosti jsou náhodné [10].
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KAPITOLA 2. ANALÝZA NEJISTOT

Tato práce se zaměřuje na SFEM založený na polynomiálńım chaosu použitém pro apro-

ximaci odezvy modelu ve stochastickém prostoru. Po źıskáńı aproximace může být nejistota

odezvy modelu spočtena analyticky př́ımo z koeficient̊u polynomů nebo pomoćı metody

Monte Carlo (MC) využité pro vzorkováńı parametr̊u modelu a vyhodnoceńı PCE mı́sto

plného numerického modelu. Účinnost této metody záviśı na výpočetńıch požadavćıch sesta-

veńı PCE a z nich vyplývaj́ıćı přesnosti aproximace.
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Kapitola 3

Polynomiálńı chaos

Pro urychleńı procesu vzorkováńı při analýze nejistot může být vyhodnocováńı plného

numerického modelu, které může být v př́ıpadě složitých model̊u velmi časově náročné,

nahrazeno vyhodnocováńım tzv. náhradńıho modelu (z angl. surrogate model). V této práci

se konkrétně jedná o hledáńı aproximace odezvy modelu r pomoćı rozvoje polynomiálńıho

chaosu (PCE) [26, 34].

Pojem polynomiálńı chaos zavedl Norbert Wiener v roce 1938 [36] pro označeńı sady orto-

gonálńıch polynomů ψ tvoř́ıćıch bázové funkce. Promı́tnut́ım náhodných proměnných m do

této báze se źıská rozvoj polynomiálńıho chaosu. Ćılem této metody je nahrazeńı stochastic-

kého modelu M(m) jeho aproximaćı ve stochastickém prostoru pomoćı polynomiálńıho roz-

voje náhodných proměnných definovaných svými pravděpodobnostńımi rozděleńımi:

r̃(m) =
∑
α

βαψα(m), (3.1)

kde βα je vektor koeficient̊u polynomů βα,i odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým složkám odezvy ri.

ψα(m) jsou ortogonálńı polynomy v́ıce proměnných.

Polynomiálńı rozvoj (3.1) je obvykle ukončen na limitńım počtu člen̊u nβ, který je velmi

často spjat s počtem náhodných proměnných nm a nejvyšš́ım stupněm polynomů np podle

vztahu

nβ =
(np + nm)!

np!nm!
. (3.2)

PCE může být použit pro aproximaci odezvy s ohledem na pravděpodobnostńı rozděleńı

náhodných proměnných, kdy je aproximace odezvy vážená vzhledem k rozděleńı pravděpo-

dobnosti proměnných. Pro lepš́ı představu to např́ıklad znamená, že aproximace je přesněǰśı

v oblastech s vyšš́ı pravděpodobnost́ı výskytu proměnné. Konvergence chyby aproximace

s rostoućım počtem člen̊u polynomu je optimálńı v př́ıpadě užit́ı takového typu ortogonálńıch

polynomů, který odpov́ıdá danému pravděpodobnostńımu rozděleńı uvažovaných proměn-

ných [39]. Použ́ıvané polynomy jsou ortogonálńı vzhledem k hustotě pravděpodobnosti da-

ného rozděleńı, např́ıklad Hermiteovy polynomy jsou svázány s normálńım (Gaussovým)

rozděleńım, Legendreovy polynomy s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnosti atd.
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V př́ıpadě, že uvažované proměnné m nemaj́ı odpov́ıdaj́ıćı požadované rozděleńı, je

nutné zavést nové standardńı náhodné proměnné ξ. Ve chv́ıli, kdy jsou p̊uvodńı proměnné

vyjádřeny funkcemi standardńıch proměnných m(ξ), stává se i odezva modelu r(m(ξ))

funkćı těchto nových proměnných. Proto může být tato funkce aproximována pomoćı konkrét-

ńıho typu PCE odpov́ıdaj́ıćıho danému pravděpodobnostńımu rozděleńı ξ, tzn.

r̃(ξ) =
∑
α

βαψα(ξ). (3.3)

3.1 Hermiteovy polynomy a normálńı rozděleńı

Hermiteovy polynomy jsou vhodné pro aproximaci odezvy závislé na náhodných pa-

rametrech ξ, které maj́ı standardńı normálńı rozděleńı pravděpodobnosti. Funkce hustoty

pravděpodobnosti těchto proměnných je

f(ξ) =
1√
2π
e− ξ2/2, (3.4)

středńı hodnota ξ̄ = 0 a směrodatná odchylka σξ = 1.

Hermite̊uv polynom Hα(ξ) stupně α může být vyjádřen pomoćı Rodriguezova vzorce jako

Hα(ξ) = (−1)αeξ
2/2 d

α

dξα
e− ξ2/2 = (ξ − d

dξ
)α · 1, (3.5)

nebo pomoćı rekurentńıho vzorce

Hα+1(ξ) = ξHα(ξ)− αHα−1(ξ), (3.6)

kdy H0 = 1 a H1 = ξ.

Jedná se o ortogonálńı polynomy, pro které plat́ı

1√
2π

∫ ∞
−∞

e− ξ2/2Hα(ξ)Hβ(ξ)dξ = α!δαβ, (3.7)

kde δαβ je Kroneckerovo delta rovno jedné, pokud plat́ı α = β, nebo nula v ostatńıch

př́ıpadech.

Po vytvořeńı aproximace odezvy modelu Hermiteovými polynomy lze vyjádřit jej́ı ne-

jistotu pomoćı středńı hodnoty a směrodatné odchylky analyticky př́ımo z vypočtených

koeficient̊u polynomů βα [38] jako:

µr̃ = E[r̃] =

∫ ∑
|α|≤np

βαHα(ξ)dP(ξ) = β0 (3.8)
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a

σr̃ =
√
E[(r̃ − µr̃)2] =

√ ∑
0<|α|≤np

E[H2
α(ξ)]β2

α, (3.9)

kde

E[H2
α(ξ)] =

∫
H2
α(ξ)dP(ξ) =

∫
· · ·

∫
nξ

nξ∏
j=1

(H2
α,j(ξj))dP(ξ1) · · · dP(ξnξ) =

nξ∏
j=1

αξj ! (3.10)

a αξj je stupeň polynomu proměnné ξj v polynomu ψα.

3.2 Legendreovy polynomy a rovnoměrné rozděleńı

Aproximace pomoćı Legendreových polynomů lze využ́ıt pro odezvy model̊u závislé na

náhodných parametrech ξ, které maj́ı rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti na intervalu

〈−1; 1〉. Funkce hustoty pravděpodobnosti takové proměnné je

f(ξ) =
1

b− a, (3.11)

kde b = 1 a a = −1, tedy hustota pravděpodobnosti tohoto rozděleńı je konstantńı funkce

f(ξ) = 1/2.

Legendre̊uv polynom Pα(ξ) stupně α může být vyjádřen pomoćı Rodriguezova vzorce

jako

Pα(ξ) =
1

2αα!

dα

dξα
[(ξ2 − 1)α], (3.12)

nebo pomoćı rekurentńıho vzorce

(α + 1)Pα+1(ξ) = (2α + 1)ξPα(ξ)− αPα−1(ξ), (3.13)

kdy P0 = 1 a P1 = ξ.

Jedná se o ortogonálńı polynomy, pro které plat́ı∫ 1

−1
Pα(ξ)Pβ(ξ)dξ =

2

2α + 1
δαβ. (3.14)

Po vytvořeńı aproximace odezvy modelu Legendreovými polynomy lze vyjádřit jej́ı ne-

jistotu pomoćı středńı hodnoty a směrodatné odchylky analyticky př́ımo z vypočtených

koeficient̊u polynomů βα jako:

µr̃ = E[r̃] =

∫ ∑
|α|≤np

βαPα(ξ)dP(ξ) = β0 (3.15)
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a

σr̃ =
√
E[(r̃ − µr̃)2] =

√ ∑
0<|α|≤np

E[P 2
α(ξ)]β2

α, (3.16)

kde

E[P 2
α(ξ)] =

∫
P 2
α(ξ)dP(ξ) =

∫
· · ·

∫
nξ

nξ∏
j=1

(P 2
α,j(ξj))dP(ξ1) · · · dP(ξnξ) =

nξ∏
j=1

2

2α + 1
(3.17)

a αξj je stupeň polynomu proměnné ξj v polynomu ψα.

3.3 Výpočet koeficient̊u polynomiálńıho chaosu

Existuje několik př́ıstup̊u pro vytvořeńı aproximace odezvy modelu pomoćı PCE. Tato

práce se zabývá konkrétně lineárńı regreśı [4], stochastickou kolokačńı metodou [1, 37] a sto-

chastickou Galerkinovou metodou [2, 27].

3.3.1 Lineárńı regrese

Základńı metodou pro výpočet koeficient̊u PCE podle rovnice (3.1) je velmi známá

lineárńı regrese [4]. Základńım předpokladem lineárńı regrese je, že náhradńı r̃ je lineárńı

kombinaćı parametr̊u β, ale nemuśı být lineárńı v̊uči nezávislým proměnným ξ. Použit́ı

metody je založeno na třech následuj́ıćıch kroćıch:

i př́ıprava dat Ξ ∈ Rnξ×nd , které se źıskaj́ı jako nd vzork̊u vektoru parametr̊u ξi,

ii vyhodnoceńı modelu pro všechny vzorky ξi a uspořádáńı źıskaných odezev ri do matice

R ∈ Rnr × nd , kde nr je počet složek odezvy,

iii výpočet koeficient̊u polynomů βα uspořádaných v matici B ∈ Rnr×nβ použit́ım např.

obyčejné metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

Časově nejnáročněǰśı část této metody spoč́ıvá ve vyhodnoceńı modelu pro vzorky náhod-

ných proměnných. Proto představuje volba těchto vzork̊u velmi d̊uležitý krok, který zásadně

ovlivňuje výpočetńı náročnost celé metody. Nejjednodušš́ı zp̊usob jak vybrat hledané vzorky

je metoda Monte Carlo, kdy se vzorky náhodně vyb́ıraj́ı z předepsaného pravděpodobnostńıho

rozděleńı. Ovšem přesnost výsledného náhradńıho modelu záviśı na pokryt́ı definičńıho oboru

proměnných, proto muśı být pro dosažeńı dostatečné přesnosti touto metodou zvoleno mno-

hem větš́ı množstv́ı vzork̊u než v př́ıpadě efektivněǰśıch metod. Výběr vzork̊u se poté nazývá

návrh experiment̊u (DoE z angl. Design of Experiments). Velmi rozš́ı̌rený postup pro tvorbu

DoE je metoda Latin Hypercube Sampling (LHS), která umožňuje dodržovat předepsaná

pravděpodobnostńı rozděleńı. Existuje také mnoho r̊uzných metod, jak lze optimalizovat

LHS a t́ım ještě zvyšovat jeho kvalitu (viz např. [16]), ale to neńı předmětem současného

zkoumáńı, a proto byla pro tuto práci zvolena základńı forma LHS bez jakékoliv optimalizace.
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Po zvoleńı sady vzork̊u je daľśım krokem výpočet př́ıslušných odezev ri, který zahrnuje

nejprve vyhodnoceńı transformaćı (3.3) a následně vyhodnoceńı samotného modelu (2.1).

Výpočet koeficient̊u PCE uložených v matici B zač́ıná vyhodnoceńım všech člen̊u poly-

nomu ψα pro všechny vzorky ξi a jejich uložeńım do matice Z ∈ Rnd×nβ . Obyčejná metoda

nejmenš́ıch čtverc̊u poté vede na

ZTZBT = ZTRT, (3.18)

což je nr nezávislých soustav o nβ lineárńıch rovnićıch.

3.3.2 Stochastická kolokace

Stochastická kolokačńı metoda je založena na explicitńım vyjádřeńı koeficient̊u PCE:

βα,i =

∫
ri(ξ)ψα(ξ) dP(ξ) , (3.19)

kde se integruje přes hustotu pravděpodobnosti proměnné ξ. Výpočet koeficient̊u je zde řešen

numericky použit́ım př́ıslušného integračńıho pravidla (kvadratury) na Rnξ . Rovnice (3.19)

má potom tvar

βα,i =

nd∑
j=1

ri(ξj)ψα(ξj)wj , (3.20)

kde ξj představuje integračńı bod a wj je odpov́ıdaj́ıćı váha. V této práci bylo použito několik

forem Smolyakových kvadraturńıch vzorc̊u, konkrétně kvadratury s Gaussovými kvadra-

turńımi formulemi jako základ pro rovnoměrné (GQU) a normálńı (GQN) rozděleńı a kvadra-

tury s vnořenými Kronrod-Pattersonovými kvadraturńımi formulemi pro rovnoměrné (KPU)

a normálńı (KPN) rozděleńı [13].

Stochastická kolokačńı metoda je v podstatě podobná lineárńı regresi, protože obě tyto

metody vyžaduj́ı časově náročné vyhodnoceńı sady simulaćı modelu pro vybrané vzorky.

Základńı rozd́ıl je při volbě sady vzork̊u, kdy se v př́ıpadě stochastické kolokace použ́ıvaj́ı

předem optimalizované ř́ıdké mř́ıžky, zat́ımco lineárńı regrese je založena na stochastickém

LHS.

3.3.3 Stochastická Galerkinova metoda

Stochastická Galerkinova metoda se principiálně lǐśı od předchoźıch metod, které jsou

založeny na sadě nezávislých simulaćı modelu. Jedná se o metodu, která rozšǐruje klasickou

metodu konečných prvk̊u danou základńı rovnićı

Kr = f , (3.21)
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do stochastického prostoru. V rovnici (3.21) je K matice tuhosti, f je vektor zat́ıžeńı a r

je hledaný vektor přemı́stěńı. Stochastická Galerkinova metoda je intruzivńı metoda, tzn.

vyžaduje přeformulováńı této základńı rovnice modelu (3.21). Za t́ımto účelem se převede

rovnice (3.1) do následuj́ıćıho tvaru v maticovém zápisu

r̃(ξ) = (I⊗ψ(ξ))β, (3.22)

kde I ∈ Rnr×nr je jednotková matice, ⊗ je Kronecker̊uv součin, ψ(ξ) je nβ-dimensionálńı

vektor polynomů a β je (nβ · nr)-dimensionálńı vektor koeficient̊u PCE uspořádáných jako

β = (. . . ,βi, . . . )
T, kde βi se skládá z koeficient̊u PCE odpov́ıdaj́ıćıch i-té složce odezvy.

Náhradou odezvy modelu r v rovnici (3.21) jej́ı polynomiálńı aproximaćı r̃ uvedenou

v rovnici (3.22) a aplikováńım Galerkinových podmı́nek se źıská∫
ψ(ξ)⊗K(ξ)⊗ψT(ξ) dP(ξ) · β =

∫
ψ(ξ)⊗ f(ξ) dP(ξ) , (3.23)

což je soustava (nβ · nr) lineárńıch rovnic. Integrace může být provedena numericky nebo

analyticky. Analytické řešeńı je možné za určitých podmı́nek jako např́ıklad, pokud jsou

všechny členy v matici tuhosti a vektoru zat́ıžeńı polynomy vzhledem ke ξ. V tomto př́ıpadě

se metoda nazývá plně intruzivńı. V ostatńıch př́ıpadech je nutné přistoupit k numerické

integraci, metoda se poté nazývá semi-intruzivńı.
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Kapitola 4

Porovnáńı metod na inženýrské

konstrukci

Za praktický př́ıklad inženýrské konstrukce, na kterém se prozkoumaj́ı výhody a nevýhody

popsaných metod, byla vybrána jednoduchá rámová konstrukce. Tato konstrukce se svými

vlastnostmi a zat́ıžeńım byla převzata z [24]. Geometrie, rozmı́stěńı zat́ıžeńı a podpor rámu

jsou patrné z Obrázku 4.1.

F

q 3

1 2
D A B

C

3.0 m 2.5 m 2.5 m

uA
wA

ϕA

4.
0
m

HEB 100 HEB 100

HEB 120

uD
ϕD

Obrázek 4.1: Schéma rámové konstrukce.

Materiál rámu je ocel s Youngovým modulem pružnosti E = 210 GPa a nejistou meźı

kluzu fy, která je definována jako součin nominálńı hodnoty fy,µ a nejisté odchylky fy,σ,

jej́ıž pravděpodobnostńı rozděleńı je dáno pomoćı předepsaného histogramu Fy235A (viz

Obrázek 4.2).

Za nejisté jsou dále považovány geometrické parametry jednotlivých prut̊u. Jejich hod-

noty se stanov́ı pomoćı nominálńıch hodnot a nejistých odchylek definovaných předepsanými

histogramy uvedenými v [24] a zobrazenými na Obrázku 4.2. Všechny nominálńı hodnoty,

odpov́ıdaj́ıćı náhodné proměnné a typy histogramů jsou uvedeny v Tabulce 4.1.
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Parametr Nominálńı hodnota Proměnná Histogram
Mez kluzu fy,µ = 235 MPa fy,σ Fy235A

Moment setrvačnosti I1 = 449.5 cm4

Iσ1 N1-05
Pr̊uřezová plocha A1 = 26.04 cm2

Moment setrvačnosti I2 = 449.5 cm4

Iσ2 N1-05
Pr̊uřezová plocha A2 = 26.04 cm2

Moment setrvačnosti I3 = 864.4 cm4

Iσ3 N1-05Pr̊uřezová plocha A3 = 34.01 cm2

Elastický pr̊uřezový modul W3 = 144.1 cm3

Délka l1 = 3 m
lσ N1-01Délka l2 = 5 m

Délka l3 = 4 m

Tabulka 4.1: Materiálové a geometrické parametry a jejich nejisté odchylky.
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Obrázek 4.2: Histogramy nejistých materiálových a geometrických parametr̊u a odpov́ıdaj́ıćı
kumulativńı distribučńı funkce.

Předepsaná zat́ıžeńı jsou lineárńı kombinaćı vlastńı t́ıhy, stálého a krátkodobého zat́ıžeńı

dle následuj́ıćıch vzorc̊u:

q = D1Dσ1 + S1Sσ1 + L1Lσ1 [kN/m], (4.1)

F = D2Dσ2 + S2Sσ2 + L2Lσ2 [kN], (4.2)

kde jednotlivá zat́ıžeńı jsou statisticky nezávislá a jsou popsána náhodnými proměnnými.

Všechna zat́ıžeńı jsou tvořena extrémńımi hodnotami a proměnnými odchylkami defino-

vanými pomoćı histogramů uvedených v Tabulce 4.2 a znázorněných na Obrázku 4.3.

Seznam všech náhodných proměnných, které se vyskytuj́ı v tomto př́ıkladu, je uveden

v Tabulkách 4.1 a 4.2. Pro zjednodušeńı budou jednotlivé proměnné v následuj́ıćım textu

označovány jako mi a dohromady tvoř́ı vektor

m = (. . . ,mi, . . . )
T = (Iσ1, Iσ2, Iσ3, lσ, Dσ1, Sσ1, Lσ1, Dσ2, Sσ2, Lσ2)

T. (4.3)
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Zat́ıžeńı Extrémńı hodnota Proměnná Histogram
Vlastńı t́ıha D1 = 11 kN/m Dσ1 DEAD2

Krátkodobé zat́ıžeńı S1 = 9 kN/m Sσ1 SHORT1
Dlouhodobé zat́ıžeńı L1 = 5.5 kN/m Lσ1 LONG1

Vlastńı t́ıha D2 = 3.5 kN Dσ2 DEAD2
Krátkodobé zat́ıžeńı S2 = 2.2 kN Sσ2 SHORT1
Dlouhodobé zat́ıžeńı L2 = 1.7 kN Lσ2 LONG1

Tabulka 4.2: Zat́ıžeńı a odchylky.
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Obrázek 4.3: Histogramy nejistých parametr̊u zat́ıžeńı a odpov́ıdaj́ıćı kumulativńı distribučńı
funkce.

Vzhledem k tomu, že žádná z těchto proměnných nemá spojitou funkci hustoty pravděpodob-

nosti (PDF z angl. Probability Density Function), ale jejich rozděleńı je popsáno diskrétně

pomoćı histogramů, je nutné zavést nové standardńı náhodné proměnné ξ = (. . . , ξi, . . . )
T

se spojitou PDF.

Původńı proměnné mi lze vyjádřit pomoćı transformačńıch funkćı tjk nových proměnných

ξi vycházej́ıćıch z daného histogramu j a typu k rozděleńı proměnné ξi, tzn.

mi = tjk(ξi) . (4.4)

Z d̊uvodu diskrétńı povahy pravděpodobnostńıho rozděleńı p̊uvodńıch proměnných nejsou

transformačńı funkce v tomto př́ıpadě hladké. Konkrétńı př́ıklady transformačńıch funkćı

jsou rozebrány jednotlivě v Kapitole 4.1, kde jsou standardńı proměnné ξ uvažovány po-

stupně ve dvou variantách pravděpodobnostńıho rozděleńı, a to jako normálně, resp. rov-

noměrně rozdělené.

Řešená konstrukce se má podrobit analýze spolehlivosti, přičemž se uvažuje, že konstrukce

bude splňovat požadavky, pokud nebude porušen sloup rámu. Jelikož normálová śıla ve

sloupu nedosahuje kritické velikosti ani pro nejnepř́ıznivěǰśı hodnoty zat́ıžeńı, neńı nutné

uvažovat ztrátu jeho stability vlivem št́ıhlosti a porušeńı sloupu rámu nastává pouze jedńım
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zp̊usobem, který je dán meźı kluzu materiálu.

Pro stanoveńı maximálńıho napět́ı vznikaj́ıćıho ve sloupu je nutné stanovit přemı́stěńı

ve styčńıku A. Jelikož je předpokládáno lineárně elastické chováńı konstrukce, mohou být

neznámá přemı́stěńı r spočtena metodou konečných prvk̊u nebo deformačńı metodou, které

jsou obě velmi dobře známé. Použit́ım druhé z nich lze př́ımo zapsat diskretizovanou formu

rovnic rovnováhy:

Kr = f , (4.5)

které po zavedeńı okrajových podmı́nek maj́ı následuj́ıćı podobu:
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8

+ (D1Dσ1+S1Sσ1+L1Lσ1)(l3lσ)3

12

 . (4.6)

Rezerva spolehlivosti Z sloupu je definována jako rozd́ıl mezi meźı kluzu oceli fy a napět́ım

zp̊usobeným vněǰśım zat́ıžeńım σ. K porušeńı F dojde v př́ıpadě, kdy napět́ı σ překroč́ı hod-

notu meze kluzu fy. Pravděpodobnost poruchy Pr(F ) je poté dána jako pod́ıl počtu př́ıpad̊u

porušeńı ku celkovému počtu provedených simulaćı n:

Pr(F ) =
1

n

n∑
i=1

I[fy − σ ≤ 0], (4.7)

kde I[fy − σ ≤ 0] je charakteristická funkce, která nabývá hodnoty jedna pro fy − σ ≤ 0

a nula v ostatńıch př́ıpadech.

4.1 Výsledky

Ćılem této kapitoly je porovnáńı popsaných metod pro aproximaci odezvy modelu a urych-

leńı metody MC použité pro vyhodnoceńı rozděleńı pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti

Z a pravděpodobnosti poruchy Pr(F ) sloupu ocelového rámu. V provedené studii jsou

uvažovány dvě varianty numerického modelu. V prvńım př́ıpadě je odezvou modelu př́ımo

rezerva spolehlivosti Z, v druhém př́ıpadě je odezvou modelu vektor přemı́stěńı r a rezerva

spolehlivosti je spočtena z jeho aproximace. U druhé varianty modelu lze aplikovat stochas-

tickou Galerkinovu metodu, která je s ostatńımi metodami nav́ıc porovnána v přesnosti
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aproximace posun̊u uA, wA a pootočeńı ϕA.

Výsledky náhradńıch model̊u jsou porovnány s referenčńımi výsledky obdrženými po-

moćı metody MC s 107 simulacemi modelu. Ve variantě modelu s odezvou rovnou vektoru

přemı́stěńı se vyhodnocuj́ı chyby v odhadu pr̊uměru µ a směrodatné odchylky σ jednotlivých

složek odezvy. Relativńı chyby v odhadech pr̊uměru jsou stanoveny jako

εµ =
|µPCE − µMC|

µMC

, (4.8)

kde µMC je pr̊uměr odhadnutý pomoćı metody MC a µPCE je pr̊uměr źıskaný na základě

vybraného náhradńıho modelu. Relativńı chyby v odhadech směrodatné odchylky se stanov́ı

stejným zp̊usobem.

Následně je pro obě varianty modelu vyšetřena přesnost v odhadu rezervy spolehlivosti

a vyhodnocena pravděpodobnost poruchy na základě náhradńıch model̊u, obdržené výsledky

jsou opět srovnány s referenčńımi výsledky metody MC. Pro stanoveńı relativńı chyby v od-

hadu rezervy spolehlivosti je použit následuj́ıćı vztah:

εZ =
1

n

n∑
i=1

|ZPCE − ZMC|
max(ZMC)−min(ZMC)

· 100, (4.9)

kde ZMC je hodnota rezervy spolehlivosti stanovená plným modelem metodou MC a ZPCE

je hodnota rezervy spolehlivosti obdržená vybraným náhradńım modelem pro stejné vstupńı

parametry.

4.1.1 Hermiteovy polynomy

V této podkapitole jsou ξ uvažovány jako standardńı normálńı proměnné, a proto se

použij́ı pro tvorbu náhradńıho modelu Hermiteovy polynomy. Studie zahrnuje několik variant

rozděleńı p̊uvodńıch parametr̊u modelu m, které jsou nejprve rozděleny podle předepsaných

histogramů a následně je studován vliv změny těchto rozděleńı.

V prvńım př́ıpadě maj́ı tedy p̊uvodńı parametry modelu m diskrétńı rozděleńı defi-

nované předepsanými histogramy a transformace mezi těmito p̊uvodńımi a standardńımi

proměnnými ξ se skládá ze dvou krok̊u. Nejprve jsou standardně normálně rozdělené ξ

převedeny pomoćı kumulativńı distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı

FSNR(ξi) =

∫ ξi

−∞

1√
2π
e− t2/2dt (4.10)

na interval 〈0; 1〉, následně se źıskané hodnoty převedou na požadované rozděleńı odpov́ıdaj́ıćı

jednotlivým předepsaným histogramům pomoćı inverzńıch po částech lineárńıch distribučńıch

funkćı.

V této variantě lze aplikovat Galerkinovu metodu pouze v jej́ı semi-intruzivńı formě.

V řešeném př́ıkladu lze základńı rovnici (4.6) vynásobit l3σ, a tak źıskat polynomy parametr̊u
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modelu m. Nejedná se ale o polynomy vzhledem k parametr̊um ξ kv̊uli transformaćım (4.4)

zp̊usobeným diskrétńı povahou histogramů předepsaných parametr̊um modelu m.

Obdržené výsledky pro tuto variantu pravděpodobnostńıho rozděleńı parametr̊u m jsou

rozděleny do dvou tabulek. Nejprve jsou v Tabulce 4.3 uvedeny výsledky pro variantu odez-

vy rovnou vektoru přemı́stěńı. Tabulka obsahuje potřebný výpočetńı čas a relativńı chyby

v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky jednotlivých složek odezvy stanovených lineárńı

regreśı (LHS), stochastickou kolokačńı metodou (KPN, GQN) a semi-intruzivńı Galerkinovou

metodou (GM KPN, GM GQN) pro čtyři stupně polynomu p.

Metoda p nd Čas [s]
uA[mm] wA[mm] ϕA[mrad]

µ σ µ σ µ σ

MC − 107 22191 0, 207 0, 033 0, 009 0, 002 4, 090 0, 795

εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%]

LHS

1 21 0 0, 18 11, 96 0, 32 60, 63 0, 20 14, 20

2 201 0 0, 26 4, 76 0, 36 2, 49 0, 34 4, 41

3 1201 3 0, 08 1, 36 0, 01 0, 02 0, 10 1, 54

4 5301 19 0, 02 1, 31 0, 09 0, 98 0, 04 1, 21

KPN

1 21 0 4, 81 9, 34 4, 26 8, 42 4, 90 9, 38

2 201 0 4, 81 5, 54 4, 26 4, 32 4, 90 5, 53

3 1201 3 2, 26 7, 37 1, 98 3, 73 2, 31 5, 18

4 5301 13 0, 30 11, 36 0, 29 6, 20 0, 30 7, 96

GQN

1 21 0 6, 68 22, 99 6, 06 15, 52 6, 78 23, 00

2 221 0 4, 81 73, 94 4, 25 50, 93 4, 90 58, 21

3 1581 4 3, 11 59, 73 2, 81 37, 07 3, 16 46, 92

4 8761 21 1, 13 187, 92 1, 10 129, 41 1, 14 147, 83

GM KPN

1 − 1 0, 30 18, 98 0, 29 15, 66 0, 30 19, 02

2 − 0 0, 30 6, 96 0, 29 5, 80 0, 30 6, 98

3 − 3 0, 30 4, 25 0, 29 3, 46 0, 30 4, 26

4 − 39 0, 30 3, 48 0, 29 2, 07 0, 30 3, 49

GM GQN

1 − 1 0, 37 17, 50 1, 28 16, 47 0, 29 19, 82

2 − 0 0, 37 1, 81 1, 28 6, 67 0, 29 7, 90

3 − 3 0, 37 1, 24 1, 28 4, 97 0, 29 4, 13

4 − 41 0, 37 6, 51 1, 28 5, 44 0, 29 1, 29

Tabulka 4.3: Časová náročnost a chyby v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky složek
vektoru přemı́stěńı pro př́ıpad předepsaných histogramů pro parametry modelu m.
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Obrázek 4.4: Funkce hustoty pravděpodobnosti posunu uA pro př́ıpad předepsaných his-
togramů pro parametry modelu m.

Výsledky ukazuj́ı velmi dobré odhady źıskané lineárńı regreśı, zat́ımco stochastická ko-
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lokace založená na pravidlech KPN vede ke značným chybám v odhadu směrodatných od-

chylek a při použit́ı pravidel GQN je patrné, že metoda diverguje. Stochastická Galerkinova

metoda dosáhla lepš́ıch výsledk̊u než stochastická kolokace. U varianty numerické integrace

provedené na základě pravidel KPN je chyba na odhadech pr̊uměru stejná jako v př́ıpadě od-

pov́ıdaj́ıćı varianty stochastické kolokace, ale odhady směrodatných odchylek jsou přesněǰśı.

Při použit́ı pravidel GQN jsou obdržené výsledky horš́ı než při použit́ı pravidel KPN, ale od-

hady směrodatných odchylek jsou výrazně přesněǰśı než v př́ıpadě odpov́ıdaj́ıćı varianty sto-

chastické kolokace. Z Obrázku 4.4, kde jsou zobrazeny obdržené funkce pravděpodobnostńıho

rozděleńı posunu uA, je patrné, že i výsledky lineárńı regrese nejsou uspokojivé.

Tabulka 4.4 obsahuje potřebný výpočetńı čas pro vyhodnoceńı pravděpodobnosti poru-

chy, relativńı chyby v aproximaci rezervy spolehlivosti a odhad pravděpodobnosti poruchy

pro obě varianty odezvy modelu. Odhady rezervy spolehlivosti Z jsou relativně dobré, ale od-

hady pravděpodobnosti poruchy Pr(F ) jsou neuspokojivé pro všechny varianty zkoumaných

metod.

Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor přemı́stěńı

Metoda p nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%] nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%]

MC − 107 23825 7 · 10−5 − 107 22191 7 · 10−5 −

LHS

1 23 32 0 · 10−5 4, 2024 21 473 3 · 10−5 1, 3289

2 243 164 16 · 10−5 2, 6572 201 549 6 · 10−5 0, 6323

3 1607 757 157 · 10−5 2, 1177 1201 772 18 · 10−5 0, 4434

4 7767 2702 138 · 10−5 1, 7934 5281 1416 18 · 10−5 0, 3740

KPN

1 23 31 0 · 10−5 4, 3112 21 487 2 · 10−5 0, 8836

2 243 164 49 · 10−5 3, 1118 201 547 9 · 10−5 0, 6350

3 1607 760 113 · 10−5 2, 9822 1201 801 13 · 10−5 0, 5904

4 7767 2701 84 · 10−5 3, 4264 5281 1416 11 · 10−5 0, 6519

GQN

1 23 31 0 · 10−5 3, 5143 21 475 0 · 10−5 0, 7086

2 265 164 5 · 10−5 9, 7539 221 549 4 · 10−5 1, 7807

3 2069 764 719 · 10−5 6, 9817 1581 759 62 · 10−5 1, 2896

4 12453 2713 3229 · 10−5 15, 7367 8761 1404 93 · 10−5 2, 7486

GM KPN

1 − 535 1 · 10−5 0, 6739

2 − 576 6 · 10−5 0, 4824

3 − 797 14 · 10−5 0, 3806

4 − 1465 10 · 10−5 0, 3513

GM GQN

1 − 500 1 · 10−5 0, 6736

2 − 586 5 · 10−5 0, 4752

3 − 807 15 · 10−5 0, 3830

4 − 1461 15 · 10−5 0, 3684

Tabulka 4.4: Časová náročnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravděpodobnost
poruchy pro př́ıpad předepsaných histogramů pro parametry modelu m.

Výrazný rozd́ıl v odhadu rezervy spolehlivosti pro jednotlivé varianty odezvy modelu

je zp̊usobený odlǐsným počtem náhodných proměnných ovlivňuj́ıćıch odezvu modelu, a tak

i jej́ı obdrženou aproximaci. Zat́ımco odezva modelu rovná vektoru přemı́stěńı r je závislá

pouze na deseti náhodných proměnných, rezervu spolehlivosti Z nav́ıc ovlivňuje také nejistá

mez kluzu fy. Celé funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti pro obě varianty

odezvy modelu jsou zobrazeny na Obrázku 4.5.
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Obrázek 4.5: Funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro př́ıpad přede-
psaných histogramů pro parametry modelu m.

Důvodem takto neuspokojivých výsledk̊u je pravděpodobně vysoká nelinearita transfor-

mace (4.4) parametr̊u s předepsanými histogramy LONG1 a SHORT1, jak je vidět z graf̊u

uvedených na Obrázku 4.6. Grafy zobrazuj́ı jednotlivé transformačńı vztahy mezi p̊uvodńımi

parametry mi modelu s pravděpodobnostńım rozděleńım definovaným předepsanými histo-

gramy a novými standardńımi proměnnými ξi, které jsou uvažovány ve dvou variantách

rozděleńı, a to jako standardně normálně rozdělené a rovnoměrně rozdělené.
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Obrázek 4.6: Transformačńı vztahy pro předepsané histogramy.

Za účelem prozkoumáńı těchto předpoklad̊u se nahradily tyto dva předepsané histogramy

LONG1 a SHORT1 dvěma novými histogramy, které se v́ıce bĺıž́ı normálńımu rozděleńı

pravděpodobnosti, viz Obrázek 4.7. Nové histogramy respektuj́ı p̊uvodně dané hodnoty

pr̊uměru a směrodatné odchylky jednotlivých proměnných vycházej́ıćı z předepsaných his-

togramů.

Pro tuto variantu pravděpodobnostńıho rozděleńı p̊uvodńıch proměnných m jsou źıskané

chyby v odhadech pr̊uměr̊u a směrodatných odchylek jednotlivých složek odezvy pro variantu

odezvy rovnou vektoru přemı́stěńı uvedeny v Tabulce 4.5. Na Obrázku 4.8 jsou zobrazeny

obdržené funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı posunu uA.
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Obrázek 4.7: Nové histogramy parametr̊u modelu s odpov́ıdaj́ıćımi kumulativńımi distribuč-
ńımi funkcemi a transformačńımi vztahy.

Metoda p nd Čas [s]
uA[mm] wA[mm] ϕA[mrad]

µ σ µ σ µ σ

MC − 107 21874 0, 206 0, 033 0, 009 0, 002 4, 056 0, 789

εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%]

LHS

1 21 0 0, 01 0, 91 0, 13 3, 06 0, 02 0, 02

2 201 0 0, 01 0, 08 0, 02 0, 16 0, 01 0, 09

3 1201 3 0, 00 0, 13 0, 03 0, 34 0, 00 0, 13

4 5301 19 0, 01 0, 00 0, 01 0, 06 0, 01 0, 00

KPN

1 21 0 0, 05 0, 13 0, 04 0, 06 0, 05 0, 11

2 201 0 0, 05 0, 09 0, 04 0, 00 0, 05 0, 09

3 1201 3 0, 01 0, 27 0, 01 0, 19 0, 01 0, 26

4 5301 13 0, 01 0, 13 0, 01 0, 13 0, 01 0, 13

GQN

1 21 0 0, 08 0, 21 0, 06 0, 20 0, 08 0, 20

2 221 0 0, 05 0, 07 0, 04 0, 01 0, 05 0, 07

3 1581 4 0, 03 0, 47 0, 03 0, 30 0, 03 0, 47

4 8761 21 0, 01 0, 20 0, 01 0, 21 0, 01 0, 20

GM KPN

1 − 1 0, 01 0, 07 0, 01 0, 06 0, 01 0, 10

2 − 1 0, 01 0, 11 0, 01 0, 12 0, 01 0, 11

3 − 3 0, 01 0, 11 0, 01 0, 12 0, 01 0, 11

4 − 41 0, 01 0, 11 0, 01 0, 12 0, 01 0, 12

GM GQN

1 − 1 0, 07 0, 31 0, 01 0, 09 0, 01 0, 32

2 − 0 0, 07 0, 35 0, 01 0, 15 0, 01 0, 28

3 − 3 0, 07 0, 35 0, 01 0, 16 0, 01 0, 21

4 − 41 0, 07 0, 36 0, 01 0, 17 0, 01 0, 07

Tabulka 4.5: Časová náročnost a chyby v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky složek
vektoru přemı́stěńı pro př́ıpad nových histogramů pro parametry modelu m.

Je zřetelné, že nahrazeńı těchto dvou histogramů vede ke značnému zlepšeńı výsledk̊u

obdržených všemi metodami. Dále si lze všimnout, že výsledky stochastické kolokace založené

na podmı́nkách GQN jsou celkově nejhorš́ı a také nadále přetrvávaj́ı problémy s konvergenćı

u této metody. Na druhou stranu nejhorš́ı odhady při použit́ı polynomů prvńıho stupně

předvád́ı lineárńı regrese, ale chyba této metody rychle konverguje s rostoućım stupněm

polynomů. Stochastická Galerkinova metoda opět ve své semi-intruzivńı formě dosahuje

stejných hodnot relativńıch chyb v odhadech pr̊uměru pro všechny stupně polynomů, co se
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týká odhad̊u směrodatných odchylek, metoda vykazuje problémy s konvergenćı obdobně jako

stochastická kolokace.

Stejné zlepšeńı lze pozorovat také v odhadech celé funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı

posunu uA zachycené na Obrázku 4.8.
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Obrázek 4.8: Funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı posunu uA pro př́ıpad nových histo-
gramů pro parametry modelu m.

Tabulka 4.6 obsahuje chyby v odhadech rezervy spolehlivosti Z a pravděpodobnost po-

ruchy Pr(F ) pro př́ıpad p̊uvodńıch proměnných rozdělených podle nových histogramů.

Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor přemı́stěńı

Metoda p nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%] nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%]

MC − 107 23833 5 · 10−7 − 107 21874 5 · 10−7 −

LHS

1 23 32 9 · 10−7 0, 2855 21 479 5 · 10−7 0, 0320

2 243 165 6 · 10−7 0, 0798 201 537 5 · 10−7 0, 0142

3 1607 753 3 · 10−7 0, 0826 1201 782 5 · 10−7 0, 0143

4 7767 2701 15 · 10−7 0, 2003 5281 1437 5 · 10−7 0, 0275

KPN

1 23 31 10 · 10−7 0, 2592 21 475 5 · 10−7 0, 0202

2 243 164 6 · 10−7 0, 0821 201 551 5 · 10−7 0, 0132

3 1607 758 1 · 10−7 0, 1663 1201 778 5 · 10−7 0, 0241

4 7767 2786 8 · 10−7 0, 1299 5281 1425 5 · 10−7 0, 0220

GQN

1 23 31 10 · 10−7 0, 2407 21 484 5 · 10−7 0, 0212

2 265 164 6 · 10−7 0, 1466 221 560 5 · 10−7 0, 0235

3 2069 763 1 · 10−7 0, 1981 1581 781 5 · 10−7 0, 0339

4 12453 2714 2 · 10−7 0, 2944 8761 1418 5 · 10−7 0, 0348

GM KPN

1 − 494 5 · 10−7 0, 0196

2 − 560 5 · 10−7 0, 0120

3 − 792 5 · 10−7 0, 0124

4 − 1455 5 · 10−7 0, 0128

GM GQN

1 − 491 5 · 10−7 0, 0199

2 − 575 5 · 10−7 0, 0267

3 − 782 5 · 10−7 0, 0403

4 − 1446 6 · 10−7 0, 0445

Tabulka 4.6: Časová náročnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravděpodobnost
poruchy pro př́ıpad nových histogramů pro parametry modelu m.

Odhad rezervy spolehlivosti i pravděpodobnosti poruchy se po záměně histogramů LONG1

a SHORT1 výrazně zlepšil při použit́ı všech zkoumaných metod. V př́ıpadě odezvy rovné

rezervě spolehlivosti dosahuje nejméně přesné aproximace stochastická kolokace založená na

pravidlech GQN, v př́ıpadě odezvy rovné vektoru přemı́stěńı je nejhorš́ı chyba v odhadu

36
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rezervy spolehlivosti obdržena stochastickou Galerkinovou metodou při numerické integraci

podle pravidel GQN. Chováńı těchto dvou metod si je velmi bĺızké a obě vykazuj́ı problémy

s konvergenćı. Výsledný odhad pravděpodobnosti poruchy je nyńı uspokojivý, v př́ıpadě

odezvy rovné vektoru přemı́stěńı př́ımo vynikaj́ıćı.

Zlepšeńı s výměnou problematických histogramů lze také pozorovat na celých funkćıch

hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z na Obrázku 4.9.
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Odezva modelu: vektor přemı́stěńı

Obrázek 4.9: Funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro př́ıpad nových
histogramů pro parametry modelu m.

V obou předchoźıch př́ıpadech bylo nutné ve stochastické Galerkinově metodě integraci

provádět numericky z d̊uvodu diskrétně zadaných rozděleńı pravděpodobnosti vyžaduj́ıćı

nutnou nepolynomiálńı transformaci mezi p̊uvodńımi proměnnýmim a standardńımi proměn-

nými ξ. Za účelem prozkoumáńı vlastnost́ı plně intruzivńı Galerkinovy metody je nutné

znovu změnit předepsaná rozděleńı parametr̊u modelu. Tentokrát jsou všechny proměnné

považovány za normálně rozdělené s p̊uvodńımi hodnotami pr̊uměru a směrodatné odchylky

vycházej́ıćımi z předepsaných histogramů. V tomto př́ıpadě se transformace (4.4) stává po-

lynomem prvńıho stupně

mi = σi(ξi) + µi, (4.11)

což umožňuje použit́ı analytické integrace.

Obrázek 4.10 ukazuje funkčńı závislost rezervy spolehlivosti Z pro popsané typy pravděpo-

dobnostńıho rozděleńı předepsaného parametr̊um modelu. Na Obrázku 4.10a je vidět, že

vztah mezi Z a parametry modelu m je lineárńı, zat́ımco v př́ıpadě předepsaných histo-

gramů je vztah ke standardńım proměnným ξ vysoce nelineárńı, viz Obrázek 4.10b. Náhrada

dvou histogramů LONG1 a SHORT1 novými, v́ıce podobnými normálńımu rozděleńı, vede

k téměř lineárńımu Z − ξ vztahu, a to zvlášt’ v oblasti vysoké pravděpodobnosti výskytu

proměnných, jak je patrné z Obrázku 4.10c. Posledńı Obrázek 4.10d zobrazuje př́ıpad, kde

je parametr̊um modelu předepsáno normálńı rozděleńı a vztah Z − ξ je lineárńı.
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Obrázek 4.10: Funkčńı závislost Z na parametrech modelu m (a), na standardńıch pro-
měnných ξ v př́ıpadě předepsaných histogramů (b), nových histogramů (c) a normálńıho
rozděleńı (d).

Výsledky pro normálńı rozděleńı p̊uvodńıch proměnných m pro variantu odezvy modelu

rovnou vektoru přemı́stěńı jsou ukázány v Tabulce 4.7 a na Obrázku 4.11.

Metoda p nd Čas [s]
uA[mm] wA[mm] ϕA[mrad]

µ σ µ σ µ σ

MC − 107 3692 0, 207 0, 033 0, 009 0, 002 4, 090 0, 795

εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%]

LHS

1 21 0 5, 2 · 10−2 2, 8 · 10−1 5, 8 · 10−2 5, 3 · 10−1 6, 6 · 10−2 5, 8 · 10−1

2 201 0 7, 9 · 10−3 1, 4 · 10−2 6, 8 · 10−3 4, 2 · 10−3 7, 5 · 10−3 5, 9 · 10−3

3 1201 2 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

4 5301 10 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

KPN

1 21 0 7, 9 · 10−3 4, 9 · 10−2 5, 5 · 10−3 5, 3 · 10−2 7, 9 · 10−3 2, 6 · 10−2

2 201 0 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

3 1201 0 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

4 5301 3 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

GQN

1 21 0 7, 9 · 10−3 5, 0 · 10−2 5, 5 · 10−3 5, 3 · 10−2 7, 9 · 10−3 2, 6 · 10−2

2 221 0 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 1 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

3 1581 1 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

4 8761 5 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

GM

1 − 0 7, 9 · 10−3 4, 5 · 10−2 5, 5 · 10−3 5, 0 · 10−2 7, 9 · 10−3 1, 7 · 10−2

2 − 0 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 1 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

3 − 3 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

4 − 45 7, 9 · 10−3 6, 9 · 10−3 5, 5 · 10−3 3, 2 · 10−3 7, 9 · 10−3 2, 9 · 10−3

Tabulka 4.7: Časová náročnost a chyby v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky složek
vektoru přemı́stěńı pro př́ıpad normálńıho rozděleńı parametr̊u modelu m.

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4

uA[mm]

P
D
F
(u

A
)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

uA[mm]

P
D
F
(u

A
)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

uA[mm]

P
D
F
(u

A
)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

uA[mm]

P
D
F
(u

A
)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

Obrázek 4.11: Funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı posunu uA pro př́ıpad normálńıho
rozděleńı parametr̊u modelu m.
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Výsledky potvrzuj́ı, že vztah uA − ξ je v tomto př́ıpadě lineárńı, a proto jsou polynomy

prvńıho stupně dostatečné pro vynikaj́ıćı náhradńı modely. Rozd́ıly mezi jednotlivými me-

todami jsou nyńı z hlediska přesnosti zanedbatelné.

Výsledky v přesnosti odhadu pr̊uměru aproximace modelu s odezvou rovnou posunut́ı

uA shrnuje Obrázek 4.12 pro všechny doposud prezentované varianty pravděpodobnostńıho

rozděleńı parametr̊u. Jednotlivé grafy zobrazuj́ı konvergenci odhadu pr̊uměru pomoćı metody

Monte Carlo při použit́ı 102 až 107 simulaćı v porovnáńı s odhady stanovenými z koeficient̊u

vytvořených polynomiálńıch aproximaćı 4. stupně.
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Obrázek 4.12: Porovnáńı odhad̊u pr̊uměru posunu uA pomoćı PCE a MC s r̊uzným počtem si-
mulaćı v př́ıpadě předepsaných histogramů (a), nových histogramů (b) a normálńıho
rozděleńı (c).

Z grafu 4.12a je patrné, že pro variantu předepsaných histogramů poskytuje nejpřesněǰśı

odhad aproximace vytvořená lineárńı regreśı, zat́ımco nejhorš́ı odhad dává stochastická kolo-

kace založená na pravidlech GQN. V př́ıpadě nových histogramů 4.12b jsou všechny odhady

spočtené z koeficietn̊u PCE velmi přesné kromě odhadu semi-intruzivńı Galerkinovy metody

v kombinaci s integračńım pravidlem GQN. Posledńı graf 4.12c ukazuje vynikaj́ıćı odhady

pr̊uměru źıskané pomoćı všech zkoumaných metod, ke kterým metoda MC konverguje při

použit́ı velmi velkého počtu simulaćı. Je nutné tedy vźıt v potaz, že doposud uvedené re-

lativńı chyby v odhadech stanovených pomoćı polynomiálńıch aproximaćı jsou vztahovány

k výsledk̊um metody MC, která ovšem sama poskytuje pouze odhad.

Odhady rezervy spolehlivosti a pravděpodobnosti poruchy pro normálńı rozděleńı p̊uvod-

ńıch proměnnýchm jsou uvedeny v Tabulce 4.8. Obrázek 4.13 pak zobrazuje celé funkce hus-

toty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti pro tuto variantu pravděpodobnostńıho rozděleńı

parametr̊u.

Z − ξ vztah je opravdu lineárńı, jak ukazuj́ı obdržené výsledky, pro vytvořeńı velmi

přesného náhradńıho modelu stač́ı polynomy prvńıho stupně. Z hlediska přesnosti i časové

náročnosti jsou všechny zkoumané metody srovnatelné.
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Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor přemı́stěńı

Metoda p nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%] nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%]

MC − 107 3819 12 · 10−7 − 107 3773 12 · 10−7 −

LHS

1 23 32 12 · 10−7 0, 1139 19 439 12 · 10−7 0, 0249

2 243 179 12 · 10−7 0, 0021 163 515 12 · 10−7 2, 50 · 10−4

3 1607 802 12 · 10−7 4, 17 · 10−5 871 738 12 · 10−7 3, 05 · 10−6

4 7789 2987 12 · 10−7 1, 35 · 10−6 3481 1374 12 · 10−7 4, 88 · 10−8

KPN

1 23 38 12 · 10−7 0, 0742 19 447 12 · 10−7 0, 0134

2 243 214 12 · 10−7 0, 0013 163 521 12 · 10−7 1, 49 · 10−4

3 1607 875 12 · 10−7 3, 32 · 10−5 871 725 12 · 10−7 2, 21 · 10−6

4 7789 2997 12 · 10−7 1, 00 · 10−6 3481 1362 12 · 10−7 4, 08 · 10−8

GQN

1 23 31 12 · 10−7 0, 0742 19 444 12 · 10−7 0, 0134

2 265 212 12 · 10−7 0, 0013 181 520 12 · 10−7 1, 49 · 10−4

3 2069 848 12 · 10−7 3, 32 · 10−5 1177 734 12 · 10−7 2, 21 · 10−6

4 12453 2796 12 · 10−7 9, 98 · 10−6 5965 1376 12 · 10−7 4, 08 · 10−8

GM

1 − 456 12 · 10−7 0, 0134

2 − 551 12 · 10−7 1, 49 · 10−4

3 − 746 12 · 10−7 2, 21 · 10−6

4 − 1425 12 · 10−7 4, 07 · 10−8

Tabulka 4.8: Časová náročnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravděpodobnost
poruchy pro př́ıpad normálńıho rozděleńı parametr̊u modelu m.

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN

Z [MPa]
P
D
F
(Z

)
 

 

MC
LHS
KPN
GQN

Odezva modelu: rezerva spolehlivosti

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

Z [MPa]

P
D
F
(Z

)

 

 

MC
LHS
KPN
GQN
GM

Odezva modelu: vektor přemı́stěńı

Obrázek 4.13: Funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro př́ıpad normál-
ńıho rozděleńı parametr̊u modelu m.

4.1.2 Legendreovy polynomy

Se záměrem doplnit porovnáńı r̊uzných metod pro proměnné s normálńım rozděleńım

byla dále zařazena varianta s použit́ım standardńıch proměnných ξ, které jsou rovnoměrně

rozdělené na intervalu 〈−1; 1〉. Proměnné s t́ımto rozděleńım se poj́ı s náhradńımi modely

založenými na Legendreových polynomech.

Při použit́ı Legendreových polynomů jsou vyzkoušeny dvě varianty pravděpodobnostńıho

rozděleńı parametr̊u modelu m. V prvńı variantě jsou parametry modelu m rozděleny podle
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předepsaných histogramů a transformaci mezi standardńımi rovnoměrně rozdělenými pa-

rametry ξ a p̊uvodńımi parametry m tvoř́ı inverzńı po částech lineárńı kumulativńı dis-

tribučńı funkce vycházej́ıćı z předepsaných histogramů. V druhé variantě rozděleńı se para-

metry modelu m považuj́ı za rovnoměrně rozdělené se zachováńım interval̊u vycházej́ıćıch

z předepsaných histogramů, v tomto př́ıpadě je transformace parametr̊u polynomem prvńıho

stupně

mi = (mi,max −mi,min)
ξi + 1

2
+mi,min. (4.12)

Výsledky pro prvńı variantu s parametry m rozdělenými podle předepsaných histogramů

jsou opět rozděleny do dvou tabulek. Tabulka 4.9 obsahuje výsledky pro variantu odezvy

rovnou vektoru přemı́stěńı. Tabulka obsahuje potřebný výpočetńı čas a relativńı chyby v od-

hadech pr̊uměru a směrodatné odchylky jednotlivých složek odezvy stanovených lineárńı

regreśı (LHS) a stochastickou kolokačńı metodou (KPU, GQU) pro čtyři stupně polynomu

p. Na Obrázku 4.14 je odpov́ıdaj́ıćı srovnáńı celých PDF složky vektoru přemı́stěńı uA.

Metoda p nd Čas [s]
uA[mm] wA[mm] ϕA[mrad]

µ σ µ σ µ σ

MC − 107 21207 0.207 0.033 0.009 0.002 4.090 0.794

εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%]

LHS

1 21 0 0.88 33.76 0.86 11.26 1.17 37.52

2 201 0 0.44 11.05 0.50 6.63 0.55 9.41

3 1201 3 0.08 5.48 0.04 4.10 0.08 5.31

4 5301 19 0.06 1.25 0.06 1.71 0.08 1.36

KPU

1 21 0 1.42 29.58 1.09 23.78 1.47 29.61

2 201 0 1.42 21.49 1.09 15.25 1.47 21.44

3 1201 3 0.20 17.36 0.14 12.59 0.21 16.80

4 5301 12 0.20 24.10 0.14 12.01 0.21 19.34

GQU

1 21 0 7.02 37.46 5.93 31.11 7.19 37.47

2 221 0 1.42 39.89 1.09 19.54 1.48 25.34

3 1581 3 0.10 10.32 0.05 9.44 0.12 11.21

4 8761 20 0.42 33.08 0.33 22.36 0.44 24.57

Tabulka 4.9: Časová náročnost a chyby v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky složek
vektoru přemı́stěńı pro př́ıpad předepsaných histogramů pro parametry modelu m při
aplikaci Legendreových polynomů.
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Obrázek 4.14: Funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı posunu uA pro př́ıpad předepsaných
histogramů pro parametry modelu m při aplikaci Legendreových polynomů.
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Nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhla lineárńı regrese, ovšem ani tato metoda neposkytla do-

statečně přesnou podobu celé funkce hustoty pravděpodobnosti zkoumané složky odezvy

uA, jak je patrné z Obrázku 4.14.

Tabulka 4.10 obsahuje př́ıslušné chyby v odhadu rezervy spolehlivosti Z a odhady pravdě-

podobnosti poruchy Pr(F ) pro obě varianty odezvy modelu. Obrázek 4.15 ukazuje porovnáńı

odhad̊u celých funkćı hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z.

Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor přemı́stěńı

Metoda p nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%] nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%]

MC − 107 23207 72 · 10−6 − 107 21207 72 · 10−6 −

LHS

1 23 32 0 · 10−6 4.6941 21 470 43 · 10−6 2.6947

2 243 165 0 · 10−6 3.8073 201 542 51 · 10−6 1.7635

3 1607 764 0 · 10−6 2.4549 1201 762 270 · 10−6 1.6299

4 7767 2698 2 · 10−6 1.3643 5281 1417 42 · 10−6 0.2674

KPU

1 23 32 0 · 10−6 3.2641 21 462 10 · 10−6 0.9759

2 243 165 0 · 10−6 2.7648 201 550 10 · 10−6 1.0885

3 1607 765 111 · 10−6 4.3576 1201 761 952 · 10−6 2.9108

4 7767 2697 13 · 10−6 4.3408 5281 1400 49 · 10−6 0.8019

GQU

1 23 32 0 · 10−6 3.9778 21 469 4 · 10−6 1.0408

2 265 165 0 · 10−6 8.1251 221 550 15 · 10−6 3.0914

3 2069 766 0 · 10−6 3.0649 1581 769 109 · 10−6 1.5978

4 12453 3054 0 · 10−6 5.6265 8761 1409 25 · 10−6 1.0043

Tabulka 4.10: Časová náročnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravděpodobnost
poruchy pro př́ıpad předepsaných histogramů pro parametry modelu m při aplikaci
Legendreových polynomů.
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Odezva modelu: vektor přemı́stěńı

Obrázek 4.15: Funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro př́ıpad přede-
psaných histogramů pro parametry modelu m při aplikaci Legendreových polynomů.

Chyby v odhadech rezervy spolehlivosti Z jsou opět menš́ı pro variantu odezvy rovnou

vektoru přemı́stěńı r, což je zp̊usobeno rozd́ılným počtem proměnných ovlivňuj́ıćı danou
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odezvu modelu, a i odhad pravděpodobnosti je pro tento př́ıpad přesněǰśı, přesto neńı uspo-

kojivý. Aproximačńı chyba při použit́ı lineárńı regrese jasně konverguje, zat́ımco při použit́ı

stochastické kolokace založené na integračńıch pravidlech KPU i GQU docháźı k problémům

s konvergenćı.

Při uvažováńı p̊uvodńıch parametr̊u modelu m za rovnoměrně rozdělené proměnné se

zachováńım interval̊u z předepsaných histogramů se źıskaj́ı výsledky uvedené v Tabulce 4.11

pro variantu odezvy modelu rovné vektoru přemı́stěńı a odpov́ıdaj́ıćı celé PDF posunu uA

na Obrázku 4.16.

Metoda p nd Čas [s]
uA[mm] wA[mm] ϕA[mrad]

µ σ µ σ µ σ

MC − 107 3754 0.274 0.051 0.011 0.003 5.459 1.203

εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%] εµ [%] εσ [%]

LHS

21 1 0 0, 03 0, 56 0, 26 1, 19 0, 05 1, 19

201 2 0 0, 01 0, 01 0, 00 0, 02 0, 01 0, 01

1201 3 1 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

5301 4 10 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

KPN

21 1 0 0, 02 0, 12 0, 01 0, 17 0, 02 0, 06

201 2 0 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

1201 3 1 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

5301 4 3 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

GQN

21 1 0 0, 02 0, 12 0, 01 0, 17 0, 02 0, 06

221 2 0 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

1581 3 1 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

8761 4 5 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 02 0, 01

Tabulka 4.11: Časová náročnost a chyby v odhadech pr̊uměru a směrodatné odchylky složek
vektoru přemı́stěńı pro př́ıpad rovnoměrného rozděleńı parametr̊u modelu m.
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Obrázek 4.16: Funkce pravděpodobnostńıho rozděleńı posunu uA pro př́ıpad rovnoměrného
rozděleńı parametr̊u modelu m.

V této variantě rozděleńı parametr̊um je vztah mezi standardńımi proměnnými ξ a p̊uvod-

ńımi proměnnými m lineárńı, proto pro velmi přesnou aproximaci odezvy modelu je do-

statečné použit́ı polynomů prvńıho stupně. Výsledky dosažené stochastickou kolokaćı jsou

shodné u obou zkoumaných variant integračńıch pravidel pro všechny použité stupně poly-

nomů. Lineárńı regrese vykazuje horš́ı výsledky pro prvńı stupeň polynomů, ale pro vyšš́ı

stupně polynomů jsou jej́ı výsledky stejně přesné jako výsledky stochastické kolokace.
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Odezva modelu: Rezerva spolehlivosti Vektor přemı́stěńı

Metoda p nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%] nd Čas [s] Pr(F ) εZ [%]

MC − 107 3793 1326 · 10−5 − 107 3754 1326 · 10−5 −

LHS

1 23 32 1329 · 10−5 0, 2733 21 442 1308 · 10−5 0, 0508

2 243 215 1326 · 10−5 0, 0063 201 517 1326 · 10−5 0, 0009

3 1607 760 1326 · 10−5 0, 0002 1201 747 1326 · 10−5 2, 17 · 10−5

4 7767 2684 1326 · 10−5 3, 64 · 10−6 5281 1380 1326 · 10−5 3, 76 · 10−7

KPN

1 23 32 1290 · 10−5 0, 2127 21 449 1319 · 10−5 0, 0370

2 243 165 1326 · 10−5 0, 0052 201 503 1326 · 10−5 0, 0007

3 1607 761 1326 · 10−5 0, 0001 1201 732 1326 · 10−5 1, 57 · 10−5

4 7767 2683 1326 · 10−5 3, 80 · 10−5 5281 1378 1326 · 10−5 1, 12 · 10−5

GQN

1 23 32 1290 · 10−5 0, 2127 21 443 1319 · 10−5 0, 0370

2 265 165 1325 · 10−5 0, 0052 221 513 1326 · 10−5 0, 0007

3 2069 763 1326 · 10−5 0, 0001 1581 733 1326 · 10−5 1, 39 · 10−5

4 12453 2687 1326 · 10−5 3, 15 · 10−6 8761 1358 1326 · 10−5 3, 11 · 10−7

Tabulka 4.12: Časová náročnost, chyby v odhadech rezervy spolehlivosti a pravděpodobnost
poruchy pro př́ıpad rovnoměrného rozděleńı parametr̊u modelu m.

Chyby v aproximaci rezervy spolehlivosti jsou v tomto př́ıpadě velmi malé a odhady

pravděpodobnosti poruchy velmi přesné při použit́ı všech zkoumaných metod, jak je patrné

z Tabulky 4.12. Rozd́ıl v přesnosti u jednotlivých typ̊u modelu je při tomto pravděpodobnostńım

rozděleńı parametr̊u malý. Na Obrázku 4.17 jsou zobrazeny celé PDF rezervy spolehlivosti

pro oba typy modelu a čtyři stupně polynomu použité pro aproximaci odezvy modelu.
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Odezva modelu: vektor přemı́stěńı

Obrázek 4.17: Funkce hustoty pravděpodobnosti rezervy spolehlivosti Z pro př́ıpad rov-
noměrného rozděleńı parametr̊u modelu m.
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Kapitola 5

Shrnut́ı

Tato část diplomové práce představuje přehled a porovnáńı třech metod pro konstrukci

náhradńıho modelu založeného na polynomiálńım chaosu a nahrazuj́ıćıho numerický model

s náhodnými parametry. Konkrétně zkoumané metody jsou stochastiská Galerkinova me-

toda, stochastická kolokačńı metoda a polynomiálńı regrese zakládaj́ıćı se na metodě Latin

Hypercube Sampling. V práci jsou probrány specifické rysy těchto metod.

Pro źıskáńı kvalitńıho náhradńıho modelu je nutné použ́ıt k jeho tvorbě ortogonálńı po-

lynomy typu odpov́ıdaj́ıćıho předepsanému rozděleńı pravděpodobnosti parametr̊u. V práci

byly použity Hermiteovy polynomy pro normálńı rozděleńı a Legendreovy polynomy pro

rovnoměrné rozděleńı parametr̊u.

Kvalita obdržených náhradńıch model̊u je demonstrována z hlediska přesnosti i časové

náročnosti na jednoduchém ilustrativńım př́ıkladu rámové konstrukce v porovnáńı s tradičńı

metodou Monte Carlo.

U aproximace pomoćı Hermiteových polynomů se s dobrými výsledky osvědčuje lineárńı

regrese, zat́ımco stochastická kolokačńı metoda má problémy s konvergenćı. Podobný cha-

rakter, jaký se projevuje u stochastické kolokace, lze pozorovat u semi-intruzivńı formy sto-

chastické Galerkinovy metody, d̊uvodem je použit́ı stejných integračńıch pravidel v obou

zkoumaných metodách. Stochastická Galerkinova metoda je také aplikována ve své plně

intruzivńı formě pro variantu normálně rozdělených parametr̊u modelu, kdy lze vyloučit

všechny numerické odhady a integraci provádět analyticky. Výsledky Galerkinovy metody

jsou dobré, ale je nutno zmı́nit, že tato metoda je z hlediska aplikace náročněǰśı, protože

oproti předchoźım dvěma metodám vyžaduje přeformulováńı samotného modelu.

Pro rovnoměrně rozdělené parametry jsou náhradńı modely vytvořeny pomoćı lineárńı

regrese a stochastické kolokace. Výsledky těchto metod ve variantě s Legendreovými poly-

nomy jsou obdobné jako v př́ıpadě Hermiteových polynomů. Rozd́ıl v přesnosti vytvořených

polynomiálńıch náhradńıch model̊u pomoćı jednotlivých metod je velmi malý. Konvergence

aproximačńı chyby neńı opět optimálńı při použit́ı stochastické kolokačńı metody.

Z hlediska časové náročnosti jsou jednotlivé metody srovnatelné a ve srovnáńı s metodou

Monte Carlo jsou méně časově náročné.
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Výstupem této části diplomové práce neńı pouze porovnáńı představených metod, ale

také vyhodnoceńı, která z metod bude následně použita pro aplikaci v druhé části práce.

Z d̊uvodu obecného použit́ı, kdy může být plný numerický model brán jako tzv. černá skř́ıňka

(z angl. black box ), neńı vhodné se soustředit na stochastickou Galerkinovu metodu, která

je založena na určitém typu modelu a nav́ıc na jeho podstatné úpravě. Dále se nab́ıźı vy-

loučit stochastickou kolokačńı metodu pro jej́ı problémy s konvergenćı. Nyńı je tedy jasné,

že pro daľśı práci je zvolena lineárńı regrese založená na LHS, která z uvedených výsledk̊u

a vyvozených závěr̊u vycháźı jako nejvhodněǰśı metoda sestaveńı polynomiálńıho náhradńıho

modelu pro následné použit́ı k urychleńı bayesovské identifikace parametr̊u.
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Část II

Bayesovská identifikace parametr̊u
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Kapitola 6

Bayesovský př́ıstup

Tato část diplomové práce se zaměřuje na identifikaci nejistých parametr̊u numerických

model̊u. Oproti prvńı části, která se zabývá kvantifikaćı nejistot v odezvě modelu, se před-

mětem zkoumáńı stane nejistota ve vstupńıch parametrech. Jedná se o inverzńı problém,

kdy se odezva modelu použ́ıvá pro identifikováńı vstupńıch parametr̊u, v tomto př́ıpadě pro

určeńı či zpřesněńı jejich pravděpodobnostńıch rozděleńı.

K problematice identifikováńı parametr̊u výpočetńıch model̊u lze přistupovat pomoćı

bayesovské statistiky, která vńımá pravděpodobnost náhodného jevu jako stupeň d̊uvěry

v tento jev. Naproti tomu klasická či četnostńı statistika uvažuje pravděpodobnost jako

objektivńı vlastnost náhodného jevu, na ńıž nemaj́ı vliv daľśı zjǐstěné informace či postoj

k těmto informaćım. Bayesovská statistika pracuje s podmı́něnými pravděpodobnostmi a je

založena na Bayesově větě, která vycháźı z běžného zp̊usobu uvažováńı, kdy jej́ı podstatou je

stanovit výslednou d̊uvěru v náhodný jev na základě kombinace dosavadńıch znalost́ı a nově

nabytých informaćı [11]. Tento př́ıstup zavedl Thomas Bayes v 18. stolet́ı ve své posmrtně

vydané práci [3].

Při zachováńı dosavadńıho značeńı, kdy se uvažuje stochastický problém (2.1) s nejistými

vstupńımi parametry m a náhodnými měřeńımi z, lze odvodit Bayesovu větu ze simultánńı

hustoty pravděpodobnosti parametr̊u a pozorováńı h(m, z) [12]. Pokud se výchoźı postoj

k parametr̊um m označ́ı p(m) a funkci těchto parametr̊u při daném pozorováńı z jako

p(r|m), plat́ı analogicky jako pro náhodné jevy

h(m, z) = p(z|m)p(m) = p(m|z)p(z). (6.1)

Bayesova věta, která definuje pravděpodobnostńı rozděleńı nejistých parametr̊u m na zákla-

dě všech dostupných informaćı, se poté vyjádř́ı následuj́ıćım vzorcem

p(m|z) =
p(z|m)p(m)

p(z)
=

p(z|m)p(m)∫
m
p(z|m)p(m)dm

. (6.2)

V uvedeném vzorci se kombinuj́ı expertńı znalosti v podobě apriorńıho rozděleńı p(m) a in-

formace z naměřených dat definované věrohodnostńı funkćı p(z|m). Celý výraz je dělen
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normalizačńı konstantou, která zaručuje, že výsledkem je pravděpodobnostńı rozděleńı, tedy

že plat́ı ∫
m

p(m|z)dm = 1. (6.3)

Výsledné pravděpodobnostńı rozděleńı se nazývá posteriorńı neboli posterior. Jde o upřesně-

nou charakteristiku nejistých vstupńıch parametr̊u vycházej́ıćı z apriorńı pravděpodobnosti

a věrohodnostńı funkce. Jednoduché schéma principu bayesovského určeńı posteriorńıho

rozděleńı nejistých parametr̊u je na Obrázku 6.1.

Bayesova věta 

Expertní znalost 
Apriorní 

pravděpodobnost 

Posteriorní 

pravděpodobnost 

Naměřená data 
Věrohodnostní 

funkce 

Obrázek 6.1: Princip bayesovské identifikace nejistých parametr̊u.

V některých př́ıpadech lze použ́ıvat Bayesovu větu i ve tvaru bez jmenovatele, kdy bývá

posteriorńı rozděleńı zjednodušeně vyjádřeno jako

p(m|z) ∝ p(z|m)p(m) (6.4)

neboli

posterior ∝ věrohodnost× prior, (6.5)

kdy se symbolem ∝ rozumı́ rovnost až na normalizačńı konstantu.

Problémem ovšem z̊ustává, jak posteriorńı rozděleńı prakticky źıskat, protože jeho výpo-

čet nebývá v mnoha př́ıpadech triviálńı a analyticky v̊ubec možný.

Zvláštńım př́ıpadem je aplikace tzv. konjugovaného prioru, kdy jsou známy explicitńı

vztahy pro parametry posteriorńıho rozděleńı, jehož typ je dán typem apriorńıho rozděleńı.

Jinak řečeno, pokud se kombinaćı určitého typu apriorńıho rozděleńı a věrohodnostńı funkce

źıská posteriorńı rozděleńı stejného typu jako je prior, jedná se o konjugovaný prior. Např́ıklad

kombinaćı normálńıho apriorńıho rozděleńı s věrohodnostńı funkćı rovnou normálńımu roz-

děleńı vzhledem k identifikovanému parametru vzniká normálńı posteriorńı rozděleńı, jak je

možné vidět na Obrázku 6.2. Př́ıklady konjugovaných apriorńıch rozděleńı s odpov́ıdaj́ıćımi

vzorci pro parametry posteriorńıho rozděleńı jsou uvedeny v [41].

Velkou výhodou konjugovaného apriorńıho rozděleńı je usnadněńı bayesovských výpočt̊u,

ovšem často nelze tento postup uplatnit a posteriorńı rozděleńı je nutné vyjádřit jiným

zp̊usobem. Řešeńı může spoč́ıvat ve vzorkováńı hledaného rozděleńı, kdy r̊uzné př́ıstupy
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m

p

 

 
Věrohodnost p(z|m)
Prior p(m)
Posterior p(m|z)

Obrázek 6.2: Kombinace apriorńıho normálńıho rozděleńı s normálně rozdělenými měřeńımi
za vzniku normálně rozděleného posterioru.

k simulaćım posteriorńıho rozděleńı a obsáhlý přehled literatury zabývaj́ıćı se touto proble-

matikou lze nalézt v [7], kapitola 11.

Nejčastěji použ́ıvanou metodou pro obdržeńı posterioru se jev́ı vzorkováńı pomoćı Marko-

vových řetězc̊u generovaných metodou Monte Carlo, které umožňuj́ı obej́ıt výpočet složitých

(často v́ıcerozměrných) integrál̊u. Tato metoda je velmi univerzálńı, lze ji aplikovat pro

jakýkoliv tvar apriorńıho rozděleńı a věrohodnostńı funkce a poskytuje dostatečně přesný

odhad posteriorńıho rozděleńı. Nevýhodou je však vysoká výpočetńı náročnost, resp. ne-

zbytnost použit́ı velkého počtu vzork̊u.

Pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti lze při vzorkováńı posteriorńıho rozděleńı použ́ıvat při

vyhodnocováńı odezvy mı́sto plného numerického modelu jeho aproximaci založenou na po-

lynomiálńım chaosu [25], jej́ıž tvorbě se věnuje předcházej́ıćı část této práce. Jak už bylo

zmı́něno v rámci shrnut́ı výsledk̊u prvńı části práce, v následuj́ıćıch praktických aplikaćıch

se uplatňuje polynomiálńı aproximace źıskaná lineárńı regreśı založenou na LHS návrhu ex-

periment̊u. Porovnáńı jednotlivých metod sestaveńı PCE aproximace určené pro bayesovskou

identifikaci nejistého parametru je uvedeno v Kapitole 9.4.
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Kapitola 7

Monte Carlo pro Markovovy řetězce

Pro źıskáńı posteriorńıho rozděleńı náhodných parametr̊u se v této práci použij́ı již

zmı́něné Markovovy řetězce generované metodou Monte Carlo (MCMC - z ang. Markov Chain

Monte Carlo). Jedná se o skupinu algoritmů, které umožňuj́ı generovat vzorky i ze složitého

pravděpodobnostńıho rozděleńı narozd́ıl od obyčejné metody Monte Carlo, která lze použ́ıt

pouze pro rozděleńı, jež se daj́ı popsat transformaćı rovnoměrného rozděleńı. Základem

MCMC je konstrukce ergodického Markovova řetězce se stacionárńım rozděleńım rovným

požadovanému rozděleńı p, v této práci je p rovno posteriorńımu rozděleńı p(m|z). Po do-

statečně velkém počtu simulaćı lze takový řetězec považovat přibližně za náhodný výběr z hle-

daného rozděleńı. T́ımto postupem lze tedy simulovat složité stochastické systémy, což vedlo

k jeho širokému uplatněńı v r̊uzných oborech. Ve spojitosti s vývojem výpočetńı techniky

dosahuj́ı MCMC algoritmy, jejichž prvńı zástupce byl vyvinut v roce 1953 [28], největš́ıho

rozmachu převážně v posledńıch dvou desetilet́ıch.

Markov̊uv řetězec vyjadřuje stochastický proces, který je dán sekvenćı X1, X2, . . . ná-

hodných proměnných, pokud podmı́něná pravděpodobnostXs za podmı́nkyX1, X2, . . . , Xs−1

záviśı pouze na proměnné v předcházej́ıćım stavu Xs−1. Systém tedy procháźı v pr̊uběhu

řetězce z jednoho stavu do druhého, přičemž současný stav je dán pouze předcházej́ıćım

stavem a nezáviśı na celé historii řetězce. V této práci se uvažuj́ı jen homogenńı Markovovy

řetězce, ty maj́ı stacionárńı pravděpodobnost přechodu, tzn. že podmı́něná pravděpodobnost

proměnné Xs za podmı́nky Xs−1 nezáviśı na kroku s. Existence jediného stacionárńıho

rozděleńı a jeho konvergence k požadovanému rozděleńı p je zaručena pro ergodické Marko-

vovy řetězce, tj. nerozložitelné řetězce se všemi stavy trvalými nenulovými a neperiodickými.

Podrobný popis těchto vlastnost́ı a jejich d̊ukazy pro r̊uzné algoritmy tvorby řetězc̊u jsou

uvedeny v [29].

Jak vyplývá z předchoźıho textu, existuj́ı r̊uzné algoritmy pro sestaveńı Markovova řetězce.

Mezi nejznáměǰśı z nich patř́ı Metropolis̊uv nebo obecněǰśı Metropolis̊uv-Hastings̊uv algo-

ritmus a Gibbs̊uv generátor [33, 7]. Všechny tyto algoritmy jsou založeny na následuj́ıćım

jednoduchém základńım postupu, který spoč́ıvá v generováńı nových návrhových stav̊u ne-

boli bod̊u Y z návrhového rozděleńı (z angl. proposal distribution) q(Ys|Xs−1) a jejich přijet́ı
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s pravděpodobnost́ı w(Xs = Ys|Xs−1) [35].

1 Vytvoř počátečnı́ stav X(1,:)

2 for i = 2:n

3 Generuj nový stav Y z návrhového rozdělenı́

4 Spočti pravděpodobnost přijetı́ nového stavu w(Y|X(i-1,:))

5 if rand < w(Y|X(i-1,:))

6 X(i,:) = x;

7 else

8 X(i,:) = X(i-1,:);

9 end

10 end

Jednotlivé algoritmy se od sebe navzájem lǐśı předepsaným návrhovým rozděleńım, kdy

nejobecněǰśı Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus použ́ıvá jakékoliv návrhové rozděleńı a prav-

děpodobnost přijet́ı nového stavu je vzhledem k tomuto rozděleńı vážená

w(Xs = Ys|Xs−1) = min{1, p(Ys|z)

p(Xs−1|z)
· q(Ys|Xs−1)

q(Xs−1|Ys)
}, (7.1)

zat́ımco pro Metropolis̊uv algoritmus je typické symetrické návrhové rozděleńı. Jelikož tedy

plat́ı q(Y |X) = q(X|Y ), tak pravděpodobnost přijet́ı nového stavu se v tomto př́ıpadě zjed-

noduš́ı na

w(Xs = Ys|Xs−1) = min{1, p(Ys|z)

p(Xs−1|z)
}. (7.2)

Při výpočtu se v pod́ılu posteriorńı hustoty v návrhovém stavu a ve stavu předcházej́ıćım

pokrát́ı normalizačńı konstanty, a neńı tedy nutné poč́ıtat složité integrály.

Gibbs̊uv generátor se od předchoźıch dvou MCMC algoritmů lǐśı předevš́ım v tom, že

jednotlivé parametry, tj. souřadnice stavu či bodu Xs, jsou měněny během Markovova řetězce

postupně po jednom, přičemž ostatńı parametry jsou zafixovány.

Tato práce se zaměřuje na Metropolis̊uv algoritmus, v němž je návrhové rozděleńı sdružené

normálńı se středńımi hodnotami rovnými souřadnićım předchoźıho stavu a kovariančńı ma-

tićı závislou na konkrétńım př́ıkladě. Jinou interpretaćı stejného postupu může být představa,

že návrhové rozděleńı je použito pouze pro definováńı náhodného kroku při tzv. náhodné

procházce (z angl. random walk), kdy přičteńım náhodného kroku k předchoźımu bodu se

obdrž́ı návrhový bod, tedy

Ys = Xs−1 + vs, (7.3)

kde vs je náhodný krok se sdruženým normálńım návrhovým rozděleńım s nulovými středńımi

hodnotami. Kovariančńı matice tohoto návrhového rozděleńı pak určuje velikost náhodného

kroku, tedy jak je daleko bod z předchoźıho kroku a návrhový bod v současném kroku.

Princip Metropolisova algoritmu náhodné procházky zjednodušeně uvád́ı Obrázek 7.1.

Postup jak vhodně zvolit směrodatné odchylky návrhových rozděleńı σq neńı jasně dán,

ale plat́ı obecné zásady, které jsou demonstrovány na Obrázku 7.2. Jedná se o jednoduchý

př́ıklad vzorkováńı normálńıho standardńıho rozděleńı pomoćı funkce mhsample v MatLabu,
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≐ 0,763 
1,264 
1,656 

0,564 

1,411 
1,656 

1,264 

1,558 

0,697 

Panáček si na náhodné procházce zvolí, kam vstoupí příštím krokem. Nová pozice je 
přijata podle poměru w  výšky zvoleného místa a výšky současné pozice, kdy jednotlivé 
výšky znázorňují hodnoty posteriorní hustoty pravděpodobnosti. 

w ≥ 1 
Krok nahoru je vždy přijat. 

w ≤ 1 
Panáček si vylosuje náhodné číslo mezi 0 a 1.  

Náhodné číslo ≤ w 
Pozvolný krok dolů je většinou přijat.  

w ≤ 1 
Náhodné číslo >w 

Strmý krok dolů je většinou 
zamítnut.  

≐ 2,502 
1,411 
0,564 

≐ 0,447 
0,697 
1,558 

Pokud je plánovaný krok 
zamítnut, panáček zůstává na 

místě a zkouší to znova. 

Obrázek 7.1: Princip Metropolisova algoritmu náhodné procházky. Inspirace v [22].

kdy je uvažováno normálńı návrhové rozděleńı se středńı hodnotou rovnou nule a měńı se

jeho σq.

σq = 15 σq = 0, 1 σq = 2
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Obrázek 7.2: Př́ıklady MCMC se špatným (a,b) a dobrým (c) směšováńım a odpov́ıdaj́ıćı
mı́ry přijet́ı AR v závislosti na změně σq.

Zp̊usob, jakým řetězec prozkoumává prostor, se nazývá směšováńı (z angl. mixing) řetězce

a záviśı na návrhovém rozděleńı. Pokud jsou náhodné kroky př́ılǐs malé jako na Obrázku 7.2a,

je potřeba větš́ı množstv́ı krok̊u v řetězci, aby se navzorkovalo požadované rozděleńı. Směšo-

váńı řetězce je v takovém př́ıpadě špatné. Ovšem ani velké náhodné kroky nejsou dobré, viz

Obrázek 7.2b, protože většina návrhových bod̊u je zamı́tnuta a řetězec dlouho setrvává

na stejném mı́stě [30]. Optimálńı mı́ra přijet́ı AR (z angl. Acceptance Rate), která vy-
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jadřuje poměr přijatých návrhových bod̊u ku celkovému počtu provedených cykl̊u Metro-

polisova algoritmu, je podle [31] v rozmeźı 0, 1 až 0, 6. Př́ıklad MCMC s optimálńı AR je

na Obrázku 7.2c. Mı́ra přijet́ı bĺızká nule znamená, že náhodné kroky jsou př́ılǐs velké, při

hodnotě bĺıž́ıćı se jedné jsou naopak téměř všechny návrhové body přijaty, ale směšováńı

řetězce je pomalé.

Daľśım možným vyjádřeńım efektivnosti vzorkováńı je měřeńı korelace mezi stavy řetězce,

kdy vyšš́ı hodnoty korelace většinou znamenaj́ı méně efektivńı vzorkováńı [21]. V Kapitole 9

s výsledky aplikace na inženýrské konstrukci je použito vyhodnoceńı autokorelace pro na-

staveńı návrhového rozděleńı.

Dále se v souvislosti s Markovovými řetězci zmiňuje tzv. rozhoř́ıváńı či rozhoř́ıvaćı perioda

(z angl. burn-in period). Jedná se o počátečńı část řetězce, která se odstraňuje, protože

nemuśı odpov́ıdat požadovanému rozděleńı. Jak velká část řetězce se má odstranit neńı pevně

dáno a sṕı̌s zálež́ı na inženýrském citu. Př́ıklad řetězce před a po odstraněńı rozhoř́ıvaćı

periody je uveden na Obrázku 7.3a, resp. 7.3b.
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Obrázek 7.3: Původńı Markov̊uv řetězec (a) a Markov̊uv řetězec upravený odstraněńım
rozhoř́ıvaćı periody (b).

Odstraněńı počátečńı části řetězce neńı nutné, pokud se vhodně zvoĺı počátečńı bod

řetězce. Přehled r̊uzných zp̊usob̊u stanoveńı vhodného počátečńıho bodu pro MCMC je uve-

den v [9]. Jiným řešeńım, které neńı z hlediska výpočetńıho času př́ılǐs ideálńı, může být

použit́ı velkého počtu bod̊u v řetězci, kdy se vliv počátečńıch bod̊u minimalizuje [8].
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Kapitola 8

Citlivostńı analýza

V př́ıpadě, kdy má numerický model v́ıce výstup̊u nebo lze při experimentu měřit na

fyzikálńım modelu r̊uzné veličiny, je nutné před samotným měřeńım zvolit, která veličina či

skupina veličin je nejvhodněǰśı pro identifikaci zkoumaného parametru, a určit tak, co se za

t́ımto účelem bude doopravdy měřit. Odpověd’ na tuto zásadńı otázku je možné źıskat pomoćı

citlivostńı analýzy, která stanovuje citlivost vztahu mezi vstupńım parametrem a odezvou

modelu. Konkrétně se použije globálńı citlivostńı analýza, která se zabývá vlivem parametr̊u

na jejich celých definičńıch oborech.

Globálńı citlivost je možné vyhodnotit několika zp̊usoby, a to pomoćı korelačńıch koefi-

cient̊u nebo Sobolových index̊u citlivosti stanovených na základě analýzy rozptylu - ANOVA

(z angl. ANalysis Of VAriance) [32]. Některým z těchto př́ıstup̊u se stanov́ı, která složka

odezvy má se zkoumaným parametrem nejužš́ı vztah, a je tedy vhodným kandidátem pro

použit́ı při identifikaci tohoto parametru.

Je nutné si uvědomit, že citlivost vztahu mezi zkoumaným parametrem a volené složky

odezvy umožňuje vźıt v úvahu nejistotu, která se s touto složkou odezvy poj́ı. Je vhodné,

aby zvolená složka odezvy měla co největš́ı rozptyl, tedy aby se při změně parametru jej́ı

hodnota měnila v́ıce v porovnáńı s ostatńımi složkami odezvy.

Jednoduchým př́ıkladem může být konzola se spojitým konstantńım zat́ıžeńım s nejistým

modulem pružnosti, pro jehož identifikaci se použije svislý pr̊uhyb, úkolem je pouze stanovit

umı́stěńı tenzometru. V uvedeném př́ıkladě je jasné, že nejvhodněǰśı volbou je měřit pr̊uhyb

na volném konci konzoly, kde dosahuje pr̊uhyb největš́ıch hodnot. Př́ıpadné chyby měřeńı

(nedokonalá realizace měřeńı, nepřesnost př́ıstroje, nedostatečné zahrnut́ı vliv̊u okolńıho

prostřed́ı atd.), které se zde mohou považovat za stejné v jakémkoliv bodě konzoly, pak

tvoř́ı nejmenš́ı část odezvy v porovnáńı s odezvami s menš́ımi hodnotami rozptylu.

Ne vždy však chyby měřeńı dosahuj́ı stejných hodnot pro r̊uzné složky odezvy. Např́ıklad

při použit́ı př́ıstroj̊u s r̊uznou rozlǐsovaćı schopnost́ı, v r̊uzných okolńıch podmı́nkách (některé

měř́ıćı př́ıstroje umı́stěny v interiéru a některé v exteriéru) či měřeńı r̊uzných veličin pomoćı

r̊uzně přesných aproximaćı v měř́ıćıch metodách vede na nutnost zahrnut́ı těchto rozd́ıl̊u při

volbě vhodné odezvy modelu pro identifikaci parametr̊u.
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8.1 Korelace

Prvńım zp̊usobem vyjádřeńı citlivosti jsou korelačńı koeficienty, které se spoč́ıtaj́ı na

základě sady nezávislých simulaćı źıskané nejjednodušeji pomoćı metody Monte Carlo. Pro

stanoveńı citlivosti odezvy modelu na vstupńı parametry je vhodné použit́ı Spearmanova

koeficientu pořadové korelace (SRCC z angl. Spearman’s Rank Correlation Coefficient), který

je schopen určit vztah mezi vstupńımi a výstupńımi hodnotami nelineárńıch monotónńıch

model̊u [14]. Pokud máme numerický model

r = M(m), (8.1)

kde r je odezva modelu a m jsou vstupńı parametry, vliv parametru mi na odezvu modelu

rj lze ohodnotit Spearmanovým koeficientem pořadové korelace ρmi,rj podle

ρmi,rj = 1− 6
∑n

a=1 (p(mi,a)− p(rj,a))2
n(n2 − 1)

, (8.2)

kde mi,a jsou hodnoty zkoumaného parametru modelu vybrané metodou Monte Carlo a od-

pov́ıdaj́ıćı n provedeným simulaćım modelu, rj,a jsou odpov́ıdaj́ıćı hodnoty odezvy modelu.

Hodnotám mi,a a rj,a nálež́ı pořad́ı p(mi,a) a p(rj,a), ze kterých je poč́ıtána př́ıslušná citlivost.

8.2 Indexy citlivosti a ANOVA dekompozice

Citlivost lze také vyjádřit pomoćı index̊u citlivosti, které se źıskaj́ı na základě rozkladu

odezvy modelu na složky ovlivněné jednotlivými proměnnými nebo jejich kombinacemi:

r = M(m) = M0 +
nm∑
i=1

Mi(mi) +
∑

1≤i<j≤nm

Mi,j(mi,mj) + · · ·+M1,2,...,nm(m) (8.3)

a zároveň plat́ı, že:

M0 =

∫
M(m)dP(m) (8.4)

a ∫
Mi1,...,is(mi1 , . . . ,mis)dP(mk) = 0, 1 ≤ i1 < . . . < is ≤ nm, k ∈ {i1, . . . , is}. (8.5)

Tento rozklad je často nazýván ANOVA dekompozice [5]. Stejným zp̊usobem lze rozložit

také rozptyl odezvy modelu

V[M(m)] = D =

∫
M2(m)dP(m)−M2

0 =
nm∑
i=1

Di +
∑

1≤i<j≤nm

Di,j + · · ·+D1,...,nm , (8.6)
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kde Di1,...,is jsou parciálńı rozptyly definované jako

Di1,...,is =

∫
· · ·

∫
s

M2
i1,...,is

(mi1 , . . . ,mis)dP(mi1) · · · dP(mis) = V[Mi1,...,is(mi1 , . . . ,mis)],

(8.7)

kde 1 ≤ i1 < . . . < is ≤ nm a s = 1, . . . , nm.

Nyńı již lze snadno vyjádřit index citlivosti odezvy modelu na skupinu náhodných proměn-

ných (mi1 , . . . ,mis)

Si1,...,is =
Di1,...,is

D
. (8.8)

Si se nazývá index citlivosti prvńıho řádu proměnné mi, který vyjadřuje hlavńı vliv proměnné

mi na odezvu modelu, Sij se nazývá index citlivosti druhého řádu, pokud i 6= j, a slouž́ı

k vyjádřeńı současného vlivu dvou proměnných mi a mj na odezvu modelu atp. Součet všech

index̊u citlivosti je roven jedné:

nm∑
i=1

Si +
∑

1≤i<j≤nm

Sij + · · ·+ S1,2,...,nm = 1. (8.9)

Celkový vliv proměnných na odezvu modelu lze poté vyjádřit pomoćı totálńıch index̊u

citlivosti, které vyjadřuj́ı nejen vliv samotné proměnné, ale i jej́ı vliv v interakci s ostatńımi

proměnnými. Totálńı index citlivosti proměnné mi se rovná součtu všech index̊u citlivosti

proměnné mi a skupin s touto proměnnou

ST
i = Si +

∑
j<i

Sj,i +
∑
j<k<i

Sj,k,i + · · ·+ Si,...,nm =
Dtot
i

D
, (8.10)

nebo ho lze také vyjádřit pomoćı rozptylu D∼i, který se skládá ze všech parciálńıch rozptyl̊u

Di1,...,is vyjma indexu i

ST
i = 1− D∼i

D
. (8.11)

Popsané indexy citlivosti lze odhadnout pomoćı metody Monte Carlo s n simulacemi,

kdy výrazy pro odhady M0, D, Di a D∼i jsou následuj́ıćı [32]:

M̃0 =
1

n

n∑
t=1

M(mt), (8.12)

D̃ =
1

n

n∑
t=1

M2(mt)− M̃2
0 , (8.13)

D̃i =
1

n

n∑
t=1

M(m
(1)
(∼i)t,m

(1)
it )M(m

(2)
(∼i)t,m

(1)
it )− M̃2

0 , (8.14)

D̃∼i =
1

n

n∑
t=1

M(m
(1)
(∼i)t,m

(1)
it )M(m

(1)
(∼i)t,m

(2)
it )− M̃2

0 . (8.15)
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V rovnićıch (8.12) a (8.13) je mt kombinace vstupńıch parametr̊u pro t-tou simulaci modelu.

Horńı indexy (1) a (2), které jsou použity v rovnićıch (8.14) a (8.15), označuj́ı dvě r̊uzné

sady vstupńıch parametr̊u vždy pro n nezávislých simulaćı. Jejich kombinace je taková, že

v jedné sadě jsou nahrazeny hodnoty parametru i jeho hodnotami v sadě druhé. Použitý

výraz m(∼i)t zastupuje t-tou kombinaci parametr̊u vyjma i-tého parametru, tzn.

m(∼i)t = (m1t, . . . ,m(i−1)t,m(i+1)t, . . . ,mnmt). (8.16)

Celkově je tedy nutné provést n(2nm + 1) simulaćı pro vyhodnoceńı index̊u citlivosti pomoćı

MC.

Stanoveńı index̊u citlivosti je méně výpočetně náročné při použit́ı polynomiálńıho chaosu,

kdy po jeho sestaveńı lze indexy citlivosti vyjádřit analyticky př́ımo ze stanovených PCE

koeficient̊u [5]. V podstatě veškeré výpočetńı nároky jsou tedy vynaloženy na vyhodnoceńı

PCE koeficient̊u, které, jak už bylo ukázáno v prvńı části této práce, je oproti MC méně

časově náročné.

Indexy citlivosti založené na polynomiálńım chaosu jsou definovány jako

SPCE
i1,...,is

=

∑
α∈Ii1,...,is

β2
αE[ψ2

α(ξ)]∑nβ
α=1 β

2
αE[ψ2

α(ξ)]
, (8.17)

kde E[ψ2
α(ξ)] se vypoč́ıtá podle rovnice (3.10) a Ii1,...,is určuje polynomy, které se skládaj́ı

pouze z člen̊u závislých na (ξi1 , ..., ξis) a stupně polynomiálńıch člen̊u ostatńıch proměnných

jsou nulové, tedy

Ii1,...,is = {αk = 0⇐⇒ k /∈ (i1, . . . , is),∀k = 1, . . . , nβ}. (8.18)

Totálńı indexy citlivosti založené na polynomiálńım chaosu lze následně vypoč́ıtat jako

ST,PCE
i = SPCE

i +
∑
j<i

SPCE
j,i +

∑
j<k<i

SPCE
j,k,i + · · ·+ SPCE

i,...,nβ
(8.19)

neboli

ST,PCE
i =

∑
α∈I+i

β2
αE[ψ2

α(ξ)]∑nβ
α=1 β

2
αE[ψ2

α(ξ)]
, (8.20)

kde I+i určuje všechny polynomy, v nichž se vyskytuje proměnná ξi, tzn.

I+i = {α ∈ N : 0 ≤ α ≤ nβ, αi 6= 0}. (8.21)
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Aplikace na inženýrské konstrukci

Pro praktickou ukázku bayesovské identifikace parametr̊u výpočetńıho modelu je použita

stejná konstrukce jako při analýze nejistot, která je popsána v Kapitole 4. Zásadńı změna

v zadáńı problému se týká vyskytuj́ıćıch se nejistot. Předmětem zkoumáńı se nyńı stane

nejistota ve vstupńıch parametrech, která se identifikuje pomoćı expertńıch znalost́ı a dat

z experiment̊u. Je předpokládáno, že při prováděńı experiment̊u by se zat́ıžeńı a geomet-

rické parametry daly př́ımo určit, zat́ımco materiálové charakteristiky by byly náhodné.

Předmětem identifikace je nejistý Young̊uv modul pružnosti, který se v předešlé části této

práce považoval za známý.

V prvńım př́ıpadě se pro jednoduchost uvažuje modul pružnosti jako jediná náhodná

proměnná. Dosavadńı parametry se zafixuj́ı na pevných hodnotách, konkrétně na svých

pr̊uměrných hodnotách stanovených z předepsaných histogramů (Obrázky 4.2 a 4.3). Na tom-

to př́ıkladě, který je dále značen jako př́ıklad A, se podrobně představ́ı problematika baye-

sovské identifikace v praxi.

Následně se zvedne počet náhodných proměnných, kdy se zpátky zavedou náhodné geo-

metrické parametry uvedené v Tabulce 4.1. Jejich pravděpodobnostńı rozděleńı, reflektuj́ıćı

zde výrobńı nepřesnosti, bude uvažováno jako normálńı se zachováńım pr̊uměr̊u a směrodat-

ných odchylek z předepsaných histogramů. Tento př́ıklad s celkem pěti náhodnými parametry

označuje ṕısmeno B.

9.1 Apriorńı rozděleńı

Obecně známou informaćı o Youngově modulu pružnosti E je, že jeho hodnoty nabývaj́ı

pouze kladných hodnot. Proto je možné zvolit jako prior lognormálńı rozděleńı.

Řešená konstrukce je vyrobena z oceli, jej́ıž hodnota modulu pružnosti se z praktických

zkušenost́ı pohybuje nejčastěji okolo 210 GPa. Tuto hodnotu lze tedy považovat za středńı

hodnotu apriorńıho rozděleńı. Protože apriorńı rozděleńı je pouze počátečńı odhad pravdě-

podobnostńıho rozděleńı parametru, neńı př́ılǐs jisté a směrodatná odchylka se zvoĺı poměrně

vysoká, konkrétně 110 GPa.
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Pro urychleńı procesu MCMC pomoćı náhrady plného modelu aproximaćı Hermiteovými

polynomy se využije bĺızký vztah mezi standardně normálně rozdělenou proměnnou ξ a uva-

žovaným lognormálně rozděleným parametrem m

m = exp(µξ + σξξ), (9.1)

kdy se statistické momenty µξ a σξ stanov́ı z určené středńı hodnoty µm = 210 GPa

a směrodatné odchylky σm = 110 GPa lognormálńıho rozděleńı dle následuj́ıćıch vzorc̊u:

µξ = ln
µ2
m√

σ2
m + µ2

m

, σξ =
√

ln (σ2
m/µ2m + 1). (9.2)

9.2 Citlivostńı analýza

Již bylo stanoveno, která náhodná proměnná bude identifikována, ale zat́ım neńı určeno,

kterou náhodnou veličinu je vhodné pro tuto identifikaci měřit.

V řešeném př́ıkladu je možné vyb́ırat celkem z pěti přemı́stěńı r, konkrétně ze dvou

pootočeńı ϕD a ϕA a třech posun̊u uD, uA a wA. Rozptyly jednotlivých veličin odpov́ıdaj́ıćı

stanoveným pravděpodobnostńım rozděleńım vyskytuj́ıćıch se parametr̊u pro obě varianty

př́ıkladu jsou uvedeny v Tabulce 9.1.

Př́ıklad uD [mm] ϕD [mrad] uA [mm] wA [mm] ϕA [mrad]

APCE 0, 0192 1, 8787 0, 0192 3, 7611 · 10−5 7, 4814

AMC 0, 0191 1, 8713 0, 0191 3, 7462 · 10−5 7, 4519

BPCE 0, 0192 1, 8750 0, 0192 3, 7580 · 10−5 7, 4665

BMC 0, 0192 1, 8760 0, 0192 3, 7610 · 10−5 7, 4703

Tabulka 9.1: Rozptyly jednotlivých přemı́stěńı.

Uvedené rozptyly jsou obdrženy dvěma zp̊usoby. Index PCE označuje odhad rozptylu

stanovený na základě koeficient̊u polynomiálńı aproximace modelu, jehož výpočet vycháźı

z rovnice (3.9), zat́ımco indexem MC je označena varianta s použit́ım obyčejné metody Monte

Carlo s n = 107 simulacemi plného numerického modelu, z nichž je odhad rozptylu vyjádřen

jako

σ2
ri

=
1

n

n∑
l=1

(ri,l −
1

n

n∑
l=1

ri,l)
2. (9.3)

Z obdržených výsledk̊u vyplývá, že přemı́stěńı s největš́ım rozptylem je z pootočeńı ϕA

a z posunut́ı uD a uA. Uvedené veličiny se tedy na prvńı pohled zdaj́ı být vhodné pro použit́ı

při identifikaci nejistého modulu pružnosti.

Nyńı se provede citlivostńı analýza za účelem určit, která přemı́stěńı jsou na náhodných

parametrech nejv́ıce závislá. Pro variantu př́ıkladu A lze citlivost vyjádřit pouze pomoćı

korelace, protože Sobolovy indexy by se v tomto př́ıpadě s jedńım náhodným parametrem

vždy rovnaly jedné. Citlivosti odezev v př́ıkladu B s v́ıce parametry jsou stanoveny ko-
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relačńımi koeficienty i Sobolovými indexy. Výsledky citlivostńı analýzy provedené pomoćı

Spearmanova koeficientu pořadové korelace jsou uvedeny v Tabulce 9.2.

Př́ıklad ri uD ϕD uA wA ϕA

A ρE,ri -1 1 -1 -1 -1

B ρE,ri -0,9993 0,9995 -0,9993 -0,9990 -0,9995

Tabulka 9.2: Výsledky citlivostńı analýzy provedené pomoćı Spearmanova koeficientu pořa-
dové korelace.

Jak je vidět, citlivost jednotlivých složek odezvy numerického modelu na vstupńı para-

metr je ve všech př́ıpadech téměř rovna jedné, resp. −1, ovšem při prováděńı fyzikálńıch

experiment̊u je každá měřená veličina zat́ıžena chybami měřeńı. Tyto chyby, které vyjadřuj́ı

jak moc nejsou jednotlivé měřené veličiny jisté, se mohou pro r̊uzné veličiny lǐsit a je nutné

je při citlivostńı analýze vźıt v potaz. V řešeném př́ıkladu jsou chyby měřeńı uvažovány jako

náhodné proměnné s normálńım rozděleńım o pr̊uměru µε = 0 mm, resp. mrad, a směrodatné

odchylce v př́ıpadě posun̊u σεu = 10−2 mm a v př́ıpadě pootočeńı σεϕ = 1 mrad. Výsledné

citlivosti zohledňuj́ıćı stanovené chyby měřeńı źıskané Spearmanovým koeficientem pořadové

korelace jsou v Tabulce 9.3.

Př́ıklad ri uD ϕD uA wA ϕA

A ρE,ri+ε -1 0,73475 -0,99517 -0,45727 -0,90008

B ρE,ri+ε -0,99451 0,73472 -0,99451 -0,45695 -0,89978

Tabulka 9.3: Výsledky citlivostńı analýzy při uvažováńı chyb měřeńı provedené pomoćı
Spearmanova koeficientu pořadové korelace.

Nyńı obdržené citlivosti reflektuj́ı chyby měřeńı a zároveň i jejich poměr ku rozptyl̊um

jednotlivých odezev. Dle Spearmanova koeficientu pořadové korelace jsou tedy v obou uva-

žovaných př́ıkladech nejv́ıce citlivá přemı́stěńı na modul pružnosti právě posuny uD a uA

a pootočeńı ϕA.

Výsledky citlivostńı analýzy provedené metodou ANOVA jsou uvedeny v Tabulce 9.4.

Z d̊uvodu výpočetńı efektivnosti jsou indexy citlivosti jednotlivých přemı́stěńı na všechny

parametry vypočteny na základě polynomiálńı aproximace, kdy v podstatě veškerý nutný

výpočetńı čas slouž́ı k sestaveńı této aproximace, v tomto př́ıpadě konkrétně Hermiteova

polynomu 4. stupně. Srovnáńı časové náročnosti je podrobně probráno v Kapitole 4.1. Z hle-

diska identifikováńı modulu pružnosti je ovšem zásadńı citlivost složek odezvy právě na tento

parametr, proto je př́ıslušný index citlivosti stanoven také druhým možným zp̊usobem, a to

metodou Monte Carlo s 107 simulacemi.

Z uvedených výsledk̊u je na prvńı pohled patrné, že citlivost jednotlivých přemı́stěńı na

geometrické parametry modelu je velmi malá oproti odpov́ıdaj́ıćı citlivosti na identifikovaný

modul pružnosti. Je to předevš́ım dáno velkým rozptylem tohoto parametru, který vypov́ıdá

o nejistotě jeho hodnoty. Indexy citlivosti modulu pružnosti obdržené oběma zp̊usoby se

61



KAPITOLA 9. APLIKACE NA INŽENÝRSKÉ KONSTRUKCI

Index citlivosti uD ϕD uA wA ϕA

SPCE
lσ

0, 0002 0, 0004 0, 0002 0, 0000 0, 0004

SPCE
Iσ1

0, 0000 0, 0001 0, 0000 0, 0005 0, 0001

SPCE
Iσ2

0, 0009 0, 0000 0, 0009 0, 0004 0, 0000

SPCE
Iσ3

0, 0000 0, 0003 0, 0000 0, 0008 0, 0003

SPCE
E 0, 9986 0, 9990 0, 9986 0, 9979 0, 9990

SMC
E 0, 9985 0, 9989 0, 9985 0, 9979 0, 9989

SMC+ε
E 0, 9934 0, 6516 0, 9933 0, 2733 0, 8810

Totálńı index citlivosti uD ϕD uA wA ϕA

ST,PCE
E 0, 9989 0, 9992 0, 9989 0, 9984 0, 9992

ST,MC
E 0, 9988 0, 9991 0, 9988 0, 9982 0, 9991

ST,MC+ε
E 0, 9987 0, 9998 0, 9989 0, 9983 0, 9987

Tabulka 9.4: Výsledky citlivostńı analýzy modelu B provedené pomoćı metody ANOVA
s použit́ım polynomiálńıho chaosu (PCE) a metody Monte Carlo (MC).

navzájem lǐśı velmi nepatrně a shoduj́ı se s výsledky obdrženými Spearmanovým koeficientem

pořadové korelace.

Př́ıpadu s uvažováńım chyb měřeńı odpov́ıdá index citlivosti SMC+ε
E a totálńı index citli-

vosti ST,MC+ε
E . Základńı index citlivosti, který vyjadřuje vliv samotného parametru, vypov́ıdá

o stejném efektu zavedeńı chyb jako Spearman̊uv koeficient, kdy se citlivost dané odezvy

sńıž́ı úměrně poměru rozptylu chyby a rozptylu odezvy. Totálńı index citlivosti má v tomto

př́ıpadě nevypov́ıdaj́ıćı hodnotu, protože vyjadřuje kromě vlivu samotného parametru také

vliv tohoto parametru v kombinaci s ostatńımi parametry, tedy uvažuje také kombinaci pa-

rametru se zavedenou chybou, kterou je možné si pro jednoduchost představit jako daľśı

přidaný parametr.

Výstupem provedené citlivostńı analýzy je následuj́ıćı pořad́ı přemı́stěńı dle citlivosti

na nejistý modul pružnosti od nejv́ıce závislého po nejméně závislé: uA, uD, ϕA, ϕD a wA.

Jinými slovy je posun uA nejv́ıce vhodný pro použit́ı při identifikaci modulu pružnosti,

zat́ımco posun wA je pro tento úkol nejméně vhodný.

9.3 Věrohodnostńı funkce

Věrohodnostńı funkce L(m, z) vystihuje naměřená data z, která poskytuj́ı novou in-

formaci použitelnou ke zpřesňováńı pravděpodobnostńıho rozděleńı neznámých parametr̊u,

tj. k tvorbě posteriorńıho rozděleńı p(m|z). V řešeném př́ıkladě se předpokládá, že jednot-

livé měřené veličiny, jimiž jsou r̊uzné složky vektoru přemı́stěńı, maj́ı normálńı rozděleńı

vycházej́ıćı z normálńıho rozděleńı chyb měřeńı. Věrohodnostńı funkce je pak sdružená

normálńı hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru z

L(m, z) = p(z|m). (9.4)
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Parametry takového rozděleńı při použit́ı nz naměřených hodnot jsou vektor středńıch hod-

not µz = (µ1, µ2, . . . , µnz)
T a kovariančńı matice

Cz =


σ2
1 σ1σ2ρ12 · · · σ1σnzρ1nz

σ2σ1ρ21 σ2
2 · · · σ2σnzρ2nz

...
...

. . . σ(nz−1)σnzρ(nz−1)nz

σnzσ1ρnz1 σnzσ2ρnz2 σnzσ(nz−1)ρnz(nz−1) σ2
nz

 , (9.5)

kde σi je směrodatná odchylka měřené veličiny zi a ρij je korelace mezi i-tou a j-tou složkou

vektoru z.

Interpretace naměřených dat formou věrohodnostńı funkce je zásadńı krok při bayesovské

identifikaci parametr̊u, kdy věrohodnostńı funkce spolu s apriorńım rozděleńım udává po-

dobu posteriorńıho rozděleńı. Z tohoto d̊uvodu je vhodné se u stanoveńı parametr̊u věrohod-

nostńı funkce na chv́ıli zastavit. Pro jednoduchost se testováńı vlivu nastaveńı věrohodnostńı

funkce provede na modelu s jedńım parametrem m.

Jako prvńı je uvažován nejjednodušš́ı př́ıpad, kdy jednotlivá měřeńı zi jsou nezávislá

a každé z nich přináš́ı zcela novou informaci pro aktualizaci rozděleńı nejistého parametru

m. Kovariančńı matice sdruženého rozděleńı je vzhledem k nezávislosti jednotlivých složek

vektoru z diagonálńı, protože korelace mezi jednotlivými složkami zi je pro všechny kom-

binace složek nulová. Za těchto podmı́nek lze věrohodnostńı funkci vyjádřit jako součin

marginálńıch hustot pravděpodobnost́ı

L(m, z1, . . . , znz) = p(z1, . . . , znz |m) =
nz∏
i=1

p(zi,m). (9.6)

Jako zdroj informaćı je možné použ́ıt bud’ několik r̊uzných složek vektoru přemı́stěńı r

nebo také několikrát měřit stejnou složku, každý výsledek podává nový fakt o zkoumaném

materiálu, který muśı být brán v potaz. Středńı hodnoty jednotlivých marginálńıch hustot

jsou rovny naměřeným hodnotám a směrodatné odchylky se rovnaj́ı př́ıslušným stanoveným

chybám měřeńı.

Popsaná situace je základńım př́ıkladem bayesovské identifikace nejistého parametru,

který popisuje jeden konkrétńı náhodný jev, v tomto př́ıpadě jeden konkrétńı materiál

s nejistým modulem pružnosti. V praxi ale může nastat také situace, kdy jsou naměřená

data źıskána při zkoušeńı r̊uzných materiál̊u nebo jednoho heterogenńıho materiálu ve v́ıce

mı́stech. Rozptyl takovýchto dat neńı zp̊usoben jen chybou měřeńı, ale i rozptylem ma-

teriálového parametru. Tento rozd́ıl je ovšem zásadńı a použit́ı Bayesova postupu, jehož

ćılem je redukovat nejistotu vyplývaj́ıćı z ned̊uvěry v provedené měřeńı, by v takovém př́ıpadě

vedlo ke zpr̊uměrováńı skutečných heterogenńıch materiálových vlastnost́ı. Rozptyl experi-

mentálńıch dat má v této situaci sv̊uj význam a neńı ćılem ho redukovat.

Pro správnou interpretaci měřeńı heterogenńıch materiál̊u je nutné odlǐsné zpracováńı

obdržených dat. Źıskané hodnoty každé uvažované složky vektoru přemı́stěńı ze všech experi-
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ment̊u se slouč́ı do jedné marginálńı hustoty. Věrohodnost je v tomto př́ıpadě součinem tolika

marginálńıch hustot, kolik se pro identifikaci použije složek vektoru přemı́stěńı. Konkrétně se

při použit́ı experimentálńıch dat z ne pokus̊u, kdy jsou zaznamenány hodnoty složek vektoru

přemı́stěńı zri , stanov́ı jednotlivé středńı hodnoty µi a směrodatné odchylky σi z následuj́ıćıch

vzorc̊u:

µi =
1

ne

ne∑
l=1

zri,l, (9.7)

respektive

σi =

√√√√ 1

ne

ne∑
l=1

(zri,l − µi)2. (9.8)

Tento př́ıstup může být vńımám jako kombinace klasického a bayesovského př́ıstupu

ke zpracováńı dat a stanoveńı pravděpodobnosti náhodného jevu. V prvńı fázi je stanoveno

pravděpodobnostńı rozděleńı pozorovaného náhodného jevu klasickým četnostńım př́ıstupem,

následně se takto źıskaná informace použije ve formě věrohodnostńı funkce při bayesovské

aktualizaci apriorńıho rozděleńı.

Obdobným postupem lze také zpracovat informaci o vzájemně závislých měřeńıch. V tom-

to př́ıpadě kovariančńı matice už neńı diagonálńı a sdruženou hustotu pravděpodobnosti

nelze zapsat jako součin marginálńıch pravděpodobnost́ı. Věrohodnost lze nyńı zapsat pouze

ve tvaru sdružené normálńı hustoty jako

p(z|m) =
1√

|Cz|(2π)nr
e−

1/2(r−µz)TC−1(r−µz). (9.9)

Z obdržených měřeńı se stanov́ı středńı hodnoty, směrodatné odchylky a dále také kore-

lace mezi měřeńımi odpov́ıdaj́ıćımi jednotlivým složkám vektoru přemı́stěńı pro sestaveńı

kovariančńı matice.

Dvě popsané situace, které se zásadně lǐśı zpracováńım experimentálńıch dat, jsou zob-

razeny na Obrázku 9.1. V obou př́ıpadech jsou uvedeny hustoty pravděpodobnosti vzhledem

ke sledované odezvě, v tomto př́ıpadě je to posun uA. Pro aktualizaci apriorńıho rozděleńı,

0.15 0.2 0.25
uA [mm]

p(
u
A
)

0.15 0.2 0.25
uA [mm]

p(
u
A
)

Věrohodnost
Prior
Posterior

(a) (b)

Obrázek 9.1: Hustoty pravděpodobnost́ı posunu uA pro variantu Bayesovského př́ıstupu při
měřeńı jednoho materiálu (a) a v́ıce materiál̊u (b).
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které se zde uvažuje zúžené se směrodatnou odchylkou rovnou 11 GPa, je použito deset

hodnot tohoto posunu. Obrázek 9.1a ukazuje tradičńı Bayes̊uv př́ıstup, kdy je měřen je-

den konkrétńı materiál a každé měřeńı je využito pro tvorbu jedné marginálńı hustoty

pravděpodobnosti, jejichž součin tvoř́ı věrohodnostńı funkci. Ve druhé variantě na Obráz-

ku 9.1b je věrohodnost normálńı rozděleńı s parametry stanovenými z obdržených hodnot

posunu uA.

Grafy názorně ukazuj́ı rozd́ıl ve výsledném posteriorńım rozděleńı, které je při použit́ı

tradičńıho Bayesova př́ıstupu výrazně užš́ı, protože s každou novou informaćı docháźı k jeho

zpřesněńı. V druhé variantě se rozptyl posteriorńıho rozděleńı zmenš́ı oproti prvńı variantě

mnohem méně, ale jak už bylo řečeno, tento rozptyl vystihuje kromě chyb měřeńı také rozptyl

samotného materiálového parametru.

Dále jsou uvedeny také výsledky pro př́ıpad, kdy se pro bayesovskou identifikaci použij́ı

hodnoty dvou přemı́stěńı, konkrétně posunu uA a pootočeńı ϕA. Na Obrázku 9.2 jsou zob-

razeny grafy hustot pravděpodobnost́ı nejistého parametru E aktualizované pomoćı deseti

experiment̊u (ne = 10), kdy jsou pro lepš́ı názornost chyby měřeńı sńıženy na 0, 001 mm

u posunu a 0, 1 mrad u pootočeńı a apriorńı rozptyl modulu pružnosti na 55 GPa.
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p
(E

)

100 200 300
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p
(E
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(a) (b)
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Obrázek 9.2: Hustoty pravděpodobnost́ı parametru aktualizované pomoćı 10 experiment̊u,
při nichž je měřen posun uA a pootočeńı ϕA.

V prvńıch dvou grafech (a) a (b) jsou výsledky všech experiment̊u považovány za nové

informace a každá naměřená hodnota je př́ımo použita k definováńı věrohodnostńı funkce.

Varianta 9.2a vystihuje př́ıpad, kdy se naměřená data lǐśı pouze chybou měřeńı, jedná se tedy

o měřeńı jednoho konkrétńıho materiálu. Věrohodnost je v tomto př́ıpadě sdružené normálńı
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rozděleńı se středńımi hodnotami rovnými naměřeným hodnotám a diagonálńı kovariančńı

matićı

C(a)
z =



σ2
εu,1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . . 0 0 · · · 0

0 0 σ2
εu,ne 0 · · · 0

0 0 0 σ2
εϕ,1 · · · 0

...
...

...
...

. . . 0

0 0 0 0 0 σ2
εϕ,ne


, (9.10)

na jej́ıž diagonále jsou rozptyly př́ıslušných chyb měřeńı. Obdržené posteriorńı rozděleńı je

velmi úzké. Ve variantě 9.2b je při každém experimentu použit jiný materiál a každá odezva

je opět zat́ıžena chybou měřeńı. Kovariančńı matice sdruženého rozděleńı

C(b)
z =



σ2
εu+u(E),1 · · · 0 0 · · · 0

...
. . . 0 0 · · · 0

0 0 σ2
εu+u(E),ne

0 · · · 0

0 0 0 σ2
εϕ+ϕ(E),1 · · · 0

...
...

...
...

. . . 0

0 0 0 0 0 σ2
εϕ+ϕ(E),ne


(9.11)

je opět diagonálńı, avšak nyńı jsou na diagonále rozptyly σεu+u(E) a σεϕ+ϕ(E) indukované

chybami měřeńı i řádově větš́ım rozptylem materiálových parametr̊u. Posterior má oproti

variantě (a) větš́ı rozptyl.

V následuj́ıćıch třech grafech je prezentován př́ıpad kombinace četnostńıho a bayesovského

př́ıstupu. Graf 9.2c zobrazuje variantu, kdy opakované měřeńı každé složky odezvy je použito

jen pro źıskáńı pr̊uměrné hodnoty a směrodatné odchylky daných přemı́stěńı podle rovnic

(9.7) a (9.8). Oba posuny jsou však vzájemně stále uvažovány jako nezávislé a kovariančńı

matice má následuj́ıćı tvar

C(c)
z =

[
σ2
u 0

0 σ2
ϕ

]
. (9.12)

Vliv vzájemné závislosti uvažovaných přemı́stěńı vystihuje graf 9.2d, z něhož je patrné,

že věrohodnost i z ńı vycházej́ıćı posterior maj́ı větš́ı rozptyl než ve variantě (c), protože

nyńı nejsou k dispozici dvě nové informace, ale pouze jedna nová informace a druhá na ńı

závislá. Př́ıslušná kovariančńı matice

C(d)
z =

[
σ2
u σuσϕρuϕ

σuσϕρuϕ σ2
ϕ

]
(9.13)

již neńı diagonálńı. Jelikož v tomto př́ıpadě je korelace mezi sledovanými přemı́stěńımi vy-

soká, snižuj́ı ji pouze chyby měřeńı, vliv méně informativńıho pootočeńı je téměř nulový.

Tento fakt je možné pozorovat ve variantě 9.2e, kdy je část věrohodnosti vycházej́ıćı z po-
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otočeńı ϕA zcela odebrána a celá bayesovská identifikace vycháźı pouze z posunu uA. Rozd́ıl

mezi grafy (d) a (e) je minimálńı.

Na Obrázku 9.3 jsou zobrazeny věrohodnosti odpov́ıdaj́ıćı představeným situaćım (a) až

(d) ve formě izoliníı v závislosti na posunu uA a pootočeńı ϕA. Nejužš́ı sdružené rozděleńı

odpov́ıdá variantě (a), kdy jednotlivé směrodatné odchylky odpov́ıdaj́ı pouze chybám měřeńı

a v obrázku tvoř́ı př́ıslušné izolinie nepatrnou svislou elipsu vlevo dole bĺızko ke středu grafu.

Ve všech variantách s měřeńım na r̊uzných materiálech byla použita stejná sada obdržených

dat, která jsou v grafu také zanesena. Rozd́ıl věrohodnosti varianty (c) a varianty (d) je

v natočeńı vzhledem k osám grafu, které znázorňuje vzájemnou závislost dat. Je patrné, že

skutečné rozděleńı těchto dat nejlépe vystihuje právě věrohodnost varianty (d) a v př́ıpadě

hledáńı rozptylu vlastnost́ı heterogenńıho materiálu je tato věrohodnost nejv́ıce vhodná.
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Obrázek 9.3: Podoba věrohodnostńıch funkćı vzhledem k uvažovaným přemı́stěńım.

9.4 Posteriorńı rozděleńı

Po stanoveńı apriorńıho rozděleńı a věrohodnostńı funkce následuje konečná fáze, jej́ımž

produktem je hledané posteriorńı rozděleńı. Jak už bylo vyloženo v Kapitole 7, posteriorńı

rozděleńı lze źıskat jeho vzorkováńım pomoćı Markovova řetězce metodou Monte Carlo.

V této kapitole jsou rozebrány jednotlivé kroky praktické aplikace tohoto postupu, konkrétně

při použit́ı Metropolisova algoritmu.

V prvńı řadě je nutné stanovit parametry zvoleného algoritmu. Jako počátečńı bod neboli

výchoźı stav Markovova řetězce se voĺı pr̊uměrná hodnota parametr̊u z apriorńıho rozděleńı.

Počet stav̊u s je zvolen vysoký, konkrétně 107, z d̊uvodu minimalizace vlivu př́ıpadných

nevhodných počátečńıch stav̊u, protože se neuvažuje odstraňováńı počátečńı rozhoř́ıvaćı pe-

riody. Hlavńım rysem Metropolisova algoritmu je symetrické návrhové rozděleńı, v řešených

př́ıkladech je toto rozděleńı vždy normálńı se středńı hodnotou rovnou souřadnici předchoźıho

stavu a zvolenou směrodatnou odchylkou. Velikost směrodatné odchylky se stanov́ı s ohledem

na autokorelaci řetězce a mı́ru přijet́ı AR.
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Pro nastaveńı návrhového rozděleńı byla sledována autokorelace Markovových řetězc̊u

pro r̊uzné hodnoty směrodatné odchylky, jak je patrné z Obrázku 9.4. Pro názornost jsou
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Obrázek 9.4: Konvergence autokorelace v závislosti na směrodatné odchylce návrhového
rozděleńı pro variantu s měřeńım jednoho posunu uA (a) a celého vektoru přemı́stěńı r (b).

uvažovány dvě varianty modelu A, v prvńım př́ıpadě se pro identifikaci modulu pružnosti

použ́ıvá pouze posun uA, v druhém př́ıpadě celý vektor přemı́stěńı r. K identifikaci je vždy

použito jedno měřeńı zvolených přemı́stěńı a kovariančńı matice ve věrohodnostńı funkci

zohledňuje pouze uvažované chyby měřeńı. Vzorky posteriorńıho rozděleńı źıskané MCMC

odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým variantám jsou X(m,uA), resp. X(m, r). Na horńıch grafech je

znázorněna konvergence autokorelace se zvyšuj́ıćım se vzájemným posunem řetězce, zat́ımco

dolńı grafy zobrazuj́ı řez při konkrétńım posunu o deset stav̊u pro stejné hodnoty směrodatné

odchylky jako na prvńıch grafech.

Na Obrázku 9.4 jsou také uvedeny zvolené hodnoty směrodatných odchylek σ0,optimal.

Uvedené finálńı hodnoty směrodatných odchylek pro oba Markovovy řetězce jsou stanoveny

pomoćı optimalizace, kdy minimalizovanou účelovou funkćı f(X) je součet hodnot autoko-

relaćı pro maximálńı posun o 50 krok̊u, tzn.

f(X) =
50∑
t=0

corr(X(1 : 107 − t+ 1), X(t : 107)). (9.14)

Korelace je vyjádřena pomoćı Spearmanova koeficientu pořadové korelace. Pro samotnou op-

timalizaci je použita funkce fmincon() ve variantě optimalizačńı metody interior-point
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implementovaná v MATLABu, která slouž́ı pro hledáńı minima omezených nelineárńıch

funkćı v́ıce proměnných.

Porovnáńı přesnosti posteriorńıho rozděleńı při použit́ı polynomiálńı aproximace sesta-

vené pomoćı lineárńı regrese namı́sto plného numerického modelu v závislosti na použitém

stupni polynomu je znázorněno na Obrázku 9.5. Z graf̊u je patrné, že pro 4. stupeň Hermi-

teova polynomu se výsledné posteriorńı rozděleńı lǐśı od výsledku źıskaného pomoćı plného

modelu velmi málo, zat́ımco výpočetńı náročnost, která je uvedena v Tabulce 9.5, je výrazně

nižš́ı.
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Obrázek 9.5: Posteriorńı rozděleńı Youngova modulu pružnosti źıskané pomoćı plného mo-
delu (FM) a polynomiálńı aproximace p-tého stupně pro variantu s uvažováńım jednoho
posunu uA (a) a celého vektoru přemı́stěńı r (b).

Na jednodušš́ı variantě s měřeńım pouze posunu uA jsou pro srovnáńı ukázány také

výsledky ostatńıch metod sestaveńı PCE aproximace. Na Obrázku 9.6 jsou grafy obdržených

posteriorńıch rozděleńı v závislosti na použitém stupni polynomu. Přesnost źıskaných poste-

rior̊u pomoćı stochastické kolokace i semi-intruzivńı Galerkinovy metody je obdobná jako při

použit́ı lineárńı regrese, opět je dostatečný 4. stupeň polynomu pro velmi přesnou aproximaci

plného modelu. Parametry odpov́ıdaj́ıćıch Markovových řetězc̊u X(m,uA) při použit́ı těchto

polynomiálńıch aproximaćı 4. stupně jsou uvedeny v Tabulce 9.5.
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Obrázek 9.6: Posteriorńı rozděleńı Youngova modulu pružnosti źıskané pomoćı plného mo-
delu (FM) a polynomiálńı aproximace p-tého stupně sestavené stochastickou kolokaćı (KPN,
GQN) a Galerkinovou metodou (GM KPN) pro variantu s použit́ım jednoho posunu uA.
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Tabulka 9.5 obsahuje parametry Markovových řetězc̊u obdržených plným modelem (FM)

i pomoćı polynomiálńıch aproximaćı (PCE) 4. stupně. Pro stanovené směrodatné odchylky

náhodného kroku σq,optimal,uA = 18, 9 GPa a σq,optimal,r = 18, 5 GPa je mı́ra přijet́ı AR

v doporučeném intervalu 0, 1 až 0, 6.

MCMC s AR Čas [s] µX [GPa] σX [GPa]

FM
X(m,uA) 107 0, 553 3958 221, 92 11, 316
X(m, r) 107 0, 447 4693 221, 55 7, 879

PCE

LHS X(m,uA) 107 0, 555 550 222, 28 11, 409
KPN X(m,uA) 107 0, 555 532 222, 29 11, 412
GQN X(m,uA) 107 0, 555 537 222, 23 11, 418
GM X(m,uA) 107 0, 559 532 222, 47 11, 553
LHS X(m, r) 107 0, 449 755 221, 92 7, 941

Tabulka 9.5: Parametry obdržených Markovových řetězc̊u: počet vzork̊u s, mı́ra přijet́ı AR,
časová náročnost, pr̊uměr µX a směrodatná odchylka σX odpov́ıdaj́ıćıho navzorkovaného
posteriorńıho rozděleńı.

Stanovené hodnoty pr̊uměru a směrodatné odchylky posteriorńıho rozděleńı se při použit́ı

FM a PCE př́ılǐs nelǐśı. Z jednotlivých metod sestaveńı polynomiálńı aproximace dává

nejpřesněǰśı výsledky lineárńı regrese, která je aplikována ve všech ostatńıch uvedených

př́ıkladech. T́ımto je potvrzeno, že výběr této numerické metody na základě výsledk̊u ob-

držených v prvńı části diplomové práce je správný i v př́ıpadě jej́ıho použit́ı při bayesovské

identifikaci.

Vliv volby odezvy, která se použije pro identifikaci nejistého parametru, názorně ukazuje

Obrázek 9.7, který zobrazuje apriorńı rozděleńı modulu pružnosti, dvě varianty věrohodnostńı

funkce a k nim odpov́ıdaj́ıćı dvě posteriorńı rozděleńı. Prvńı věrohodnostńı funkce vycháźı
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Obrázek 9.7: Posteriorńı rozděleńı Youngova modulu pružnosti źıskané pomoćı nejméně in-
formativńıho přemı́stěńı wA a nejv́ıce informativńıho přemı́stěńı uA.

z měřeńı posunut́ı wA nejméně citlivého na změnu identifikovaného parametru, kdy je patrné,

že výsledný posterior se tolik nelǐśı od p̊uvodńıho apriorńıho rozděleńı. Na druhou stranu
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je také uvedena věrohodnostńı funkce vycházej́ıćı z nejv́ıce citlivého posunut́ı uA, kdy tato

nová informace má mnohem větš́ı vliv na aktualizované posteriorńı rozděleńı. V grafu je

také uvedena černou čarou hodnota modulu pružnosti, která skutečně odpov́ıdá naměřeným

hodnotám posunut́ı, z nichž vycháźı použitá věrohodnost. Posteriorńı rozděleńı źıskané na

základě měřeńı nejv́ıce informativńıho posunu má zřetelně menš́ı rozptyl a jeho pr̊uměrná

hodnota se přibližně rovná skutečné hodnotě odpov́ıdaj́ıćı naměřenému posunu narozd́ıl od

posterioru stanoveného pomoćı měřeńı nejméně informativńıho posunu.

Pro názornost je dále uveden Obrázek 9.8, na němž jsou zobrazena posteriorńı rozděleńı

źıskaná postupně pomoćı jednoho až všech pěti přemı́stěńı. Nejprve je použita pro identifi-

kaci modulu pružnosti nejméně informativńı odezva, a posléze je přidána v́ıce informativńı

až po nejv́ıce informativńı odezvu. Tendence posteriorńıho rozděleńı postupně se bĺıžit hle-

dané skutečné hodnotě modulu pružnosti je zřetelná. Z grafu je dále patrné, že přidáńım

přemı́stěńı, které neńı tolik informativńı, se posteriorńı rozděleńı nezpřesńı tolik, jako při

přidáńı v́ıce informativńıho přemı́stěńı.
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Obrázek 9.8: Posteriorńı rozděleńı Youngova modulu pružnosti źıskané na základě jedné až
všech pěti složek vektoru přemı́stěńı postupně od nejméně po nejv́ıce informativńı složku.

V př́ıpadě, kdy je měřen několikrát nejv́ıce informativńı posun mohou nastat r̊uzné

situace, které vystihuje Obrázek 9.9. V prvńım př́ıpadě jsou naměřeny pokaždé přesně

stejné hodnoty posunu, jde o nerealistickou situaci, která je uvedena pro ilustraci. Vývoj

posteriorńıho rozděleńı při uvažováńı jednoho až pěti měřeńı je pro tuto variantu zobra-

zen na Obrázku 9.9a. Druhá situace, kdy je při každém měřeńı naměřena jiná hodnota

vlivem chyb měřeńı, je reálněǰśı a odpov́ıdaj́ıćı posteriorńı rozděleńı uvád́ı Obrázek 9.9b.

Jak vyplývá z Obrázku 9.9a, metoda bayesovské identifikace poskytuje př́ımé zpřesňováńı

pravděpodobnostńıho rozděleńı při použit́ı přesných dat. Pokud jsou ovšem nové informace

použité pro aktualizaci rozděleńı nejistého parametru zat́ıženy chybami měřeńı, může mı́t

posteriorńı rozděleńı źıskané touto metodou při malém počtu měřeńı zaváděj́ıćı charakter.

Pro źıskáńı dostatečně přesného posteriorńıho rozděleńı je tedy nejlepš́ı mı́t k dispozici co

nejv́ıce přesná data v co největš́ım počtu.
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Obrázek 9.9: Posteriorńı rozděleńı Youngova modulu pružnosti źıskané pomoćı odezvy uA při
r̊uzných počtech provedených experiment̊u, které maj́ı stejný výsledek (a), respektive r̊uzné
výsledky vycházej́ıćı z chyb měřeńı (b).

T́ımto jsou probrány základńı aspekty bayesovské identifikace na modelu A s jedńım

parametrem a nyńı se představený postup aplikuje také na model B, v němž vystupuj́ı

kromě dosavadńıho materiálového parametru daľśı čtyři parametry geometrické.

9.5 Vı́ceparametrický model

Model B má celkem pět parametr̊u, z nichž neǰsirš́ı apriorńı rozděleńı má modul pružnosti

E, zat́ımco geometrické parametry lσ, Iσ1, Iσ2 a Iσ3 vyjadřuj́ıćı geometrické nepřesnosti

výroby maj́ı všechny poměrně užš́ı normálńı apriorńı rozděleńı vycházej́ıćı z předepsaných

histogramů zobrazených na Obrázku 4.2.

Identifikace všech parametr̊u je provedena na základě měřeńı celého vektoru přemı́stěńı

r, kdy jsou jednotlivé složky vńımány jako nezávislé a je identifikována jedna konkrétńı kon-

strukce. Jde tedy o tradičńı Bayes̊uv př́ıstup, při němž je aktualizace apriorńıho rozděleńı

uskutečněna pomoćı věrohodnosti založené na pěti nezávislých přemı́stěńıch źıskaných při

jednom experimentu a zat́ıžených nejistotou zp̊usobenou chybami měřeńı. Př́ıslušná kova-

riančńı matice

Cz =


σ2
εu 0 0 0 0

0 σ2
εϕ 0 0 0

0 0 σ2
εu 0 0

0 0 0 σ2
εu 0

0 0 0 0 σ2
εϕ

 (9.15)

je diagonálńı a vystupuj́ıćı rozptyly odpov́ıdaj́ı chybám měřeńı pro jednotlivá přemı́stěńı

σεu = 10−2 mm a σεϕ = 1 mrad. Vektor středńıch hodnot věrohodnostńı funkce obsahuje

72



KAPITOLA 9. APLIKACE NA INŽENÝRSKÉ KONSTRUKCI

naměřené hodnoty přemı́stěńı

µz = (zuD , zϕD
, zuA , zwA

, zϕA
)T. (9.16)

Výsledky provedené identifikace jsou zobrazeny na Obrázku 9.10, kde je postupně ukázáno

apriorńı rozděleńı, věrohodnost a obdržený posterior př́ısluš́ıćı jednotlivým parametr̊um.
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Obrázek 9.10: Prior, věrohodnost a posteriorńı rozděleńı jednotlivých nejistých parametr̊u.

Je patrné, že identifikaćı bylo zpřesněno nejv́ıce apriorńı rozděleńı materiálového para-

metru, který byl nejv́ıce nejistý. Posteriorńı rozděleńı geometrických parametr̊u se v podstatě

od apriorńıho nelǐśı. Tento jev je d̊usledkem velmi malé citlivosti odezvy na geometrické pa-

rametry, která vede na velmi plochou věrohodnostńı funkci odpov́ıdaj́ıćı těmto parametr̊um.
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Shrnut́ı

Tato část diplomové práce se zaměřuje na Bayes̊uv př́ıstup při identifikaci nejistých pa-

rametr̊u výpočetńıho modelu. Jedná se o velmi efektivńı zp̊usob, jakým lze sńıžit nejistotu

týkaj́ıćı se vstupńıch parametr̊u, kterými jsou v této práci materiálové a geometrické para-

metry rámové konstrukce.

Bayesovská identifikace vycháźı z jednoduché myšlenky, kdy je vhodnou kombinaćı do-

savadńıch expertńıch znalost́ı o nejistém parametru a nově nabytých informaćı źıskaných

z experiment̊u obdrženo aktualizované pravděpodobnostńı rozděleńı nejistého parametru.

Základńımi termı́ny v této problematice je apriorńı rozděleńı vycházej́ıćı z počátečńıch

vědomost́ı, věrohodnostńı funkce reflektuj́ıćı experimentálńı výsledky a posteriorńı rozděleńı

jako výsledek celé identifikace.

Jelikož formulace posteriorńıho rozděleńı nebývá jednoduchá a často obsahuje v́ıceroz-

měrné integrály, je pro jeho źıskáńı a př́ıpadné stanoveńı př́ıslušných statistických moment̊u

nutné použ́ıt vhodnou metodu, kterou je v této práci metoda Monte Carlo pro Marko-

vovy řetězce. Konkrétně je aplikován Metropolis̊uv algoritmus se symetrickým návrhovým

rozděleńım. Parametry návrhového rozděleńı jsou stanoveny na základě minimalizace autoko-

relace obdrženého Markovova řetězce. Dále je sledována mı́ra přijet́ı Markovových řetězc̊u,

pro kterou existuje doporučený interval hodnot, při nichž se stacionárńı rozděleńı řetězce

optimálně rovná hledanému posteriorńımu rozděleńı.

Použit́ı Markovových řetězc̊u umožňuje vyhnout se složitým výpočt̊um integrál̊u, ovšem

výpočetńı náročnost vyplývaj́ıćı z požadovaného velkého počtu vzork̊u je vysoká. Řešeńım je

nahrazeńı plného modelu polynomiálńı aproximaćı, jej́ımž sestaveńım se zabývá prvńı část

diplomové práce. V této části je úspěšně aplikována lineárńı regrese pro tvorbu aproximace

modelu Hermiteovými polynomy. Vzájemné srovnáńı všech představených metod je prove-

deno na př́ıkladu s jedńım nejistým parametrem a výsledky potvrzuj́ı vhodnost volby lineárńı

regrese.

Pro stanoveńı složky odezvy vhodné k použit́ı při identifikaci nejistých parametr̊u je pro-

vedena citlivostńı analýza. Citlivost je stanovena dvěma zp̊usoby, konkrétně pomoćı Spear-

manova koeficientu pořadové korelace a pomoćı index̊u citlivosti vycházej́ıćıch z analýzy
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rozptylu ANOVA, které lze výhodně stanovit př́ımo z koeficient̊u polynomiálńı aproximace.

Výsledky potvrdily, že citlivostńı analýzou je možné určit informativńı složky odezvy, jejichž

měřeńı nejv́ıce přispěje ke sńıžeńı nejistot v popisu zkoumaných parametr̊u.

Při aplikaci popsané metody identifikace neńı v této práci ćılem pouze obdržeńı výsledného

posteriorńıho rozděleńı, ale předevš́ım prozkoumáńı chováńı metody pro r̊uzná nastaveńı.

Např́ıklad jsou probrány odlǐsné př́ıstupy k obdrženým experimentálńım dat̊um a použity

r̊uzné kombinace v́ıce či méně informativńıch složek odezvy s ohledem na efektivnost identi-

fikace jednoho parametru. Dále je provedeno také porovnáńı identifikačńıho procesu pro v́ıce

nejistých parametr̊u s odpov́ıdaj́ıćı rozd́ılnou citlivost́ı měřené odezvy.
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Závěr

Předložená diplomová práce se soustřed́ı na identifikováńı nejistot týkaj́ıćıch se odezvy

i parametr̊u výpočetńıch model̊u. Tato problematika je v dnešńı době aktuálńı a d́ıky vývoji

výpočetńı techniky nacházej́ı představené postupy široké uplatněńı v r̊uzných oborech.

Diplomová práce je koncepčně rozdělena do dvou na sebe navazuj́ıćıch část́ı. Zat́ımco

prvńı část se zaměřuje na tvorbu aproximaćı pomoćı polynomiálńıho chaosu, v druhé části

je vytvořený polynomiálńı náhradńı model efektivně využit při vzorkováńı Markovových

řetězc̊u metodou Monte Carlo pro źıskáńı posteriorńıho rozděleńı nejistých parametr̊u mo-

delu. Stručný popis praktického postupu při implementaci zkoumaných metod je uveden

v Př́ıloze A.

V prvńı části práce jsou představeny a porovnány tři r̊uzné metody pro sestaveńı po-

lynomiálńı aproximace, která je vytvořena pro výpočetńı model jednoduché rámové kon-

strukce s náhodnými parametry. Zkoumanými metodami jsou lineárńı regrese, stochastická

kolokačńı metoda a stochastická Galerkinova metoda ve své plně i semi-intruzivńı formě.

Vytvořené náhradńı modely jsou aplikovány při analýze nejistot v odezvě modelu a sta-

noveńı pravděpodobnosti poruchy modelované konstrukce. Metody jsou porovnány z hle-

diska výpočetńıch požadavk̊u a dosažené přesnosti obdržených aproximaćı, v potaz je brána

i náročnost aplikace jednotlivých metod. Pro použit́ı v následuj́ıćı části práce je po zvážeńı

všech uvedených hledisek vybrána metoda lineárńı regrese založená na návrhu experiment̊u

źıskaného metodou Latin Hypercube Sampling.

Druhá část práce se zabývá bayesovskou identifikaćı nejistých parametr̊u. Tato me-

toda umožňuje sloučit veškeré dostupné znalosti a experimentálně obdržená data do jed-

noho zpřesněného popisu, kterým je posteriorńı rozděleńı zkoumaného nejistého parametru.

Hledaný posterior je součinem apriorńıho rozděleńı a věrohodnostńı funkce, jej́ıž sestaveńı

je v práci podrobně rozebráno. Jelikož analytické vyjádřeńı posteriorńıho rozděleńı neńı

v mnoha př́ıpadech možné, jsou za t́ımto účelem výhodně použ́ıvané Markovovy řetězce, které

poskytuj́ı vzorky i ze složitých pravděpodobnostńıch rozděleńı. Z d̊uvodu časové náročnosti

je pro vzorkováńı posteriorńıho rozděleńı použita namı́sto plného numerického modelu jeho

polynomiálńı aproximace vytvořená, jak je výše uvedeno, lineárńı regreśı. Součást́ı práce je
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také jednoduché srovnáńı ostatńıch metod pro sestaveńı polynomiálńı aproximace při použit́ı

v identifikačńım procesu, které potvrzuje závěr vyvozený z výsledk̊u prvńı části práce.

Při zpracováváńı řešeného tématu vznikly daľśı práce, které byly autorkou prezentovány

na národńıch i mezinárodńıch konferenćıch [17, 20, 18, 19] a na studentských soutěž́ıch [15].
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[cit. 2013-12-10]. Dostupné z <http://ezander.github.com/sglib>

[41] Zheng, S.: Bayesian Approach to Parameter Estimation. Lecture from Math
541: Statistical Theory II [online], 2008, [cit. 2013-12-05]. Dostupné z
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Př́ıloha A

Implementace metod

Pro implementaci všech popsaných postup̊u byl zvolen v dnešńı době velmi obĺıbený

program MATLAB, který kombinuje kvalitńı technický programovaćı jazyk a interaktivńı

prostřed́ı pro vývoj algoritmů, numerické výpočty a analýzu dat.

Nejprve byl vytvořen kód plného numerického modelu rámové konstrukce se dvěma va-

riantami výstupu (rezerva spolehlivosti Z, vektor přemı́stěńı r). Následně byly implemen-

továny metody sestaveńı polynomiálńı aproximace - lineárńı regrese, stochastická kolokačńı

metoda a stochastická Galerkinova metoda.

Výhodou použitého programovaćıho prostřed́ı je široká nab́ıdka předdefinovaných funkćı

i jeho obecná rozš́ı̌renost, která umožňuje sd́ılet vytvořené kódy s mnoha uživateli. V této

práci byly kromě standardńıch funkćı obsažených v MATLABu použity také některé funkce

z volně dostupné knihovny zabývaj́ıćı se stochastickou Galerkinovou metodou [40].

Konkrétně byly použity funkce:

� multiindex(), která stanovuje matici index̊u jednotlivých proměnných v ortogonálńıch

polynomech v závislosti na zvoleném stupni polynomu,

� hermite_triple_fast(), která poč́ıtá integrál ze součinu tř́ı Hermiteových polynomů

přes standardńı normálńı rozděleńı,

� gpc_evaluate(), která vyhodnocuje zvolený polynom pro stanovené hodnoty proměn-

ných.

Posledńı ze zmı́něných funkćı se v práci neosvědčila při současném vyhodnocováńı v́ıce PCE

pro velké množstv́ı vzork̊u, proto byla vytvořena jednodušš́ı funkce, která je pro uvedené

př́ıklady dostačuj́ıćı a mnohem méně časově náročná.

Pro identifikaci nejistých parametr̊u byl naprogramován Metropolis̊uv algoritmus pro

sestaveńı Markovova řetězce. Dále byly vytvořeny funkce pro citlivostńı analýzu provedenou

na základě vzork̊u MC i koeficient̊u PCE.

Numerické výsledky byly obdrženy pomoćı popsaných kód̊u a źıskaná data byla dále

graficky zpracována také v prostřed́ı MATLAB.
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