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PŘEDMĚT PRÁCE

Předmětem práce bylo analyzovat chování následující 

soustavy 

Nestlačitelný prut délky r

Předepnutá lana délek L1, L2
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ODVOZENÍ POHYBOVÉ ROVNICE
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Velikost reakcí je obecně dána vztahem: 

 𝑅 = 𝑁0 + 𝐸𝐴𝜀 = 𝑁0 + 𝐸𝐴  
𝐿

𝐿0
− 1  

Pro jednotlivá lana dostaneme: 

 𝑅1 = 𝑁01 +  𝐸𝐴1  
 𝑎1

2+2𝑎1𝑟sin 𝜑+𝑟2

 𝑎1
2+𝑟2

− 1  

   𝑅2 = 𝑁02 +  𝐸𝐴2  
 𝑎2

2−2𝑎2𝑟sin 𝜑+𝑟2

 𝑎2
2+𝑟2

− 1  
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Pro určení průmětů zavedeme souřadnicový systém (x, y)  

 Těžiště tělesa: T:  𝑟 sin 𝜑 , 𝑟 cos 𝜑 .  

Směrové vektory: 

o  =  −𝑟 sin 𝜑 , −𝑟 cos 𝜑  

r1  =  −𝑎1 − 𝑟 sin 𝜑 , −𝑟 cos 𝜑  

r2 =  𝑎2 − 𝑟 sin 𝜑 , −𝑟 cos 𝜑  

f1 =  −𝑟 cos 𝜑 , 𝑟 sin 𝜑  

f2 =  𝑟 cos 𝜑 , −𝑟 sin 𝜑  

 

Průmět provedeme pomocí skalárního součinu: 

  𝐹1 = 𝑅1
𝐫𝟏.𝐟𝟏

 𝐫𝟏 . 𝐟𝟏 
= 𝑅1

𝑎1 cos 𝜑

 𝑎1
2+2𝑎1𝑟sin 𝜑+𝑟2

 

 𝐹2 = 𝑅2
𝐫𝟐.𝐟𝟐

 𝐫𝟐 . 𝐟𝟐 
= 𝑅2

𝑎2 cos 𝜑

 𝑎2
2−2𝑎2𝑟sin 𝜑+𝑟2
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Dosadíme do pohybové rovnice 𝑚𝑟
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 =  𝐹 = −𝐹1 + 𝐹2  

𝑚𝑟
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 =  −  𝑁01 +  𝐸𝐴1  
 𝑎1

2+2𝑎1𝑟sin 𝜑+𝑟2

 𝑎1
2+𝑟2

− 1  
𝑎1 cos 𝜑

 𝑎1
2+2𝑎1𝑟sin 𝜑+𝑟2

+  

   +  𝑁02 +  𝐸𝐴2  
 𝑎2

2−2𝑎2𝑟sin 𝜑+𝑟2

 𝑎2
2+𝑟2

− 1  
𝑎2 cos 𝜑

 𝑎2
2−2𝑎2𝑟sin 𝜑+𝑟2

 

zavedeme poměry 𝛼1 =
𝑎1

𝑟
, 𝛽1 =

𝑁01

𝐸𝐴1
 resp. 𝛼2 =

𝑎2

𝑟
 𝛽2 =

𝑁02

𝐸𝐴2
  

𝑚𝑟
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 =  −𝐸𝐴1  𝛽1 +   
 𝛼1

2+2𝛼1sin 𝜑+1

 𝛼1
2+1

− 1  
𝛼1 cos 𝜑

 𝛼1
2+2𝛼1sin 𝜑+1

+  

   +𝐸𝐴2  𝛽2 +   
 𝛼2

2−2𝛼2sin 𝜑+1

 𝛼2
2+1

− 1  
𝛼2 cos 𝜑

 𝛼2
2−2𝛼2sin 𝜑+1

 

Počáteční podmínky: 𝜑 0 = 0,  𝑟
𝑑𝜑

𝑑𝑡
 

(0)
= v0,  
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Pokud předpokládáme pouze malé hodnoty 𝜑 

Potom jsou úhly 𝜃1 a 𝜃2 konstantní a cos𝜃1 =
𝛼1

 𝛼1
2+1

 resp. cos𝜃2 =
𝛼2

 𝛼2
2+1

 

Reakce v lanech obecně: 𝑅 = 𝑁0 + 𝐸𝐴𝜀 = 𝑁0 + 𝐸𝐴
∆𝐿

𝐿0
  

   𝑅1 = 𝑁01 + 𝐸𝐴1
𝑟𝜑

𝑟 𝛼1
2+1

     𝑅2 = 𝑁02 + 𝐸𝐴2
−𝑟𝜑

𝑟 𝛼2
2+1

.  

Linearizovaná forma pohybové rovnice: 

 𝑚𝑟
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 = −𝐸𝐴1  𝛽1 +  
𝜑

 𝛼1
2+1

 
𝛼1

 𝛼1
2+1

+ 𝐸𝐴2  𝛽2 +  
−𝜑

 𝛼2
2+1

 
𝛼2

 𝛼2
2+1

 

Pro symetrickou soustavu 

 𝑚𝑟
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 = −2𝐸𝐴
𝛼

𝛼2+1
𝜑 → rovnice pro harmonický oscilátor 

 
𝑑2𝜑

𝑑𝑡 2 + 𝜔2𝜑 = 0,  kde 𝜔2 =
2𝐸𝐴

𝑚𝑟

𝛼

𝛼2+1
.  

Perioda T =
2𝜋

𝜔
= 𝜋 

2𝑚𝑟

𝐸𝐴

𝛼2+1

𝛼
. 

 



NUMERICKÉ ŘEŠENÍ:
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Vstupními parametry: r, m, v0, EA1, 𝛼1, 𝛽1, resp. EA2, 𝛼2, 𝛽2. 

 

K řešení použijeme Eulerovu metodu 2. řádu pro řešení diferenciálních 

rovnic s počáteční podmínkou. 

Budeme postupovat po časových krocích velikosti ∆ =
1

𝑛
,  

 

Hodnoty pro další krok určíme ze vztahů: 

𝜑 𝑡 + ∆   = 𝜑 𝑡 + 𝜑  𝑡 . ∆ +
1

2
𝜑  𝑡 . ∆2  

𝜑  𝑡 + ∆  = 𝜑  𝑡 + 𝜑  𝑡 . ∆  

𝜑  𝑡 + ∆ = −
𝐸𝐴1

𝑚𝑟
 𝛽1 +   

 𝛼1
2+2𝛼1sin 𝜑 𝑡+∆ +1

 𝛼1
2+1

− 1  
𝛼1 cos 𝜑 𝑡+∆ 

 𝛼1
2+2𝛼1sin 𝜑 𝑡+∆ +1

+  

     +
𝐸𝐴2

𝑚𝑟
 𝛽2 +   

 𝛼2
2−2𝛼2sin 𝜑 𝑡+∆ +1

 𝛼2
2+1

− 1  
𝛼2 cos 𝜑 𝑡+∆ 

 𝛼2
2−2𝛼2sin 𝜑 𝑡+∆ +1
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Kinetická energie Ek =
1

2
𝑚 𝑟𝜑  𝑡  

2
 

Potenciální energie obecně Ep =
1

2
𝐸𝐴𝐿 𝜀 + 𝜀0 2 

Po vyjádření pomocí vstupních parametrů 

 Ep =  
1

2
𝐸𝐴1𝑟 𝛼1

2 + 1  
 𝛼1

2+2𝛼1sin 𝜑 𝑡+∆ +1

 𝛼1
2+1

− 1 + 𝛽1 
2

+  

     +
1

2
𝐸𝐴2𝑟 𝛼2

2 + 1   
 𝛼2

2−2𝛼2sin 𝜑 𝑡+∆ +1

 𝛼2
2+1

− 1 + 𝛽2 
2

 

 

∆E= E T − E 0 = 0  

 

 



ŘEŠENÍ
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Kritická počáteční rychlost v0k   

určíme z rovnosti energií v polohách 𝜑 = 0 a 𝜑 =
𝜋

2
. 

 

 
1

2
𝑚v0k

2 +
1

2
𝐸𝐴1𝑟 𝛼1

2 + 1 𝛽1 2 +
1

2
𝐸𝐴2𝑟 𝛼2

2 + 1 𝛽2 2 = 

 =
1

2
𝐸𝐴1𝑟 𝛼1

2 + 1  
 𝛼1

2+2𝛼1+1

 𝛼1
2+1

− 1 + 𝛽1 
2

+
1

2
𝐸𝐴2𝑟 𝛼2

2 + 1   
 𝛼2

2−2𝛼2+1

 𝛼2
2+1

− 1 + 𝛽2 
2

 

 

  v0k =      
𝐸𝐴1𝑟

𝑚
 𝛼1

2 + 1   
 𝛼1

2+2𝛼1+1

 𝛼1
2+1

− 1 + 𝛽1 
2

−𝛽1
2 +  

    +
𝐸𝐴2𝑟

𝑚
 𝛼2

2 + 1    
 𝛼2

2−2𝛼2+1

 𝛼2
2+1

− 1 + 𝛽2 
2

− 𝛽2
2  

Typy řešení: 

1.  v0 < v0k   

2. v0 = v0k  

3. v0 > v0k   
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V0= 0.5 V0k



11

V0= 0.9 V0k



12

V0= 0.999 V0k



13

V0= 1.1 V0k



14

V0= 1.5 V0k



15



16



17
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α = 2  

T = 𝜋 
2𝑚𝑟

𝐸𝐴

𝛼2+1

𝛼
= 𝜋 

2𝑚𝑟

𝐸𝐴

22+1

2
≅. 

≅ 7.02  

 

 

 

 

α = 4  

T = 𝜋 
2𝑚𝑟

𝐸𝐴

𝛼2+1

𝛼
= 𝜋 

2𝑚𝑟

𝐸𝐴

42+1

4
≅. 

≅ 9.16  

 



ZÁVĚR:
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Děkuji za pozornost

Pomocí vytvořeného programu jsme schopni určit, jak bude soustava 

kmitat z parametrů: r, m, v0, EA1, 𝛼1, 𝛽1, resp. EA2, 𝛼2, 𝛽2. 

 

 

Při nezanedbání nelinearity zjišťujeme, že na rozdíl od lineárního 

případu se s rostoucí výchylkou prodlužuje perioda. 

 


