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Abstrakt

Pochopeni a nasledné pfedpovéd odezvy prvki z heterogennich materialti je nezbyt-
nym pfedpokladem k raciondlnimu navrhu inZenyrskych konstrukci obecné. Mezi
nejpouzivanéjsi pristupy k modelovani téchto materidla z vice sloZek patfi tzv. homo-
genizacni metody, které nahrazuji komplikovany heterogenni material jistym fiktivnim
homogenizovanym materidlem, jehoZz vlastnosti odrazeji vlastnosti jednotlivych sloZek
a jejich geometrické usporadani.

V poslednich desetiletich se homogeniza¢ni metody ukéazaly jako velmi vhodny
nastroj pro urceni chovani heterogennich struktur, o ¢emz svéddi jejich praktické po-
uziti napfiklad v biomedicing, textilnim priimyslu, tradi¢énim stavebnictvi i moderni
architektufe. Tato prace si klade za cil pfedstavit aplikaci homogenizac¢nich postupti
na ohybané konstrukce.

Navrhovany pfistup je detailné ilustrovdn na nékolika pfikladech. Zakladni prin-
cipy metody jsou pfedstaveny na jednoduchém problému ohybu heterogenni konzoly
sloZzené ze dvou material{i. Pro tento prutovy konstrukéni prvek je moZzné analyticky
urcit pfesné feSeni a konfrontovat ho s vysledkem ziskanym homogeniza¢nim pii-
stupem. Divodem volby perforovanych desek pro demonstraci homogenizace dvou-
rozmérnych konstrukcich je moZnost vytvoreni detailntho modelu celé konstrukce
a porovnéni vystupt navrzené metody s dostupnymi experimentalnimi daty. Vystiz-
nost feSeni prezentované homogenizacni tilohy je v jednotlivych kapitolach doloZena
formou grafickych a tabulkovych vyhodnoceni.



Abstract

Understanding and simulating the behavior of structural members made of hetero-
geneous materials is a necessary prerequisite for the rational design of engineering
structures in general. One of the most common approaches to the modeling of hetero-
geneous bodies are homogenization methods, which replace a complex heterogeneous
material with a homogeneous equivalent with properties reflecting the characteristics
of individual constituents as well as their geometrical configuration.

In the recent decades, the homogenization methods have proven themselves to be
a convenient tool for the modeling of heterogeneous structures with diverse appli-
cations in, e.g., biomedicine, textile industry, conventional civil engineering as well as
modern architecture. This thesis aims at the application of homogenization approaches
to heterogeneous members subject to bending.

The proposed homogenization technique is illustrated in detail on several examples.
The basic principles of the method are introduced on a bending problem of a heteroge-
neous cantilever beam composed of two materials. For such a simple one-dimensional
structure, it is possible to find the exact solution in a closed form and confront it with
the result obtained using the homogenization method. Perforated plates were selected
as the representatives of two-dimensional structures. In this case, the homogenized
response was compared not only with the detailed numerical model but also with
available experimental data. In each chapter, accuracy of the homogenized solution is
systematically illustrated using both graphical and tabular formats.



KAPITOLA 1. UVOD 1

Kapitola 1
Uvod

Struktura znacné ¢asti materidl pouZivanych ve stavebnictvi je heterogenni. Podrob-
nym zkoumanim téchto materidlti okem nebo mikroskopem zjistime, Ze se skladaji
z nékolika raznorodych sloZek. Pfikladem mtize byt beton (z plniva, pojiva a pfimési),
zdivo (ze zdicich prvki: kament, cihel nebo tvarnic a malty), dfevo (z tracheid, paren-
chymatickych bunék, pfipadné také cév a libriformnich vladken) nebo ocel (z feritu,
cementitu a austenitu).

(b)

(d)
Obrazek 1.1: Struktura materiédlt: (a) beton, (b) zdivo, (c) dfevo, (d) ocel

Kromeé téchto béZnych materialti se ve stavebnictvi uplatiiuji nové kompozity. Tyto
materialy jsou sloZeny alespori ze dvou komponent odliSnych vlastnosti, jejichZ kombi-
nace muZe zajistit chovani, které nema zadny tradi¢ni material. Napiiklad kompozity
vyztuzené vlakny a textiliemi ziskavaji stale na vétsi dtileZitosti pfedevsim v oblasti
zesilovani staveb a navrhu konstrukei v extrémnich situacich.

Modelovat ve vypoctech zvlast’ jednotlivé sloZzky, ze kterych se materidl sklada, je
zna¢né naro¢né a vétsinou i neredlné. Je to dédno také tim, Ze rozméry jednotlivych
rtiznorodych ¢asti jsou v porovnani s rozméry télesa ¢asto zanedbatelné.

PtibliZime si to na nazorném piikladu. Pfedstavme si blok z pérobetonu o rozmé-
rech 300 x 500 x 1000 mm. Pfedpokladejme, Ze vzduchové pory jsou rozmistény rovno-
mérné, jejich primeér je jeden milimetr a jsou od sebe vzdaleny také zhruba milimetr. Pfi
vypoctu nékterou diskretiza¢ni metodou (napfiklad metodou kone¢énych prvkii) nas
tyto milimetrové detaily nuti zvolit alespori 300 x 500 x 1000 = 150 000 000 diskretizac-
nich bodt. Po zatiZeni hleddme nezndma posunuti vSech bodt ve sméru jednotlivych
prostorovych os. Pfi takovéto diskretizaci télesa ziskdme zhruba 450 miliénti algebraic-
kych rovnic pro 450 miliénti neznamych, coZ je ndro¢né vypocetni tiloha i pro soucasné
pocitace. Pokud bychom timto zptisobem zkoumali chovani stény vyrobené z téchto
pérobetonovych blokti a modelovali také jednotlivé slozky pérobetonové hmoty (kie-
micita slozka a pojivo), budeme mit problém s feSenim této soustavy i na soucasnych
nejvykonnéjsich pocitacich.
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Pfi vypoctech se miizeme jemné diskretizaci vyhnout tim, Ze budeme chovani ma-
teridlti zkoumat na dvou drovnich. Princip tohoto ,rozdvojeni” problému je zjedno-
dusené znazornén na obrazku

makrotroven

h

mikrotuiroven

Obrazek 1.2: Schéma oddéleni mikroskopické tlohy od makroskopické

Heterogenitou materialu se zabyvame pouze na mikrotrovni. Za pfedpokladu, Ze
mikrostruktura materidlu je periodickd, vymezime v ramci télesa vzorek, ktery se pra-
videlné opakuje (PUC - Periodic Unit Cell). Pokud nelze nalézt pfesné periodickou
¢ast, ur¢ime pomoci statistickych metod ,primérnou” zakladni buriku. ProtoZe tento
reprezentativni objem (RVE - Representative Volume Element) ,,vyjmeme” z okolniho
materidlu a zkoumdme ho oddélené, musime na jeho okrajich pfedepsat takové pod-
minky, které simuluji spoluptisobeni se zbytkem télesa. Tuhost této zdkladni buriky
zjistime ze znalosti geometrie a materidlovych konstant jednotlivych slozek. To je tiko-
lem teorie homogenizace a hovofime o homogenizovaném materidlu.

Po ziskani téchto tuhostnich parametrti m@iZeme na makrodrovni pohliZet na té-
leso, jako by bylo homogenni. Objekt z homogenizovaného materidlu Ize diskretizovat
pomoci fadové mensiho poctu bod.

Zakladni podminkou teorie homogenizace je, Ze pomér mikroskopického a makro-
skopického méfitka jde limitné k nule, neboli velikost zakladni butiky (RVE) je mnohem
mensi neZ celkova velikost zkoumaného télesa. Casto pti vypoctech strikiné nerespek-
tujeme toto omezeni, a presto je nalezené feSeni pro dané ticely dostatecné presné.

Obrézek 1.3: Fotografie Karlova mostu a vypocetni model

V poslednich desetiletich se ukazaly homogeniza¢ni metody jako velmi vhodny
nastroj pro modelovani heterogennich materialti. Uplatnéni nachézeji v biomedicing,
v textilnim pramyslu, v oblasti kompozitnich materialii s periodickou strukturou a v ne-
posledni fadé také ve stavebnictvi. Vyznam principt homogenizace pro praktické in-
zenyrské ulohy dokladé fakt, Ze byly pouzity na ziskdni vstupnich parametrti pro
vypocetni model Karlova mostu - jedné z nejvyznamnéjsich kulturnich pamatek Ceské
republiky [1].
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Také v projektech moderni architektury se zac¢inaji objevovat pokrocilé materidly,
jako jsou naptiklad kompozity vyztuzené vlakny [2} 3] 4]. Tyto atraktivni materidly
se vyznacuji velkou variabilitou, a proto je v této oblasti zna¢ny prostor pro uplatnéni
homogenizacénich metod, které umoznuji optimalni navrh jejich struktury bez nutnosti
nakladného experimentalniho vyzkumu.

Obrazek 1.4: Vize pouZiti kompozitnich materialti v moderni architektufte

Tato préace je ¢lenéna do dvou tématickych celkt. Prvni je vénovan zakladnim
principim homogenizac¢nich metod. Cilem je pfedstavit a detailné ilustrovat tyto teze
na jednoduchych piikladech. V prvnim piikladu je vySetfovan ohyb a v druhém tah
heterogenni konstrukce sloZené ze dvou materialti, které se periodicky stfidaji. Ana-
lyzovany jsou nejjednodussi konstrukéni prvky ve stavebni praxi — pruty. Pro tyto
jednorozmérné tlohy je moZné vypocitat pfesné feSeni a porovnat ho s vysledkem ho-
mogenizace. Na zavér jsou ziskané poznatky shrnuty a zobecnény pro homogenizaci
rovinnych a prostorovych konstrukci. Druha ¢ast je zaméfena na vyuziti homogeni-
zacnich metod pfi feSeni inZenyrskych tloh. Konkrétné se zabyva stabilitou tlacenych
stén, které jsou vyleh¢eny otvory. Vysledky ziskané homogenizaci téchto perforova-
nych materialti jsou konfrontovany s experimentalnimi daty.

Dil¢i ¢asti této prace byly prezentovany v casopise Stavebni obzor (viz ¢lanek [5])
a ve sborniku konference Engineering mechanics 2005 (viz pfispévek [6]).
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Kapitola 2

Zakladni principy homogenizace

V literatute I1ze najit celou fadu publikaci a text(i vztahujicich se k teorii homogenizace
heterogennich materialti. Podle p¥istupu k problematice 1ze tyto prace rozdélit do dvou
skupin:

e Prvni pochazi z oblasti aplikované matematiky [7]. Zde je chovani homogenizo-
vané konstrukce chapano jako (vhodné definovana) limita odezvy heterogenni
konstrukce.

e Druha skupina, vychazejici spiSe z fyzikdlnich a inZenyrskych pfistupt, je pak
typicky zaloZena na pfedpokladu konstantniho priibéhu primérnych poli (napf.
napéti a deformace) na délkach odpovidajicich charakteristické velikosti slozek
materialu [8].

Obé tyto skupiny publikaci jsou v3ak pro ttvod do homogeniza¢nich metod ponékud
komplikované, jelikoz predpokladaji netrivialni znalosti aplikované mechaniky nebo
matematiky, pfipadné obou.

Cilem kapitoly je demonstrovat na co nejjednodussich ptikladech zakladni prin-
cipy homogenizace konstrukci sloZenych z nehomogennich materidlda. Hlavni diraz
byl kladen na to, aby pochopeni textu vyzadovalo znalost jen zédkladnich principt sta-
vebni mechaniky a teorie pruznosti (napf. v rozsahu [9]). Proto jsou veSkera odvozeni
a upravy provadény ponékud podrobnéji, neZ je v odbornych publikaci bézné, s cilem
pfiblizit tuto problematiku ¢tenéfi, ktery nemé hlubsi znalosti v této oblasti. Dalsim
divodem volby jednoduchych pifikladii je moZnost ndzorného porovnani homogeni-
zovaného feSeni s feSenim pfesnym, které lze vyjadfit v uzavieném tvaru. To je ve
vicerozmérnych piipadech prakticky nemozné.

Kapitola je uspofddéna nasledujicim zptisobem. Pfiklad v prvnim oddilu se tyka
ohybu heterogenni konzoly. Clenéni na pododdily odpovida jednotlivym bodim po-
stupu feSeni. Nejprve je formulovédno zadani dlohy. Déle je odvozeno piesné feSeni
problému. Homogenizované vlastnosti jsou ziskdny pomoci limitniho pfechodu, tedy
v duchu matematické teorie homogenizace. Tfeti pododdil demonstruje inZenyrsky
pfistup k homogenizaci. V zavéru pfikladu je na fadé grafi prezentovéno, jak vy-
stiZné nahrazuje homogenizovany model skute¢né chovani heterogenni konstrukce.
Nésledujici oddil se zabyva taZenym heterogennim prutem a je rozdélen opét na od-
povidajici pododdily: formulaci tlohy, uréeni homogenizovanych vlastnosti vyuZitim
rovnosti protaZeni heterogenni a homogenizované konstrukce a pomoci inZenyrského
pfistupu. V poslednim oddilu jsou shrnuty poznatky vyplyvajici z feSeni pfedchozich
aloh.
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2.1 Homogenizace ohybané heterogenni konzoly

2.1.1 Formulace problému

Principy homogenizace si objasnime na pfikladu ohybu heterogenni prizmatické kon-
zoly. Zatizeni konstrukce f je spojité rovnomérné silové (viz obrazek[2.T). Konzola ma
délku I a sklada se z n intervalti oznacenych indexy i = 0,1,...,(n —1). U vetknuti
ma interval index i = 0 a na konci konzoly i = n — 1. Jednotlivé intervaly jsou tvoieny
materidly s rozdilnymi moduly pruZnosti E; (proi = 0 ai sudé nabyva hodnoty E 4, pro
i liché Ep). Prtfez uvazované konstrukce je charakterizovan konstantnim momentem
setrvacnosti I. Zavéry uvedené v pododdilu a shrnuti[2.3|jsou vSak obecné platné.
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Obrazek 2.1: Schéma heterogenni konzoly

Nasim cilem bude nalezeni homogennich parametri (konkrétné modulu pruznosti),
které co nejlépe charakterizuji chovani ptivodni konstrukce. Homogenizovany mode]ﬂ
je zndzornén na obrazku Neznamou veli¢inou je pro nas modul pruznosti Ep.
Délka konzoly, moment setrvacnosti prtfezu i ptisobici zatiZzeni zlistavaji stejné jako
u nehomogenni konzoly.

Obréazek 2.2: Schéma homogenizované konzoly

2.1.2 Homogenizace pomoci limitniho pfechodu

Prvni moZnost feSeni problému je odvozeni vztahu pro modul pruznosti Ey z pod-
minky rovnosti prithybu homogenizované a skute¢né heterogenni konzoly vbodé x = |
(na volném konci konstrukce)

wH(l) = wn—l(l)/ (2.1)

kde wy (1) znadi prihyb konce homogenizované konzoly a w,,_1(I) je pfesny prihyb
konce heterogenni konzoly (tedy posledniho intervalu, i = n — 1). Pocet intervalti n, ze

Pyl

kterych se tato konstrukce skladé, se bliZi nekone¢nu (n — o).

! Predpokladame, Ze pocet intervalii 1 se bliZi nekone¢nu, aby byla spInéna podminka teorie homo-
genizace (velikost zakladni buriky (RVE) je mnohem mensi nez celkova velikost zkoumaného télesa).
Z grafti v oddilu je zfejmé, Ze od urcité hodnoty n se homogenizované feSeni dostate¢né pfiblizuje
pfesnému feSeni.
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Pro vypocet prithybti vyuzijeme ohybovou rovnici (viz naptiklad [9], strana 77), ve
které se vyskytuje kfivost, tedy zdporna hodnota druhé derivace prithybu

d’w M(x)
k(x) = —W(x) = EWI (2.2)
Vyjadiime pritbéh ohybového momentu M(x) po konstrukci
_ S 2
M(x) = 20 2ﬂ+l> (2.3)
a po dosazeni zpét do pfepiSeme ohybovou rovnici takto
d’w 1 f/o 2

Nejprve uré¢ime ohybovou ¢aru pro konzolu s konstantnim modulem pruznosti Eg,
protoZe je tato tloha podstatné jednodussi nez pro heterogenni konstrukci. Postupnou
integraci rovnice (2.4) ziskdme

e pootoceni (zaporné)

dZUH o 1 f x3 2 2
x T EgI2 \ 3 ’ '
3 (x) ( x? I+ xI°) +c¢ (2.5)
e prithyb
1 f B3 K%,

homogenizované konzoly v libovolném bodé x. Hodnoty integra¢nich konstant c a d
vyplyvaji z okrajovych podminek ve vetknuti. Plati

e pro pootoceni

de o .
o 0 =0=¢ (2.7)
e pro prihyb
ZUH(O) =0=d. (2.8)

Po dosazeni integra¢nich konstant do vztahu (2.6) lze vyjadfit pro x = [ prithyb na
konci homogenizované konzoly ve tvaru

1 14
Urceni ohybové ¢ary heterogenni konzoly je komplikovanéjsi. Vztah pro pooto-
eni a prithyb musime vyjadfit pro kazdy interval, protoze priibéh modulu
pruznosti po konstrukci E(x) neni v tomto pf¥ipadé konstantni a navic se nejedna ani
o spojitou funkci. Pfipomerime, Ze se jeho hodnota méni skokem. Pro intervaly s inde-
xem i = 0 a i sudé nabyva hodnoty E4 a pro i liché Ep.

e Pootoceni (zaporné) i-tého intervalu je

dwi

e (x) = 1/ <x_3 — X% + le> +¢j, (2.10)

EI2\ 3
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e prithyb i-tého intervalu se vyjadii jako

4 .3 2
w;(x) = %g (% - %l + %12) extd;, 2.11)
kde c; a d; jsou integra¢ni konstanty na pfislusném intervalu. ProtoZe mame v tomto
pfipadé 2n konstant a stale jen dvé okrajové podminky ve vetknuti (rovnice a@.9)),
musime pro jejich vypocet pouZit podminky spojitosti prithybu a pootoc¢eni mezi jed-
notlivymi intervaly. Na rozhrani intervalt (tedy v bodech x = il,i=1,2,...,(n—1),
kde [ = 1/n) maji podminky spojitosti tvar

e pro pootoceni

dwi_l . dw,-
dx (x) - dx (.X), (212)
e pro prihyb
w;i—1(x) = w;i(x). (2.13)

Prvni dvé konstanty uré¢ime stejné jako u homogenniho p¥ipadu ze znalosti okrajovych
podminek pro pootoceni (2.7) a prihyb (2.8). Po dosazeni x = 0 a aplikaci téchto
podminek do vztahu (2.10) a (2.11) v intervalu i = 0 dostaneme

e pro pootoceni

dw

d—xO(O) =0=co
e a pro prihyb

wo(O) = do =0.

Vzajemny vztah mezi zbylymi 2(n — 1) integratnimi konstantami ziskdme pouzitim
podminek spojitosti. Dosazenim x = il do rovnic (2.10) a (2.11) dostavame

e pootoceni (zdporné) pravého okraje intervalu (i — 1)

dw;_1 ., L f(PP op i o
R
-
1 B .
- E 11]233 (%_12n+1n2) o
-

e pruhyb pravého okraje intervalu (i — 1)

- 1 f (i PR 2P, "
(i) = S [ i il di
w;_1(il) Ei—112<12 3nl+ 2nl +ci il +d;
1 fau(t B 2, -
= oA (R il +d;_
E, 112 (12 gt ) et iy

e pootoceni (zaporné) levého okraje intervalu i

. A .3}\3 A~ ~
CZZI (il) = %g (% — i212n] —I—ilnle2> +¢
1
3
— %gﬁ (% —i’n +in2> + ¢,
1
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e prithyb levého okraje intervalu i

- 1 f (i BB L 22, A
(i) = —L (= " i . .
w; (il) E112<12 3n—|— 2nl + ¢jil + d;
1 fay/* B 2, .
SRl L (. : X
El2 (12 gty )+l

Tyto vztahy pro pootoceni a prithyby na rozhrani sousednich interval{i svaZeme pomoci
podminek spojitosti a (2.13). Za moduly pruZnosti dosadime konstanty E4 a Ep
a vyrazy upravime tak, aby platily pro i sudé i liché. Po nékolika pocetnich tpravéch
ziskame zéavislosti mezi integra¢nimi konstantami ve tvaru

: 1 1\ fao(d . ,
L= i B U I R & 2 2
c; ci1+(—=1) (EA EB) T —i‘n+in° |,
- : 1 1 B .
di = di_l—ll(—l)l+1 (E—E—B> %ZB (g—lzn—i—lnz)
: 1 1\ fau(/it & 2
_1 l+1 - l4 - 2 .
+ (=1 (EA EB> 2 \12 73" 2"

Pro zjednodusSeni zépisu zavedeme pomocné konstanty. Oznacime-li

A= (—1)13r1 (ElA EB) 2fIA3 (3 i?n+in ) (2.14)

; 1 1N fau(it & 72
i=(=1) <EA EB> o \12 3""t2" )" (2.15)
miizou byt pfedchozi vztahy pro integracni konstanty pfepsany do kompaktniho tvaru
ci=ci1+A4;, di=d;_;—ilA;+B;. (2.16)

Vyuzitim hodnot konstant ¢y = 0 a dy = 0 vypoctenych z okrajovych podminek
muliZzeme vyrazy (2.16)) jeSté upravit

i 1
=Y A, di=Y (Bk - klAk> . (2.17)
k=0

k=0

Nyni zname rovnice pro pootoceni (2.10) a pruhyb (2.11) heterogenni konzoly z n inter-
valli a vSechny integra¢ni konstanty plynou z . Mizeme tedy vypocitat prithyb
v libovolném bodé x. Dosazenim x =l ai =n — 1 do vztahu ziskame prithyb
konzoly na konci posledniho (n — 1)-intervalu

LA S

1 f
wn—l(l) - E,_ 115 (E_§+ 2)+Cn—1l+dn—1

_ 1 fu _
= 7% +20Akl+k¥0<3k klAk)

I T
= st Z (Akl+Bk—klAk> (2.18)
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Sumacni vyraz upravime do nasledujiciho tvaru

n—1

y (Akl 1B — kiAk)

k=0
n—1
gkt (LN faf s 300 5 14
k;:)(( 1) (EA EB)ZIZ (nk Skon® +nk — 2k

a napi‘iklad pomoci programu Maple®) secteme piedchozi fadu. Po dosazeni do rov-
nice (2.18) ziskavame vyraz

_ b fu (A AN S (L g s )
wia(l) =g —7gh + (EA EB)zll g (FI g g

Budeme uvaZovat, Ze pocet intervali n je sud ¢islo, a vypocitame limitu prihybu
konce konzoly w;,_1 (1) pron — oo

: 1 1f4 1\ fu 14 15 1
A, w1 (1) —,E&<@1y Qy 1@>ml g T4 "
4 3

— him (LS XN Sl A 1n

A\ 78! EA_ Es )21 \8nd " 4nd  8nd
_ﬂﬂm_L+£"£_ L1
N 8] n—oo EB EA EB n 2n3
_ o frr 111
= sl e 5)) (2.19)

Podminka rovnosti prithybu homogenizované a heterogenni konzoly (2.1) vypada
po dosazenim vztaht (2.9) a (2.19) takto

11 111
Ey8 8 \Eg 2\Es Ez/))’

Po nékolika tpravach ziskame finalni vztah pro Eg ve tvaru

N =

2FAEp

Ey = —=—"—.
H Es+ Ep

(2.20)

2.1.3 InZenyrsky pfistup k homogenizaci

Nyni odvodime vztah pro homogenizovany modul pruZznosti (2.20) jinym zptisobem,
s vyuzitim poznatk vicetroviiové kinematiky [10]. Konstrukci budeme zkoumat od-
délené na dvou trovnich:

e Namikrotrovnianalyzujeme chovani periodické buriky, ze kterého uréime modul
pruznosti Eg.

e Na makrotirovni nahradime heterogenni konzolu modelem konstrukce z homo-
genniho materidlu s nalezenym modulem pruZnosti E.

2 Pokud bychom zvolili pro vypocet n liché, ziskali bychom po tpravach vysledny vztah pro Ey
stejny (viz téz pododdil[2.2.2).
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Tim se vypocty zna¢né urychli, nebot’analyza ohybu heterogenni konzoly je velmi
pracna a naro¢na (viz pododdil 2.1.2).

Pfi feSeni homogeniza¢niho problému vyuZijeme opét vztah mezi momentem a kii-
vosti. Obréazek 2.3| schématicky znazornuje postup feSent:

e Na makrotdrovni je homogenizovand konstrukce tvofena materidlovymi body
na ose x. Na mikrotrovni kazdému materidlovému bodu odpovida periodicka
burika, popsana v soufadném systému £.

e Tuto buriku zatizime makroskopickou (primérnou) hodnotou kiivosti «(x)
1 2l q
k(x) == [ &(&)dx£. 2.21
(¥) = > | %) @:21)

e Pro toto zatiZzen{ uréime pritbéh ohybového momentu M (£) na tirovni jednotkové
buriky.

e Objemovym primeérovanim ziskdme makroskopickou hodnotu ohybového mo-
mentu

2
M(x) = % /0 MI(%) ds. (2.22)

e Z ohybové rovniceE| na makrodrovni
M(x) = Eglx(x) (2.23)

odvodime snadno vztah pro modul pruznosti Ep, protoZe moment setrvacnosti I,
zatizeni (pramérnou k¥ivost x(x)) i odezvu konstrukce (primérny ohybovy mo-
ment M(x)) zname.

Obrazek 2.3: Ohybana konzola: inZenyrské interpretace homogenizace

Zatizeni konstantni kfivosti x(x) budeme realizovat na okrajich jednotkové buriky
prostfednictvim pootoceni. Tento zpfisob, pfedstaveny napiiklad v [11], je vhodny

vvvvvv

kych programech neni zatéZovani kfivosti mozné.

3 Porovnej s (2:2).
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Pokud by byla jednotkova butika homogenni, platilo by pro zatiZeni makroskopic-

kou kfivosti
d qA)hmg

dx
Z této podminky miZeme vyjadiit pootodeni ph™8(2£) ve tvaru

(%) = x(x) = konst.

PMME(%) = x(x)% +c, (2.24)

coz by znamenalo, Ze je priibéh funkce $'"™8(£) na jednotkové butice linearni vzhledem
k proménné £, protoZe c je integra¢ni konstanta. Tento pfedpoklad vSak neni splnén pro
heterogenni butiku. Z ohybové rovnice vyplyva, Ze narozhrani intervalti s riznym
modulem pruZnosti bude mit graf funkce ¢"™8(%£) hrot. S ohledem na tuto skute¢nost
vyjadiime pootoceni ve tvaru

(%) = P"E(R) + 7 (%), (2.25)

kde ¢"™8 (%) oznaluje pootocent, které by vzniklo v homogenn{ jednotkové buiice pod
ucinky predepsané kiivosti x(x), zatimco ¢*(£) zohlediiuje heterogenitu studované
konstrukce. V dtisledku periodického stfidani intervalii s riznymi moduly pruZnosti
nabyvaji tyto ¢leny stejnych hodnot na protilehlych koncich jednotkové buriky

¢*(0) = ¢*(2]). (2.26)
Dosazenim funkce ¢'"™8(%£) (2.24) do vztahu (2.25) ziskdme rovnici
P(%) =x(x)X+c+ ¢ (%). (2.27)

Na okrajich mtZeme jednotkovou buriku zatiZit napiiklad tak, Ze pfedepiSeme pooto-
&eni jejiho pravého konce ¢(2[) a vetkneme levy konec ¢(0) = 0, abychom zabranili
posunuti a pootoceni buriky pfizatéZovani. Z okrajové podminky vbodé £ = O vyplyva

$(0) =0=c+ ¢*(0). (2.28)

Vyjadfime pootoceni 2.27) na pravém okraji buiiky (£ = 2[), pfi¢emZ vyuZijeme
vztahy (2.28) a (2.26)

¢(21) = x(x)20 4 c + ¢*(2]) = k(x)2] + ¢ + ¢*(0) = x(x)2L. (2.29)
EA EB
> B ) <(0)2]
v l v l v

(a) (b)

Obrazek 2.4: Jednotkové butika: (a) zatiZeni a podepieni, (b) virtualni stav

Priibéh ohybového momentu M (%£) od zatiZeni naznaeného na obrazku a) je
konstantni. Pfi vypoctu momentu vyuZzijeme principu virtualnich sil. Pfipomerime, jak
se urci pootoceni zvoleného bodu na konstrukei (viz [12], strana 133):

e Vypocteme ohybové momenty pro skutec¢né zatiZeni.
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e Skutecné kiivosti odvodime ze skute¢nych momentti jejich vydélenim ohybovou
tuhosti.

e Ve virtudlnim stavu zatiZime konstrukci jednotkovym momentem v tom bodg,
jehoZ pootoceni hleddme.

e Z podminek rovnovahy na staticky urcité konstrukci vypocteme virtualni ohy-
bové momenty.

e Integraci soucinu virtudlnich ohybovych momentti a skute¢nych kiivosti ziskdme
pfimo hodnotu hledaného pootoceni.

V nagem ptipadu je neznamou moment M(2[), ktery odpovidd hodnot& pootoceni
¢(20). Aplikaci vy3e uvedeného postupu ziskame vztah

g = xtxai = [ Lae

Do piedchozi rovnice dosadime za E () hodnotu modulu pruznosti pro pfislusny
interval a vyuzijeme znalosti konstantniho prabéhu M (£):

Mg et - (M awar= & [T ae (L4
EAI/ X X+E—BI ; (X) X—Z/O (X) X(a—i‘E—B)

Odtud vyjadfime makroskopicky ohybovy moment (2.22)
2 2E 4Ep
92 dt = ————Ix(x
T / Eao+Ep (x)
a dosadime ho do vztahu (2.23)

2EAEp

———1Ix(x) = Exlx(x).
E,+ Eg (x) nlx(x)
Homogenizovany modul pruZznosti

2EAEp

Ey = A%
"™ Ea+Ep

vychazi stejné jako v pfedchozim pododdile (viz rovnice (2.20)).

2.1.4 Porovnini pfesného a homogenizovaného feSeni

Nyni ukdZeme, jak vystizné homogenizované feSeni reprezentuje skute¢né chovani
heterogenni konstrukce. Obrazky 2.5 a 2.6 dokumentuji vztah mezi

e pfesnym pootocenim (respektive prithybem) - viz rovnice (2.10) a (2.11),

e pootocenim (respektive prithybem) vypoctenym pouZitim homogenizovaného
modulu pruznosti E - viz rovnice (2.5) a (2.6),

e pootocenim (respektive prithybem) vypoctenym pouzitim primérného modulu
pruznosti Ep = (E4 + Eg) /2.
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02-_1 dw 02-_ 1 dw
IS dx( ) E, 1 P dx () E,
] o E, - o E,
| / eI E i Y e N E
0,1 E, B 0,1 . g, b
| ’ o E, i g T Ey
7 ~ ] / ~
|/ x |7 x
Vi ! 1/ !
0,0 w I ] 0,0 ‘ I ]
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
1’1=10,EB/EA=2 HZSO,EB/EAZZ
02-__1 dw 02 1 dw
| ﬂ3 dx (x) E, _ ﬂ3 dx (%) E,
| | . i
01+ 7 - 01 g E,
q / EH N / EH
1 1
| Er X I Ep oo X
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0,0 L L e e L e 0,0 e e S B B L a—
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Obrazek 2.5: Prabéhy pootoceni na konzole
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0,15+ —w(x)

0,10

n = 10, EB/EA = 100

n =50, Eg/E4 = 100

Obrazek 2.6: Prabéhy prihybu na konzole

14



KAPITOLA 2. ZAKLADN{ PRINCIPY HOMOGENIZACE 15

Lze vysledovat zavislost pfesnosti homogenizovaného feSeni na proménném poctu
intervalti n a poméru moduld pruznosti Eg/E 4. Pro srovnani jsou v grafech vyneseny
i pootoceni a prithyby vypoctené pouzitim modulu pruznosti E Aﬁ (respektive Ep) pro
celou konzolu.

Z obrazkt 2.5)a2.6|je ziejmé, Ze od urcité hodnoty n se pootoceni a prithyb homo-
genizované konzoly dostatecné p¥iblizuji pfesnému feSeni (viz grafy pro n = 50). Pfi
zvétSujicim se poméru modulli pruznosti Eg/E 4 se zvétSuje odchylka mezi pfesnym
a homogenizovanym feSenim. Dale je patrné, Ze pouZiti primérné hodnoty modult
pruznosti jednotlivych materialti pro celou konzolu je velmi nepfesné (zvlasté pfti vel-
kém poméru Eg/E ).

I dw 1
0,2 ] _Fg(x) 0,15 Fw(x)
8 _ E(n=2) ’ Ei(n=2)
1 o (=10 10~ g
01 ’ p - ]/5( 0 . E.(n=10)
2 = . n=5 ]
- /
| . 0,05 - o
|/ 7
X i o
e L =
i I =
0,0 \ \ 0,00 — \ T \
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
(a) (b)

Obrazek 2.7: Pribéh (a) pootoceni a (b) prithybu v zavislostina n (Eg/E4 = 2)

Pro nazornost a dalsi demonstraci tohoto chovani jsou na obrazku vyneseny
do grafu dohromady pfesné pootoceni (respektive prithyby) konzol s riiznym poctem
intervalti nn a pootoceni (respektive prithyb) homogenni konzoly.

_ d(w—-w 1
0,025 _# ( . ") (x) 0,015 ] ?(W(X)—ZUH(X))
1 f X i
0,020+ i .
1% 0,010 - ,
0015+ J |\  /\ E,/E,=100 7
T T A 1 E,/E,=100.~"E,/E,=10
" \ ". ”, \\\ ,’/ \\‘,’/ ) ’,“’ .
0,010+ | /' | | E.JE,=10 1 ' -
1 \\ AR N B'ta 0,005 - -
T N N : -
0005/, 'V NEsE <2 X 1 " " EJE,=2 x
-l / ! il 7 I
0,000 -+ : : 0,000 +—=—— : :
0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
(a) (b)

Obrazek 2.8: Odchylka pfesného a homogenniho (a) pootoceni, (b) prihybu (n = 10)

Miru nepfesnosti pootocenti (respektive prithybu) zptisobenou pouzitim homogeni-
zovaného modulu pruznosti Ef vystihuje nejlépe odchylka pifesného a homogenniho

4 Poznamenejme, Ze ve viech prezentovanych vypoétech byla uvazovana hodnota modulu pruz-
nosti E4 = 1.
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pootoceni (respektive prithybu), jejiz pribéh na konzole je zndzornén na obrazku
Na konstrukci dochdazi ke kolisani hodnoty této odchylky, coz odpovida zméné modulu
pruznosti na sousednich intervalech skutecné konstrukce. ProtoZe priibéh momentu
na makrotrovni M(x) neni konstantni, jak pfedpokladame, ale kvadraticky s vrcholem
v bodé x = [, je amplituda odchylky pootoceni minimalni na konci konzoly a maxi-
malni v blizkosti vetknuti. Pribéh odchylky prihybu je hladsi a jeho maximum je na
konci konzoly. To je zptisobeno tim, Ze se celkova chyba homogenizovaného feSeni
nascitava.

w(l)—w, (1)
w(l)
1,000000 |

0,100000
0,010000 —

0,001000

0,000100 N

0,000010

10

i

100
1000

Obrazek 2.9: Zavislost chyby na konci konzoly na poctu intervali n

Maximalni chyba homogenniho priithybu se projevi na volném konci konzoly. Jeji
velikost v zavislosti na poc¢tu intervalli n zobrazuje graf Pro maly pocet intervalti
je vystiznost feSeni pomérné mald, jiz od pfiblizné padeséti intervalti je z hlediska
priuhybu na konci konzoly pfesnost feSeni uspokojiva. Déle je zjevny dominantni vliv
poctu intervalti vzhledem k poméru modult pruznosti jednotlivych materiala.

2.2 Homogenizace taZeného heterogenniho prutu

2.2.1 Formulace problému

V tomto pfikladu se budeme zabyvat chovdnim stejné heterogenni konstrukce jako
v pfedchozim oddjile, ale tentokrat bude zatiZena tahovou silou F. Na obrazku[2.10a je
prut znazornén. M4 délku /, nahote je vetknuty a skldd4 se z n intervali oznacenych
indexem i = 0,1,...,(n —1). U vetknuti ma interval index i = 0 a na volném konci
i = n — 1. Jednotlivé intervaly jsou tvofeny materidly s rozdilnymi moduly pruznosti E;
(pro i = 0 a i sudé nabyva hodnoty E4, pro i liché Eg). Priifez je charakterizovan
konstantni plochou A.

Hledanou veli¢inou bude opét modul pruznosti Ey. Chovani homogenni kon-
strukce (viz obrazek [2.10p) s timto modulem pruznosti odpovida co nejlépe ptivodni
heterogenni konstrukci.
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“/ 7
1
s %
‘ 7
| l 5 l
F A

() (b) (©)
Obrézek 2.10: TaZeny prut: (a) heterogenni konstrukce, (b) homogenizovany model,
(c) inZenyrska interpretace homogenizace
2.2.2 Homogenizace pomoci limitniho pf¥echodu

Modul pruznosti Ef odvodime z rovnosti absolutniho protaZeni homogenniho a hete-
rogenniho prutu

Alg = Al (2.30)
Nejprve vyjadiime protaZeni homogenniho prutu
Al = le —li (2.31)
H — H — AEH/ .

kde Alp je absolutni protaZeni celého prutu, I délka prutu, ey pomérné protaZzeni prutu,
F konstantni tahova sila na konci prutu a A konstantni plocha prafezu prutu.

Pfi ur¢eni celkového protaZeni heterogenni konstrukce vyfesime zvlast'pfipad, kdy
je pocet intervalti sudy a lichy. ProtaZeni jednotlivych interval(i s odliSnymi moduly
pruznosti jsou

I F A I F

Ay =lea =1 ap

Pro n liché se absolutni protaZeni prutu vypocte

ns. .y 1. 1. IFf1 1\ IF{1 1
Al_§<A1A+AIB>+§AZA—§AZB—§Z(a—f—E—B)+——(———>.
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Limita tohoto vyrazu pron — oo je

IF /1 1 I F /1 1 I[F /1 1
lim Al = i S e S (e — =—— | =—4+=—1. (232
ngl;lo n%(ZA(EA—i_EB)—i_ZnA(EA E]g)) 2A(EA—i_EB) (.32

Pfi vypoctu protaZzeni prutu pro n sudé se obejdeme bez limitniho pfechodu a vy-

sledny vztah
n(, s A IF (1 1
A= (AZA + AZB) =5 (E + E—B) (2.33)
je tedy stejny jako pro n liché.
Porovname absolutni protaZeni homogenniho a heterogenniho prutu (viz (2.30))

F IF/1 1
l— = [ — + —
AEy 2A\E, ' Eg

a ziskdvame vztah pro homogenizovany modul pruznosti

 2E4Ep
H= EA"‘EB.

2.2.3 Inzenyrsky ptistup k homogenizaci

Postupovat budeme stejné jako v pfedchozim piikladu s témito dpravami (viz obra-

zek ):

e Jednotkovoubutiku zatiZime makroskopickou (primérnou) hodnotou deformace
1 2l 4

e(x) = — [ &(%)dz. 2.34

(x) = [ @) 234

e Pro toto zatizeni uréime pritbéh normélového napéti & (£) na trovni buriky.

e Objemovym priamérovanim ziskdme makroskopickou hodnotu napéti
1 2l
o(x) = = / &(%) ds. (2.35)
21 Jo

e K odvozeni vztahu pro homogenizovany modul pruznosti Ey vyuZijeme Hoo-
ketiv zdkon na makrotrovni

o(x) =¢e(x)Ey. (2.36)

Pfi zatiZeni jednotkové buriky makroskopickou deformaci ¢(x) = konst, bude pri-
béh normélového napéti konstantni, protoZe je konstrukce staticky urcita:

@'(J?) éA(f)EA :éB(J’f)EB ZO'(X)

Vyjadiime odtud deformace jednotlivych intervald, které pouZijeme v rovnici (2.34)

P A g(x) o(x)
e(x) = Z_A/o sA(x)dx+2_f/i ép(%)dt = 2E 4 + 2Ep -
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Makroskopickou hodnotu napéti dosadime do Hookeova zakona (2.36)

EAEp

o(x) = Zs(x)m

= S(X)EH.

Vztah pro homogenizovany modul pruznosti je opét

2EAEB

Epy = ——ALB
H Ejp+ Ep

Pokud bychom fesili slozitéjsi dlohu na pocitaci a nemohli jsme zadat do nume-
rického programu zatizeni konstantnimi deformacemi, pfedepsali bychom na okrajich

buriky odpovidajici posunuti a postupovali bychom obdobné jako v predchozim pfi-
KladuP]

2.3 Shrnuti zakladnich principt

Jiz pii takto jednoduchych piikladech, kdy lze urcit pfesné feSeni, jsou patrné vy-
hody homogenizace konstrukci skladajicich se z materialti o rozdilnych modulech
pruznosti. Mezi hlavni pfednosti homogenizace patii zejména urychleni vypoctu pfi
dosaZeni dostate¢né presného feseni. Naopak piistupy zaloZené na primeérovani ma-
teridlovych charakteristik jsou zatiZeny zna¢nou chybou, pfedevsim pro vyssi rozdil
hodnot modult pruznosti jednotlivych materiald.

Jak plyne z demonstrovanych ptikladd, reprezentativnost a pfesnost homogenizo-
vaného feSeni zavisi pfedevsim na nésledujicich faktorech:

O/

e ,poctuintervalil” konstrukce (poméru velikosti jednotkové buriky a konstrukce),

e pomeéru tuhosti jednotlivych materiald,

e poloze v makroskopické oblasti (okoli podpor, koncentrovanych zatiZeni).
Na ur¢eni homogenizovanych vlastnosti naopak nema vliv:

e intenzita zatizeni,

e absolutni rozmér jednotkové buriky,

nebot’ ani jedna z téchto veli¢in nevystupuje ve vyrazu pro homogenizovany modul
pruznosti Eg. VSechny tyto poznatky lze pfimo zobecnit na feSeni sloZitéjsich neho-
mogennich konstrukci, kde pfesné feSeni neni dosaZzitelné.

Z uvedenych prikladi by se mohlo zdét, Ze homogenizované parametry jsou stejné
bez ohledu na zptisob zatiZeni (ohyb, tah, ...). To ovSem plati jen u takovych jed-
norozmérnych konstrukei, kdy mitZeme pfi vypoctu pouZit Bernoulliovu-Navierovu
hypotézu (tj. priifezy ztstavaji i po deformaci rovinné a kolmé na stfednici prutu).
Pro ostatni konstrukce je toto tvrzeni nepravdivé, coz je zfejmé napiiklad z nésledujici
kapitoly, ktera se vénuje stabilité rovinnych konstrukci. I pfi studiu odborné literatury
zabyvajici se homogeniza¢nimi metodami Ize nalézt fadu ptikladd, ve kterych autofi
vyuZzivaji tento mylny predpoklad.

5 Posunut1 b%/ se skladalo z homogenni a periodické slozky, v nasem pfipadé posunuti ve sméru osy
prutu 7 ( )+ a%(%).
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Kapitola 3
Aplikace homogenizacnich principt

z M 2z

Homogeniza¢ni metody jsou pouZitelné ve stavebni praxi pfi modelovani znac¢né ¢asti
heterogennich materialti a konstrukénich prvki s periodickou strukturou. Zatimco
homogenizace v tahu, tlaku a smyku nalezla ¢etné praktické aplikace, pouziti této
metody pfi analyze ohybanych konstrukci neni pfili§ frekventované. V této kapitole
se budeme zabyvat homogenizaci perforovanych desek, tedy desek oslabenych celou
fadou malych otvorti.

Nejeast&ji se v praxi uplatiiuji dérované plechy (viz obrazek [3.1). Do formatové
tabule se na lisovacich strojich vyraZeji otvory. Vysokotlakych listi je nékolik typt
a umoziuji dérovat nejen kovy, ale také ostatni nekiehké materidly, napfiklad umélé
hmoty. U plechti o vétsi tloustce se otvory obvykle vypaluji. Vyrobit 1ze desky s riznou
velikosti a tvarem vylehcujicich otvort (kruh, ¢tverec, oval, kiizek, trojahelnik atd.).

Obrazek 3.1: Zptisob vyroby a nejpouZivanéjsi tvary vylehc¢ujicich otvorti

Moznosti pouziti perforovanych desek jsou znaéné (viz obrazky [3.2] a [13])). Jako
priklady lze uvézt:

e architektonické prvky (oplasténi, pohledy, rosty, vyztuze, vyplné, miiZze, vétraci
vika, pfepazky, mezistény, schodistové stupné),

e akustické tcely (pouziti pro zvukovouizolaci, tlumice hluku, protihlukové stény),
e omitkové a zateplovaci profily,

e ve vzduchotechnice, kabelové Zlaby pro elektrorozvody,

o filtry, filtra¢ni kose,

o kryty (ve vSech oborech techniky - nejen bezpecnostni, ale i ozdobné),

e dopravni pasy ve zvlast'naroénych provozech,
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Obrazek 3.2: Ptiklady pouziti perforovanych desek

e kovové sedacky z dérovaného plechu (naptiklad pro stadiony a sportoviste).

Perforované desky mohou také prinést materialové tspory pfi navrhovéni ten-
kosténnych konstrukci, viz obrazek a [14]. Vysledkem je atraktivni konstrukéni

prvek, jehoz kritické zatiZeni je nékolikandsobné vyssi nez kritické zatizeni plné stény
o stejné hmotnosti (tedy s redukovanou tloustkou).

Obréazek 3.3: Perforace tenkosténného profilu

Unosnost perforovanych desek vyrobenych z plexiskla byla experimentalné zkou-
ména v Ustavu teoretické a aplikované mechaniky AV CR. VyuZitim experimentalnich
dat Ize ovéfit vystiznost matice tuhosti ziskané navrzenymi homogeniza¢nimi p¥i-
stupy. Cilem této kapitoly je provést numerickou simulaci experimentti, prezentova-
nychv [15] a [16], na zakladé teorie homogenizace heterogennich deskovych konstrukei.
Vyhodnou tohoto postupu je sniZeni naroc¢nosti vlastniho vypoctu, na druhé strané je
vSak tento pristup zaloZen na jistych zjednodusujicich predpokladech, které mohou
mit negativni vliv na pfesnost vysledkti. Proto mtZe porovnéni provedené v pied-
kladané praci slouzit jako ndzornd demonstrace vyhod i nevyhod praktické aplikace
homogenizac¢nich postupi.

Kapitola je uspofddana nasledujicim zptisobem. V prvnim oddilu je predstaven
priubéh a vysledky experimentu. Numericky model a porovnani vypoctené kritické
sily s experimentalnimi daty je uvedeno v druhém oddilu. Dale jsou shrnuty zdkladni
vztahy teorie tenkych a tlustych desek a vypocet kritické sily. Formulaci homogenizac-
niho problému pro tenké a tlusté desky se zabyvaji nasledujici tfi oddily. Homogenizo-
vané vlastnosti ziskané navrZzenymi metodamijsou porovnany s vysledky experimenti
a numerického modelovani v zavére¢ném oddilu.
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3.1 Shrnuti experimentalnich vysledkt

Pri praktickém navrhu konstrukci z perforovanych desek je, obdobné jako u plnostén-
nych desek, nutno posoudit chovani desky pfijejim vyboceni. To miize byt pro danou
konstrukci rozhodujicim stavem naméhéni. Pfikladem studie, ktera se touto otdzkou
zabyva, je experimentalni prace provadéna v Ustavu teoretické a aplikované mechaniky
AV CR [15]. Autofi systematicky zkoumali vliv tvaru otvort, tloustky stény a stupné
perforace na velikost kritického zatizeni desky vyrobené z plexiskla pro zatiZeni v jed-
nosmérném tlaku.

Schéma experimentu je uvedeno na obrézku [3.4p. Modely perforovanych desek
mély rozméry 200 x 200 mm a byly vyrobeny z plexiskla s hodnotou modulu pruz-
nosti E = 3 000 MPa a Poissonova ¢isla v = 0,4. ZkuSebni vzorky se liily tloustkou
desky (od 3 mm do 6 mm) a poctem, velikosti a typem vyleh¢ujicich otvorti (kruh,
¢tverec a trojihelnik se zaoblenymi rohy). Tyto vzorky byly kloubové uloZeny na dvou
protilehlych hranich do tuhého rdmu a zbylé okraje byly volné. Pomoci ramu bylo
vneseno do desky rovnomeérné zatiZeni tlakovou silou a nasledné byla urcena kritické
sila, pti které doslo k vyboceni konstrukce (viz obrazek [3.4p). Vzdalenost kloubovych
uloZeni byla 230 mm (z toho tuhy ram 2 x 15 mm).

zatézovaci lista

tuhv okraj

zkusSebni vzorek

snimac posunt

tuhy okraj
podpérna lista

(a)

Obrazek 3.4: Experiment: (a) schéma zatéZovani, (b) tvar vyboceni

Byla provedena analyza ¢trnécti riznych zkusebnich vzorki perforovanych desek.
Pro jednotlivé geometrické varianty bylo pouZzito oznac¢eni PWa B-7. Symbol « mtize
nabyvat hodnot C pro kruhovy tvar otvoru, S pro ¢tvercovy tvar otvoru a T pro troja-
helnikovy tvar otvoru,  oznacuje tloustku desky zaokrouhlenou na celé milimetry a 7y
charakteristicky rozmér otvoru v milimetrechﬂ Geometrické usporadani vylehcujicich
otvorti vSech zkouSenych vzorki je shrnuto v pfiloze A.

Hodnoty kritickych zatiZeni jsou uvedeny spolu s geometrickymi charakteristikami
v tabulce U kruhovych vylehéeni znadi velikost otvoru primeér kruznice, u ¢tver-
covych znaci délku strany ¢tverce.

I Tedy naptiklad oznageni PWC 3-12 oznaluje desku o tloustce 3,08 mm, kter4 je perforovana kruho-
vymi otvory o priméru 12 mm.
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Oznaceni Geometrie Kriticka sila
perforované | tloustka otvor vylehceni tl. reduk. F7
desky [mm] [mm] [%] [mm] [N]
PWC 3-3 3,05 3,3 40 1,82 107,7
PWC 3-4 3,05 4 33 2,04 154,4
PWC 3-12 3,08 12 34 2,03 147,4
PWC 4-3 4,30 31 53 2,02 146,3
PWC 4-12 4,07 12 55 1,83 169,3
PWC 5-3 5,16 3,2 69 1,62 118,8
PWC 5-4 4,90 4 60 1,94 186,0
PWC 5-12 5,03 12 59 2,07 249,7
PWC 6-12 6,12 12 67 2,00 271,6
PWC 6-24a 5,89 24 72 1,64 178,4
PWC 6-24b 6,02 24 67 2,00 294,6
PWS 5-26 5,16 26 60 2,06 282,3
PWS 6-27 6,04 27 65 2,12 396,4
PWT 6-20 5,95 - 66 2,03 293,6

Tabulka 3.1: Geometrie a kritické zatiZeni perforovanych desek

3.2 Numericky model perforované desky

Vzhledem k tomu, Ze rozmér analyzované konstrukce (200 x 200 mm) je relativné maly,
muZeme v tomto pfipadé provést detailni stabilitni vypocet pro celou konstrukci bez
zjednodusujicich geometrickych pfedpokladd. Vyhodou tohoto pfistupu je pfesnost
ziskanych vysledki, jeho aplikace je vSak znac¢né vypocetné naro¢na (obzvlast’ pro
vétsi konstrukce).

Kriticka sila byla urcena linedrnim stabilitnim vypoctem v kone¢néprvkovém sys-
tému ADINA®) verze 8.1. Vymodelovano bylo vSech ¢trnact geometrii. Desky z ple-
xiskla byly drZeny a také zatéZovany prostfednictvim ocelovych okrajt.

Chovéani materialt (s parametry uvedenymi v tabulce) bylo uvaZovano pruzné.

Materidl | Modul pruznosti E | Poissonovo ¢islo v
[MPa] [-]

plexisklo 3 000 0,4

ocel 210 000 0,3

Tabulka 3.2: Parametry materialt pouZzité pfi vypoctu

Konstrukce byla modelovana jako tlusta deska se siti tvofenou ¢tyfuzlovymi prvky
MITCE| které vychazeji z Mindlinovy deskové teorie (viz [18]). Formulace je zaloZena
na téchto dvou pfedpokladech:

e Normaly ke stfednicové roviné desky ztstavaji rovinnymi i po deformaci, nejsou
vSak nezbytné kolmé ke stfednicové roviné desky.

e Zména prithybu po tloustce desky je vtici jeho hodnoté zanedbateln4, a tudiz je
uvazovéana jako nulova.

2V programu ADINAR) je tento prvek oznagen SHELL, viz manual [17].
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Obrézek 3.5: Numericky model zatizeni desky odpovidajici experimentu
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Obrazek 3.6: Tvar vyboceni desky PWC 6-12
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Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

MAXIMUM
A 0.8203
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>X 0.000

Lx

Z-EIGENVECTOR
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TIME 1.000
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— -0.2000
-0.2800
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Obrézek 3.8: Vyboceni perforované desky PWC 5-4
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Obrazek 3.10: Vyboceni perforované desky PWT 6-20
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400 - [N] [ | perforovana deska

experimentalné
B perforovana deska
300 - .
numericky
B redukovana deska
200 - numericky
100
0

PWC 3-3
PWC 3-4
PWC 3-12
PWC 4-3
PWC 4-12
PWC 5-3
PWC 5-4
PWC 5-12
PWC 6-12
PWC 6-24a
PWC 6-24b
PWS 5-26
PWS 6-27
PWT 6-20

Obréazek 3.11: Graf kritického zatiZzeni

V grafu jsou Cervené vyneseny experimentalné ziskané hodnoty kritickych sil
p exp . p s 1 P

perforovanych desek F.,". Tyto hodnoty jsou porovnany s kritickym zatiZenim perfo-
rované desky F/#" (sed&) a redukované desky F/¢? (¢erné) uréené stabilitnim vypoctem
v programu ADINA®. Redukovanou deskou rozumime plnou desku, kterd ma sni-
Zenou tloustku tak, aby celkovd hmotnost konstrukce zistala zachovana. Hodnoty
kritickych zatiZeni a jejich odchylka ¢i pomér (pro porovnéni efektivity perforace) jsou
uvedeny v tabulce 3.3

Oznaceni Kritické sily

perforované | Fi#m | F'P n Fred  prum jpred  peip pred
desky [N] | INT [%] | [N] [-] [-]
PWC 3-3 104,8 | 107,7 2,73 | 62,6 1,68 1,72
PWC 3-4 128,1 | 1544 20,52 | 88,1 1,45 1,75
PWC 3-12 137,5| 1474 7,24 | 86,8 1,58 1,70
PWC 4-3 197,2 | 146,3 25,80 | 85,5 2,31 1,71
PWC 4-12 169,1 | 169,3 0,14 | 63,6 2,66 2,66
PWC 5-3 177,3 | 118,8 33,01 | 44,1 4,02 2,69
PWC 5-4 188,3 | 186,0 1,23 | 758 2,49 2,46
PWC 5-12 249,7 1 249,7 0,01 | 92,0 2,71 2,71
PWC 6-12 276,2 | 271,6 1,66 | 83,0 3,33 3,27
PWC6-24a | 1857 | 1784 3,92 | 458 4,06 3,90
PWC 6-24b | 338,7 | 294,6 13,02 | 83,0 4,08 3,55
PWS 5-26 311,8 | 282,3 9,46 | 90,7 3,44 3,11
PWS 6-27 4274 | 3964 7,25 | 98,9 4,32 4,01
PWT 6-20 349,1 | 293,6 15,89 | 86,8 4,02 3,38

Tabulka 3.3: Porovnani experimentalnich a numerickych kritickych sil

Z hodnot v poslednich dvou sloupcich tabulky [3.3|je zifejmé, Ze vyuziti materidlu
v perforovanych sténach je az ¢tyfikrat efektivnéjsi nez u plnych stén o stejné hmot-
nosti. Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny odchylky experimentéalnich dat od numericky
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urcenych kritickych sil. U péti ze ¢trnacti zkouSenych desek je chyba vétsi nez deset
procent. Diivodem téchto odchylek mohou b}’ft

e odchylka zatiZeni od uvazovaného stavu (excentricita, nerovhomeérnost, viz ob-

razek[3.4b),

e geometrické imperfekce desky (tloustka desky, velikost a rozmisténi vylehc¢ujicich
otvort),

e nedostatecné tuhé spojeni perforované desky s ocelovymi okraji.

3.3 Zakladni vztahy pro homogenizované desky

Pfipomerime, Ze principem homogenizace je nahrazeni ptvodni heterogenni kon-
strukce konstrukci homogenni. Vztah pro kritické zatiZeni tedy odvodime pro p¥ipad
analyzy homogenni desky.

V tomto oddilu budou pfedstaveny zékladni vztahy pro vypocet kritické sily a za-
vedeny pojmy pouZité v dalsim textu. Vysledné rovnice budou uvadény pro obec-
néjsi Mindlinovu teorii s pfislusnym zjednoduSenim pro analyzu kirchhoffovskych
desek. Detailni odvozeni téchto vztahti a jejich podrobnéjsi diskuzi 1ze nalézt napfi-
klad v [19, 20].

3.3.1 Kinematické pfedpoklady a pole deformaci

Obrazek 3.12: Kinematické predpoklady

Jak je zfejmé z obrazku posunuti libovolného bodu o soutadnicich (x, y, z) lze
vyjadrit vztahy

u(xy,z) = ¢y(xy)z,
v(xy,z) = —ex(xy)z 3.1)
wlxy,z) = w(xy),

3Pokud by byla konstrukce modelovana jako trojrozmérné téleso, pravdépodobné bychom ziskali

jesté presnéjsi feSeni. Nepfedpokladdm vSak, Ze chyba zptisobend pouzitim Mindlinova deskového
modelu je vyrazna. Navic by bylo 3D-modelovani zna¢né ¢asové narocné.
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kde osy x a y definuji rovinu desky a osa z ma smér normaly desky. Symboly u, va w
oznacuji posun daného bodu ve sméru soutadnych os, ¢ a ¢, maji vyznam pootoceni
stfednicové roviny kolem pfisludnych os. Pfipomerime, Ze v teorii tlustych desek jsou
proménné w, ¢y a ¢, uvazovany jako nezavislé, v piipadé tenkych desek jsou svazany
vztahy

a_w ow

3y (vy) ey(xy) =—5-(0y). (3.2)

X
Za pfedpokladu malych posunti 1, v a w 1ze odvodit nasledujici vztahy pro nenulové
slozky membranové deformace

px(x,y) =

ou 0¢

ex(x,y,2) = Fv B_xyz = K¢ (%, Y)z,
v 0

ey(x,y,2z) = = aq;xz = xy(x,y)z,

_du  0v _ [(d¢y Oy _
Yay(X,Y,2) = @‘l‘a— (W_ ax>2—xxy(x,y)z,

kde x oznacuje (pseudo)kiivost stfednicové roviny desky. Pro dalsi pouZiti pfepiSeme
tyto rovnice do vektorového zapisu

J 3
S (x,y)
ee(x,3,2) K(x,y) 5o
sy<(x,y,z)) =z Ky((xf]/)) =20 "oy (x,y) , (33)
Yy X, Y, 2 Kxy(X, Y aqoy 0Py
| W(xr]/)— % (x,y) )
tedy
e(x,y,z) = zr(x,vy). (3.4)
Vztah pro smykové slozky deformace lze napsat ve tvaru
ou Jw ow
Taz(%y) = oo+ 5= gy(ny) + 5o (0y),

Gy = 2% oon)+ Py
’)/yZ ’ y - aZ ay - (Px 7 y ay 7 y .

Pro pfipad tenkych desek (tedy platnosti vztahti (3.2)) jsou tyto slozky nulové,
zatimco vektor kfivosti « 1ze vyjadfit v zavislosti na prithybu w jako

( 82w(x y) \
K (x,9) P
w(y) =4 5y . (35)
ex Y

| Zavay 1Y)

3.3.2 Fyzikalni rovnice

V souladu s tradi¢nim pfistupem teorie desek [20] vychazime z vrstvickového modelu
ohybané desky. Za predpokladu, Ze normalové napéti o, v kazdé vrstvé je zanedbatelné,
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miizeme v kazdé vrstvé uvaZovat stav rovinné napjatosti. Pfi zanedbani pocatecnich
deformaci a pfedpokladu, Ze materidlové vlastnosti desky se po tloustce neméni, ma-
Zeme psét vztah pro rovinnou napjatost ve tvaru

ox(x,y,2) Lii(xy) Lia(x,y) Lis(xy) ex(x,Y,2)
oy(x,y,2) »=| La(x,y) La(xy) La(xy) ey(x,y,2) ¢,
Tay(X,Y,2) Lei(x,y) Lea(x,y) Les(x,y) Yy (%, Y, 2)

kde indexy u matice materidlovych vlastnosti se idi zvyklostmi vektorového zapisu
rovnic pruznosti (viz naptiklad [21]). Tedy

c(x,y,z) =Lm(x,y)e(x,y,z). (3.6)
Obdobné vztahy plati i pro smykové slozky

(o} [ Lson) Luwn)] {eton) |

(v y) f | Lis(xy) Lau(xy) | 1e(xy)
coz ve vektorovém formatu zapiSeme jako
t(xy) = L(xy)r(xy). (3.7)

3.3.3 Mérné vnitini sily

V analyze desek jsou ¢asto vyuzivany mérné vnitini sily namisto slozek napéti. Mérné
ohybové a kroutici momenty jsou definovany vztahy

mx (%, y) V2 ox(xy,z)
{ my(x,y) } / { oy(x,y,2) }zdz, (3.8)

My (%, Y) 2 U ty(%,y,2)
kde t oznacuje tloustku desky, viz obrazek [3.12] Tedy
t/2
m(x,y) = / o(x,y,z)zdz. (3.9)
—t/2

Obdobnym zptisobem definujeme mérné posouvajici sily
(o) VT { weln) i
_ [ ax(xy _/{szx,y}d_/ d
X,Y) = = z = T(x,y)dz.
a0 ={ 100 ) 0 (x,9) o)
—t/2 —t/2

Vzhledem k zavedeni mérnych vnitinich sil je nutné pfislusnym zptisobem modifi-
kovat fyzikalni rovnice. Dosazenim fyzikalnich rovnic pro membranové slozky (3.6)
do vztahu pro mérné momenty (3.9) ziskdvame vyraz

t/2 3
mixy) = [ Lnley(eyzds = "0 (0 (xy) = Dl y(ry), 310

—t/2

kde Dy je matice deskové tuhosti. V pfipadé mérné posouvajici sily plati obdobny vztah
t/2

q(x,y) = k(x,y) / Ls(x, y)v(x,y) dz = k(x, y)t(x, y)Ls(x, y) v (x, )
—t/2

= Dy(x,y)v(x,y), (3.11)

kde k(x,y) je soucinitel zohledniujici vliv rozloZeni smykovych napéti.
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3.3.4 Princip virtudlnich praci a podminky rovnovahy

Z hlediska dalsi analyzy i formulace homogeniza¢niho problému mé zasadni vyznam
princip virtudlnich praci. UvaZzujme pro jednoduchost po obvodé vetknutou desku,
charakterizovanou stfednicovou plochou Q) C IR? a zatiZenou plo$nym spojitym zati-
Zenim o intenzité p. Princip virtudlnich praci je v tomto pfipadé vyjadfen nésledujici

Vv,

rovnosti (viz napt. [21}20] pro detailnéj$i odvozeni)

| (T @nmGy) + 6" @ y)alxy)) do= [ soy)pryda, @12

ktera musi byt splnéna pro vSechny kinematicky pfipustné virtudlni kfivosti dx a vir-
tudlni prithyby éw. Poznamenejme, Ze podminka (3.12) je ekvivalentni dvéma momen-
tovym a jedné silové podmince rovnovéahy

om

Tx BY T y) —ae(xy) =0, (3.13)

oMy om

o (x,y)+a—;(x,y)—qy(x,y) =0, (3.14)
94 aqy — _
W(x,y)—kw(x,y)-l-p(x,y) = 0. (3.15)

Pfi analyze tenkych desek se vyraz pro virtualni préci zjednodusuje na tvar

/Q(SKT(x,y)m(x,y) dQ:/Q(Sw(x,y)ﬁ(x,y) dQ (3.16)

a rovnice (3.13)—(3.15) se zredukuji na jednu silovou podminku rovnovahy vyjadienou
v mérnych momentech

9%y 0m,, azmy
o2 WY 2G5 (v y) + 32 ) FPy) =0 (3.17)

3.3.5 Zakladni vztahy stabilitni analyzy

Predchozi rovnice byly odvozeny za predpokladt malych posunti v roviné desky u, v
a malych prihybti kolmo na stfednicovou rovinu w. Pfi analyze vyboceni je vSak
nezbytné uvazovat velké hodnoty prithybt w. Pfedpokladédme-li, Ze je deska ve stfed-
nicové roviné naméhana zatizenim, které vyvozuje mérné normalové sily 7y, 71y a 7y,
ma silovd podminka rovnovahy sestavend na deformované konstrukci tvar

_ 0’w - 0’w _ *w
nx(x,y)ﬁ(x,y) + any(x/y)m(xr]/) + ”y(xz]/)a—yz(x/]/) + (3.18)
%m, 0%y 9*m

92 = (x /y)+28 <3y (x,y)+ 3 (x y)+p(x,y) = 0.

Yev s

Podrobnéjsi rozbor této rovnice 1ze nalézt napiiklad v [20], zde bude vyuZita pouze pro
vypocet kritického zatizeni homogenni desky v jednoosém tlaku, viz pododdil [3.3.6]
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3.3.6 Vztah pro kritické zatiZeni

Pfi uréeni hodnoty kritického zatizeni vyjdeme z rovnice (3.18), popisujici podminku
rovnovéhy na deformované deskové konstrukci. Hodnoty mérnych normalovych sil

jsou v tomto piipadé dany vyrazy (viz obrazek[3.13)

_ _ F _
fix(x,y) =0, ny(x,y) = —=, nxy(x,y) =0.
!

(3.19)

Vzhledem k ptisobicimu zatiZeni a zptisobu podepieni konstrukce uvazujeme zjedno-

NI

N To XN

cr

200 mm

15
%

Obrazek 3.13: Schéma zatizeni desky

cr > .
Vypocitame druhé derivace prithybu

2w %w T\?
W(x,y) =0, a—yz(x,y) = —wp (—) sm(

ZCI'

dusené vztah pro vyboceni ve tvaru

3
<

w(x,y) = wosin (

—

3=

o’w
) , ZW(X,]/) =0

Ccr

a odtud ur¢ime jednotlivé kfivosti, viz (3.5),

kelxy) =0, () = wo (E)zsin (ﬂ) Ky (,9) = 0.

lCI' lCI‘

Z rovnice (3.10) vyjadfime mérné ohybové a kroutici momenty a jejich derivace

%m

0°m 0’m a\*  [my
T w) =0, S5 =~ O (1) sin (7, 255 (x) =

lCI‘ lCI‘

Dosazenim do podminek rovnovéahy (3.18) ziskdvame rovnici

o (1) s () (- 002 (2)) =0

ze které plyne hledany vztah pro kritické zatiZeni

Foe =1 (DK)zz (1)2-

ler

Prvek deskové matice tuhosti (Dy),, uré¢ime pomoci homogeniza¢nich metod.

0.

(3.20)
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3.4 Homogenizace desek - obecné principy

Ptipomerime, Ze v oddilu 3.2 byla perforovana konstrukce analyzovéna jako celek se
vSemi geometrickymi detaily. Tento postup se vSak stava vypocetné velmi naro¢nym,
predevsim pokud je rozsahlejsi konstrukce perforovana celou fadou malych otvord.
V tomto pfipadé se jako velmi vyhodné jevi pouziti homogeniza¢nich metod, kdy na-
hradime ptivodni komplikovanou perforovanou desku deskou homogenni, jejiz vlast-
nosti v sobé zahrnuji vliv tvaru jednotlivych otvorti a stupné perforace konstrukce.

V problému homogenizace tuhosti miZe byt deska s periodickou strukturou uva-
Zovana jako:

e trojrozmérné téleso nebo muiZe byt jeji deformace popsana jako
e dvourozmérny deskovy problém s pouzitim

e Kirchhoffovych predpokladt (pro tenkou desku) nebo
e Mindlinova modelu (tlusté desky s vlivem zkoseni).

YeNv s

Dvourozmérny problém je vypocetné efektivnéjsi. V dalsich oddilech jsou odvozeny
vztahy pro homogenizaci desek pomoci kirchhoffovskych a mindlinovskych pfedpo-
kladt a bude diskutovana vystiznost vysledkt vzhledem k experimentalnim datim.
Modelovéani trojrozmérné tlohy je zna¢né naro¢né (pfedevsim z hlediska generovani
sité), a proto neni v ramci této prace realizovéano.

X

Obrazek 3.14: Schéma homogenizace deskové konstrukce

Z hlediska analyzy rozdélime feSeny problém na dvé trovné:
e makrotroven, kterd odpovida analyze na tirovni desky () jako celku,
e mikroudroven, popisujici chovani konstrukce na trovni jednotkové buriky ).

Pro vystiznost tohoto feSeni je nutno zajistit spoluptisobeni mezi jednotlivymi trov-
némi. Pokud je rozmér jednotkové butiky dostatecné maly vii¢i rozmértim konstrukce,
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analyza uvedena v [22] ukazuje, Ze vhodnym modelem na makrotirovni je model tenké
desky, nezavisle na modelu pouZzitém na mikroﬁrovniﬁ

Vlastni homogenizaci Ize interpretovat ndzornym zptisobem (viz téz pro ob-
dobnou analyzu v pfipadé prutové konstrukce):

e Kazdému materidlovému bodu x = {x,y}T € Q na makrodrovni ptisoudime
jednotkovou buriku Q.

e Jednotkovou buriku ,zatiZime” makroskopickou (primérnou) hodnotou kfivosti
x(x) = {Kx(x), %y (%), K5y (x)} 7, §. specifikujeme kinematické okrajové podminky
na mikrotrovni tak, aby platilo

~

1 A
xk(x) = @/ﬁx(x) dQ, (3.21)

kde # oznacuje kiivost v daném bodu jednotkové buriky & = {£,7}T € Q.

e V zavislosti na pfedepsanych podminkéach ur¢ime pribéh mérnych ohybovych
momentt 1 na trovni jednotkové buriky.

e Primérnd hodnota ohybovych momentt
1 ~
® =1 [ (3 (3.22)

pak definuje vztah na makrotdrovni ve tvaru
m(x) = Dg(x)x(x), (3.23)
kde Dy oznacuje homogenizovanou matici deskové tuhosti, porovnej s (3.10).

Poznamenejme, Ze vlastni vypocet priibéhu ohybovych momentt se lisi v zavislosti
na tom, zda na mikrotirovni uvaZujeme model tenké nebo tlusté desky. Tato analyza je
predmétem nésledujicich dvou oddilt.

4 3
4 3 4 3 3
1 2 1 2 1 2 1
(a) (b) (c) (d)

a

Obrazek 3.15: Periodické jednotkové buriky

Na obrazku jsou uvedeny periodické jednotkové buriky (PUC) pro kruhové,
¢tvercové a trojuhelnikové vylehcujici otvory. Prvni tfi byly pouZity pro vypocet ho-
mogenizovanych vlastnosti, protoze 1ze jednoduseji zadavat periodické okrajové pod-
minky pro prihyby do programu ADINA(®), coz bude ziejmé z nasledujicich oddild.
Sestitihelnikova butika byla pouZita pouze pro kontrolu u nékterych geometrii.

4Ptivodni odvozeni uvedené v [22] je spiSe zaloZeno na intuitivnich argumentech, rigor6zni odvozeni
v [19] je naopak znac¢né technicky komplikované.
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3.5 Homogenizace kirchhoffovskych desek

V piipadé kirchhoffovskych desek zatiZenych pfedepsanou makroskopickou hodnotou
kiivosti k¥ miZeme vyjadfit pootoceni kolem jednotlivych os £ a j ve tvaruﬁ

A /A ~hmg /. JROWIN A /A ~hmg /. RO
P2(%) = 5 () +9:(2),  Pg(8) = @y (%) + 95(%), (3.24)

kde ¢'™& oznaluje pootoceni, kterd by vznikla v homogenni jednotkové butice pod
ucinky predepsané kiivosti k, zatimco ¢* oznacuji ¢leny vzniklé v diisledku perforace
na mikrotrovni. ProtoZe jsou vylehc¢ujici otvory usporadany periodicky, jsou navic tyto
&leny O-periodické, 4. nabyvaji stejnych hodnot na protilehlych stranach jednotkové
buriky.

3.5.1 Zatézovani prostfednictvim pootoceni fidicich bodu

V pripadé homogenni jednotkové buriky by pro zatiZeni makroskopickou ktivosti byla
v kazdém bodu & € ) konstantni hodnota kfivosti. Platily by tedy rovnosti, viz (3.3)

(£,7) = . = konst, (3.25)

—X_(z,9) = xy = konst, (3.26)

L (%,9) — —2—(%,9) = Ky, = konst. (3.27)

Z podminek (3.25) a (3.26) mtizeme vyjadfit pootoceni gbhmg ve tvaru

PyE(%,9) = mE+ (D), (3.28)
Pime(%,0) = —xy0+ fa(%). (329)

Funkce f1 a f, uré¢ime z rovnice (3.27). Musi tedy splniovat

d d
)=S0 = e 330

Konkrétni volba funkci f; a f, pak urcuje zptisob podepfeni buriky ve vlastnich
vypoctech. V nasem pfipadé volime

. 1 . 1
A1) = —ny]/, fa(%) = — 5y,

To vede k vyjadieni jednotlivych pootoceni ve tvaru
*}mg(

5 A S

mg, . A 1
q)h g( ]/) = _Kyy_inyx- (3.32)

Tyto vztahy byly poprvé predstaveny v [23]. Jejich detailni odvozeni lze nalézt v [19]. Pro p¥ipad
ohybu nosniki byly vyuZzity v pfedchozi kapitole.
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Z hlediska dalsich vypocth se jevi vyhodné parametrizovat priibéh pootoceni po-
moci vybranych fidicich bodt 1,2 a 4, viz obrazek Vzhledem k pfedpoklddanému
prubéhu pootocenti, viz (3.31)—(3.32), miiZzeme hodnoty pootoceni v téchto bodech vy-
jadfit jako

Jhmg(1)  .hm ~hmg(1 ~h
qOAmg( ) _ P g(O’ 0) -0, (Pymg( ) _ (Py”mg(o’ O) =0,

) 1 . R )
gﬁ?mg(Z) _ (P?mg(llo) — _EKWZ’ q);mg(z) _ go;mg(l,o) _———
~hmg(4 Jh 2 2 ~hmg(4 .h A 1 4
q%mg( ) _ Ge 8(0, 1) = —xyh, %mg( ) _ %mg(olh) = ixxyh'
y
~¥,h
L,
2
X

Obrézek 3.16: Pfedepsana pootoceni fidicich bodt PUC

To nam umozituje pfepsat rovnice (3.31)—(3.32) pro vztah mezi makroskopickou
kiivosti ¥ a pootocenimi v bodech 2 a 4 ve tvaru

O | =

0 0 0 P
0

Ky =
Kxy -1

T

(2)

(2)

@ (- (3.33)
(a)

S| = O
o =

coZ budeme zkracovat jako
K = B(p rp.
Inverzni vztah mezi uzlovymi pooto¢enimi a priimérnou kiivosti pak ma tvar
f‘qs = B,g K, (3.34)

kde matice B je definovana vztahem

I 0o o
0 0 -1
B; = _% . (3.35)
0 oA -
|0 - 0 |

Poznamenejme, Ze zatim byly specifikovany pouze podminky pro pootoceni §. Aby
bylo zabranéno posunuti celé konstrukce ve sméru osy Z jako tuhého celku, predepi-
Seme naptiklad v bodu 1 nulovou hodnotu prthybu @.
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3.5.2 Periodické okrajové podminky pro pootoceni
Po specifikaci priibéhu pootoceni ¢"™8 nyni pFistoupime k predepsani periodickych

okrajovych podminek. Pro tyto ticely rozdélime hranici feSené oblasti na ¢tyfi ¢asti:
horni T, spodni B, levou L a pravou R, viz obrazek 3.17}

y

=

L

—

=>

Obrazek 3.17: Rozdéleni hranice jednotkové buriky

Pro levou ¢ast hranice jednotkové butiky méa pole rotaci tvar

$5(0) = 9<(0,9) = ¢:7%(0,9) + §3(0, ),
~ - ~hm ~ Ak ~

P50 = ¢3(0.9) = ¢, 2(0,9) + ¢5(0,9),

zatimco pro pravou cast plati

A ~ N [N ~hmeg » . A% (T A

90 = ¢:(L9) = ¢ (L) + 93019,

N ~ A AN ~hmg 4 A AXx (T A

Pp(@) = ¢3(L9) = @5 g(l,y)+¢g(l,y)

A ~ A N ~hm [N Ak * A
XD — ok) = 8L 9) + ¢i(l9) — 98 (0,9) — $3(0,9)

Miizeme tedy psat
(@) = 950+ (336)
Pro pootoceni ¢, plati obdobny vztah

oR (@) — 95) = py(1,9) — p3(0,9) = kul = 91,

®Pro Gplnost poznamenejme, Ze fluktuujici ¢asti poli pootoceni ¢* jsou homogenizanim problémem
urceny aZ na libovolnou konstantu. V nasem p#ipadé tuto konstantu uréime podminkou v bodu 1

¢*™ = ¢*(0,0) = 0.

Z podminek periodicity vyplyva, Ze tato hodnota fluktuujicich sloZek rotaci plati i pro zbyvajici body
2-4. Proto v téchto bodech mtizeme psat ¢ = §hms.
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tedy

PR (@) = @5(9) + ¢y (3.37)

7z X2z

Obdobnou analyzou pro horni a dolni ¢ast hranice jednotkové buriky Q ziskavame
vztahy

PL(E) = 9R(2) + 01, 9l(2) = pB(2) + 9f. (338)

Shrneme-li dtsledky pfedchozich tprav a odvozeni, deformacni stav prislusny
dané hodnoté makroskopické kiivosti ¥ miizeme predepsat tak, Ze v bodu 1 jednot-
kové butiky podepfeme vSechny stupné volnosti @, ¢z a ¢y, pfedepiSeme hodnoty
rotaci v uzlech 2 a 4 na zékladé vztahu a pootoceni na protéjsich hranach svéa-
Zeme podminkami (3.36)), (3.37) a (3.38). Poznamenejme, Ze pro prithyby @ zadné dalsi
podminky nepotfebujeme, protoZe v pfipadé analyzy tenké desky jsou s pooto¢enimi
Pz a ¢y svazany vztahy (3.2).

3.5.3 Pramérné hodnoty mérnych momentu

Poslednim krokem homogeniza¢niho procesu je uréeni hodnoty mérnych ohybovych
a krouticich momentti. V tomto pfipadu opét vyjdeme z principu virtuélnich praci,
tentokrate psaného na tirovni jednotkové buriky (). Ten ma v tomto p¥ipadé tvar

Ok (32) TR (%) dQ = 0,

Q

kde kfivost & vyplyva z volby pole pootoceni ve tvaru (3.24). Pro dalsi analyzu rozdé-
lime pole k#ivosti na pramérnou ¢ast, odpovidajici pfedepsané hodnoté x(x), a na fluk-

tuujici ¢ast £ (%)
®(%) = x(x) +&*(%).
Obdobnym zptisobem miizeme provést rozdéleni mérnych momentt
(%) = m(x) +m*(%).

Dostavame tedy

/ S#(2)Ti(2)dQ = [ (0x(x) + 67 (%)) T (m(x) + w*(3)) dOL.
Uvazenim

/ﬁfc*(ic) d0 =0, [a*(x)dO =0, /ﬁk*(&)%*(fc) 40 =0,
ziskavame vztah mezi makroskopickymi veli¢inami x a m a odpovidajicimi veli¢inami

na mikrotrovni
/5K T — 065 (x)Tm(x),

kde || oznacuje plochu jednotkové buiiky. Nyni ptistoupime k vyjadieni predchozich
vztahti pomoci pfedepsanych uzlovych sil. Plati

57, Ry = /A 5% (%) (%) dO = |O]6x(x) Tm(x),
Q
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kde #4 je vektor pfedepsanych uzlovych rotaci (viz (3.34)), vektor R, oznacuje vektor
reakci v uzlech 2 a 4, ve kterych byly pfedepsany hodnoty uzlovych rotaci,

>

=

I
S
/u‘; >/.3><>/':)\
= = = =

< /;k>

Uvéazenim vztahu mezi makroskopickou kfivosti « a rotacemi fidicich uzli #4 dosta-
vame

ox (%) "B "Ry, = Thon(x) Tm(x),
pramérné hodnoty ohybovych a krouticich momentti 1ze tedy urcit pfimo z hodnot
uzlovych reakci jako

1 N
m(x) = EBKTRM/

tedy ] )
Lo 0 o m?
{ My (x) } h 1 M(AZ)
my(x) =0 0 0 —= R 3(/4) (3.39)
My (x) 0 1 1 Ol M”&)
" o UM

3.5.4 Homogenizacni vztahy pro Sestitthelnikovou PUC

Obdélnikovéa periodicka burika, kterd byla pouzita v pfedchozim textu, je nejvyhodné;jsi
jednotkovou burikou pro formulaci podminek periodicity. Nejmensi jednotkovou buii-
kou pro kruhové vylehéeni je vSak éestiﬁhelnikﬂ Tato burika byla pouZita pro kontrolu
nékterych vysledki, a proto pro ni také odvodime homogenizacni vztahy.

Nejprve vyjadiime ze vztaht a pootoceni Fidicich bodt (viz obra-
zek

~hmg(1)  ,hmg 3, 1.4 _ L .3 j
(Pﬁ = (Pf (_il’ —El’l) EKyh + Znyl/

L hmg(1 ~hm 3, 1a 3 . 1 =+
qog g( ) = qoyA g(_il, —Eh) - _Ele - Znyh/
~h 2 N

hmg(2)  — ytme(0,0) =0,
o = gme0,0)=0,

~hmg(3) . hmg 3+ 14 _ L oz

% = q% (—El, Eh) —EKyh‘i‘ 4nyl,
shmg(3) _ ohmg, 3 lp 3 o1

7 Pro trojahelnikové perforace je nejmensi jednotkovou buiikou kosoétverec. Rovnice pro homogeni-
zaci bychom ziskali redukci vztahti pro Sestithelnik.
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P

Obrézek 3.18: Pfedepsana pootoceni fidicich bodu Sestitithelnikové PUC

Vztah mezi uzlovymi pootocenimi a primérnou kiivosti pak miizeme vyjadrit
pomoci maticového zépisu takto

[ 3 - 1 ~
y A A
hmg(1) o i 3 K
Ps — 2 % "
~hmg(3) 35 N Yy
mEd) 1. %
x 0 —zh -l
B 2 4
nebo ve zkrdceném tvaru jako
f‘qs = Bk K.

Nyni svazeme protilehlé strany periodickymi okrajovymi podminkami. Rozdéleni
a oznaceni hranice Sestitthelnikové buriky je zfejmé z obrazku

y

=

1
Ny

—>
—>
~
N

Obrézek 3.19: Rozdéleni hranice Sestitthelnikové PUC
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Vyjadiime rotace pro body pravé horni a levé dolni hranice

“Ri/oR1 A ~hmg Rl ns/oR1 A

(L9 = g EN, 9R) + 93 (", 9%,

~R A A hm A A AKX (A A

yl(le’le) — q)y g(x ,le) +§09(le,]/121),
ALy AR1_3_i «1_@ _  phmg AR1_3_ZA AR1_E . ARl_?’_i qn_ﬁ
f(x zly 2) - b ( 2/]/ 2)+(Px(x z’y 2)’
. 31 p h hmg, g1 3 g1 By oor1 31 r h
(Pil( E’ym_i) _ (Pymg(le_E’le _§)+(P9(XR1 _E’ym _E)'

Odettenim ptedchozich vztahti a uvaZzenim ¢* (£R!

stdvame po nékolika tpravach

’yARl) — (P*(J?Rl 3l le o %) do-

“Ri/aR1 ~ N 3l h Jhme , .R1 A hme , . 3l h
§0R ( Rl/le) §0L1 (le _ E,]/Rl _ E) q)xmg( Rl/le) (meg(le _ E,le _ E)
1 -~ 3 (1
= —EKyh - L_Lnyl = —goJ(2 ),
MtZeme tedy psat
Ry _ sLi (1)
Py Py Pz -

sy
>
<~
=
>
<

o = g2 9%,
N A ~(3
q)gz _ 90;2 . 9"9 )’
A A ~(3 ~(1
or = E+ o ol
T sB L »(3) _ (1)

Py = Pyt o5 — ¢y

Zbyva urcit praumérné hodnoty mérnych momentti z hodnot uzlovych reakci podle
vztahu

Lo L oo | (MY
mx(x) h 1 h 1 M(Al)
my(x) =1 0 = 0 —= 13 0
LR I S T A s
L6l 2h 6 20 y

Deskové tuhosti ziskané homogenizaci obdélnikové a Sestitthelnikové periodické
buniky se shoduji, a proto jsou v nasledujicim pododdilu uvedeny pouze ptiklady
modelovani obdélnikové buriky.
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3.5.5 Numerické modelovani kirchhoffovskych desek

Predchozi vztahy jsou velmi vhodné pro numerické modelovani na trovni jednotkové
buriky metodou kone¢nych prvki. Vechny vysledky prezentované v této studii byly
ziskany pomoci komer¢éniho kone¢néprvkového programu ADINA(®). Pro modelovani
kirchhoffovskych desek byl pouZit tifuzlovy prvek DKTﬂ (viz [24] pro dalsi informace).
Okrajové podminky byly do programu zavedeny pomoci svazani pfislusnych poo-
toceni piikazem constraint equation. Pti vypoctech bylo uvaZovano linedrné pruzné
chovani materiélu.

Spravnost odvozenych homogenizac¢nich vztahti 1ze ovéfit na homogenni obdélni-
kové burice. Pro tuto buriku s rozméry [ x i =44 x 28,5 mm a tloustkou t = 5,89 mm
byly uvaZovany materidlové jako E = 3 000 MPaa v = 0, 4.

s~ 2.

Tuto burku , zatizime” tfemi makroskopickymi kfivostmi
«* = {1;0;,0}7, ¥ =1{0;1,0}7, «%¥ ={0;0;1}T,

prostiednictvim pootoceni fidicich bodt dle obrazku a na hranach predepiSeme
podminky periodicity (viz pododdil 3.5.2).

Na obrazcich [3.20H3.22)je vykreslena odezva butiky odpovidajici jednotlivym zaté-
Zovacim stavtm.

Y-ROTATION
TIME 1.000

B ZDISPLACEMENT
i} TIME 1.000
|

|
|
|
E 39.00 | E -66.7
= 33.00 | -200.0
—27.00 ll | — 3333
E 21.00 | E -466.7
15.00 | -600.0
9.00 | 7333
3.00 | -866.7
|
MAXIMUM il vaxivum
| ~ 1265609
MINIMUM il vinivum
* 0,000 il x o680
|
Y | IS
L i
& x % X

X-ROTATION
TIME 1.000

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

e
teo.o

| =000

— -150.0
E»zw,o
-270.0
-330.0
-390.0

| MAXIMUM MAXIMUM
A 1259E-10

MINIMUM
X -28.50

MMMMM

i—x

Obrazek 3.21: Odezva homogenni jednotkové buiiky na zatizeni ¥ = {0;1;0} T

Vektory pramérnych momentt m*, m¥ a m*/ (viz (3.39)) pak umozZnuji sestrojit
homogenizovanou matici deskové tuhosti

mx mz my, (D)1 (Dx)12 (Di)1s 60,81 24,33 0
D = | m my mi, | = | (Dx)a1 (Dx)22 (Di)az | = | 24,33 60,81 0
my  my’ myy (Dx)31 (Dx)z2 (Dx)s3 0 0 18,17

8 V programu ADINAR) je tento prvek oznaden PLATE, viz manual [17].
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8 Y-ROTATION
TIME 1.000

X-ROTATION
TIME 1.000

E 160 E 13.00

480 = 11.00
= -8.00 —9.00
E -11.20 E 7.00
-14.40 5.00
-17.60 3.00
20.80 1.00

MAXIMUM
A 0.0001747
MINIMUM
* -22.00

MAXIMUM
1425

| MINMUM
X -9.987E-08

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -45.0
= 1350
— 2250

LS E -315.0

PR -405.0
g -495.0
5 -585.0

MAXIMUM

A 0,000

MINIMUM
* -627.0

‘4 Lx
Obrézek 3.22: Odezva homogenni jednotkové buriky na zatizeni x*¥ = {0;0;1}T

ProtoZe se jedna o homogenni buriku, 1ze urcit jednotlivé ¢leny deskové matice
tuhosti také podle nasledujicich vztahti

£ 1 v 0 60,81 24,33 0
(=210 0 13 0 0 1824

Porovnanim téchto dvou matic tuhosti je zfejmé, Ze odezva pro zatiZeni makro-
skopickymi kfivostmi xy a x;, uréend pomoci navrzeného homogeniza¢niho postupu,
odpovida pfesné hodnoté. Pfi zatizeni kfivosti kyy jiZ pouZity kone¢ny prvek (DKT)
neni schopen poskytnou presné feSeni, chyba 0, 5% je ale zanedbatelna. Tuto chybu lze
minimalizovat pouZitim jemnéjsi sité.

V dal8im kroku pfistoupime k vypoctu pozadovaného ¢lenu homogenizované ma-
tice tuhosti (Dy),, pro ¢trndct rtiznych geometrii otvort. Pro jednotlivé geometrické
varianty bylo pouzito oznaceni PWa B-. Jednotkové bunky byly zatéZovany pouze
kiivosti ¥/ = {0;1;0}T. Pro ovéfeni vystiznosti numerickych hodnot ziskanych me-
todou kone¢nych prvki byla provedena série vypoctii na sitich kone¢nych prvka se
vzriistajici hustotou sité pro jednotkovou buriku PWS 6-27 (viz obrazek [3.23).

n=>5 n =10 n =20 n =150
Obrazek 3.23: Priklady siti kone¢nych prvka (n znaci pocet intervalfi na strané PUC)

Zavislost relevantniho ¢lenu homogenizované matice tuhosti na jemnosti sité ko-
ne¢nych prvki je uvedena na nésledujicim obrazku. V daném ptipadé byl jako ukazatel
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jemnosti sité zvolen pocet intervalt na jedné strané ¢tvercové buriky. Jak je zfejmé z
konvergen¢niho grafu na obrazku sit’ kone¢nych prvka odpovidajici rozdéleni
strany na 40 dilk{i, coZ odpovida délce strany prvku 0,825 mm, davé vysledky s do-
state¢nou pfesnosti (odchylka od ustalené hodnoty je 0,1%). Nésledujici vypocty jsou
provadény na sitich kone¢nych prvki s rozmérem hrany prvku cca 0,5 mm.

12,00 (DK)zz [Nm]

11,75
11,50
] _ n
11,25 \ \ T \ —
0 20 40 60 80 100

Obrazek 3.24: Graf zavislosti homogenizované matice tuhosti na jemnosti sité

Pro ilustraci ziskanych vysledku jsou na obréazcich uvedeny ptiklady
pribéht prithybu a rotaci pro zatiZeni makroskopickou kiivosti xy = xy, = 0, x, = 1.
Vysledné hodnoty prvku homogenizované matice deskové tuhosti (Dy),, jsou uvedeny
v tabulce [3.4| spolu s pomérem rozméru konstrukce vzhledem k rozméru jednotkové
buriky.

Oznaceni Geometrie Pocet Clen
perforované t [ h bunék (Dx)
desky [mm] [mm] [mm] | smérx sméry | [Nm]
PWC 3-3 305 8,696 4,878 23 41 3,240
PWC 34 3,06 11,429 6,667 17,5 30 3,841
PWC 3-12 3,08 33,333 20 6 10 3,861
PWC 4-3 4,3 7273 3,922 27,5 51 6,665
PWC 4-12 4,07 26,667 15,385 7,5 13 5,192
PWC 5-3 516 6,557 3,571 30,5 56 7,035
PWC 5-4 4,9 8,333 5 24 40 7,603
PWC 5-12 5,03 25 15,385 8 13 8,560
PWC 6-12 6,12 23,529 14,286 8,5 14 11,394
PWC6-24a | 5,89 44 28,5 4,5 7 7,305
PWC 6-24b | 6,02 47 28,5 4,3 7 10,742
PWS 5-26 5,16 33 33 6 6 8,288
PWS 6-27 6,04 33 33 6 6 11,277
PWT 6-20 595 32,333 56 6 3,5 9,879

Tabulka 3.4: Hodnoty ¢lenu (Dy),, pro Kirchhofftiv model desky

V okamziku, kdy jsou z numerického modelovani zndmy hodnoty ohybové tuhosti,
miizeme piistoupit k vypoctu kritické sily F., na zakladé vztahu (3.20). V grafu jsou
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MAXIMUM
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Y-ROTATION
TIME 1.000
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Lx
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|
A
o
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l—x

Obrazek 3.25: Sit’a odezva jednotkové butiky PWC 5-4 na zatiZeni k¥ = {0;1; O}T
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X-ROTATION
TIME 1.000
2.25
—6.75
—-11.25
E-15.75
2025
2475
-29.25
MAXIMUM
A 0.08839
MINIMUM
¥ -33.09

Y
X
Y-ROTATION
TIME 1.000
1.200
= 0.800
— 0.400
0.000
-0.400
-0.800
-1.200
MAXIMUM
A 1.401
MINIMUM
¥ -1.401
Y
X

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000
-40.0
— 1200
— -200.0
E -280.0
-360.0
-440.0
-520.0
MAXIMUM
A 6.008
MINIMUM
¥ 5445
Y
X

Obrazek 3.26: Sit’a odezva jednotkové buiiky PWS 6-27 na zatizeni ¥ = {0;1;0}T



KAPITOLA 3. APLIKACE HOMOGENIZACNICH PRINCIPU 47

X-ROTATION
TIME 1.000
t-4.oo
— -12.00
— -20.00
-28.00
-36.00
-44.00
-52.00
MAXIMUM
A 0.05297
MINIMUM
¥ -56.05
Y Y
£ X Lx
Y-ROTATION Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000 TIME 1.000
t 1.200 t -200.
— 0.800 — -400.
— 0.400 — -600.
0.000 -800.
-0.400 -1000.
-0.800 -1200.
-1.200 -1400.
MAXIMUM MAXIMUM
A 1.376 A 8.459
MINIMUM MINIMUM
¥ -1.376 X -1568.
Y Y

Lx LX

Obrézek 3.27: Sit’a odezva jednotkové butiky PWT 6-20 na zatizeni x¥ = {0;1;0}T
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¢erné vyneseny hodnoty kritickych sil homogenizované kirchhoffovské desky Fkh.
Tyto hodnoty jsou porovnany s kritickym zatiZenim perforované desky FJ"" (Sed€)
a experimentalng ziskanymi daty F, ' (Eerven&). Hodnoty kritickych zatiZeni a jejich
odchylky jsou uvedeny spolu v tabulce

450
400

350

300
250
200
150
100
50
0

~[N] M perforovana deska
experimentalné

[ perforovana deska
numericky

M homogenizovana
B kirchhoffovska
deska

PWC 3-3
PWC 3-4
PWC 3-12
PWC 4-3
PWC4-12
PWC 5-3
PWC 5-4
PWC 5-12
PWC 6-12
PWC 6-24a
PWC 6-24b
PWS 5-26
PWS 6-27
PWT 6-20

Obréazek 3.28: Graf kritického zatiZeni

Jak je na prvni pohled z grafu zfejmé, je model kirchhoffovské desky pro vétsinu

geometrii p¥ilis , tuhy”. Rozméry jednotkové butiky [ a /i nejsou dostate¢né velké oproti
tloustce t, a proto neni vliv smyku zanedbatelny. Tuto skute¢nost 1ze ¢4ste¢né zohlednit
pouzitim Mindlinova modelu desky.

Oznaceni Kritické sily
perforované | Frwm | FoiP ypih, | Fhirchykirch 775%}1
desky IN] | IN] [%] | IN] [%] [%]

PWC 3-3 104,8 | 107,7 2,73 | 120,9 15,32 12,26
PWC 3-4 128,1 | 1544 20,52 | 143,3 11,85 7,19

PWC 3-12 1375 | 1474 7,24 | 1441 484 224

PWC 4-3 197,2 | 146,3 25,80 | 248,7 26,14 69,99
PWC 4-12 169,1 | 169,3 0,14 | 193,7 14,57 14,41
PWC 5-3 177,3 | 118,8 33,01 | 262,5 48,01 120,96
PWC 5-4 188,3 | 186,0 1,23 | 283,7 50,65 52,53
PWC 5-12 249,7 | 249,7 0,01 | 3194 2793 2791
PWC 6-12 276,2 | 271,6 1,66 | 4252 5395 56,55
PWC6-24a | 185,7 | 1784 3,92 | 272,6 46,82 52,80
PWC6-24b | 338,7 | 294,6 13,02 | 400,8 18,33 36,05
PWS 5-26 311,8 | 282,3 9,46 3093 080 9,56

PWS 6-27 4274 13964 7,25 | 4208 1,54 6,16

PWT 6-20 349,1 | 293,6 15,89 | 368,6 5,59 25,54

Tabulka 3.5: VystiZnost kritické sily uré¢ené pouzitim Kirchhoffova modelu
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3.6 Homogenizace mindlinovskych desek

V piipadé, kdy je na mikrotirovnijednotkova burika modelovanajako tlusta mindlinov-
ska deska, jsou pootoceni ¢z a ¢y nezavisla na prahybu @. Proto je nutné k okrajovym
podminkdm pfedstavenym v pfedchozim oddile pfidat podminky pro prihyby @.
Obdobné jako v ptipadé pootoceni budeme predpokladat nasledujici rozklad priahybt

D(%) = D"B(%) + D (%),

kde ®"™8 jsou prithyby odpovidajici homogennimu materiélu a O-periodicka slozka
©* vznika jako dtsledek perforace desky.

3.6.1 Zatézovani prostfednictvim prihyba fidicich bodt

Pfipomenime, Ze na makrotrovni je konstrukce modelovana jako tenka deska, jediné
kinematické informace jsou tedy reprezentovany vektorem makroskopického vektoru
kiivosti . Proto odvodime slozku @"™8 ze vztahu mezi kiivosti a prihyby pro tenké
kirchhoffovské desky, viz (3.5). Poznamenejme, Ze tato spiSe intuitivni tivaha vede
na stejné vysledky jako detailni analyza uvedend v [22].

Pokud mé byt v kazdém bodu jednotkové butiky konstantni hodnota k¥ivosti, musi
pole prithybti ®"™8 spltiovat vztahy

92 phmg
%(ﬁ,y) = Ky = konst, (3.40)

2 ~hmg
—aa%(ﬁ,}?) = Ky = konst, (3.41)

2 ~hmg
—Zaaigay (£,9) = &y = konst. (3.42)

Z podminky (3.40) vyplyva nasledujici tvar funkce @

1
@8 (2, §) = — S8 + a) + b2+ f3(9).

Dosazeni pfedchoziho vztahu do (3.41) ziskdme podminku pro funkci f3

d%f; .
d]?fze) (y) = _Ky/

z ¢ehoZ vyplyva
f5(8) = — gy + g+
Z podminky plyne posledni identita
—2a = Kyy.
Rovnice prithybu @ pfislusejicimu makroskopické kfivosti x ma tedy tvar

1 1 1
D8 (£, 9) = — =K, 82 — Syl — §Ky92 + b + cff + d.
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Zbyvajici konstanty b,c a d vyplyvaji z podepfeni desky. Pokud volime hodnoty
predepsanych posunti v bodech 1, 2, 3 a 4 v souladu s vztahy

aMms) = phme(p,0) =0,

aMms2) = phme(] o) = —%sz”z,

ohms(3)  — D8 ([,h) = —lxxlh2 — 1nyffz — 1Kyflz,
2 2 2

PE) = QM0 = I

Obrézek 3.29: Pfedepsané prihyby fidicich bod& PUC

3.6.2 Periodické okrajové podminky pro prihyby

Stejné jako v pfipadé pootoceni odvodime podminky periodicity porovnanim hodnot
na piislusnych ¢astech hranice jednotkové burky. Konkrétné pro levou c¢ast hranice
plati

Loy a0 o I oo g o
@ (§) = @(0,9) = —5x,9” + 2" (0,9),
zatimco pro pravou ¢ast hranice mé prithyb @ tvar

“R/~ PR 1 1~ 1 5 s
wR(y) = w(l/y> = _EKxiz - Enyly - EKyy2 + w ( ,y)-
Odectenim pfedchozich vyrazti dostdivdme hledany vztah mezi prithybem levé a pravé

¢asti hranice jednotkové burky

N NP 1 -
R () =t () +d? — Skly

Vztah mezi prithyby horni a dolni ¢asti hranice jednotkové butiky odvodime obdobnym
zpusobem
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3.6.3 Priimérné hodnoty mérnych momentt

S odvolanim na vysledky publikované v [22] je dali postup pro uré¢eni homogenizované

odezvy konstrukce identicky pfipadu tenkych desek.
Vektor primérnych momentti m se opét uréi z momentovych reakci odpovidajicich

predepsanym rotacim uzlovych bodt

Lo 0 o 12

my(x) h 1 o(2)

My (%) o L1 "2
! 2h 2f 1 y

3.6.4 Homogenizacni vztahy pro Sestitithelnikovou PUC

Sestitihelnikovou jednotkovou buriku zatiZime prtihyby v souladu s obrazkem

N a1 s
—2Kx12+§1<xylh——1<yh2
8 8 8

v

=>

Obrazek 3.30: Pfedepsané prtihyby fidicich bodu Sestitithelnikové PUC

Podminky periodicity pro prithyby bychom mohli vyjadfit stejnym postupem jako
pro pootoceni. Pro zjednoduseni vypocetnich rovnic budeme uvazovat pouze zatizeni

ki¥ivosti Ky, tedy
{K_x, Ky, K_xy} — {O, 1, 0}.

Vyjadiime prithyb pro horni a dolni okraj

@' (2) = P (%).
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Pro svazani pravych a odpovidajicich levych stran vyuZijeme vztahy mezi jejich
soufadnicemi pH = (R — —) gt = (9% + ). Stejnym postupem, jakym jsme

odvodili podminky periodicity mezi horni a dolni hranici, obdrzime rovnice

AN\ 2
~Rl/s A NZTPA h, 1 +, 1 h
le(x,le) — Ll( , R1 E) _ EKyhyR1+§Ky <_§) ,
b1 1 (i
ARZ(JE’?RZ) — Z@Lz(f, ARl"‘E)“‘EKyI:l]?RZ‘i‘EKy <§>

Pouziti takto formulovanych podminek periodicity v programu ADINA®) je obtiz-
n¢jsi. Pokud vSak rozdélime hrany na 7 stejnych intervaldi, pak pro soufadnice y takto
vzniklych bodu plati

hi hi
R1 _ Nt R2 _ M
y =op Y 2n’

kdei =1,2,...,n (viz obrazek|3.31).

=

1 i=n

i

—>
—_—>
~
N

Obrazek 3.31: Rozdéleni hranice Sestithelnikové PUC na intervaly

Nyni mizeme podminky periodicity pro levé a pravé strany prepsat do vyhodnéj-

SihO tvaru
N A A A A A Z

Obdobné bychom ziskali podminky periodicity pro ostatni sloZky kfivosti.
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3.6.5 Numerické modelovani mindlinovskych desek

Mindlinovské desky byly opét modelovany v programu ADINA®). Tentokréat byl po-
uzit ¢tyfuzlovy prvek MIT(ﬂ (viz [18] pro dalsi informace). Okrajové podminky byly
do programu zavedeny pomoci svazani piislusnych stupnit volnosti piikazem constra-
int equation. P¥i vypoctech bylo uvazovano lineadrné pruzné chovéani materialu.

Spravnost odvozenych homogenizac¢nich vztahti mtZeme opét ovéfit na homogenni
obdélnikové burice s rozméry [ x h = 44 x 28,5 mm, tloustkou t = 5,89 mm, modulem
pruznosti E = 3 000 MPa a Poissonovym ¢islem v = 0, 4.

sz~ 2

Tuto buriku ,,zatizime” tfemi makroskopickymi kfivostmi
K = {1;0;0}T, x ={0;1,0}T, % ={0; 0;1}T,

prostfednictvim pootoceni (viz obrézek [3.16) a prihybt fidicich bod (obrazek 3.29).
Na hranéch pfedepiseme podminky periodicity (viz pododdily af3.6.2).
Na obrazcich je vykreslena odezva buriky odpovidajici jednotlivym zateé-

zovacim stavum.

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -66.7
= -200.0
— 3333
E -466.7
-600.0
7333
-866.7
MAXIMUM

A 0,000

MINIMUM

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 39.00
—33.00
- 27.00

E 21.00

15.00
9.00
300

MAXIMUM

A 24,00

MINIMUM
t X 0.000

4 i—x

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -30.0
—-90.0
—-150.0

E 2100

2700
-3300
-390.0

MAXIMUM
A 1.066E-13
MINIMUM
* -406.1

- I . -
{ —-10.00

ot et g cpmamarn |

MAXIMI

MINIMUM
* 2850

l—x

Obrézek 3.33: Odezva homogenni jednotkové buiiky na zatizeni x¥ = {0;1;0} 7

Sestrojime homogenizovanou matici deskové tuhosti odpovidajici vektoram pra-
mérnych momentt m*, m¥ a m*Y (viz (3.39))

mi‘c m% M§y (DK)ll (DK)12 (DK)13 60,81 24,33 0
De=| ml ml ml | =| (D)n (Do)m (D) | = | 24,33 60,81 0
my m;y miy (Dx)s1 (Dx)z2 (Dx)33 0 0 18,24

9V programu ADINA ) je tento prvek oznagen SHELL, viz manual [17].
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V1-ROTATION
TIME 1.000

V2-ROTATION
TIME 1.000

‘ E -1.60 E 13.00
-4.80 '~ 11.00
~ 800 —9.00
| 1120 | G
14.40 5.00
-17.60 3.00
-20.80 1.00
‘ . MAXIMUM MAXIMUM
— ’7 A 0.000
MINIMUM MINIMUM
-22.00 * -1.052E-11
S Y Y
X o L X

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E 45.0
= 1350
— 2250

E 3150

-405.0
-495.0
-585.0

MAXIMUM
A 1.907E-06

MINIMUM
627.0

i—x
Obrazek 3.34: Odezva homogenni jednotkové buiiky na zatizeni ¥*¥ = {0;0;1}T

ProtoZe se jednd o homogenni buriku, 1ze urcit jednotlivé ¢leny deskové matice
tuhosti také podle nasledujicich vztaht

£ 1v 0 60,81 24,33 0
De=5p—7ay |V 1 0 | =]2433 6081 0 | Nm.
(1-v%) 0 v 0 0 1824

Porovnanim téchto dvou matic tuhostije zfejmé, Ze odezva pro zatiZenijednotlivymi
makroskopickymi kfivostmi, ur¢end pomoci navrzeného homogeniza¢niho postupu,
odpovida pfesné hodnoté.

V dal$im kroku pfistoupime k vypoctu pozadovaného ¢lenu homogenizované ma-
tice tuhosti (Dy),, pro ¢trnact riznych geometrii otvord. Jednotkové buiiky byly za-
téZovany pouze kiivosti ¥ = {0;1;0} 7. Pro ovéfeni vystiznosti numerickych hodnot
ziskanych metodou kone¢nych prvki byla opét provedena série vypoctti na sitich ko-
ne¢nych prvki se vzristajici hustotou sité pro butiku PWS 6-27 (viz obrézek [3.35).

1
ALY

ANV VA W W Y
AWV W WL W W WL Y

%\\\\
T

n=>5 n=10 n =20

Obrazek 3.35: Ptiklady siti kone¢nych prvki (n znadi pocet interval(i na strané PUC)

Zavislost ¢lenu (Dy),, homogenizované matice tuhosti na jemnosti sité kone¢nych
prvki je uvedena na nasledujicim obrazku. Jako ukazatel jemnosti sité byl i v tomto
pripadé zvolen pocet intervalt n na jedné hrané ¢tvercové buriky. Sit’kone¢nych prvki
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odpovidajici rozdéleni strany na 40 dilk(i dava vysledky s dostate¢nou presnosti. Dalsi
vypocty byly provddény na jemnéjsi siti kone¢nych prvki odpovidajici déleni hrany
na cca 60 dild.

11,50 7 (D,),, [Nm]

11,25

11,00

n
10,75 T \ \ \ —

0 20 40 60 80 100

Obrazek 3.36: Graf zavislosti homogenizované matice tuhosti na jemnosti sité

Pro ilustraci ziskanych vysledku jsou na obréazcich uvedeny ptiklady
pribéhti prithybu a rotaci pro zatizeni makroskopickou kiivosti «y = xy, = 0, x, = 1.
Vysledné hodnoty prvku homogenizované matice deskové tuhosti (Dy),, jsou uvedeny
v tabulce [3.6/spolu s pomérem rozméru konstrukce vzhledem k rozméru jednotkové
buriky.

Oznaceni Geometrie Pocet Clen
perforované t [ h bunék (Dx)
desky [mm] [mm] [mm] |smérx sméry | [Nm]
PWC 3-3 3,05 8,696 4,878 23 41 2,807
PWC 3-4 3,05 11,429 6,667 17,5 30 3,478
PWC 3-12 3,08 33,333 20 6 10 3,704
PWC 4-3 43 7,273 3,922 27,5 51 5,219
PWC 4-12 407 26,667 15,385 7,5 13 4,510
PWC 5-3 516 6,557 3,571 30,5 56 4,518
PWC 5-4 49 8,333 5 24 40 5,231
PWC 5-12 5,03 25 15,385 8 13 6,769
PWC 6-12 6,12 23,529 14,286 8,5 14 7,823
PWC 6-24a 5,89 44 28,5 45 7 4,996
PWC 6-24b 6,02 47 28,5 43 7 8,478
PWS 5-26 5,16 33 33 6 6 8,074
PWS 6-27 6,04 33 33 6 6 10,981
PWT 6-20 595 32,333 56 6 3,5 7,716

Tabulka 3.6: Hodnoty ¢lenu (Dy),, pro Mindlintiv model desky

Nyni mtZzeme pfistoupit k vypoctu kritické sily F na zdkladé vztahu (3.20).
V grafu jsou vyneseny hodnoty kritickych sil homogenizované mindlinovské
desky FX7 (¢erné). Tyto hodnoty jsou porovnény s kritickym zatizenim perforované
desky F/}""" (Sedé) a experimentalné ziskanymi daty Fo'P (Cervens). Hodnoty kritickych
zatiZeni a jejich odchylka jsou uvedeny v tabulce
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V1-ROTATION
TIME 1.000

E 0.000
— -0.800
— -1.600
-2.400
-3.200

-4.000
-4.800

MAXIMUM
A 0.07910

MINIMUM
* -5.079

I

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 0.4500
— 0.3000
— 0.1500
0.0000
-0.1500
-0.3000
-0.4500

MAXIMUM
A 05179

MINIMUM
X -0.5179

Lx

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -0.90
-2.70
—-4.50
-6.30
-8.10

-9.90
-11.70

MAXIMUM
A 0.01912

MINIMUM
X -13.04

L,

Obrazek 3.37: Sit’a odezva jednotkové butiky PWC 5-4 na zatiZeni k¥ = {0;1;0} 7
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L

V1-ROTATION
TIME 1.000

E 2.25
" 675
—-11.25

E -15.75

20.25
2475
20.25

MAXIMUM

A 01297

MINIMUM
* -33.13

Y

;—x

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 1.080
= 0720
— 0360

Eo.ooo

-0.360
-0.720
-1.080

MAXIMUM
A 1.316

MINIMUM
* -1.316

l—x

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

MAXIMUM
A 9.099

MINIMUM
X -5445

Y

Lx

Obrazek 3.38: Sit’a odezva jednotkové butiky PWS 6-27 na zatizeni ¥ = {0;1;0}T
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T V1-ROTATION
TIME 1.000
-4.00
— -12.00
— -20.00
-28.00
-36.00
-44.00
-52.00
MAXIMUM
A 0.03824
MINIMUM
¥ -56.04
Y Y
V2-ROTATION Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000 TIME 1.000
0.6000 -200.
— 0.4000 — -400.
— 0.2000 — -600.
0.0000 -800.
-0.2000 -1000.
-0.4000 -1200.
-0.6000 -1400.
MAXIMUM MAXIMUM
A 0.7052 A 5209
MINIMUM MINIMUM
¥ -0.7060 ¥ -1568.
Y Y

Lx LX

Obrézek 3.39: Sit’a odezva jednotkové butiky PWT 6-20 na zatizeni x/ = {0;1;0}T
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450 - [N] W perforovand deska
400 - experimentalné
350 - B perforovana deska
numericky
300 M homogenizovana
250 mindlinovska deska
200 -
150 |-
100
50
0
o < o © o [y <+ o o o Q © DN o
s o5 3 og i oy 7 3§ § 7 g
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Obréazek 3.40: Graf kritického zatiZzeni

Hodnoty kritickych sil, které byly ziskany pouZitim Mindlinova modelu pro desky
na mikrotrovni, podstatné 1épe vystihuji vysledky experimentu a numerického mode-
lovéni. To je zptisobeno zahrnutim vlivu smyku, v dlisledku pfedpokladu nenulovych
zkoseni priifezt uvnitf periodické jednotkové butiky. Podrobnéjsi diskuse vysledkii
ziskanych homogeniza¢nimi metodami je tématem nésledujiciho oddilu.

Oznaceni Kritické sily

perforované | F/*™" ESP op Fc”ﬁi”d 17,';1;351 17(’]}(1"’}”1
desky [N] [N] [%] [N] [%] [%]

PWC 3-3 104,8 | 107,7 2,73 | 1048 0,04 2,69
PWC 3-4 128,1 | 1544 20,52 | 129,8 1,32 15,93
PWC 3-12 1375|1474 724 | 1382 054 6,24
PWC 4-3 197,2 | 146,3 25,80 | 194,7 1,25 33,08
PWC 4-12 169,1 | 1693 0,14 | 1683 045 0,59
PWC 5-3 177,3 | 118,8 33,01 | 168,6 4,93 41,92
PWC 5-4 188,3 | 186,0 1,23 | 1952 3,65 4,95
PWC 5-12 2497 |1 249,7 0,01 | 2526 1,17 1,16
PWC 6-12 276,2 | 2716 166 | 2919 5,69 747
PWC6-24a | 185,7 | 1784 392 | 1864 0,39 448
PWC6-24b | 338,7 | 294,6 13,02 | 3164 658 7,40
PWS 5-26 311,8 | 282,3 9,46 | 301,3 3,37 6,73
PWS 6-27 4274 | 3964 7,25 | 4098 4,11 3,38
PWT 6-20 349,1 | 293,6 15,89 | 2879 17,53 1,94

Tabulka 3.7: VystiZnost kritické sily uréené pouzitim Mindlinova modelu
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3.7 Porovnani kritickych sil

V ramci obrazku[B.41]jsou porovnany kritické sily uréené podle mindlinovské a kirchho-
ffovské teorie s experimentalnimi daty a hodnotou kritické sily ziskané numerickym
modelovanim celé konstrukce. Hodnoty kritického zatiZeni pro mindlinovsky model
jsou mensi nez v piipadé modelu kirchhoffovského. To je zptisobeno dodatecnym
vlivem smyku.

4[51)\(])]7 B perforovand deska
experimentalné
400 - B perforovand deska
numericky
350 - || homogenizovana
kirchhoffovska
300 - deska
B homogenizovana
250 - mindlinovska deska
200 -
150 -
100
50
0
e < o ) o o < o o c:s Q ) DN o
) ) ) <+ i T 16 T i\ N N o a a
U O o O < U O 15 © < g o) © N
1 o @) @) 9p) 9p) ~
: £ z £ ¢ E £ 2 : Y Y £ £ z
~ ~ A~ ~ = E A~ M~ ~

Obrézek 3.41: Porovnani kritickych sil

Vysledky pro Kirchhoffuv deskovy model jsou pfili§ ,,tuhé” a pfedpovéd modelu
je zatiZzena zna¢nou chybou. PouZijeme-li vSak pfi modelovani na mikrotrovni model
zalozeny na mindlinovskych pfedpokladech, jsou kritické sily vypoctené na zakladé
navrzené homogeniza¢ni analyzy ve vétSiné piikladt srovnatelné presné s vysledky
ziskanymi detailnim modelovanim celé konstrukce. Chyba se pohybuje aZ na jeden
ptipad do 7%. U geometrie PWT 6-20 je piesnost vysledku niZsi (chyba je 17,53%). Tato
skutecnost je zptisobena tim, Ze okraje perforované konstrukce jsou ztuZené (porovnej
obrazky a[3.39). Pokud bych numericky modelovala tuto konstukci pfesné perio-
dicky (bez vyztuZzeni), klesla by odchylka na 5,76%, coZ je dobry vysledek vzhledem k
tomu, Ze jednotkova burika se opakuje na vysku konstrukce jen 3,5-kréat.

Chyba homogenizovaného feSeni pouzitim Mindlinovych pfedpokladii je dle mého
nazoru zpusobena zejména nasledujicimi faktory:

¢ Konstrukce neni , dokonale periodickd” (viz napiiklad PWT 6-20), na okrajich je
ztuzena.
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e Byl pouZzit pfiblizny vztah pro kritickou silu (pro homogenni desku je odchylka
od numerického feSeni na velmi jemné siti priblizné 5%).

e Rozmér jednotkové buiiky je vzhledem k charakteristickému rozméru konstrukce
relativné velky.

e Vlivem okrajovych efektii v uloZeni desky neni homogeniza¢ni piedpoklad kon-
stantniho prabé&hu kiivosti splnén.

e Pii vypoctu byly uvazovany zjednodusujici kinematické predpoklady pro desky
misto plné trojrozmérné analyzy jednotkové buriky.

Také pii porovnéani vysledki homogeniza¢nich metod s experimentadlnimi daty se
ukazuje, Ze vystiznost modelu zaloZzeného na mindlinovskych pfedpokladech je obecné
vétsinez pro piipad tenké kirchhoffovské desky. Vy3ssi odchylky mohou byt zptisobeny
vlivy, které byly podrobné diskutovany na konci oddilu

Presnost dosazenych vysledki je uspokojiva, pouZijeme-li pro modelovani jednot-
kové buriky deskovy model zaloZeny na Mindlinovych pfedpokladech. Pfi pouZiti
plné trojrozmérné analyzy jednotkové buriky by vystiznost kritickych sil mohla byt

Vv,

nez studovany pfistup.
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Kapitola 4
Zavér

V ramci predkladané préace byla predstavena numerickd homogenizace ohybanych
heterogennich konstrukci. Hodnoty ohybovych eventudlné krouticich parametri jsou
odvozovany z chovani periodické jednotkové buriky po zatizeni makroskopickou kii-
vosti. Uvedeny pfistup je zaloZen na parametrizaci makroskopické kiivosti pomoci
pfedepsanych posunti a pootoc¢eni vybranych ,fidicich” bodd. Odvozené vztahy pro
podminky periodicity na okrajich jednotkové buriky lze zadat do vypocetnich pro-
gramt umoznujicich svazani stupiii volnosti odpovidajicich uzlt. Vyhodou tohoto
pristupu je jeho ndzornost, snadné zadani do vétSiny komercéné dostupnych konecné-
prvkovych systémii a moZnost pfimého rozsifeni pro nelinearni dlohy.

Homogeniza¢ni postupy a vztahy predstavené v pfedeslych kapitolach jsou obecné
platné pro ohybané prutové a deskové konstrukce s periodickou strukturou. Neza-
lezi tedy na tom, zda je jednotkova butika sloZena z vice materialt nebo je vyleh¢ena
otvory, na tvaru perforaci a podobné, pii volbé obdélnikové jednotkové buriky umoz-
nujici zatéZovani vrcholovych bodli jsou odvozené vztahy stale stejné. Aplikace metody
na konkrétni pfipady ohybu heterogenni prizmatické konzoly a stabilitntho vypoctu
perforovanych stén slouZzi k diskuzi vysledk ziskanych:

e homogeniza¢nim pfistupem,

e pfesnym analytickym feSenim (pro pfipad prutové konstrukce),
e detailnim numerickym modelovanim celé konstrukce a

e experimentalnim méfenim (pro pfipad perforovanych desek).

Porovnanim téchto piistupt zjistime, Ze i pfi pomérné malém poctu opakovani jed-
notkové buriky v rdmci konstrukce je pfesnost homogenizovaného feSeni dostatecna.
To je graficky demonstrovano na celé fadé pfikladi uvedenych v této praci. Oproti
detailnimu numerickému vypoctu odezvy celé konstrukce je navrZzena homogenizacni
metoda ¢asové nendrocna (z hlediska modelovani a vypoctu odezvy konstrukce) i pfi
velkém poméru rozméru konstrukce k jednotkové buiice.

Urc¢ovani materidlovych parametrtt pomoci homogeniza¢nich metod pfedstavuje
vhodnou alternativu k experimentdlnim méfenim. PouZiti téchto metod vidim zejména
v oblasti navrhu konstrukénich prvki s heterogenni strukturou, pro které by labora-
torni zkoumani jednotlivych variant navrhu bylo ¢asové a finanéné naro¢né. Urceni
homogenizovanych parametrtt mutzZe slouzit také pro kontrolu naméfenych veli¢in
a odhaleni pfipadnych nepfesnosti experimentu.
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Priloha A

Seznam geometrii perforovanych desek
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Obrézek A.1: Geometrie perforované desky PWC 3-3
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Obrazek A.2: Geometrie perforované desky PWC 3-4
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Obrazek A.4: Geometrie perforované desky PWC 4-3
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Obrazek A.5: Geometrie perforované desky PWC 4-12
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Obrazek A.6: Geometrie perforované desky PWC 5-3
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Obrézek A.7: Geometrie perforované desky PWC 5-4
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Obréazek A.8: Geometrie perforované desky PWC 5-12
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Obrazek A.9: Geometrie perforované desky PWC 6-12
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Obréazek A.10: Geometrie perforované desky PWC 6-24a
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Obrazek A.11: Geometrie perforované desky PWC 6-24b
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Obrazek A.12: Geometrie perforované desky PWS 5-26
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Obrazek A.13: Geometrie perforované desky PWS 6-27
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Obréazek A.14: Geometrie perforované desky PWT 6-20
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Ptiloha B

Tvary vyboceni perforovanych desek
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Obrazek B.2: Tvar vyboceni PWC 3-4
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Obrézek B.3: Tvar vyboc¢eni PWC 3-12
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Obrazek B.4: Tvar vyboceni PWC 4-3 (polovina konstrukce)
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Obrézek B.5: Tvar vyboc¢eni PWC 4-12
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Obrazek B.6: Tvar vyboceni PWC 5-3 (polovina konstrukce)
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Obrazek B.7: Tvar vyboceni PWC 5-4
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Obrazek B.8: Tvar vyboceni PWC 5-12
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Obrazek B.10: Tvar vyboceni PWC 6-24a

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

t -0.0333
— -0.1000

— -0.1667
-0.2333
-0.3000
-0.3667
-0.4333

MAXIMUM
A 3.078E-09

MINIMUM
K -0.4550

Lx

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

t -0.0400
—-0.1200
— -0.2000
-0.2800
-0.3600
-0.4400

-0.5200

MAXIMUM
A 1.735E-09

MINIMUM
K -0.5454



PRILOHA B. TVARY VYBOCENI PERFOROVANYCH DESEK

PRESCRIBED Z-EIGENVECTOR
LINELOAD MODE 1,
MODE 1, TIME 1.000

TIME 1.000
t 0.3467

—0.2933

— 0.2400
0.1867
0.1333
0.0800

0.0267

1.694

MAXIMUM
A 0.3865

MINIMUM
K -1.546E-09

Lx

Obréazek B.11: Tvar vyboceni PWC 6-24b
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Obrazek B.12: Tvar vyboceni PWS 5-26
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Obrézek B.13: Tvar vyboceni PWS 6-27
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Obrazek B.14: Tvar vyboceni PWT 6-20
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Priloha C

Odezva jednotkovych bunék
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Kirchhoff

ROTATION
TIME 1.000

4.878

TIME 1.000

E 0.00
-1.80
—-3.60
-5.40
-7.20
-9.00
-10.80

MAXIMUM
A 03812
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* -11.90
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-0.333
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-2.333
-3.000
-3.667
-4.333

[

MAXIMUM
A 3.119E-05

MINIMUM
* -4.878

Y-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 05381
MINIMUM
* -0.5381

(d) pootoceni kolem osy y

PRESCRIBED

Z-DISPLACEMENT

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

L 4878
PRESCRIBED
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TIME 1.000

L 11.90

Z-DISPLACEMENT
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A 0.009413
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* -12.03

V1-ROTATION
TIME 1.000

E

MAXIMUM
A 0.07705
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* -4.955

V2-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 0.2935
MINIMUM
* -0.2935

Obrazek C.1: Odezva jednotkové buriky PWC 3-3 na zatizeni k¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

Mindlin
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-5.500
-6.500

MAXIMUM

A 8.578E-06
MINIMUM

* -6.667

b

Y-ROTATION
TIME 1.000

E

0.7200
0.4800

MAXIMUM
A 0.7982
MINIMUM
* -0.7982

(d) pootoceni kolem osy y

Obréazek C.2:

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -1.60
—-4.80

MAXIMUM
A 03042

MINIMUM
-22.29

V1-ROTATION
TIME 1.000

E -0.500
-1.500

MAXIMUM
A 0.01625
MINIMUM
* -6.683

V2-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 0.3305
MINIMUM
* -0.3305

Odezva jednotkové buitky PWC 3-4 na zatiZeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED T {EEssssssssmman: P T T PRESCRIBED
ROTATION ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
20.00 ; 20.00
PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000
J 200.0
P AR T
Y
L L
z Ik 4 7 h k O 7N z
(a) sit’kone¢nych prvki a zatiZzeni
Z-DISPLACEMENT Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000 TIME 1.000
E 0.0 E 0.0
=300 =300
—-60.0 —-60.0
-90.0 -90.0
-120.0 -120.0
-150.0 -150.0
-180.0 -180.0
MAXIMUM XAXIMUM
A 7301 5.569
MINIMUM MINIMUM
* -200.0 * -200.0
Y
Ly
(b) prithyb ve sméru osy z
X-ROTATION V1-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
E-l.ﬁ(l E-l.SO
—-4.50 —-4.50
—-7.50 —-7.50
-10.50 -10.50
-13.50 -13.50
-16.50 -16.50
-19.50 -19.50
MAXIMUM MAXIMUM
A 0.0001680 A 0.0001938
MINIMUM MINIMUM
* -20.00 * -20.00
L
(c) pootoceni kolem osy x
Y-ROTATION V2-ROTATION
| TIME 1.000 TIME 1.000
E 2.000 E 1.500
— 1333 = 1.000
— 0.667 — 0.500
0.000 0.000
-0.667 -0.500
-1.333 -1.000
-2.000 -1.500
MAXIMUM MAXIMUM
A 2340 A 1805
MINIMUM MINIMUM
| X -2.340 * -1.805

(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.3: Odezva jednotkové buriky PWC 3-12 na zatizeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

s LRI PRESCRIBED
ROTATION
TIME 1.000
3.922

TIME 1.000

E 0.000
-1.200
— -2.400
-3.600
-4.800

-6.000
-7.200

MAXIMUM
A 01760
MINIMUM
* -7.696

(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION
TIME 1.000

E -0.267
-0.800

MAXIMUM
A 5.890E-06
MINIMUM
* -3.922

(c) pootoceni kolem osy x

Y-ROTATION
TIME 1.000

E 0.3000
— 0.2000
— 0.1000

0.0000
-0.1000
-0.2000
-0.3000

MAXIMUM
A 0.3588
MINIMUM
* -0.3588

(d) pootoceni kolem osy y

Z-DISPLACEMENT

Y

LX

L.

L.

Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION
TIME 1.000

g 3922
PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 7.689

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -0.600
800

MAXIMUM
A 0.01236

MINIMUM
* -8.016

V1-ROTATION
TIME 1.000

0.300

MAXIMUM
A 0.06159
MINIMUM
* -3.983

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 0.3600
— 0.2400
— 0.1200

0.0000
-0.1200
-0.2400
-0.3600

MAXIMUM
A 0.4063
MINIMUM
* -0.4063

Obrazek C.4: Odezva jednotkové buriky PWC 4-3 na zatizeni k¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

T PRRCCRETT] PRESCRIBED

I ROTATION
TIME 1.000

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000
15.38 £ 15.38

PRESCRIBED
DISPLACEMENT

TIME 1.000

l 1183

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E 0.0
-18.0

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

B

MAXIMUM
A 2703
MINIMUM
* -118.3

MAXIMUM
A 0.08726
MINIMUM
* -1195

L.
(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION
TIME 1.000

V1-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 3.404E-05
MINIMUM

* -15.38

MAXIMUM
A 01372
MINIMUM
* -15.52

L.
(c) pootoceni kolem osy x

Y-ROTATION
TIME 1.000

E 1.080
0.720

V2-ROTATION
-| TIME 1.000

E 0.6000
— 0.4000
— 0.2000

0.0000
-0.2000

MAXIMUM
A 1.308
MINIMUM
* -1.308

MAXIMUM
A 0.6936
MINIMUM
* -0.6936

(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.5: Odezva jednotkové buriky PWC 4-12 na zatizeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

3571 £ 3571

PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 6.378

Y

Lx

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

MAXIMUM
A 0.004005
A MINIMUM
X -6.879

MAXIMUM
A 0.09931
MINIMUM
* -6.379

L.
(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION V1-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
E -0.250 E 0.267
-0.750 800
—-1.250 333
-1.750 -1.867
-2.250 -2.400
-2.750 -2.933
-3.250 -3.467
MAXIMUM MAXIMUM
A 0.0004687 A 0.04670
MINIMUM MINIMUM
* -3.572 * -3618

L.

7 Y-ROTATION 7 V2-ROTATION

TIME 1.000 TIME 1.000
E 0.2000 E 0.4500
— 0.1333 0.3000

— 0.0667 0.1500
0.0000 0.0000
-0.0667 -0.1500
-0.1333 -0.3000
-0.2000 -0.4500
MAXIMUM MAXIMUM
A 0.2385 A 05189

_ MINIMUM - MINIMUM
| % -0.2385 * -0.5188

(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.6: Odezva jednotkové buriky PWC 5-3 na zatizeni k¥ = {0; 1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

PRESCRIBED
ROTATION

~ TIME 1.000

£ 5.000 £ 5.000

PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 12.50

Y

Lx

Z-DISPLACEMENT Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000 TIME 1.000
E-O.QU

-2.70

-4.50

-6.30

-8.10

-9.90

-11.70
MAXIMUM MAXIMUM
A 0.2531 A 0.01912
MINIMUM MINIMUM
* -12.50 X -13.04

Y
Ly
(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION V1-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
Ero.aaa
=~ -1.000
— -1.667

-2.333

-3.000

-3.667

-4.333
MAXIMUM MAXIMUM
A 1.615E-05 A 0.07910
MINIMUM MINIMUM
>* -5.000 * -5.079

L.

(c) pootoceni kolem osy x

Y-ROTATION V2-ROTATION
| TIME 1.000 | TIME 1.000
E 0.3000 E 0.4500
— 0.2000 0.3000
— 0.1000 — 0.1500
0.0000 0.0000
-0.1000 -0.1500
-0.2000 -0.3000
-0.3000 -0.4500
MAXIMUM MAXIMUM
. A 0.3765 A 05179
MINIMUM MINIMUM
* -0.3765 ] ¥ -0.5179

(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.7: Odezva jednotkové buriky PWC 5-4 na zatizeni k¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

ROTATION
TIME 1.000

; 15.38

15.38

TIME 1.000

l 1183

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000 TIME 1.000

MAXIMUM MAXIMUM
A 2499 A 01185
MINIMUM MINIMUM
X -118.3 X -120.4

i—x

X-ROTATION
TIME 1.000

t -2.00

TIME 1.000

PRESCRIBED

PRESCRIBED
DISPLACEMENT

Z-DISPLACEMENT

V1-ROTATION

MAXIMUM MAXIMUM

A 3.330E-05 A 0.1687
MINIMUM MINIMUM

* -15.38 * -15.55

(c) pootoceni kolem osy x
| Y-ROTATION V2-ROTATION

TIME 1.000 TIME 1.000
t 1.000 t 0.7200
= o = 0.4800
— 0.2400

0.0000

-0.2400

-0.4800

-0.7200

MAXIMUM MAXIMUM
A 1181 A 0.8094
MINIMUM MINIMUM
* -1.181 * -0.8094

L
(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.8: Odezva jednotkové buriky PWC 5-12 na zatizeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

14.29

TIME 1.000

MAXIMUM
A 1714
MINIMUM
* -102.0

X-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 6.346E-05
MINIMUM
* -14.29

Y-ROTATION
TIME 1.000

t 0.8000
— 05333
— 0.2667

0.0000
.2667
5333
-0.8000

MAXIMUM
A 09143
MINIMUM
* -0.9142

Z-DISPLACEMENT

Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

i 1429

PRESCRIBED
DISPLACEMENT

TIME 1.000

l 102.0

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

MAXIMUM
A 0.09387
MINIMUM
* -105.9

i—x

V1-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 01638

MINIMUM
* -14.45

V2-ROTATION
TIME 1.000

t 1.000
0.667

MAXIMUM
A 1178
MINIMUM
* -1.179

L.
(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.9: Odezva jednotkové buriky PWC 6-12 na zatizeni ¥V = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

2850 g 2850

PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 406.1

Z-DISPLACEMENT Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000 TIME 1.000
E -30.0 E -30.0
-90.0 -90.0
— -150.0
-210.0
-270.0
-330.0
-390.0
MAXIMUM MAXIMUM
A 5364 A 0.2682
MINIMUM MINIMUM
X -407.1 X -4154
Ly
(b) prithyb ve sméru osy z
X-ROTATION V1-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000

E -2.00
-6.00

MAXIMUM
A 0.0001396
MINIMUM
* -28.50

MAXIMUM
N A 0.2449

MINIMUM
* -28.75

Y-ROTATION

V2-ROTATION

TIME 1.000 TIME 1.000
E 1.350 E 1.500
= 0.900 — 1.000
— 0.450

0.000

-0.450

-0.900

-1.350
MAXIMUM MAXIMUM
A 1526 A 1711
MINIMUM MINIMUM
*¥ -1474 * -1659

L.
(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.10: Odezva jednotkové buriky PWC 6-24a na zatizeni x¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

28.50

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

t -30.0
-90.0
—-150.0
-210.0
-270.0
-330.0
-390.0

MAXIMUM
A 6772

MINIMUM
* -406.1

i—x

X-ROTATION
TIME 1.000

E -2.00
-6.00

MAXIMUM
A 0.0002444
MINIMUM
X -28.50

Y-ROTATION
TIME 1.000

E 1.600
= 1.067
— 0533
0.000
-0.533
-1.067
-1.600

MAXIMUM
A 1812
MINIMUM
* -1.812

L.

(d) pootoceni kolem osy y

Mindlin

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

L 2850
PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 406.1

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -30.0
-90.0

MAXIMUM
A 0.2368

MINIMUM
* -4136

VI-ROTATION
TIME 1.000

MAXIMUM
A 02172

MINIMUM
* -28.72

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 1.200
— 0.800
0.400

0.000
-0.400

MAXIMUM
A 1.408
MINIMUM

* -1.408

Obrazek C.11: Odezva jednotkové buriky PWC 6-24b na zatizeni k¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

33.00

Y

Lx

Mindlin

(a) sit’konecnych prvki a zatiZeni

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

t -40.0
= 1200
= -200.0

E -280.0

-360.0

-440.0

-520.0
MAXIMUM

A 6379
MINIMUM
* -5445

L.

(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION
TIME 1.000

E -2.25
=675
~ 1125

E -15.75

2025

-24.75
-29.25

MAXIMUM
A 0.1063
MINIMUM

-33.11

Y-ROTATION
R TIME 1.000

E 1.350
= 0900
= 0450

E 0.000

-0.450

-0.900
-1.350

MAXIMUM
A 1637
MINIMUM
* -1.637

(d) pootoceni kolem osy y

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

é 33.00

PRESCRIBED
DISPLACEMENT

TIME 1.000

l 5445

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

t -40.0
—-1200

—-200.0

MAXIMUM
A 9393

MINIMUM
* -5445

V1-ROTATION
TIME 1.000

E 225
=675
~ 1125

E -15.75

20.25

-24.75
-29.25

MAXIMUM
A 01701

MINIMUM
-33.17

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 1.350
= 0900
= 0450

E 0.000

-0.450
-0.900
-1.350

MAXIMUM
A 1551

MINIMUM
* -1.551

Obrazek C.12: Odezva jednotkové buriky PWS 5-26 na zatizeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff Mindlin

PRESCRIBED PRESCRIBED

ROTATION ROTATION

TIME 1.000 TIME 1.000

33.00 é 33.00

PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000
l 5445

Y

Lx

Z-DISPLACEMENT Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000 TIME 1.000
t-AO.U t-A0.0
= -1200 = -1200
—-200.0 —-200.0
E -280.0 E -280.0
-360.0 -360.0
-440.0 -440.0
-520.0 -520.0
MAXIMUM MAXIMUM
A 6.008 A 9.099
MINIMUM MINIMUM
* -5445 * -5445
Y Y
L, L,
(b) prithyb ve sméru osy z
X-ROTATION V1-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
E-Z.ZS E-Z.ZS
= 6.75 = -6.75

~ 1125
E -15.75
2025

-24.75
-29.25

~ 1125
E -15.75
20.25

-24.75
-29.25

MAXIMUM MAXIMUM
A 0.08839 A 01297
MINIMUM MINIMUM
-33.09 -33.13
Y Y
L L
W z k 1
(c) pootoceni kolem osy x
Y-ROTATION V2-ROTATION
TIME 1.000 TIME 1.000
E 1.200 E 1.080
=~ 0.800 = 0720

= 0.400
E 0.000
-0.400

-0.800
-1.200

= 0360
E 0.000
-0.360

-0.720
-1.080

MAXIMUM MAXIMUM
A 1.401 A 1316

MINIMUM MINIMUM
* -1.401 * -1.316

(d) pootoceni kolem osy y

Obrazek C.13: Odezva jednotkové buriky PWS 6-27 na zatizeni ¥ = {0;1; O}T
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Kirchhoff

PRESCRIBED
ROTATION
TIME 1.000

56.00

Lx

(a) sit’konecnych prvki a zatiZeni

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -200.
= -400.
— -600.

E -800.
~1000.

Mindlin

-1200.
-1400.

MAXIMUM
A 8.459
MINIMUM
* -1568.

L.
(b) prithyb ve sméru osy z

X-ROTATION
TIME 1.000

E -4.00
= .12.00
— -20.00

E -28.00

-36.00
-44.00
-52.00

MAXIMUM
A 0.05297

MINIMUM
-56.05

Y

Lx

Y-ROTATION
TIME 1.000

E 1.200
= 0.800
— 0.400

E 0.000
-0.400
-0.800
-1.200

MAXIMUM
A 1376
MINIMUM
* -1.376

L
(d) pootoceni kolem osy y

PRESCRIBED
ROTATION

TIME 1.000

é 56.00

PRESCRIBED
DISPLACEMENT
TIME 1.000

l 1568

Z-DISPLACEMENT
TIME 1.000

E -200.
= -400.
= -600.

E -800.

~1000.

-1200.
-1400.

MAXIMUM
A 5209

MINIMUM
* -1568.

V1-ROTATION
TIME 1.000

E -4.00
= -12.00
= -20.00

E -28.00

-36.00
-44.00
-52.00

MAXIMUM
A 0.03824

MINIMUM
-56.04

V2-ROTATION
TIME 1.000

E 0.6000
— 0.4000

= 0.2000
E 0.0000
-0.2000

-0.4000
-0.6000

MAXIMUM
A 07052
MINIMUM
* -0.7060

Obrazek C.14: Odezva jednotkové buriky PWT 6-20 na zatizeni ¥V = {0;1; O}T
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