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3.21 Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T . . . . 42
3.22 Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κxy = {0; 0; 1}T . . . . 43
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A.5 Geometrie perforované desky PWC 4-12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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B.7 Tvar vybočenı́ PWC 5-4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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C.2 Odezva jednotkové buňky PWC 3-4 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T . . . . . . 83
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Abstrakt

Pochopenı́ a následná předpověd’ odezvy prvků z heterogennı́ch materiálů je nezbyt-
ným předpokladem k racionálnı́mu návrhu inženýrských konstrukcı́ obecně. Mezi
nejpoužı́vanějšı́ přı́stupy k modelovánı́ těchto materiálů z vı́ce složek patřı́ tzv. homo-
genizačnı́ metody, které nahrazujı́ komplikovaný heterogennı́ materiál jistým fiktivnı́m
homogenizovaným materiálem, jehož vlastnosti odrážejı́ vlastnosti jednotlivých složek
a jejich geometrické uspořádánı́.

V poslednı́ch desetiletı́ch se homogenizačnı́ metody ukázaly jako velmi vhodný
nástroj pro určenı́ chovánı́ heterogennı́ch struktur, o čemž svědčı́ jejich praktické po-
užitı́ napřı́klad v biomedicı́ně, textilnı́m průmyslu, tradičnı́m stavebnictvı́ i modernı́
architektuře. Tato práce si klade za cı́l představit aplikaci homogenizačnı́ch postupů
na ohýbané konstrukce.

Navrhovaný přı́stup je detailně ilustrován na několika přı́kladech. Základnı́ prin-
cipy metody jsou představeny na jednoduchém problému ohybu heterogennı́ konzoly
složené ze dvou materiálů. Pro tento prutový konstrukčnı́ prvek je možné analyticky
určit přesné řešenı́ a konfrontovat ho s výsledkem zı́skaným homogenizačnı́m přı́-
stupem. Důvodem volby perforovaných desek pro demonstraci homogenizace dvou-
rozměrných konstrukcı́ch je možnost vytvořenı́ detailnı́ho modelu celé konstrukce
a porovnánı́ výstupů navržené metody s dostupnými experimentálnı́mi daty. Výstiž-
nost řešenı́ prezentované homogenizačnı́ úlohy je v jednotlivých kapitolách doložena
formou grafických a tabulkových vyhodnocenı́.
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Abstract

Understanding and simulating the behavior of structural members made of hetero-
geneous materials is a necessary prerequisite for the rational design of engineering
structures in general. One of the most common approaches to the modeling of hetero-
geneous bodies are homogenization methods, which replace a complex heterogeneous
material with a homogeneous equivalent with properties reflecting the characteristics
of individual constituents as well as their geometrical configuration.

In the recent decades, the homogenization methods have proven themselves to be
a convenient tool for the modeling of heterogeneous structures with diverse appli-
cations in, e.g., biomedicine, textile industry, conventional civil engineering as well as
modern architecture. This thesis aims at the application of homogenization approaches
to heterogeneous members subject to bending.

The proposed homogenization technique is illustrated in detail on several examples.
The basic principles of the method are introduced on a bending problem of a heteroge-
neous cantilever beam composed of two materials. For such a simple one-dimensional
structure, it is possible to find the exact solution in a closed form and confront it with
the result obtained using the homogenization method. Perforated plates were selected
as the representatives of two-dimensional structures. In this case, the homogenized
response was compared not only with the detailed numerical model but also with
available experimental data. In each chapter, accuracy of the homogenized solution is
systematically illustrated using both graphical and tabular formats.
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Kapitola 1

Úvod

Struktura značné části materiálů použı́vaných ve stavebnictvı́ je heterogennı́. Podrob-
ným zkoumánı́m těchto materiálů okem nebo mikroskopem zjistı́me, že se skládajı́
z několika různorodých složek. Přı́kladem může být beton (z plniva, pojiva a přı́měsı́),
zdivo (ze zdicı́ch prvků: kamenů, cihel nebo tvárnic a malty), dřevo (z tracheid, paren-
chymatických buněk, přı́padně také cév a libriformnı́ch vláken) nebo ocel (z feritu,
cementitu a austenitu).

(a) (b) (c) (d)

Obrázek 1.1: Struktura materiálů: (a) beton, (b) zdivo, (c) dřevo, (d) ocel

Kromě těchto běžných materiálů se ve stavebnictvı́ uplatňujı́ nové kompozity. Tyto
materiály jsou složeny alespoň ze dvou komponent odlišných vlastnostı́, jejichž kombi-
nace může zajistit chovánı́, které nemá žádný tradičnı́ materiál. Napřı́klad kompozity
vyztužené vlákny a textiliemi zı́skávajı́ stále na většı́ důležitosti předevšı́m v oblasti
zesilovánı́ staveb a návrhu konstrukcı́ v extrémnı́ch situacı́ch.

Modelovat ve výpočtech zvlášt’ jednotlivé složky, ze kterých se materiál skládá, je
značně náročné a většinou i nereálné. Je to dáno také tı́m, že rozměry jednotlivých
různorodých částı́ jsou v porovnánı́ s rozměry tělesa často zanedbatelné.

Přiblı́žı́me si to na názorném přı́kladu. Představme si blok z pórobetonu o rozmě-
rech 300× 500× 1000 mm. Předpokládejme, že vzduchové póry jsou rozmı́stěny rovno-
měrně, jejich průměr je jeden milimetr a jsou od sebe vzdáleny také zhruba milimetr. Při
výpočtu některou diskretizačnı́ metodou (napřı́klad metodou konečných prvků) nás
tyto milimetrové detaily nutı́ zvolit alespoň 300× 500× 1000 = 150 000 000 diskretizač-
nı́ch bodů. Po zatı́ženı́ hledáme neznámá posunutı́ všech bodů ve směru jednotlivých
prostorových os. Při takovéto diskretizaci tělesa zı́skáme zhruba 450 miliónů algebraic-
kých rovnic pro 450 miliónů neznámých, což je náročná výpočetnı́ úloha i pro současné
počı́tače. Pokud bychom tı́mto způsobem zkoumali chovánı́ stěny vyrobené z těchto
pórobetonových bloků a modelovali také jednotlivé složky pórobetonové hmoty (kře-
mičitá složka a pojivo), budeme mı́t problém s řešenı́m této soustavy i na současných
nejvýkonnějšı́ch počı́tačı́ch.
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Při výpočtech se můžeme jemné diskretizaci vyhnout tı́m, že budeme chovánı́ ma-
teriálů zkoumat na dvou úrovnı́ch. Princip tohoto „rozdvojenı́ “ problému je zjedno-
dušeně znázorněn na obrázku 1.2.

makroúroveň

mikroúroveň

homogenizace

Obrázek 1.2: Schéma oddělenı́ mikroskopické úlohy od makroskopické

Heterogenitou materiálu se zabýváme pouze na mikroúrovni. Za předpokladu, že
mikrostruktura materiálu je periodická, vymezı́me v rámci tělesa vzorek, který se pra-
videlně opakuje (PUC - Periodic Unit Cell). Pokud nelze nalézt přesně periodickou
část, určı́me pomocı́ statistických metod „průměrnou“ základnı́ buňku. Protože tento
reprezentativnı́ objem (RVE - Representative Volume Element) „vyjmeme“ z okolnı́ho
materiálu a zkoumáme ho odděleně, musı́me na jeho okrajı́ch předepsat takové pod-
mı́nky, které simulujı́ spolupůsobenı́ se zbytkem tělesa. Tuhost této základnı́ buňky
zjistı́me ze znalosti geometrie a materiálových konstant jednotlivých složek. To je úko-
lem teorie homogenizace a hovořı́me o homogenizovaném materiálu.

Po zı́skánı́ těchto tuhostnı́ch parametrů můžeme na makroúrovni pohlı́žet na tě-
leso, jako by bylo homogennı́. Objekt z homogenizovaného materiálu lze diskretizovat
pomocı́ řádově menšı́ho počtu bodů.

Základnı́ podmı́nkou teorie homogenizace je, že poměr mikroskopického a makro-
skopického měřı́tka jde limitně k nule, neboli velikost základnı́ buňky (RVE) je mnohem
menšı́ než celková velikost zkoumaného tělesa. Často při výpočtech striktně nerespek-
tujeme toto omezenı́, a přesto je nalezené řešenı́ pro dané účely dostatečně přesné.

Obrázek 1.3: Fotografie Karlova mostu a výpočetnı́ model

V poslednı́ch desetiletı́ch se ukázaly homogenizačnı́ metody jako velmi vhodný
nástroj pro modelovánı́ heterogennı́ch materiálů. Uplatněnı́ nacházejı́ v biomedicı́ně,
v textilnı́m průmyslu, v oblasti kompozitnı́ch materiálů s periodickou strukturou a v ne-
poslednı́ řadě také ve stavebnictvı́. Význam principů homogenizace pro praktické in-
ženýrské úlohy dokládá fakt, že byly použity na zı́skánı́ vstupnı́ch parametrů pro
výpočetnı́ model Karlova mostu - jedné z nejvýznamnějšı́ch kulturnı́ch památek České
republiky [1].
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Také v projektech modernı́ architektury se začı́najı́ objevovat pokročilé materiály,
jako jsou napřı́klad kompozity vyztužené vlákny [2, 3, 4]. Tyto atraktivnı́ materiály
se vyznačujı́ velkou variabilitou, a proto je v této oblasti značný prostor pro uplatněnı́
homogenizačnı́ch metod, které umožňujı́ optimálnı́ návrh jejich struktury bez nutnosti
nákladného experimentálnı́ho výzkumu.

Obrázek 1.4: Vize použitı́ kompozitnı́ch materiálů v modernı́ architektuře

Tato práce je členěna do dvou tématických celků. Prvnı́ je věnován základnı́m
principům homogenizačnı́ch metod. Cı́lem je představit a detailně ilustrovat tyto teze
na jednoduchých přı́kladech. V prvnı́m přı́kladu je vyšetřován ohyb a v druhém tah
heterogennı́ konstrukce složené ze dvou materiálů, které se periodicky střı́dajı́. Ana-
lyzovány jsou nejjednoduššı́ konstrukčnı́ prvky ve stavebnı́ praxi – pruty. Pro tyto
jednorozměrné úlohy je možné vypočı́tat přesné řešenı́ a porovnat ho s výsledkem ho-
mogenizace. Na závěr jsou zı́skané poznatky shrnuty a zobecněny pro homogenizaci
rovinných a prostorových konstrukcı́. Druhá část je zaměřena na využitı́ homogeni-
začnı́ch metod při řešenı́ inženýrských úloh. Konkrétně se zabývá stabilitou tlačených
stěn, které jsou vylehčeny otvory. Výsledky zı́skané homogenizacı́ těchto perforova-
ných materiálů jsou konfrontovány s experimentálnı́mi daty.

Dı́lčı́ části této práce byly prezentovány v časopise Stavebnı́ obzor (viz článek [5])
a ve sbornı́ku konference Engineering mechanics 2005 (viz přı́spěvek [6]).
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Kapitola 2

Základnı́ principy homogenizace

V literatuře lze najı́t celou řadu publikacı́ a textů vztahujı́cı́ch se k teorii homogenizace
heterogennı́ch materiálů. Podle přı́stupu k problematice lze tyto práce rozdělit do dvou
skupin:

• Prvnı́ pocházı́ z oblasti aplikované matematiky [7]. Zde je chovánı́ homogenizo-
vané konstrukce chápáno jako (vhodně definovaná) limita odezvy heterogennı́
konstrukce.

• Druhá skupina, vycházejı́cı́ spı́še z fyzikálnı́ch a inženýrských přı́stupů, je pak
typicky založena na předpokladu konstantnı́ho průběhu průměrných polı́ (např.
napětı́ a deformace) na délkách odpovı́dajı́cı́ch charakteristické velikosti složek
materiálu [8].

Obě tyto skupiny publikacı́ jsou však pro úvod do homogenizačnı́ch metod poněkud
komplikované, jelikož předpokládajı́ netriviálnı́ znalosti aplikované mechaniky nebo
matematiky, přı́padně obou.

Cı́lem kapitoly je demonstrovat na co nejjednoduššı́ch přı́kladech základnı́ prin-
cipy homogenizace konstrukcı́ složených z nehomogennı́ch materiálů. Hlavnı́ důraz
byl kladen na to, aby pochopenı́ textu vyžadovalo znalost jen základnı́ch principů sta-
vebnı́ mechaniky a teorie pružnosti (např. v rozsahu [9]). Proto jsou veškerá odvozenı́
a úpravy prováděny poněkud podrobněji, než je v odborných publikacı́ běžné, s cı́lem
přiblı́žit tuto problematiku čtenáři, který nemá hlubšı́ znalosti v této oblasti. Dalšı́m
důvodem volby jednoduchých přı́kladů je možnost názorného porovnánı́ homogeni-
zovaného řešenı́ s řešenı́m přesným, které lze vyjádřit v uzavřeném tvaru. To je ve
vı́cerozměrných přı́padech prakticky nemožné.

Kapitola je uspořádána následujı́cı́m způsobem. Přı́klad v prvnı́m oddı́lu se týká
ohybu heterogennı́ konzoly. Členěnı́ na pododdı́ly odpovı́dá jednotlivým bodům po-
stupu řešenı́. Nejprve je formulováno zadánı́ úlohy. Dále je odvozeno přesné řešenı́
problému. Homogenizované vlastnosti jsou zı́skány pomocı́ limitnı́ho přechodu, tedy
v duchu matematické teorie homogenizace. Třetı́ pododdı́l demonstruje inženýrský
přı́stup k homogenizaci. V závěru přı́kladu je na řadě grafů prezentováno, jak vý-
stižně nahrazuje homogenizovaný model skutečné chovánı́ heterogennı́ konstrukce.
Následujı́cı́ oddı́l se zabývá taženým heterogennı́m prutem a je rozdělen opět na od-
povı́dajı́cı́ pododdı́ly: formulaci úlohy, určenı́ homogenizovaných vlastnostı́ využitı́m
rovnosti protaženı́ heterogennı́ a homogenizované konstrukce a pomocı́ inženýrského
přı́stupu. V poslednı́m oddı́lu jsou shrnuty poznatky vyplývajı́cı́ z řešenı́ předchozı́ch
úloh.
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2.1 Homogenizace ohýbané heterogennı́ konzoly

2.1.1 Formulace problému

Principy homogenizace si objasnı́me na přı́kladu ohybu heterogennı́ prizmatické kon-
zoly. Zatı́ženı́ konstrukce f je spojité rovnoměrné silové (viz obrázek 2.1). Konzola má
délku l a skládá se z n intervalů označených indexy i = 0, 1, . . . , (n − 1). U vetknutı́
má interval index i = 0 a na konci konzoly i = n− 1. Jednotlivé intervaly jsou tvořeny
materiály s rozdı́lnými moduly pružnosti Ei (pro i = 0 a i sudé nabývá hodnoty EA, pro
i liché EB). Průřez uvažované konstrukce je charakterizován konstantnı́m momentem
setrvačnosti I. Závěry uvedené v pododdı́lu 2.1.4 a shrnutı́ 2.3 jsou však obecně platné.

x

f

l
EA EB

z,w

l

Obrázek 2.1: Schéma heterogennı́ konzoly

Našı́m cı́lem bude nalezenı́ homogennı́ch parametrů (konkrétně modulu pružnosti),
které co nejlépe charakterizujı́ chovánı́ původnı́ konstrukce. Homogenizovaný model1

je znázorněn na obrázku 2.2. Neznámou veličinou je pro nás modul pružnosti EH.
Délka konzoly, moment setrvačnosti průřezu i působı́cı́ zatı́ženı́ zůstávajı́ stejné jako
u nehomogennı́ konzoly.

x

f

l
EH

z,w

Obrázek 2.2: Schéma homogenizované konzoly

2.1.2 Homogenizace pomocı́ limitnı́ho přechodu

Prvnı́ možnost řešenı́ problému je odvozenı́ vztahu pro modul pružnosti EH z pod-
mı́nky rovnosti průhybu homogenizované a skutečné heterogennı́ konzoly v bodě x = l
(na volném konci konstrukce)

wH(l) = wn−1(l), (2.1)

kde wH(l) značı́ průhyb konce homogenizované konzoly a wn−1(l) je přesný průhyb
konce heterogennı́ konzoly (tedy poslednı́ho intervalu, i = n− 1). Počet intervalů n, ze
kterých se tato konstrukce skládá, se blı́žı́ nekonečnu (n → ∞).

1 Předpokládáme, že počet intervalů n se blı́žı́ nekonečnu, aby byla splněna podmı́nka teorie homo-
genizace (velikost základnı́ buňky (RVE) je mnohem menšı́ než celková velikost zkoumaného tělesa).
Z grafů v oddı́lu 2.1.4 je zřejmé, že od určité hodnoty n se homogenizované řešenı́ dostatečně přibližuje
přesnému řešenı́.



KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ PRINCIPY HOMOGENIZACE 6

Pro výpočet průhybů využijeme ohybovou rovnici (viz napřı́klad [9], strana 77), ve
které se vyskytuje křivost, tedy záporná hodnota druhé derivace průhybu

κ(x) = − d2w
dx2 (x) =

M(x)
E(x)I

. (2.2)

Vyjádřı́me průběh ohybového momentu M(x) po konstrukci

M(x) = − f
2

(
x2 − 2xl + l2

)
(2.3)

a po dosazenı́ zpět do (2.2) přepı́šeme ohybovou rovnici takto

d2w
dx2 (x) =

1
E(x)I

f
2

(
x2 − 2xl + l2

)
. (2.4)

Nejprve určı́me ohybovou čáru pro konzolu s konstantnı́m modulem pružnosti EH,
protože je tato úloha podstatně jednoduššı́ než pro heterogennı́ konstrukci. Postupnou
integracı́ rovnice (2.4) zı́skáme

• pootočenı́ (záporné)

dwH

dx
(x) =

1
EH I

f
2

(
x3

3
− x2l + xl2

)
+ c, (2.5)

• průhyb

wH(x) =
1

EH I
f
2

(
x4

12
− x3

3
l +

x2

2
l2
)

+ cx + d (2.6)

homogenizované konzoly v libovolném bodě x. Hodnoty integračnı́ch konstant c a d
vyplývajı́ z okrajových podmı́nek ve vetknutı́. Platı́

• pro pootočenı́
dwH

dx
(0) = 0 = c, (2.7)

• pro průhyb
wH(0) = 0 = d. (2.8)

Po dosazenı́ integračnı́ch konstant do vztahu (2.6) lze vyjádřit pro x = l průhyb na
konci homogenizované konzoly ve tvaru

wH(l) =
1

EH I
f l4

8
. (2.9)

Určenı́ ohybové čáry heterogennı́ konzoly je komplikovanějšı́. Vztah pro pooto-
čenı́ (2.5) a průhyb (2.6) musı́me vyjádřit pro každý interval, protože průběh modulu
pružnosti po konstrukci E(x) nenı́ v tomto přı́padě konstantnı́ a navı́c se nejedná ani
o spojitou funkci. Připomeňme, že se jeho hodnota měnı́ skokem. Pro intervaly s inde-
xem i = 0 a i sudé nabývá hodnoty EA a pro i liché EB.

• Pootočenı́ (záporné) i-tého intervalu je

dwi

dx
(x) =

1
Ei I

f
2

(
x3

3
− x2l + xl2

)
+ ci, (2.10)
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• průhyb i-tého intervalu se vyjádřı́ jako

wi(x) =
1

Ei I
f
2

(
x4

12
− x3

3
l +

x2

2
l2
)

+ cix + di, (2.11)

kde ci a di jsou integračnı́ konstanty na přı́slušném intervalu. Protože máme v tomto
přı́padě 2n konstant a stále jen dvě okrajové podmı́nky ve vetknutı́ (rovnice (2.7) a (2.8)),
musı́me pro jejich výpočet použı́t podmı́nky spojitosti průhybu a pootočenı́ mezi jed-
notlivými intervaly. Na rozhranı́ intervalů (tedy v bodech x = il̂, i = 1, 2, . . . , (n − 1),
kde l̂ = l/n) majı́ podmı́nky spojitosti tvar

• pro pootočenı́
dwi−1

dx
(x) =

dwi

dx
(x), (2.12)

• pro průhyb
wi−1(x) = wi(x). (2.13)

Prvnı́ dvě konstanty určı́me stejně jako u homogennı́ho přı́padu ze znalosti okrajových
podmı́nek pro pootočenı́ (2.7) a průhyb (2.8). Po dosazenı́ x = 0 a aplikaci těchto
podmı́nek do vztahu (2.10) a (2.11) v intervalu i = 0 dostaneme

• pro pootočenı́
dw0

dx
(0) = 0 = c0

• a pro průhyb
w0(0) = d0 = 0.

Vzájemný vztah mezi zbylými 2(n − 1) integračnı́mi konstantami zı́skáme použitı́m
podmı́nek spojitosti. Dosazenı́m x = il̂ do rovnic (2.10) a (2.11) dostáváme

• pootočenı́ (záporné) pravého okraje intervalu (i− 1)

dwi−1

dx
(il̂) =

1
Ei−1 I

f
2

(
i3 l̂3

3
− i2 l̂2nl̂ + il̂n2 l̂2

)
+ ci−1

=
1

Ei−1 I
f
2

l̂3
(

i3

3
− i2n + in2

)
+ ci−1,

• průhyb pravého okraje intervalu (i− 1)

wi−1(il̂) =
1

Ei−1 I
f
2

(
i4 l̂4

12
− i3 l̂3

3
nl̂ +

i2 l̂2

2
n2 l̂2

)
+ ci−1il̂ + di−1

=
1

Ei−1 I
f
2

l̂4
(

i4

12
− i3

3
n +

i2

2
n2
)

+ ci−1il̂ + di−1,

• pootočenı́ (záporné) levého okraje intervalu i

dwi

dx
(il̂) =

1
Ei I

f
2

(
i3 l̂3

3
− i2 l̂2nl̂ + il̂n2 l̂2

)
+ ci

=
1

Ei I
f
2

l̂3
(

i3

3
− i2n + in2

)
+ ci,
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• průhyb levého okraje intervalu i

wi(il̂) =
1

Ei I
f
2

(
i4 l̂4

12
− i3 l̂3

3
nl̂ +

i2 l̂2

2
n2 l̂2

)
+ ciil̂ + di

=
1

Ei I
f
2

l̂4
(

i4

12
− i3

3
n +

i2

2
n2
)

+ ciil̂ + di.

Tyto vztahy pro pootočenı́ a průhyby na rozhranı́ sousednı́ch intervalů svážeme pomocı́
podmı́nek spojitosti (2.12) a (2.13). Za moduly pružnosti dosadı́me konstanty EA a EB
a výrazy upravı́me tak, aby platily pro i sudé i liché. Po několika početnı́ch úpravách
zı́skáme závislosti mezi integračnı́mi konstantami ve tvaru

ci = ci−1 + (−1)i+1
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂3
(

i3

3
− i2n + in2

)
,

di = di−1 − il̂(−1)i+1
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂3
(

i3

3
− i2n + in2

)
+ (−1)i+1

(
1

EA
− 1

EB

)
f

2I
l̂4
(

i4

12
− i3

3
n +

i2

2
n2
)

.

Pro zjednodušenı́ zápisu zavedeme pomocné konstanty. Označı́me-li

Ai = (−1)i+1
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂3
(

i3

3
− i2n + in2

)
(2.14)

a

Bi = (−1)i+1
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂4
(

i4

12
− i3

3
n +

i2

2
n2
)

, (2.15)

můžou být předchozı́ vztahy pro integračnı́ konstanty přepsány do kompaktnı́ho tvaru

ci = ci−1 + Ai, di = di−1 − il̂Ai + Bi. (2.16)

Využitı́m hodnot konstant c0 = 0 a d0 = 0 vypočtených z okrajových podmı́nek
můžeme výrazy (2.16) ještě upravit

ci =
i

∑
k=0

Ak, di =
i

∑
k=0

(
Bk − kl̂Ak

)
. (2.17)

Nynı́ známe rovnice pro pootočenı́ (2.10) a průhyb (2.11) heterogennı́ konzoly z n inter-
valů a všechny integračnı́ konstanty plynou z (2.17). Můžeme tedy vypočı́tat průhyb
v libovolném bodě x. Dosazenı́m x = l a i = n − 1 do vztahu (2.11) zı́skáme průhyb
konzoly na konci poslednı́ho (n− 1)-intervalu

wn−1(l) =
1

En−1 I
f
2

(
l4

12
− l4

3
+

l4

2

)
+ cn−1l + dn−1

=
1

En−1 I
f
8

l4 +
n−1

∑
k=0

Akl +
n−1

∑
k=0

(
Bk − kl̂Ak

)
=

1
En−1 I

f
8

l4 +
n−1

∑
k=0

(
Akl + Bk − kl̂Ak

)
. (2.18)
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Sumačnı́ výraz upravı́me do následujı́cı́ho tvaru

n−1

∑
k=0

(
Akl + Bk − kl̂Ak

)
=

n−1

∑
k=0

(
(−1)k+1

(
1

EA
− 1

EB

)
f

2I
l̂4
(

nk3 − 3
2

k2n2 + n3k− 1
4

k4
))

a napřı́klad pomocı́ programu Maple R© sečteme předchozı́ řadu. Po dosazenı́ do rov-
nice (2.18) zı́skáváme výraz

wn−1(l) =
1

En−1 I
f
8

l4 +
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂4
(

1
8

n4(−1)n +
1
4

n3 − 1
8

n
)

.

Budeme uvažovat, že počet intervalů n je sudé2 čı́slo, a vypočı́táme limitu průhybu
konce konzoly wn−1(l) pro n → ∞

lim
n→∞

wn−1(l) = lim
n→∞

(
1

EB I
f
8

l4 +
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l̂4
(

1
8

n4 +
1
4

n3 − 1
8

n
))

= lim
n→∞

(
1

EB I
f
8

l4 +
(

1
EA

− 1
EB

)
f

2I
l4
(

1
8

n4

n4 +
1
4

n3

n4 −
1
8

n
n4

))
=

f l4

8I
lim

n→∞

(
1

EB
+
(

1
EA

− 1
EB

)(
1
2

+
1
n
− 1

2n3

))
=

f l4

8I

(
1

EB
+

1
2

(
1

EA
− 1

EB

))
. (2.19)

Podmı́nka rovnosti průhybu homogenizované a heterogennı́ konzoly (2.1) vypadá
po dosazenı́m vztahů (2.9) a (2.19) takto

1
EH

f l4

8I
=

f l4

8I

(
1

EB
+

1
2

(
1

EA
− 1

EB

))
.

Po několika úpravách zı́skáme finálnı́ vztah pro EH ve tvaru

EH =
2EAEB

EA + EB
. (2.20)

2.1.3 Inženýrský přı́stup k homogenizaci

Nynı́ odvodı́me vztah pro homogenizovaný modul pružnosti (2.20) jiným způsobem,
s využitı́m poznatků vı́ceúrovňové kinematiky [10]. Konstrukci budeme zkoumat od-
děleně na dvou úrovnı́ch:

• Na mikroúrovni analyzujeme chovánı́ periodické buňky, ze kterého určı́me modul
pružnosti EH.

• Na makroúrovni nahradı́me heterogennı́ konzolu modelem konstrukce z homo-
gennı́ho materiálu s nalezeným modulem pružnosti EH.

2 Pokud bychom zvolili pro výpočet n liché, zı́skali bychom po úpravách výsledný vztah pro EH
stejný (viz též pododdı́l 2.2.2).
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Tı́m se výpočty značně urychlı́, nebot’analýza ohybu heterogennı́ konzoly je velmi
pracná a náročná (viz pododdı́l 2.1.2).

Při řešenı́ homogenizačnı́ho problému využijeme opět vztah mezi momentem a kři-
vostı́. Obrázek 2.3 schématicky znázorňuje postup řešenı́:

• Na makroúrovni je homogenizovaná konstrukce tvořena materiálovými body
na ose x. Na mikroúrovni každému materiálovému bodu odpovı́dá periodická
buňka, popsaná v souřadném systému x̂.

• Tuto buňku zatı́žı́me makroskopickou (průměrnou) hodnotou křivosti κ(x)

κ(x) =
1
2l̂

∫ 2l̂

0
κ̂(x̂) dx̂. (2.21)

• Pro toto zatı́ženı́ určı́me průběh ohybového momentu M̂ (x̂) na úrovni jednotkové
buňky.

• Objemovým průměrovánı́m zı́skáme makroskopickou hodnotu ohybového mo-
mentu

M(x) =
1
2l̂

∫ 2l̂

0
M̂(x̂) dx̂. (2.22)

• Z ohybové rovnice3 na makroúrovni

M(x) = EH Iκ(x) (2.23)

odvodı́me snadno vztah pro modul pružnosti EH, protože moment setrvačnosti I,
zatı́ženı́ (průměrnou křivost κ(x)) i odezvu konstrukce (průměrný ohybový mo-
ment M(x)) známe.

x

f

EH
z,w

EA EB
x

ll

κ x M x

Obrázek 2.3: Ohýbaná konzola: inženýrská interpretace homogenizace

Zatı́ženı́ konstantnı́ křivostı́ κ(x) budeme realizovat na okrajı́ch jednotkové buňky
prostřednictvı́m pootočenı́. Tento způsob, představený napřı́klad v [11], je vhodný
zejména u složitějšı́ch úloh, které řešı́me na počı́tači, protože v dostupných numeric-
kých programech nenı́ zatěžovánı́ křivostı́ možné.

3 Porovnej s (2.2).
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Pokud by byla jednotková buňka homogennı́, platilo by pro zatı́ženı́ makroskopic-
kou křivostı́

dϕ̂hmg

dx̂
(x̂) = κ(x) = konst.

Z této podmı́nky můžeme vyjádřit pootočenı́ ϕ̂hmg(x̂) ve tvaru

ϕ̂hmg(x̂) = κ(x)x̂ + c, (2.24)

což by znamenalo, že je průběh funkce ϕ̂hmg(x̂) na jednotkové buňce lineárnı́ vzhledem
k proměnné x̂, protože c je integračnı́ konstanta. Tento předpoklad však nenı́ splněn pro
heterogennı́ buňku. Z ohybové rovnice (2.4) vyplývá, že na rozhranı́ intervalů s různým
modulem pružnosti bude mı́t graf funkce ϕ̂hmg(x̂) hrot. S ohledem na tuto skutečnost
vyjádřı́me pootočenı́ ve tvaru

ϕ̂(x̂) = ϕ̂hmg(x̂) + ϕ̂∗(x̂), (2.25)

kde ϕ̂hmg(x̂) označuje pootočenı́, které by vzniklo v homogennı́ jednotkové buňce pod
účinky předepsané křivosti κ(x), zatı́mco ϕ̂∗(x̂) zohledňuje heterogenitu studované
konstrukce. V důsledku periodického střı́dánı́ intervalů s různými moduly pružnosti
nabývajı́ tyto členy stejných hodnot na protilehlých koncı́ch jednotkové buňky

ϕ̂∗(0) = ϕ̂∗(2l̂). (2.26)

Dosazenı́m funkce ϕ̂hmg(x̂) (2.24) do vztahu (2.25) zı́skáme rovnici

ϕ̂(x̂) = κ(x)x̂ + c + ϕ̂∗(x̂). (2.27)

Na okrajı́ch můžeme jednotkovou buňku zatı́žit napřı́klad tak, že předepı́šeme pooto-
čenı́ jejı́ho pravého konce ϕ̂(2l̂) a vetkneme levý konec ϕ̂(0) = 0, abychom zabránili
posunutı́ a pootočenı́ buňky při zatěžovánı́. Z okrajové podmı́nky v bodě x̂ = 0 vyplývá

ϕ̂(0) = 0 = c + ϕ̂∗(0). (2.28)

Vyjádřı́me pootočenı́ (2.27) na pravém okraji buňky (x̂ = 2l̂), přičemž využijeme
vztahy (2.28) a (2.26)

ϕ̂(2l̂) = κ(x)2l̂ + c + ϕ̂∗(2l̂) = κ(x)2l̂ + c + ϕ̂∗(0) = κ(x)2l̂. (2.29)

EA EB

x
l l

κ x2 l 1

11

(a) (b)

Obrázek 2.4: Jednotková buňka: (a) zatı́ženı́ a podepřenı́, (b) virtuálnı́ stav

Průběh ohybového momentu M̂ (x̂) od zatı́ženı́ naznačeného na obrázku 2.4(a) je
konstantnı́. Při výpočtu momentu využijeme principu virtuálnı́ch sil. Připomeňme, jak
se určı́ pootočenı́ zvoleného bodu na konstrukci (viz [12], strana 133):

• Vypočteme ohybové momenty pro skutečné zatı́ženı́.
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• Skutečné křivosti odvodı́me ze skutečných momentů jejich vydělenı́m ohybovou
tuhostı́.

• Ve virtuálnı́m stavu zatı́žı́me konstrukci jednotkovým momentem v tom bodě,
jehož pootočenı́ hledáme.

• Z podmı́nek rovnováhy na staticky určité konstrukci vypočteme virtuálnı́ ohy-
bové momenty.

• Integracı́ součinu virtuálnı́ch ohybových momentů a skutečných křivostı́ zı́skáme
přı́mo hodnotu hledaného pootočenı́.

V našem přı́padu je neznámou moment M̂(2l̂), který odpovı́dá hodnotě pootočenı́
ϕ̂(2l̂). Aplikacı́ výše uvedeného postupu zı́skáme vztah

ϕ̂(2l̂) = κ(x)2l̂ =
∫ 2l̂

0

M̂(x̂) · 1
E(x̂)I

dx̂.

Do předchozı́ rovnice dosadı́me za E (x̂) hodnotu modulu pružnosti pro přı́slušný
interval a využijeme znalosti konstantnı́ho průběhu M̂ (x̂):

κ(x)2l̂ =
1

EA I

∫ l̂

0
M̂(x̂) dx̂ +

1
EB I

∫ 2l̂

l̂
M̂(x̂) dx̂ =

1
2I

∫ 2l̂

0
M̂(x̂) dx̂

(
1

EA
+

1
EB

)
.

Odtud vyjádřı́me makroskopický ohybový moment (2.22)

M(x) =
1
2l̂

∫ 2l̂

0
M̂(x̂) dx̂ =

2EAEB

EA + EB
Iκ(x)

a dosadı́me ho do vztahu (2.23)

2EAEB

EA + EB
Iκ(x) = EH Iκ(x).

Homogenizovaný modul pružnosti

EH =
2EAEB

EA + EB

vycházı́ stejně jako v předchozı́m pododdı́le (viz rovnice (2.20)).

2.1.4 Porovnánı́ přesného a homogenizovaného řešenı́

Nynı́ ukážeme, jak výstižně homogenizované řešenı́ reprezentuje skutečné chovánı́
heterogennı́ konstrukce. Obrázky 2.5 a 2.6 dokumentujı́ vztah mezi

• přesným pootočenı́m (respektive průhybem) - viz rovnice (2.10) a (2.11),

• pootočenı́m (respektive průhybem) vypočteným použitı́m homogenizovaného
modulu pružnosti EH - viz rovnice (2.5) a (2.6),

• pootočenı́m (respektive průhybem) vypočteným použitı́m průměrného modulu
pružnosti EP = (EA + EB)/2.
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0,0 0,5 1,0
0,0

0,1

0,2

x
l

− I
fl3

dw
dx
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0,0 0,5 1,0
0,0

0,1

0,2

x
l

−
I
fl3

dw
dx

x
EA

EB
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EPEH

n = 10, EB/EA = 2 n = 50, EB/EA = 2

0,0 0,5 1,0
0,0

0,1

0,2

x
l

−
I
fl3

dw
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x 
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0,1
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x
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n = 10, EB/EA = 10 n = 50, EB/EA = 10
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0,1
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I
fl3

dw
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x
EA

EB
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0,0 0,5 1,0
0,0
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x
l

−
I
fl3

dw
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x
EA
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n = 10, EB/EA = 100 n = 50, EB/EA = 100

Obrázek 2.5: Průběhy pootočenı́ na konzole
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Obrázek 2.6: Průběhy průhybu na konzole
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Lze vysledovat závislost přesnosti homogenizovaného řešenı́ na proměnném počtu
intervalů n a poměru modulů pružnosti EB/EA. Pro srovnánı́ jsou v grafech vyneseny
i pootočenı́ a průhyby vypočtené použitı́m modulu pružnosti EA

4 (respektive EB) pro
celou konzolu.

Z obrázků 2.5 a 2.6 je zřejmé, že od určité hodnoty n se pootočenı́ a průhyb homo-
genizované konzoly dostatečně přibližujı́ přesnému řešenı́ (viz grafy pro n = 50). Při
zvětšujı́cı́m se poměru modulů pružnosti EB/EA se zvětšuje odchylka mezi přesným
a homogenizovaným řešenı́m. Dále je patrné, že použitı́ průměrné hodnoty modulů
pružnosti jednotlivých materiálů pro celou konzolu je velmi nepřesné (zvláště při vel-
kém poměru EB/EA).

0,0 0,5 1,0
0,0

0,1

0,2

x
l

−
I
fl3

dw
dx

x

Ei n=2

Ei n=10

Ei n=50
EH

0,0 0,5 1,0
0,00

0,05

0,10

0,15

x
l

I
fl4
w x 

EH

Ei n=2

Ei n=10 

Ei n=50

(a) (b)

Obrázek 2.7: Průběh (a) pootočenı́ a (b) průhybu v závislosti na n (EB/EA = 2)

Pro názornost a dalšı́ demonstraci tohoto chovánı́ jsou na obrázku 2.7 vyneseny
do grafu dohromady přesná pootočenı́ (respektive průhyby) konzol s různým počtem
intervalů n a pootočenı́ (respektive průhyb) homogennı́ konzoly.

0,0 0,5 1,0
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

x
l

−
I
fl3

dw−wH

dx
x 

EB /EA=2

EB /EA=10

EB /EA=100

0,0 0,5 1,0
0,000

0,005

0,010

0,015

x
l

I
fl4

w x −wH x

EB /EA=2

EB /EA=10EB /EA=100

(a) (b)

Obrázek 2.8: Odchylka přesného a homogennı́ho (a) pootočenı́, (b) průhybu (n = 10)

Mı́ru nepřesnosti pootočenı́ (respektive průhybu) způsobenou použitı́m homogeni-
zovaného modulu pružnosti EH vystihuje nejlépe odchylka přesného a homogennı́ho

4 Poznamenejme, že ve všech prezentovaných výpočtech byla uvažována hodnota modulu pruž-
nosti EA = 1.
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pootočenı́ (respektive průhybu), jejı́ž průběh na konzole je znázorněn na obrázku 2.8.
Na konstrukci docházı́ ke kolı́sánı́ hodnoty této odchylky, což odpovı́dá změně modulu
pružnosti na sousednı́ch intervalech skutečné konstrukce. Protože průběh momentu
na makroúrovni M(x) nenı́ konstantnı́, jak předpokládáme, ale kvadratický s vrcholem
v bodě x = l, je amplituda odchylky pootočenı́ minimálnı́ na konci konzoly a maxi-
málnı́ v blı́zkosti vetknutı́. Průběh odchylky průhybu je hladšı́ a jeho maximum je na
konci konzoly. To je způsobeno tı́m, že se celková chyba homogenizovaného řešenı́
nasčı́tává.

1 10 10
0

1 
00
0

10
 0
00

0,000010

0,000100

0,001000

0,010000

0,100000

1,000000

n

w l−wH l 

w l

EB /EA=2

EB /EA=10
EB /EA=100

Obrázek 2.9: Závislost chyby na konci konzoly na počtu intervalů n

Maximálnı́ chyba homogennı́ho průhybu se projevı́ na volném konci konzoly. Jejı́
velikost v závislosti na počtu intervalů n zobrazuje graf 2.9. Pro malý počet intervalů
je výstižnost řešenı́ poměrně malá, již od přibližně padesáti intervalů je z hlediska
průhybu na konci konzoly přesnost řešenı́ uspokojivá. Dále je zjevný dominantnı́ vliv
počtu intervalů vzhledem k poměru modulů pružnosti jednotlivých materiálů.

2.2 Homogenizace taženého heterogennı́ho prutu

2.2.1 Formulace problému

V tomto přı́kladu se budeme zabývat chovánı́m stejné heterogennı́ konstrukce jako
v předchozı́m oddı́le, ale tentokrát bude zatı́žena tahovou silou F. Na obrázku 2.10a je
prut znázorněn. Má délku l, nahoře je vetknutý a skládá se z n intervalů označených
indexem i = 0, 1, . . . , (n − 1). U vetknutı́ má interval index i = 0 a na volném konci
i = n− 1. Jednotlivé intervaly jsou tvořeny materiály s rozdı́lnými moduly pružnosti Ei
(pro i = 0 a i sudé nabývá hodnoty EA, pro i liché EB). Průřez je charakterizován
konstantnı́ plochou A.

Hledanou veličinou bude opět modul pružnosti EH. Chovánı́ homogennı́ kon-
strukce (viz obrázek 2.10b) s tı́mto modulem pružnosti odpovı́dá co nejlépe původnı́
heterogennı́ konstrukci.
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Obrázek 2.10: Tažený prut: (a) heterogennı́ konstrukce, (b) homogenizovaný model,
(c) inženýrská interpretace homogenizace

2.2.2 Homogenizace pomocı́ limitnı́ho přechodu

Modul pružnosti EH odvodı́me z rovnosti absolutnı́ho protaženı́ homogennı́ho a hete-
rogennı́ho prutu

∆lH = ∆l. (2.30)

Nejprve vyjádřı́me protaženı́ homogennı́ho prutu

∆lH = lεH = l
F

AEH
, (2.31)

kde ∆lH je absolutnı́ protaženı́ celého prutu, l délka prutu, εH poměrné protaženı́ prutu,
F konstantnı́ tahová sı́la na konci prutu a A konstantnı́ plocha průřezu prutu.

Při určenı́ celkového protaženı́ heterogennı́ konstrukce vyřešı́me zvlášt’přı́pad, kdy
je počet intervalů sudý a lichý. Protaženı́ jednotlivých intervalů s odlišnými moduly
pružnosti jsou

∆l̂A = l̂ε̂A =
l
n

F
AEA

, ∆l̂B = l̂ε̂B =
l
n

F
AEB

.

Pro n liché se absolutnı́ protaženı́ prutu vypočte

∆l =
n
2

(
∆l̂A + ∆l̂B

)
+

1
2

∆l̂A −
1
2

∆l̂B =
l
2

F
A

(
1

EA
+

1
EB

)
+

l
2n

F
A

(
1

EA
− 1

EB

)
.
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Limita tohoto výrazu pro n → ∞ je

lim
n→∞

∆l = lim
n→∞

(
l
2

F
A

(
1

EA
+

1
EB

)
+

l
2n

F
A

(
1

EA
− 1

EB

))
=

l
2

F
A

(
1

EA
+

1
EB

)
. (2.32)

Při výpočtu protaženı́ prutu pro n sudé se obejdeme bez limitnı́ho přechodu a vý-
sledný vztah

∆l =
n
2

(
∆l̂A + ∆l̂B

)
=

l
2

F
A

(
1

EA
+

1
EB

)
(2.33)

je tedy stejný jako pro n liché.
Porovnáme absolutnı́ protaženı́ homogennı́ho a heterogennı́ho prutu (viz (2.30))

l
F

AEH
=

l
2

F
A

(
1

EA
+

1
EB

)
a zı́skáváme vztah pro homogenizovaný modul pružnosti

EH =
2EAEB

EA + EB
.

2.2.3 Inženýrský přı́stup k homogenizaci

Postupovat budeme stejně jako v předchozı́m přı́kladu s těmito úpravami (viz obrá-
zek 2.10c):

• Jednotkovou buňku zatı́žı́me makroskopickou (průměrnou) hodnotou deformace

ε(x) =
1
2l̂

∫ 2l̂

0
ε̂(x̂) dx̂. (2.34)

• Pro toto zatı́ženı́ určı́me průběh normálového napětı́ σ̂ (x̂) na úrovni buňky.

• Objemovým průměrovánı́m zı́skáme makroskopickou hodnotu napětı́

σ(x) =
1
2l̂

∫ 2l̂

0
σ̂(x̂) dx̂. (2.35)

• K odvozenı́ vztahu pro homogenizovaný modul pružnosti EH využijeme Hoo-
keův zákon na makroúrovni

σ(x) = ε(x)EH. (2.36)

Při zatı́ženı́ jednotkové buňky makroskopickou deformacı́ ε(x) = konst, bude prů-
běh normálového napětı́ konstantnı́, protože je konstrukce staticky určitá:

σ̂(x̂) = ε̂A(x̂)EA = ε̂B(x̂)EB = σ(x).

Vyjádřı́me odtud deformace jednotlivých intervalů, které použijeme v rovnici (2.34)

ε(x) =
1
2l̂

∫ l̂

0
ε̂A(x̂) dx̂ +

1
2l̂

∫ 2l̂

l̂
ε̂B(x̂) dx̂ =

σ(x)
2EA

+
σ(x)
2EB

.
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Makroskopickou hodnotu napětı́ dosadı́me do Hookeova zákona (2.36)

σ(x) = 2ε(x)
EAEB

EA + EB
= ε(x)EH.

Vztah pro homogenizovaný modul pružnosti je opět

EH =
2EAEB

EA + EB
.

Pokud bychom řešili složitějšı́ úlohu na počı́tači a nemohli jsme zadat do nume-
rického programu zatı́ženı́ konstantnı́mi deformacemi, předepsali bychom na okrajı́ch
buňky odpovı́dajı́cı́ posunutı́ a postupovali bychom obdobně jako v předchozı́m přı́-
kladu.5

2.3 Shrnutı́ základnı́ch principů

Již při takto jednoduchých přı́kladech, kdy lze určit přesné řešenı́, jsou patrné vý-
hody homogenizace konstrukcı́ skládajı́cı́ch se z materiálů o rozdı́lných modulech
pružnosti. Mezi hlavnı́ přednosti homogenizace patřı́ zejména urychlenı́ výpočtu při
dosaženı́ dostatečně přesného řešenı́. Naopak přı́stupy založené na průměrovánı́ ma-
teriálových charakteristik jsou zatı́ženy značnou chybou, předevšı́m pro vyššı́ rozdı́l
hodnot modulů pružnosti jednotlivých materiálů.

Jak plyne z demonstrovaných přı́kladů, reprezentativnost a přesnost homogenizo-
vaného řešenı́ závisı́ předevšı́m na následujı́cı́ch faktorech:

• „počtu intervalů“ konstrukce (poměru velikosti jednotkové buňky a konstrukce),

• poměru tuhostı́ jednotlivých materiálů,

• poloze v makroskopické oblasti (okolı́ podpor, koncentrovaných zatı́ženı́).

Na určenı́ homogenizovaných vlastnostı́ naopak nemá vliv:

• intenzita zatı́ženı́,

• absolutnı́ rozměr jednotkové buňky,

nebot’ ani jedna z těchto veličin nevystupuje ve výrazu pro homogenizovaný modul
pružnosti EH. Všechny tyto poznatky lze přı́mo zobecnit na řešenı́ složitějšı́ch neho-
mogennı́ch konstrukcı́, kde přesné řešenı́ nenı́ dosažitelné.

Z uvedených přı́kladů by se mohlo zdát, že homogenizované parametry jsou stejné
bez ohledu na způsob zatı́ženı́ (ohyb, tah, . . .). To ovšem platı́ jen u takových jed-
norozměrných konstrukcı́, kdy můžeme při výpočtu použı́t Bernoulliovu-Navierovu
hypotézu (tj. průřezy zůstávajı́ i po deformaci rovinné a kolmé na střednici prutu).
Pro ostatnı́ konstrukce je toto tvrzenı́ nepravdivé, což je zřejmé napřı́klad z následujı́cı́
kapitoly, která se věnuje stabilitě rovinných konstrukcı́. I při studiu odborné literatury
zabývajı́cı́ se homogenizačnı́mi metodami lze nalézt řadu přı́kladů, ve kterých autoři
využı́vajı́ tento mylný předpoklad.

5 Posunutı́ by se skládalo z homogennı́ a periodické složky, v našem přı́padě posunutı́ ve směru osy
prutu û(x̂) = ûhmg(x̂) + û∗(x̂).
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Kapitola 3

Aplikace homogenizačnı́ch principů

Homogenizačnı́ metody jsou použitelné ve stavebnı́ praxi při modelovánı́ značné části
heterogennı́ch materiálů a konstrukčnı́ch prvků s periodickou strukturou. Zatı́mco
homogenizace v tahu, tlaku a smyku nalezla četné praktické aplikace, použitı́ této
metody při analýze ohýbaných konstrukcı́ nenı́ přı́liš frekventované. V této kapitole
se budeme zabývat homogenizacı́ perforovaných desek, tedy desek oslabených celou
řadou malých otvorů.

Nejčastěji se v praxi uplatňujı́ děrované plechy (viz obrázek 3.1). Do formátové
tabule se na lisovacı́ch strojı́ch vyrážejı́ otvory. Vysokotlakých lisů je několik typů
a umožňujı́ děrovat nejen kovy, ale také ostatnı́ nekřehké materiály, napřı́klad umělé
hmoty. U plechů o většı́ tloušt’ce se otvory obvykle vypalujı́. Vyrobit lze desky s různou
velikostı́ a tvarem vylehčujı́cı́ch otvorů (kruh, čtverec, ovál, křı́žek, trojúhelnı́k atd.).

Obrázek 3.1: Způsob výroby a nejpoužı́vanějšı́ tvary vylehčujı́cı́ch otvorů

Možnosti použitı́ perforovaných desek jsou značné (viz obrázky 3.2 a [13]). Jako
přı́klady lze uvézt:

• architektonické prvky (opláštěnı́, pohledy, rošty, výztuže, výplně, mřı́že, větracı́
vı́ka, přepážky, mezistěny, schodišt’ové stupně),

• akustické účely (použitı́ pro zvukovou izolaci, tlumiče hluku, protihlukové stěny),

• omı́tkové a zateplovacı́ profily,

• ve vzduchotechnice, kabelové žlaby pro elektrorozvody,

• filtry, filtračnı́ koše,

• kryty (ve všech oborech techniky - nejen bezpečnostnı́, ale i ozdobné),

• dopravnı́ pásy ve zvlášt’náročných provozech,
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Obrázek 3.2: Přı́klady použitı́ perforovaných desek

• kovové sedačky z děrovaného plechu (napřı́klad pro stadiony a sportoviště).

Perforované desky mohou také přinést materiálové úspory při navrhovánı́ ten-
kostěnných konstrukcı́, viz obrázek 3.3 a [14]. Výsledkem je atraktivnı́ konstrukčnı́
prvek, jehož kritické zatı́ženı́ je několikanásobně vyššı́ než kritické zatı́ženı́ plné stěny
o stejné hmotnosti (tedy s redukovanou tloušt’kou).

Obrázek 3.3: Perforace tenkostěnného profilu

Únosnost perforovaných desek vyrobených z plexiskla byla experimentálně zkou-
mána v Ústavu teoretické a aplikované mechaniky AV ČR. Využitı́m experimentálnı́ch
dat lze ověřit výstižnost matice tuhosti zı́skané navrženými homogenizačnı́mi přı́-
stupy. Cı́lem této kapitoly je provést numerickou simulaci experimentů, prezentova-
ných v [15] a [16], na základě teorie homogenizace heterogennı́ch deskových konstrukcı́.
Výhodnou tohoto postupu je snı́ženı́ náročnosti vlastnı́ho výpočtu, na druhé straně je
však tento přı́stup založen na jistých zjednodušujı́cı́ch předpokladech, které mohou
mı́t negativnı́ vliv na přesnost výsledků. Proto může porovnánı́ provedené v před-
kládané práci sloužit jako názorná demonstrace výhod i nevýhod praktické aplikace
homogenizačnı́ch postupů.

Kapitola je uspořádána následujı́cı́m způsobem. V prvnı́m oddı́lu je představen
průběh a výsledky experimentu. Numerický model a porovnánı́ vypočtené kritické
sı́ly s experimentálnı́mi daty je uvedeno v druhém oddı́lu. Dále jsou shrnuty základnı́
vztahy teorie tenkých a tlustých desek a výpočet kritické sı́ly. Formulacı́ homogenizač-
nı́ho problému pro tenké a tlusté desky se zabývajı́ následujı́cı́ tři oddı́ly. Homogenizo-
vané vlastnosti zı́skané navrženými metodami jsou porovnány s výsledky experimentů
a numerického modelovánı́ v závěrečném oddı́lu.
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3.1 Shrnutı́ experimentálnı́ch výsledků

Při praktickém návrhu konstrukcı́ z perforovaných desek je, obdobně jako u plnostěn-
ných desek, nutno posoudit chovánı́ desky při jejı́m vybočenı́. To může být pro danou
konstrukci rozhodujı́cı́m stavem namáhánı́. Přı́kladem studie, která se touto otázkou
zabývá, je experimentálnı́ práce prováděná v Ústavu teoretické a aplikované mechaniky
AV ČR [15]. Autoři systematicky zkoumali vliv tvaru otvorů, tloušt’ky stěny a stupně
perforace na velikost kritického zatı́ženı́ desky vyrobené z plexiskla pro zatı́ženı́ v jed-
nosměrném tlaku.

Schéma experimentu je uvedeno na obrázku 3.4a. Modely perforovaných desek
měly rozměry 200 × 200 mm a byly vyrobeny z plexiskla s hodnotou modulu pruž-
nosti E = 3 000 MPa a Poissonova čı́sla ν = 0, 4. Zkušebnı́ vzorky se lišily tloušt’kou
desky (od 3 mm do 6 mm) a počtem, velikostı́ a typem vylehčujı́cı́ch otvorů (kruh,
čtverec a trojúhelnı́k se zaoblenými rohy). Tyto vzorky byly kloubově uloženy na dvou
protilehlých hranách do tuhého rámu a zbylé okraje byly volné. Pomocı́ rámu bylo
vneseno do desky rovnoměrné zatı́ženı́ tlakovou silou a následně byla určena kritická
sı́la, při které došlo k vybočenı́ konstrukce (viz obrázek 3.4b). Vzdálenost kloubových
uloženı́ byla 230 mm (z toho tuhý rám 2× 15 mm).

zatěžovací lišta
tuhý okraj

snímač posunů

zkušební vzorek

podpěrná lišta
tuhý okraj

(a) (b)

Obrázek 3.4: Experiment: (a) schéma zatěžovánı́, (b) tvar vybočenı́

Byla provedena analýza čtrnácti různých zkušebnı́ch vzorků perforovaných desek.
Pro jednotlivé geometrické varianty bylo použito označenı́ PWα β-γ. Symbol α může
nabývat hodnot C pro kruhový tvar otvoru, S pro čtvercový tvar otvoru a T pro trojú-
helnı́kový tvar otvoru, β označuje tloušt’ku desky zaokrouhlenou na celé milimetry a γ
charakteristický rozměr otvoru v milimetrech.1 Geometrické uspořádánı́ vylehčujı́cı́ch
otvorů všech zkoušených vzorků je shrnuto v přı́loze A.

Hodnoty kritických zatı́ženı́ jsou uvedeny spolu s geometrickými charakteristikami
v tabulce 3.1. U kruhových vylehčenı́ značı́ velikost otvoru průměr kružnice, u čtver-
cových značı́ délku strany čtverce.

1Tedy napřı́klad označenı́ PWC 3-12 označuje desku o tloušt’ce 3, 08 mm, která je perforována kruho-
vými otvory o průměru 12 mm.
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Označenı́ Geometrie Kritická sı́la

perforované tloušt’ka otvor vylehčenı́ tl. reduk. Fexp
cr

desky [mm] [mm] [%] [mm] [N]
PWC 3-3 3,05 3,3 40 1,82 107,7
PWC 3-4 3,05 4 33 2,04 154,4
PWC 3-12 3,08 12 34 2,03 147,4
PWC 4-3 4,30 3,1 53 2,02 146,3
PWC 4-12 4,07 12 55 1,83 169,3
PWC 5-3 5,16 3,2 69 1,62 118,8
PWC 5-4 4,90 4 60 1,94 186,0
PWC 5-12 5,03 12 59 2,07 249,7
PWC 6-12 6,12 12 67 2,00 271,6
PWC 6-24a 5,89 24 72 1,64 178,4
PWC 6-24b 6,02 24 67 2,00 294,6
PWS 5-26 5,16 26 60 2,06 282,3
PWS 6-27 6,04 27 65 2,12 396,4
PWT 6-20 5,95 - 66 2,03 293,6

Tabulka 3.1: Geometrie a kritické zatı́ženı́ perforovaných desek

3.2 Numerický model perforované desky

Vzhledem k tomu, že rozměr analyzované konstrukce (200× 200 mm) je relativně malý,
můžeme v tomto přı́padě provést detailnı́ stabilitnı́ výpočet pro celou konstrukci bez
zjednodušujı́cı́ch geometrických předpokladů. Výhodou tohoto přı́stupu je přesnost
zı́skaných výsledků, jeho aplikace je však značně výpočetně náročná (obzvlášt’ pro
většı́ konstrukce).

Kritická sı́la byla určena lineárnı́m stabilitnı́m výpočtem v konečněprvkovém sys-
tému ADINA R© verze 8.1. Vymodelováno bylo všech čtrnáct geometriı́. Desky z ple-
xiskla byly drženy a také zatěžovány prostřednictvı́m ocelových okrajů.

Chovánı́ materiálů (s parametry uvedenými v tabulce) bylo uvažováno pružné.

Materiál Modul pružnosti E Poissonovo čı́slo ν
[MPa] [-]

plexisklo 3 000 0,4
ocel 210 000 0,3

Tabulka 3.2: Parametry materiálů použité při výpočtu

Konstrukce byla modelována jako tlustá deska se sı́tı́ tvořenou čtyřuzlovými prvky
MITC,2 které vycházejı́ z Mindlinovy deskové teorie (viz [18]). Formulace je založena
na těchto dvou předpokladech:

• Normály ke střednicové rovině desky zůstávajı́ rovinnými i po deformaci, nejsou
však nezbytně kolmé ke střednicové rovině desky.

• Změna průhybu po tloušt’ce desky je vůči jeho hodnotě zanedbatelná, a tudı́ž je
uvažována jako nulová.

2 V programu ADINA R© je tento prvek označen SHELL, viz manuál [17].
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X

Y

Z

PRESCRIBED
LINELOAD

MODE 1,
TIME 1.000

1.381

Obrázek 3.5: Numerický model zatı́ženı́ desky odpovı́dajı́cı́ experimentu

X

Y

Z

Obrázek 3.6: Tvar vybočenı́ desky PWC 6-12
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X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

0.7800
0.6600
0.5400
0.4200
0.3000
0.1800
0.0600

MAXIMUM
0.8203

MINIMUM
0.000

Obrázek 3.7: Vybočenı́ plné desky o tloušt’ce 2 mm

X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

-0.0400
-0.1200
-0.2000
-0.2800
-0.3600
-0.4400
-0.5200

MAXIMUM
1.352E-09

MINIMUM
-0.5534

Obrázek 3.8: Vybočenı́ perforované desky PWC 5-4
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X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

0.3250
0.2750
0.2250
0.1750
0.1250
0.0750
0.0250

MAXIMUM
0.3334

MINIMUM
-1.470E-06

Obrázek 3.9: Vybočenı́ perforované desky PWS 6-27

X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

0.3467
0.2933
0.2400
0.1867
0.1333
0.0800
0.0267

MAXIMUM
0.3788

MINIMUM
-1.993E-10

Obrázek 3.10: Vybočenı́ perforované desky PWT 6-20
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Obrázek 3.11: Graf kritického zatı́ženı́

V grafu 3.11 jsou červeně vyneseny experimentálně zı́skané hodnoty kritických sil
perforovaných desek Fexp

cr . Tyto hodnoty jsou porovnány s kritickým zatı́ženı́m perfo-
rované desky Fnum

cr (šedě) a redukované desky Fred
cr (černě) určené stabilitnı́m výpočtem

v programu ADINA R©. Redukovanou deskou rozumı́me plnou desku, která má snı́-
ženou tloušt’ku tak, aby celková hmotnost konstrukce zůstala zachována. Hodnoty
kritických zatı́ženı́ a jejich odchylka či poměr (pro porovnánı́ efektivity perforace) jsou
uvedeny v tabulce 3.3.

Označenı́ Kritické sı́ly

perforované Fnum
cr Fexp

cr η Fred
cr Fnum

cr /Fred
cr Fexp

cr /Fred
cr

desky [N] [N] [%] [N] [-] [-]
PWC 3-3 104,8 107,7 2,73 62,6 1,68 1,72
PWC 3-4 128,1 154,4 20,52 88,1 1,45 1,75
PWC 3-12 137,5 147,4 7,24 86,8 1,58 1,70
PWC 4-3 197,2 146,3 25,80 85,5 2,31 1,71
PWC 4-12 169,1 169,3 0,14 63,6 2,66 2,66
PWC 5-3 177,3 118,8 33,01 44,1 4,02 2,69
PWC 5-4 188,3 186,0 1,23 75,8 2,49 2,46
PWC 5-12 249,7 249,7 0,01 92,0 2,71 2,71
PWC 6-12 276,2 271,6 1,66 83,0 3,33 3,27
PWC 6-24a 185,7 178,4 3,92 45,8 4,06 3,90
PWC 6-24b 338,7 294,6 13,02 83,0 4,08 3,55
PWS 5-26 311,8 282,3 9,46 90,7 3,44 3,11
PWS 6-27 427,4 396,4 7,25 98,9 4,32 4,01
PWT 6-20 349,1 293,6 15,89 86,8 4,02 3,38

Tabulka 3.3: Porovnánı́ experimentálnı́ch a numerických kritických sil

Z hodnot v poslednı́ch dvou sloupcı́ch tabulky 3.3 je zřejmé, že využitı́ materiálu
v perforovaných stěnách je až čtyřikrát efektivnějšı́ než u plných stěn o stejné hmot-
nosti. Ve čtvrtém sloupci jsou uvedeny odchylky experimentálnı́ch dat od numericky
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určených kritických sil. U pěti ze čtrnácti zkoušených desek je chyba většı́ než deset
procent. Důvodem těchto odchylek mohou být:3

• odchylka zatı́ženı́ od uvažovaného stavu (excentricita, nerovnoměrnost, viz ob-
rázek 3.4b),

• geometrické imperfekce desky (tloušt’ka desky, velikost a rozmı́stěnı́ vylehčujı́cı́ch
otvorů),

• nedostatečně tuhé spojenı́ perforované desky s ocelovými okraji.

3.3 Základnı́ vztahy pro homogenizované desky

Připomeňme, že principem homogenizace je nahrazenı́ původnı́ heterogennı́ kon-
strukce konstrukcı́ homogennı́. Vztah pro kritické zatı́ženı́ tedy odvodı́me pro přı́pad
analýzy homogennı́ desky.

V tomto oddı́lu budou představeny základnı́ vztahy pro výpočet kritické sı́ly a za-
vedeny pojmy použité v dalšı́m textu. Výsledné rovnice budou uváděny pro obec-
nějšı́ Mindlinovu teorii s přı́slušným zjednodušenı́m pro analýzu kirchhoffovských
desek. Detailnı́ odvozenı́ těchto vztahů a jejich podrobnějšı́ diskuzi lze nalézt napřı́-
klad v [19, 20].

3.3.1 Kinematické předpoklady a pole deformacı́

x

y

z

u
v

w

ϕx

ϕy
ϕy

u

−ϕx

v

t

Obrázek 3.12: Kinematické předpoklady

Jak je zřejmé z obrázku 3.12, posunutı́ libovolného bodu o souřadnicı́ch (x, y, z) lze
vyjádřit vztahy

u(x, y, z) = ϕy(x, y)z,
v(x, y, z) = −ϕx(x, y)z, (3.1)
w(x, y, z) = w(x, y),

3Pokud by byla konstrukce modelována jako trojrozměrné těleso, pravděpodobně bychom zı́skali
ještě přesnějšı́ řešenı́. Nepředpokládám však, že chyba způsobená použitı́m Mindlinova deskového
modelu je výrazná. Navı́c by bylo 3D-modelovánı́ značně časově náročné.
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kde osy x a y definujı́ rovinu desky a osa z má směr normály desky. Symboly u, v a w
označujı́ posun daného bodu ve směru souřadných os, ϕx a ϕy majı́ význam pootočenı́
střednicové roviny kolem přı́slušných os. Připomeňme, že v teorii tlustých desek jsou
proměnné w, ϕx a ϕy uvažovány jako nezávislé, v přı́padě tenkých desek jsou svázány
vztahy

ϕx(x, y) =
∂w
∂y

(x, y), ϕy(x, y) = −∂w
∂x

(x, y). (3.2)

Za předpokladu malých posunů u, v a w lze odvodit následujı́cı́ vztahy pro nenulové
složky membránové deformace

εx(x, y, z) =
∂u
∂x

=
∂ϕy

∂x
z = κx(x, y)z,

εy(x, y, z) =
∂v
∂y

= −∂ϕx

∂y
z = κy(x, y)z,

γxy(x, y, z) =
∂u
∂y

+
∂v
∂x

=
(

∂ϕy

∂y
− ∂ϕx

∂x

)
z = κxy(x, y)z,

kde κ označuje (pseudo)křivost střednicové roviny desky. Pro dalšı́ použitı́ přepı́šeme
tyto rovnice do vektorového zápisu


εx(x, y, z)
εy(x, y, z)

γxy(x, y, z)

 = z


κx(x, y)
κy(x, y)
κxy(x, y)

 = z



∂ϕy

∂x
(x, y)

−∂ϕx

∂y
(x, y)

∂ϕy

∂y
(x, y)− ∂ϕx

∂x
(x, y)


, (3.3)

tedy
ε(x, y, z) = zκ(x, y). (3.4)

Vztah pro smykové složky deformace lze napsat ve tvaru

γxz(x, y) =
∂u
∂z

+
∂w
∂x

= ϕy(x, y) +
∂w
∂x

(x, y),

γyz(x, y) =
∂v
∂z

+
∂w
∂y

= −ϕx(x, y) +
∂w
∂y

(x, y).

Pro přı́pad tenkých desek (tedy platnosti vztahů (3.2)) jsou tyto složky nulové,
zatı́mco vektor křivostı́ κ lze vyjádřit v závislosti na průhybu w jako


κx(x, y)
κy(x, y)
κxy(x, y)

 = −



∂2w
∂x2 (x, y)
∂2w
∂y2 (x, y)

2
∂2w
∂x∂y

(x, y)


. (3.5)

3.3.2 Fyzikálnı́ rovnice

V souladu s tradičnı́m přı́stupem teorie desek [20] vycházı́me z vrstvičkového modelu
ohýbané desky. Za předpokladu, že normálové napětı́ σz v každé vrstvě je zanedbatelné,
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můžeme v každé vrstvě uvažovat stav rovinné napjatosti. Při zanedbánı́ počátečnı́ch
deformacı́ a předpokladu, že materiálové vlastnosti desky se po tloušt’ce neměnı́, mů-
žeme psát vztah pro rovinnou napjatost ve tvaru

σx(x, y, z)
σy(x, y, z)
τxy(x, y, z)

 =

 L11(x, y) L12(x, y) L16(x, y)
L21(x, y) L22(x, y) L26(x, y)
L61(x, y) L62(x, y) L66(x, y)


εx(x, y, z)
εy(x, y, z)

γxy(x, y, z)

 ,

kde indexy u matice materiálových vlastnostı́ se řı́dı́ zvyklostmi vektorového zápisu
rovnic pružnosti (viz napřı́klad [21]). Tedy

σ(x, y, z) = Lm(x, y)ε(x, y, z). (3.6)

Obdobné vztahy platı́ i pro smykové složky{
τxz(x, y)
τyz(x, y)

}
=
[

L55(x, y) L54(x, y)
L45(x, y) L44(x, y)

]{
γxz(x, y)
γyz(x, y)

}
,

což ve vektorovém formátu zapı́šeme jako

τ(x, y) = Ls(x, y)γ(x, y). (3.7)

3.3.3 Měrné vnitřnı́ sı́ly

V analýze desek jsou často využı́vány měrné vnitřnı́ sı́ly namı́sto složek napětı́. Měrné
ohybové a krouticı́ momenty jsou definovány vztahy

mx(x, y)
my(x, y)
mxy(x, y)

 =
t/2∫

−t/2


σx(x, y, z)
σy(x, y, z)
τxy(x, y, z)

 z dz, (3.8)

kde t označuje tloušt’ku desky, viz obrázek 3.12. Tedy

m(x, y) =
t/2∫

−t/2

σ(x, y, z)z dz. (3.9)

Obdobným způsobem definujeme měrné posouvajı́cı́ sı́ly

q(x, y) =
{

qx(x, y)
qy(x, y)

}
=

t/2∫
−t/2

{
τxz(x, y)
τyz(x, y)

}
dz =

t/2∫
−t/2

τ(x, y) dz.

Vzhledem k zavedenı́ měrných vnitřnı́ch sil je nutné přı́slušným způsobem modifi-
kovat fyzikálnı́ rovnice. Dosazenı́m fyzikálnı́ch rovnic pro membránové složky (3.6)
do vztahu pro měrné momenty (3.9) zı́skáváme výraz

m(x, y) =
t/2∫

−t/2

Lm(x, y)κ(x, y)z2 dz =
t3(x, y)

12
Lm(x, y)κ(x, y) = Dκ(x, y)κ(x, y), (3.10)

kdeDκ je matice deskové tuhosti. V přı́padě měrné posouvajı́cı́ sı́ly platı́ obdobný vztah

q(x, y) = k(x, y)
t/2∫

−t/2

Ls(x, y)γ(x, y) dz = k(x, y)t(x, y)Ls(x, y)γ(x, y)

= Dγ(x, y)γ(x, y), (3.11)

kde k(x, y) je součinitel zohledňujı́cı́ vliv rozloženı́ smykových napětı́.
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3.3.4 Princip virtuálnı́ch pracı́ a podmı́nky rovnováhy

Z hlediska dalšı́ analýzy i formulace homogenizačnı́ho problému má zásadnı́ význam
princip virtuálnı́ch pracı́. Uvažujme pro jednoduchost po obvodě vetknutou desku,
charakterizovanou střednicovou plochou Ω ⊂ R2 a zatı́ženou plošným spojitým zatı́-
ženı́m o intenzitě p. Princip virtuálnı́ch pracı́ je v tomto přı́padě vyjádřen následujı́cı́
rovnostı́ (viz např. [21, 20] pro detailnějšı́ odvozenı́)∫

Ω

(
δκT(x, y)m(x, y) + δγT(x, y)q(x, y)

)
dΩ =

∫
Ω

δw(x, y)p(x, y) dΩ, (3.12)

která musı́ být splněna pro všechny kinematicky přı́pustné virtuálnı́ křivosti δκ a vir-
tuálnı́ průhyby δw. Poznamenejme, že podmı́nka (3.12) je ekvivalentnı́ dvěma momen-
tovým a jedné silové podmı́nce rovnováhy

∂mx

∂x
(x, y) +

∂mxy

∂y
(x, y)− qx(x, y) = 0, (3.13)

∂mxy

∂x
(x, y) +

∂my

∂y
(x, y)− qy(x, y) = 0, (3.14)

∂qx

∂x
(x, y) +

∂qy

∂y
(x, y) + p(x, y) = 0. (3.15)

Při analýze tenkých desek se výraz pro virtuálnı́ práci zjednodušuje na tvar∫
Ω

δκT(x, y)m(x, y) dΩ =
∫

Ω
δw(x, y)p(x, y) dΩ (3.16)

a rovnice (3.13)–(3.15) se zredukujı́ na jednu silovou podmı́nku rovnováhy vyjádřenou
v měrných momentech

∂2mx

∂x2 (x, y) + 2
∂2mxy

∂x∂y
(x, y) +

∂2my

∂y2 (x, y) + p(x, y) = 0. (3.17)

3.3.5 Základnı́ vztahy stabilitnı́ analýzy

Předchozı́ rovnice byly odvozeny za předpokladů malých posunů v rovině desky u, v
a malých průhybů kolmo na střednicovou rovinu w. Při analýze vybočenı́ je však
nezbytné uvažovat velké hodnoty průhybů w. Předpokládáme-li, že je deska ve střed-
nicové rovině namáhána zatı́ženı́m, které vyvozuje měrné normálové sı́ly nx, ny a nxy,
má silová podmı́nka rovnováhy (3.17) sestavená na deformované konstrukci tvar

nx(x, y)
∂2w
∂x2 (x, y) + 2nxy(x, y)

∂2w
∂x∂y

(x, y) + ny(x, y)
∂2w
∂y2 (x, y) + (3.18)

∂2mx

∂x2 (x, y) + 2
∂2mxy

∂x∂y
(x, y) +

∂2my

∂y2 (x, y) + p(x, y) = 0.

Podrobnějšı́ rozbor této rovnice lze nalézt napřı́klad v [20], zde bude využita pouze pro
výpočet kritického zatı́ženı́ homogennı́ desky v jednoosém tlaku, viz pododdı́l 3.3.6.
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3.3.6 Vztah pro kritické zatı́ženı́

Při určenı́ hodnoty kritického zatı́ženı́ vyjdeme z rovnice (3.18), popisujı́cı́ podmı́nku
rovnováhy na deformované deskové konstrukci. Hodnoty měrných normálových sil
jsou v tomto přı́padě dány výrazy (viz obrázek 3.13)

nx(x, y) = 0, ny(x, y) = −F
l

, nxy(x, y) = 0. (3.19)

Vzhledem k působı́cı́mu zatı́ženı́ a způsobu podepřenı́ konstrukce uvažujeme zjedno-

F/l

l = 200 mm

lcr

20
0 

m
m

15
15

x

y

Obrázek 3.13: Schéma zatı́ženı́ desky

dušeně vztah pro vybočenı́ ve tvaru

w(x, y) = w0 sin
(

πy
lcr

)
.

Vypočı́táme druhé derivace průhybu

∂2w
∂x2 (x, y) = 0,

∂2w
∂y2 (x, y) = −w0

(
π

lcr

)2

sin
(

πy
lcr

)
, 2

∂2w
∂x∂y

(x, y) = 0

a odtud určı́me jednotlivé křivosti, viz (3.5),

κx(x, y) = 0, κy(x, y) = w0

(
π

lcr

)2

sin
(

πy
lcr

)
, κxy(x, y) = 0.

Z rovnice (3.10) vyjádřı́me měrné ohybové a kroutı́cı́ momenty a jejich derivace

∂2m
∂x2 (x, y) = 0,

∂2m
∂y2 (x, y) = − (Dκ)22 w0

(
π

lcr

)4

sin
(

πy
lcr

)
, 2

∂2m
∂x∂y

(x, y) = 0.

Dosazenı́m do podmı́nek rovnováhy (3.18) zı́skáváme rovnici

w0

(
π

lcr

)2

sin
(

πy
lcr

)(
F
l
− (Dκ)22

(
π

lcr

)2
)

= 0,

ze které plyne hledaný vztah pro kritické zatı́ženı́

Fcr = l (Dκ)22

(
π

lcr

)2

. (3.20)

Prvek deskové matice tuhosti (Dκ)22 určı́me pomocı́ homogenizačnı́ch metod.



KAPITOLA 3. APLIKACE HOMOGENIZAČNÍCH PRINCIPŮ 33

3.4 Homogenizace desek - obecné principy

Připomeňme, že v oddı́lu 3.2 byla perforovaná konstrukce analyzována jako celek se
všemi geometrickými detaily. Tento postup se však stává výpočetně velmi náročným,
předevšı́m pokud je rozsáhlejšı́ konstrukce perforována celou řadou malých otvorů.
V tomto přı́padě se jako velmi výhodné jevı́ použitı́ homogenizačnı́ch metod, kdy na-
hradı́me původnı́ komplikovanou perforovanou desku deskou homogennı́, jejı́ž vlast-
nosti v sobě zahrnujı́ vliv tvaru jednotlivých otvorů a stupně perforace konstrukce.

V problému homogenizace tuhosti může být deska s periodickou strukturou uva-
žována jako:

• trojrozměrné těleso nebo může být jejı́ deformace popsána jako

• dvourozměrný deskový problém s použitı́m

• Kirchhoffových předpokladů (pro tenkou desku) nebo

• Mindlinova modelu (tlusté desky s vlivem zkosenı́).

Dvourozměrný problém je výpočetně efektivnějšı́. V dalšı́ch oddı́lech jsou odvozeny
vztahy pro homogenizaci desek pomocı́ kirchhoffovských a mindlinovských předpo-
kladů a bude diskutována výstižnost výsledků vzhledem k experimentálnı́m datům.
Modelovánı́ trojrozměrné úlohy je značně náročné (předevšı́m z hlediska generovánı́
sı́tě), a proto nenı́ v rámci této práce realizováno.

x

κ x , y

m x , y

x

y

y

Ω

Ω

Obrázek 3.14: Schéma homogenizace deskové konstrukce

Z hlediska analýzy rozdělı́me řešený problém na dvě úrovně:

• makroúroveň, která odpovı́dá analýze na úrovni desky Ω jako celku,

• mikroúroveň, popisujı́cı́ chovánı́ konstrukce na úrovni jednotkové buňky Ω̂.

Pro výstižnost tohoto řešenı́ je nutno zajistit spolupůsobenı́ mezi jednotlivými úrov-
němi. Pokud je rozměr jednotkové buňky dostatečně malý vůči rozměrům konstrukce,
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analýza uvedená v [22] ukazuje, že vhodným modelem na makroúrovni je model tenké
desky, nezávisle na modelu použitém na mikroúrovni.4

Vlastnı́ homogenizaci lze interpretovat názorným způsobem (viz též 2.1.3 pro ob-
dobnou analýzu v přı́padě prutové konstrukce):

• Každému materiálovému bodu x = {x, y}T ∈ Ω na makroúrovni přisoudı́me
jednotkovou buňku Ω̂.

• Jednotkovou buňku „zatı́žı́me“ makroskopickou (průměrnou) hodnotou křivosti
κ(x) = {κx(x), κy(x), κxy(x)}T, tj. specifikujeme kinematické okrajové podmı́nky
na mikroúrovni tak, aby platilo

κ(x) =
1
|Ω̂|

∫
Ω̂

κ̂(x̂) dΩ̂, (3.21)

kde κ̂ označuje křivost v daném bodu jednotkové buňky x̂ = {x̂, ŷ}T ∈ Ω̂.

• V závislosti na předepsaných podmı́nkách určı́me průběh měrných ohybových
momentů m̂ na úrovni jednotkové buňky.

• Průměrná hodnota ohybových momentů

m(x) =
1
|Ω̂|

∫
Ω̂

m̂(x̂) dΩ̂ (3.22)

pak definuje vztah na makroúrovni ve tvaru

m(x) = Dκ(x)κ(x), (3.23)

kde Dκ označuje homogenizovanou matici deskové tuhosti, porovnej s (3.10).

Poznamenejme, že vlastnı́ výpočet průběhu ohybových momentů se lišı́ v závislosti
na tom, zda na mikroúrovni uvažujeme model tenké nebo tlusté desky. Tato analýza je
předmětem následujı́cı́ch dvou oddı́lů.

1 2

34

1 2

34

1

34

2 1

3

2

(a) (b) (c) (d)

Obrázek 3.15: Periodické jednotkové buňky

Na obrázku 3.15 jsou uvedeny periodické jednotkové buňky (PUC) pro kruhové,
čtvercové a trojúhelnı́kové vylehčujı́cı́ otvory. Prvnı́ tři byly použity pro výpočet ho-
mogenizovaných vlastnostı́, protože lze jednodušeji zadávat periodické okrajové pod-
mı́nky pro průhyby do programu ADINA R©, což bude zřejmé z následujı́cı́ch oddı́lů.
Šestiúhelnı́ková buňka byla použita pouze pro kontrolu u některých geometriı́.

4Původnı́ odvozenı́ uvedené v [22] je spı́še založeno na intuitivnı́ch argumentech, rigoróznı́ odvozenı́
v [19] je naopak značně technicky komplikované.
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3.5 Homogenizace kirchhoffovských desek

V přı́padě kirchhoffovských desek zatı́žených předepsanou makroskopickou hodnotou
křivosti κ můžeme vyjádřit pootočenı́ kolem jednotlivých os x̂ a ŷ ve tvaru5

ϕ̂x̂(x̂) = ϕ̂
hmg
x̂ (x̂) + ϕ̂∗x̂(x̂), ϕ̂ŷ(x̂) = ϕ̂

hmg
ŷ (x̂) + ϕ̂∗ŷ(x̂), (3.24)

kde ϕ̂hmg označuje pootočenı́, která by vznikla v homogennı́ jednotkové buňce pod
účinky předepsané křivosti κ, zatı́mco ϕ̂∗ označujı́ členy vzniklé v důsledku perforace
na mikroúrovni. Protože jsou vylehčujı́cı́ otvory uspořádány periodicky, jsou navı́c tyto
členy Ω̂-periodické, tj. nabývajı́ stejných hodnot na protilehlých stranách jednotkové
buňky.

3.5.1 Zatěžovánı́ prostřednictvı́m pootočenı́ řı́dicı́ch bodů

V přı́padě homogennı́ jednotkové buňky by pro zatı́ženı́ makroskopickou křivostı́ byla
v každém bodu x̂ ∈ Ω̂ konstantnı́ hodnota křivosti. Platily by tedy rovnosti, viz (3.3)

∂ϕ̂
hmg
ŷ

∂x̂
(x̂, ŷ) = κx = konst, (3.25)

−
∂ϕ̂

hmg
x̂

∂ŷ
(x̂, ŷ) = κy = konst, (3.26)

∂ϕ̂
hmg
ŷ

∂ŷ
(x̂, ŷ)−

∂ϕ̂
hmg
x̂

∂x̂
(x̂, ŷ) = κxy = konst. (3.27)

Z podmı́nek (3.25) a (3.26) můžeme vyjádřit pootočenı́ ϕ̂hmg ve tvaru

ϕ̂
hmg
ŷ (x̂, ŷ) = κx x̂ + f1(ŷ), (3.28)

ϕ̂
hmg
x̂ (x̂, ŷ) = −κyŷ + f2(x̂). (3.29)

Funkce f1 a f2 určı́me z rovnice (3.27). Musı́ tedy splňovat

d f1

dŷ
(ŷ)− d f2

dx̂
(x̂) = κxy. (3.30)

Konkrétnı́ volba funkcı́ f1 a f2 pak určuje způsob podepřenı́ buňky ve vlastnı́ch
výpočtech. V našem přı́padě volı́me

f1(ŷ) =
1
2

κxyŷ, f2(x̂) = −1
2

κxy x̂.

To vede k vyjádřenı́ jednotlivých pootočenı́ ve tvaru

ϕ̂
hmg
ŷ (x̂, ŷ) = κx x̂ +

1
2

κxyŷ, (3.31)

ϕ̂
hmg
x̂ (x̂, ŷ) = −κyŷ− 1

2
κxy x̂. (3.32)

5Tyto vztahy byly poprvé představeny v [23]. Jejich detailnı́ odvozenı́ lze nalézt v [19]. Pro přı́pad
ohybu nosnı́ků byly využity v předchozı́ kapitole.
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Z hlediska dalšı́ch výpočtů se jevı́ výhodné parametrizovat průběh pootočenı́ po-
mocı́ vybraných řı́dicı́ch bodů 1,2 a 4, viz obrázek 3.16. Vzhledem k předpokládanému
průběhu pootočenı́, viz (3.31)–(3.32), můžeme hodnoty pootočenı́ v těchto bodech vy-
jádřit jako

ϕ̂
hmg(1)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (0, 0) = 0, ϕ̂

hmg(1)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (0, 0) = 0,

ϕ̂
hmg(2)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (l̂, 0) = −1

2
κxy l̂, ϕ̂

hmg(2)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (l̂, 0) = κx l̂,

ϕ̂
hmg(4)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (0, ĥ) = −κyĥ, ϕ̂

hmg(4)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (0, ĥ) =

1
2

κxyĥ.

h

l x

y

1 2

34

1
2
κxy h

κ y h

1
2
κxy l

κx l0
0

Obrázek 3.16: Předepsaná pootočenı́ řı́dicı́ch bodů PUC

To nám umožňuje přepsat rovnice (3.31)–(3.32) pro vztah mezi makroskopickou
křivostı́ κ a pootočenı́mi v bodech 2 a 4 ve tvaru


κx
κy
κxy

 =


1
l̂

0 0 0

0 0 0
−1
ĥ

0
−1

l̂
1
ĥ

0




ϕ̂
hmg(2)
ŷ

ϕ̂
hmg(2)
x̂

ϕ̂
hmg(4)
ŷ

ϕ̂
hmg(4)
x̂

 , (3.33)

což budeme zkracovat jako
κ = Bϕ̂ r̂ ϕ̂.

Inverznı́ vztah mezi uzlovými pootočenı́mi a průměrnou křivostı́ pak má tvar

r̂ ϕ̂ = Bκ̂ κ, (3.34)

kde matice Bκ̂ je definována vztahem

Bκ̂ =


l̂ 0 0

0 0 − l̂
2

0 0
−ĥ
2

0 −ĥ 0

 . (3.35)

Poznamenejme, že zatı́m byly specifikovány pouze podmı́nky pro pootočenı́ ϕ̂. Aby
bylo zabráněno posunutı́ celé konstrukce ve směru osy ẑ jako tuhého celku, předepı́-
šeme napřı́klad v bodu 1 nulovou hodnotu průhybu ŵ.
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3.5.2 Periodické okrajové podmı́nky pro pootočenı́

Po specifikaci průběhu pootočenı́ ϕ̂hmg nynı́ přistoupı́me k předepsánı́ periodických
okrajových podmı́nek. Pro tyto účely rozdělı́me hranici řešené oblasti na čtyři části:
hornı́ T, spodnı́ B, levou L a pravou R, viz obrázek 3.17.

h

l x

y

1 2

34 T

B

L R

Obrázek 3.17: Rozdělenı́ hranice jednotkové buňky

Pro levou část hranice jednotkové buňky má pole rotacı́ tvar

ϕ̂L
x̂(ŷ) = ϕ̂x̂(0, ŷ) = ϕ̂

hmg
x̂ (0, ŷ) + ϕ̂∗x̂(0, ŷ),

ϕ̂L
ŷ(ŷ) = ϕ̂ŷ(0, ŷ) = ϕ̂

hmg
ŷ (0, ŷ) + ϕ̂∗ŷ(0, ŷ),

zatı́mco pro pravou část platı́

ϕ̂R
x̂ (ŷ) = ϕ̂x̂(l̂, ŷ) = ϕ̂

hmg
x̂ (l̂, ŷ) + ϕ̂∗x̂(l̂, ŷ),

ϕ̂R
ŷ (ŷ) = ϕ̂ŷ(l̂, ŷ) = ϕ̂

hmg
ŷ (l̂, ŷ) + ϕ̂∗ŷ(l̂, ŷ).

Odečtenı́m předchozı́ch vztahů a uváženı́m identity ϕ̂∗(0, ŷ) = ϕ̂∗(l̂, ŷ) dostáváme6

ϕ̂R
x̂ (ŷ)− ϕ̂L

x̂(ŷ) = ϕ̂
hmg
x̂ (l̂, ŷ) + ϕ̂∗x̂(l̂, ŷ)− ϕ̂

hmg
x̂ (0, ŷ)− ϕ̂∗x̂(0, ŷ)

= ϕ̂
hmg
x̂ (l̂, ŷ)− ϕ̂

hmg
x̂ (0, ŷ) = −1

2
κxy l̂ = ϕ̂

(2)
x̂ .

Můžeme tedy psát
ϕ̂R

x̂ (ŷ) = ϕ̂L
x̂(ŷ) + ϕ̂

(2)
x̂ . (3.36)

Pro pootočenı́ ϕ̂ŷ platı́ obdobný vztah

ϕ̂R
ŷ (ŷ)− ϕ̂L

ŷ(ŷ) = ϕ̂ŷ(l̂, ŷ)− ϕ̂ŷ(0, ŷ) = κx l̂ = ϕ̂
(2)
ŷ ,

6Pro úplnost poznamenejme, že fluktuujı́cı́ části polı́ pootočenı́ ϕ̂∗ jsou homogenizačnı́m problémem
určeny až na libovolnou konstantu. V našem přı́padě tuto konstantu určı́me podmı́nkou v bodu 1

ϕ̂∗(1) = ϕ̂∗(0, 0) = 0.

Z podmı́nek periodicity vyplývá, že tato hodnota fluktuujı́cı́ch složek rotacı́ platı́ i pro zbývajı́cı́ body
2–4. Proto v těchto bodech můžeme psát ϕ̂ = ϕ̂hmg.
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tedy
ϕ̂R

ŷ (ŷ) = ϕ̂L
ŷ(ŷ) + ϕ̂

(2)
ŷ . (3.37)

Obdobnou analýzou pro hornı́ a dolnı́ část hranice jednotkové buňky Ω̂ zı́skáváme
vztahy

ϕ̂T
x̂(x̂) = ϕ̂B

x̂(x̂) + ϕ̂
(4)
x̂ , ϕ̂T

ŷ (x̂) = ϕ̂B
ŷ (x̂) + ϕ̂

(4)
ŷ . (3.38)

Shrneme-li důsledky předchozı́ch úprav a odvozenı́, deformačnı́ stav přı́slušný
dané hodnotě makroskopické křivosti κ můžeme předepsat tak, že v bodu 1 jednot-
kové buňky podepřeme všechny stupně volnosti ŵ, ϕ̂x̂ a ϕ̂ŷ, předepı́šeme hodnoty
rotacı́ v uzlech 2 a 4 na základě vztahu (3.34) a pootočenı́ na protějšı́ch hranách svá-
žeme podmı́nkami (3.36), (3.37) a (3.38). Poznamenejme, že pro průhyby ŵ žádné dalšı́
podmı́nky nepotřebujeme, protože v přı́padě analýzy tenké desky jsou s pootočenı́mi
ϕ̂x̂ a ϕ̂ŷ svázány vztahy (3.2).

3.5.3 Průměrné hodnoty měrných momentů

Poslednı́m krokem homogenizačnı́ho procesu je určenı́ hodnoty měrných ohybových
a kroutı́cı́ch momentů. V tomto přı́padu opět vyjdeme z principu virtuálnı́ch pracı́,
tentokráte psaného na úrovni jednotkové buňky Ω̂. Ten má v tomto přı́padě tvar∫

Ω̂
δκ̂(x̂)Tm̂(x̂) dΩ̂ = 0,

kde křivost κ̂ vyplývá z volby pole pootočenı́ ve tvaru (3.24). Pro dalšı́ analýzu rozdě-
lı́me pole křivostı́ na průměrnou část, odpovı́dajı́cı́ předepsané hodnotě κ(x), a na fluk-
tuujı́cı́ část κ̂∗(x̂)

κ̂(x̂) = κ(x) + κ̂∗(x̂).

Obdobným způsobem můžeme provést rozdělenı́ měrných momentů

m̂(x̂) = m(x) + m̂∗(x̂).

Dostáváme tedy∫
Ω̂

δκ̂(x̂)Tm̂(x̂) dΩ̂ =
∫

Ω̂
(δκ(x) + δκ̂∗(x̂)) T (m(x) + m̂∗(x̂)) dΩ̂.

Uváženı́m ∫
Ω̂

κ̂∗(x̂) dΩ̂ = 0,
∫

Ω̂ m̂∗(x̂) dΩ̂ = 0,
∫

Ω̂
κ̂∗(x̂)Tm̂∗(x̂) dΩ̂ = 0,

zı́skáváme vztah mezi makroskopickými veličinami κ a m a odpovı́dajı́cı́mi veličinami
na mikroúrovni ∫

Ω̂
δκ̂(x̂)Tm̂(x̂) dΩ̂ = |Ω̂|δκ(x)Tm(x),

kde |Ω̂| označuje plochu jednotkové buňky. Nynı́ přistoupı́me k vyjádřenı́ předchozı́ch
vztahů pomocı́ předepsaných uzlových sil. Platı́

δr̂ ϕ̂
TR̂M̂ =

∫
Ω̂

δκ̂(x̂)Tm̂(x̂) dΩ̂ = |Ω̂|δκ(x)Tm(x),
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kde r̂ ϕ̂ je vektor předepsaných uzlových rotacı́ (viz (3.34)), vektor R̂M̂ označuje vektor
reakcı́ v uzlech 2 a 4, ve kterých byly předepsány hodnoty uzlových rotacı́,

R̂M̂ =


M̂(2)

x̂
M̂(2)

ŷ

M̂(4)
x̂

M̂(4)
ŷ

 .

Uváženı́m vztahu mezi makroskopickou křivostı́ κ a rotacemi řı́dicı́ch uzlů r̂ ϕ̂ dostá-
váme

δκ(x)TBκ
TR̂M̂ = l̂ ĥδκ(x)Tm(x),

průměrné hodnoty ohybových a kroutı́cı́ch momentů lze tedy určit přı́mo z hodnot
uzlových reakcı́ jako

m(x) =
1
l̂ ĥ
Bκ
TR̂M̂,

tedy


mx(x)
my(x)
mxy(x)

 =


1
ĥ

0 0 0

0 0 0 −1
l̂

0 − 1
2ĥ

1
2l̂

0




M̂(2)
x̂

M̂(2)
ŷ

M̂(4)
x̂

M̂(4)
ŷ

 . (3.39)

3.5.4 Homogenizačnı́ vztahy pro šestiúhelnı́kovou PUC

Obdélnı́ková periodická buňka, která byla použita v předchozı́m textu, je nejvýhodnějšı́
jednotkovou buňkou pro formulaci podmı́nek periodicity. Nejmenšı́ jednotkovou buň-
kou pro kruhové vylehčenı́ je však šestiúhelnı́k.7 Tato buňka byla použita pro kontrolu
některých výsledků, a proto pro ni také odvodı́me homogenizačnı́ vztahy.

Nejprve vyjádřı́me ze vztahů (3.31) a (3.32) pootočenı́ řı́dicı́ch bodů (viz obrá-
zek 3.18)

ϕ̂
hmg(1)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (−3

2
l̂,−1

2
ĥ) =

1
2

κyĥ +
3
4

κxy l̂,

ϕ̂
hmg(1)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (−3

2
l̂,−1

2
ĥ) = −3

2
κx l̂ − 1

4
κxyĥ,

ϕ̂
hmg(2)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (0, 0) = 0,

ϕ̂
hmg(2)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (0, 0) = 0,

ϕ̂
hmg(3)
x̂ = ϕ̂

hmg
x̂ (−3

2
l̂,

1
2

ĥ) = −1
2

κyĥ +
3
4

κxy l̂,

ϕ̂
hmg(3)
ŷ = ϕ̂

hmg
ŷ (−3

2
l̂,

1
2

ĥ) = −3
2

κx l̂ +
1
4

κxyĥ.

7 Pro trojúhelnı́kové perforace je nejmenšı́ jednotkovou buňkou kosočtverec. Rovnice pro homogeni-
zaci bychom zı́skali redukcı́ vztahů pro šestiúhelnı́k.
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h

l

x

y
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Obrázek 3.18: Předepsaná pootočenı́ řı́dicı́ch bodů šestiúhelnı́kové PUC

Vztah mezi uzlovými pootočenı́mi a průměrnou křivostı́ pak můžeme vyjádřit
pomocı́ maticového zápisu takto


ϕ̂

hmg(1)
ŷ

ϕ̂
hmg(1)
x̂

ϕ̂
hmg(3)
ŷ

ϕ̂
hmg(3)
x̂

 =



−3
2

l̂ 0 −1
4

ĥ

0
1
2

ĥ
3
4

l̂

−3
2

l̂ 0
1
4

ĥ

0 −1
2

ĥ
3
4

l̂




κx
κy
κxy



nebo ve zkráceném tvaru jako
r̂ ϕ̂ = Bκ̂ κ.

Nynı́ svážeme protilehlé strany periodickými okrajovými podmı́nkami. Rozdělenı́
a označenı́ hranice šestiúhelnı́kové buňky je zřejmé z obrázku 3.19.

h

l

x

y

2

3

l /2 l /2

1

T

B

L1 R2

R1L2

Obrázek 3.19: Rozdělenı́ hranice šestiúhelnı́kové PUC
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Vyjádřı́me rotace pro body pravé hornı́ a levé dolnı́ hranice

ϕ̂R1
x̂ (x̂R1, ŷR1) = ϕ̂

hmg
x̂ (x̂R1, ŷR1) + ϕ̂∗x̂(x̂R1, ŷR1),

ϕ̂R1
ŷ (x̂R1, ŷR1) = ϕ̂

hmg
ŷ (x̂R1, ŷR1) + ϕ̂∗ŷ(x̂R1, ŷR1),

ϕ̂L1
x̂ (x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
) = ϕ̂

hmg
x̂ (x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
) + ϕ̂∗x̂(x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
),

ϕ̂L1
ŷ (x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
) = ϕ̂

hmg
ŷ (x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
) + ϕ̂∗ŷ(x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
).

Odečtenı́m předchozı́ch vztahů a uváženı́m ϕ̂∗(x̂R1, ŷR1) = ϕ̂∗(x̂R1 − 3l̂
2 , ŷR1 − ĥ

2 ) do-
stáváme po několika úpravách

ϕ̂R1
x̂ (x̂R1, ŷR1)− ϕ̂L1

x̂ (x̂R1 − 3l̂
2

, ŷR1 − ĥ
2
) = ϕ̂

hmg
x̂ (x̂R1, ŷR1)− ϕ̂

hmg
x̂ (x̂R1 − 3l̂

2
, ŷR1 − ĥ

2
)

= −1
2

κyĥ− 3
4

κxy l̂ = −ϕ̂
(1)
x̂ .

Můžeme tedy psát
ϕ̂R1

x̂ = ϕ̂L1
x̂ − ϕ̂

(1)
x̂ .

Pro pootočenı́ ϕ̂ŷ platı́ obdobný vztah

ϕ̂R1
ŷ = ϕ̂L1

ŷ − ϕ̂
(1)
ŷ .

Stejným postupem zı́skáváme vztahy pro ostatnı́ hranice jednotkové buňky Ω̂

ϕ̂R2
x̂ = ϕ̂L2

x̂ − ϕ̂
(3)
x̂ ,

ϕ̂R2
ŷ = ϕ̂L2

ŷ − ϕ̂
(3)
ŷ ,

ϕ̂T
x̂ = ϕ̂B

x̂ + ϕ̂
(3)
x̂ − ϕ̂

(1)
x̂ ,

ϕ̂T
ŷ = ϕ̂B

ŷ + ϕ̂
(3)
ŷ − ϕ̂

(1)
ŷ .

Zbývá určit průměrné hodnoty měrných momentů z hodnot uzlových reakcı́ podle
vztahu

m(x) =
2

3l̂ ĥ
Bκ
TR̂M̂,

což po úpravách můžeme zapsat takto


mx(x)
my(x)
mxy(x)

 =


−1

ĥ
0 −1

ĥ
0

0
1
3l̂

0 − 1
3l̂

− 1
6l̂

1
2ĥ

1
6l̂

1
2ĥ




M̂(1)
x̂

M̂(1)
ŷ

M̂(3)
x̂

M̂(3)
ŷ

 .

Deskové tuhosti zı́skané homogenizacı́ obdélnı́kové a šestiúhelnı́kové periodické
buňky se shodujı́, a proto jsou v následujı́cı́m pododdı́lu uvedeny pouze přı́klady
modelovánı́ obdélnı́kové buňky.
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3.5.5 Numerické modelovánı́ kirchhoffovských desek

Předchozı́ vztahy jsou velmi vhodné pro numerické modelovánı́ na úrovni jednotkové
buňky metodou konečných prvků. Všechny výsledky prezentované v této studii byly
zı́skány pomocı́ komerčnı́ho konečněprvkového programu ADINA R©. Pro modelovánı́
kirchhoffovských desek byl použit třı́uzlový prvek DKT8 (viz [24] pro dalšı́ informace).
Okrajové podmı́nky byly do programu zavedeny pomocı́ svázánı́ přı́slušných poo-
točenı́ přı́kazem constraint equation. Při výpočtech bylo uvažováno lineárně pružné
chovánı́ materiálu.

Správnost odvozených homogenizačnı́ch vztahů lze ověřit na homogennı́ obdélnı́-
kové buňce. Pro tuto buňku s rozměry l̂ × ĥ = 44× 28, 5 mm a tloušt’kou t = 5, 89 mm
byly uvažovány materiálové jako E = 3 000 MPa a ν = 0, 4.

Tuto buňku „zatı́žı́me“ třemi makroskopickými křivostmi

κx = {1; 0; 0}T, κy = {0; 1; 0}T, κxy = {0; 0; 1}T,

prostřednictvı́m pootočenı́ řı́dı́cı́ch bodů dle obrázku 3.16, a na hranách předepı́šeme
podmı́nky periodicity (viz pododdı́l 3.5.2).

Na obrázcı́ch 3.20–3.22 je vykreslena odezva buňky odpovı́dajı́cı́ jednotlivým zatě-
žovacı́m stavům.

X

Y

Z

Y-ROTATION

TIME 1.000

39.00
33.00
27.00
21.00
15.00
9.00
3.00

MAXIMUM
44.00

MINIMUM
0.000

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-66.7
-200.0
-333.3
-466.7
-600.0
-733.3
-866.7

MAXIMUM
1.265E-09

MINIMUM
-968.0

Obrázek 3.20: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κx = {1; 0; 0}T

X

Y

Z

X-ROTATION

TIME 1.000

-2.00
-6.00
-10.00
-14.00
-18.00
-22.00
-26.00

MAXIMUM
1.259E-10

MINIMUM
-28.50

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-30.0
-90.0
-150.0
-210.0
-270.0
-330.0
-390.0

MAXIMUM
4.752E-09

MINIMUM
-406.1

Obrázek 3.21: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T

Vektory průměrných momentů mx, my a mxy (viz (3.39)) pak umožňujı́ sestrojit
homogenizovanou matici deskové tuhosti

Dκ =

 mx
x mx

y mx
xy

my
x my

y my
xy

mxy
x mxy

y mxy
xy

 =

 (Dκ)11 (Dκ)12 (Dκ)13
(Dκ)21 (Dκ)22 (Dκ)23
(Dκ)31 (Dκ)32 (Dκ)33

 =

 60, 81 24, 33 0
24, 33 60, 81 0

0 0 18, 17

 .

8 V programu ADINA R© je tento prvek označen PLATE, viz manuál [17].
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X

Y

Z

X-ROTATION

TIME 1.000

-1.60
-4.80
-8.00
-11.20
-14.40
-17.60
-20.80

MAXIMUM
0.0001747

MINIMUM
-22.00

X

Y

Z

Y-ROTATION

TIME 1.000

13.00
11.00
9.00
7.00
5.00
3.00
1.00

MAXIMUM
14.25

MINIMUM
-9.987E-05

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-45.0
-135.0
-225.0
-315.0
-405.0
-495.0
-585.0

MAXIMUM
0.000

MINIMUM
-627.0

Obrázek 3.22: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κxy = {0; 0; 1}T

Protože se jedná o homogennı́ buňku, lze určit jednotlivé členy deskové matice
tuhosti také podle následujı́cı́ch vztahů

Dκ =
Et3

12 (1− ν2)

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 =

 60, 81 24, 33 0
24, 33 60, 81 0

0 0 18, 24

 Nm.

Porovnánı́m těchto dvou matic tuhosti je zřejmé, že odezva pro zatı́ženı́ makro-
skopickými křivostmi κx a κy, určená pomocı́ navrženého homogenizačnı́ho postupu,
odpovı́dá přesné hodnotě. Při zatı́ženı́ křivostı́ κxy již použitý konečný prvek (DKT)
nenı́ schopen poskytnou přesné řešenı́, chyba 0, 5% je ale zanedbatelná. Tuto chybu lze
minimalizovat použitı́m jemnějšı́ sı́tě.

V dalšı́m kroku přistoupı́me k výpočtu požadovaného členu homogenizované ma-
tice tuhosti (Dκ)22 pro čtrnáct různých geometriı́ otvorů. Pro jednotlivé geometrické
varianty bylo použito označenı́ PWα β-γ. Jednotkové buňky byly zatěžovány pouze
křivostı́ κy = {0; 1; 0}T. Pro ověřenı́ výstižnosti numerických hodnot zı́skaných me-
todou konečných prvků byla provedena série výpočtů na sı́tı́ch konečných prvků se
vzrůstajı́cı́ hustotou sı́tě pro jednotkovou buňku PWS 6-27 (viz obrázek 3.23).

n = 5 n = 10 n = 20 n = 50

Obrázek 3.23: Přı́klady sı́tı́ konečných prvků (n značı́ počet intervalů na straně PUC)

Závislost relevantnı́ho členu homogenizované matice tuhosti na jemnosti sı́tě ko-
nečných prvků je uvedena na následujı́cı́m obrázku. V daném přı́padě byl jako ukazatel
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jemnosti sı́tě zvolen počet intervalů na jedné straně čtvercové buňky. Jak je zřejmé z
konvergenčnı́ho grafu na obrázku 3.24, sı́t’ konečných prvků odpovı́dajı́cı́ rozdělenı́
strany na 40 dı́lků, což odpovı́dá délce strany prvku 0,825 mm, dává výsledky s do-
statečnou přesnostı́ (odchylka od ustálené hodnoty je 0,1%). Následujı́cı́ výpočty jsou
prováděny na sı́tı́ch konečných prvků s rozměrem hrany prvku cca 0,5 mm.

0 20 40 60 80 100
11,25

11,50

11,75

12,00 Dκ22 [Nm ]

n

Obrázek 3.24: Graf závislosti homogenizované matice tuhosti na jemnosti sı́tě

Pro ilustraci zı́skaných výsledků jsou na obrázcı́ch 3.25–3.27 uvedeny přı́klady
průběhů průhybu a rotacı́ pro zatı́ženı́ makroskopickou křivostı́ κx = κxy = 0, κy = 1.
Výsledné hodnoty prvku homogenizované matice deskové tuhosti (Dκ)22 jsou uvedeny
v tabulce 3.4 spolu s poměrem rozměru konstrukce vzhledem k rozměru jednotkové
buňky.

Označenı́ Geometrie Počet Člen

perforované t l̂ ĥ buněk (Dκ)22
desky [mm] [mm] [mm] směr x směr y [Nm]
PWC 3-3 3,05 8,696 4,878 23 41 3,240
PWC 3-4 3,05 11,429 6,667 17,5 30 3,841
PWC 3-12 3,08 33,333 20 6 10 3,861
PWC 4-3 4,3 7,273 3,922 27,5 51 6,665
PWC 4-12 4,07 26,667 15,385 7,5 13 5,192
PWC 5-3 5,16 6,557 3,571 30,5 56 7,035
PWC 5-4 4,9 8,333 5 24 40 7,603
PWC 5-12 5,03 25 15,385 8 13 8,560
PWC 6-12 6,12 23,529 14,286 8,5 14 11,394
PWC 6-24a 5,89 44 28,5 4,5 7 7,305
PWC 6-24b 6,02 47 28,5 4,3 7 10,742
PWS 5-26 5,16 33 33 6 6 8,288
PWS 6-27 6,04 33 33 6 6 11,277
PWT 6-20 5,95 32,333 56 6 3,5 9,879

Tabulka 3.4: Hodnoty členu (Dκ)22 pro Kirchhoffův model desky

V okamžiku, kdy jsou z numerického modelovánı́ známy hodnoty ohybové tuhosti,
můžeme přistoupit k výpočtu kritické sı́ly Fcr na základě vztahu (3.20). V grafu 3.28 jsou
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X

Y

Z

X

Y

Z

X-ROTATION

TIME 1.000

-0.333
-1.000
-1.667
-2.333
-3.000
-3.667
-4.333

MAXIMUM
1.615E-05

MINIMUM
-5.000

X

Y

Z

Y-ROTATION

TIME 1.000

0.3000
0.2000
0.1000
0.0000

-0.1000
-0.2000
-0.3000

MAXIMUM
0.3765

MINIMUM
-0.3765

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-0.90
-2.70
-4.50
-6.30
-8.10
-9.90
-11.70

MAXIMUM
0.2531

MINIMUM
-12.50

Obrázek 3.25: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWC 5-4 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X
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Z

X

Y

Z

X-ROTATION

TIME 1.000

-2.25
-6.75
-11.25
-15.75
-20.25
-24.75
-29.25

MAXIMUM
0.08839

MINIMUM
-33.09

X

Y

Z

Y-ROTATION

TIME 1.000

1.200
0.800
0.400
0.000

-0.400
-0.800
-1.200

MAXIMUM
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MINIMUM
-1.401

X

Y

Z
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TIME 1.000

-40.0
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-280.0
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-520.0

MAXIMUM
6.008

MINIMUM
-544.5

Obrázek 3.26: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWS 6-27 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X

Y

Z X

Y

Z
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Obrázek 3.27: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWT 6-20 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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černě vyneseny hodnoty kritických sil homogenizované kirchhoffovské desky Fkirch
cr .

Tyto hodnoty jsou porovnány s kritickým zatı́ženı́m perforované desky Fnum
cr (šedě)

a experimentálně zı́skanými daty Fexp
cr (červeně). Hodnoty kritických zatı́ženı́ a jejich

odchylky jsou uvedeny spolu v tabulce 3.5.
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Obrázek 3.28: Graf kritického zatı́ženı́

Jak je na prvnı́ pohled z grafu zřejmé, je model kirchhoffovské desky pro většinu
geometriı́ přı́liš „tuhý“. Rozměry jednotkové buňky l̂ a ĥ nejsou dostatečně velké oproti
tloušt’ce t, a proto nenı́ vliv smyku zanedbatelný. Tuto skutečnost lze částečně zohlednit
použitı́m Mindlinova modelu desky.

Označenı́ Kritické sı́ly

perforované Fnum
cr Fexp

cr η
exp
num Fkirch

cr ηkirch
num ηkirch

exp
desky [N] [N] [%] [N] [%] [%]
PWC 3-3 104,8 107,7 2,73 120,9 15,32 12,26
PWC 3-4 128,1 154,4 20,52 143,3 11,85 7,19
PWC 3-12 137,5 147,4 7,24 144,1 4,84 2,24
PWC 4-3 197,2 146,3 25,80 248,7 26,14 69,99
PWC 4-12 169,1 169,3 0,14 193,7 14,57 14,41
PWC 5-3 177,3 118,8 33,01 262,5 48,01 120,96
PWC 5-4 188,3 186,0 1,23 283,7 50,65 52,53
PWC 5-12 249,7 249,7 0,01 319,4 27,93 27,91
PWC 6-12 276,2 271,6 1,66 425,2 53,95 56,55
PWC 6-24a 185,7 178,4 3,92 272,6 46,82 52,80
PWC 6-24b 338,7 294,6 13,02 400,8 18,33 36,05
PWS 5-26 311,8 282,3 9,46 309,3 0,80 9,56
PWS 6-27 427,4 396,4 7,25 420,8 1,54 6,16
PWT 6-20 349,1 293,6 15,89 368,6 5,59 25,54

Tabulka 3.5: Výstižnost kritické sı́ly určené použitı́m Kirchhoffova modelu
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3.6 Homogenizace mindlinovských desek

V přı́padě, kdy je na mikroúrovni jednotková buňka modelována jako tlustá mindlinov-
ská deska, jsou pootočenı́ ϕ̂x̂ a ϕ̂ŷ nezávislá na průhybu ŵ. Proto je nutné k okrajovým
podmı́nkám představeným v předchozı́m oddı́le přidat podmı́nky pro průhyby ŵ.
Obdobně jako v přı́padě pootočenı́ budeme předpokládat následujı́cı́ rozklad průhybů

ŵ(x̂) = ŵhmg(x̂) + ŵ∗(x̂),

kde ŵhmg jsou průhyby odpovı́dajı́cı́ homogennı́mu materiálu a Ω̂-periodická složka
ŵ∗ vzniká jako důsledek perforace desky.

3.6.1 Zatěžovánı́ prostřednictvı́m průhybů řı́dicı́ch bodů

Připomeňme, že na makroúrovni je konstrukce modelována jako tenká deska, jediné
kinematické informace jsou tedy reprezentovány vektorem makroskopického vektoru
křivosti κ. Proto odvodı́me složku ŵhmg ze vztahu mezi křivostı́ a průhyby pro tenké
kirchhoffovské desky, viz (3.5). Poznamenejme, že tato spı́še intuitivnı́ úvaha vede
na stejné výsledky jako detailnı́ analýza uvedená v [22].

Pokud má být v každém bodu jednotkové buňky konstantnı́ hodnota křivosti, musı́
pole průhybů ŵhmg splňovat vztahy

− ∂2ŵhmg

∂x̂2 (x̂, ŷ) = κx = konst, (3.40)

−∂2ŵhmg

∂ŷ2 (x̂, ŷ) = κy = konst, (3.41)

−2
∂2ŵhmg

∂x̂∂ŷ
(x̂, ŷ) = κxy = konst. (3.42)

Z podmı́nky (3.40) vyplývá následujı́cı́ tvar funkce ŵ

ŵhmg(x̂, ŷ) = −1
2

κx x̂2 + ax̂ŷ + bx̂ + f3(ŷ).

Dosazenı́ předchozı́ho vztahu do (3.41) zı́skáme podmı́nku pro funkci f3

d2 f3

dŷ2 (ŷ) = −κy,

z čehož vyplývá

f3(ŷ) = −1
2

κyŷ2 + cŷ + d.

Z podmı́nky (3.42) plyne poslednı́ identita

−2a = κxy.

Rovnice průhybu ŵ přı́slušejı́cı́mu makroskopické křivosti κ má tedy tvar

ŵhmg(x̂, ŷ) = −1
2

κx x̂2 − 1
2

κxy x̂ŷ− 1
2

κyŷ2 + bx̂ + cŷ + d.
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Zbývajı́cı́ konstanty b, c a d vyplývajı́ z podepřenı́ desky. Pokud volı́me hodnoty
předepsaných posunů v bodech 1, 2, 3 a 4 v souladu s vztahy

ŵhmg(1) = ŵhmg(0, 0) = 0,

ŵhmg(2) = ŵhmg(l̂, 0) = −1
2

κx l̂2,

ŵhmg(3) = ŵhmg(l̂, ĥ) = −1
2

κx l̂2 − 1
2

κxy l̂ ĥ− 1
2

κyĥ2,

ŵhmg(4) = ŵhmg(0, ĥ) = −1
2

κyĥ2

jsou tyto konstanty nulové (viz obrázek 3.29).

h
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Obrázek 3.29: Předepsané průhyby řı́dicı́ch bodů PUC

3.6.2 Periodické okrajové podmı́nky pro průhyby

Stejně jako v přı́padě pootočenı́ odvodı́me podmı́nky periodicity porovnánı́m hodnot
na přı́slušných částech hranice jednotkové buňky. Konkrétně pro levou část hranice
platı́

ŵL(ŷ) = ŵ(0, ŷ) = −1
2

κyŷ2 + ŵ∗(0, ŷ),

zatı́mco pro pravou část hranice má průhyb ŵ tvar

ŵR(ŷ) = ŵ(l̂, ŷ) = −1
2

κx l̂2 − 1
2

κxy l̂ŷ− 1
2

κyŷ2 + ŵ∗(l̂, ŷ).

Odečtenı́m předchozı́ch výrazů dostáváme hledaný vztah mezi průhybem levé a pravé
části hranice jednotkové buňky

ŵR(ŷ) = ŵL(ŷ) + ŵ(2) − 1
2

κxy l̂ŷ.

Vztah mezi průhyby hornı́ a dolnı́ části hranice jednotkové buňky odvodı́me obdobným
způsobem

ŵT(x̂) = ŵB(x̂) + ŵ(4) − 1
2

κxyĥx̂.
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3.6.3 Průměrné hodnoty měrných momentů

S odvolánı́m na výsledky publikované v [22] je dalšı́ postup pro určenı́ homogenizované
odezvy konstrukce identický přı́padu tenkých desek.

Vektor průměrných momentů m se opět určı́ z momentových reakcı́ odpovı́dajı́cı́ch
předepsaným rotacı́m uzlových bodů


mx(x)
my(x)
mxy(x)

 =


1
ĥ

0 0 0

0 0 0 −1
l̂

0 − 1
2ĥ

1
2l̂

0




M̂(2)
x̂

M̂(2)
ŷ

M̂(4)
x̂

M̂(4)
ŷ

 .

3.6.4 Homogenizačnı́ vztahy pro šestiúhelnı́kovou PUC

Šestiúhelnı́kovou jednotkovou buňku zatı́žı́me průhyby v souladu s obrázkem 3.30.

h

l

x

y

2

3

0

l /2 l /2

1

−
9
8
κ x l

2
3
8
κ xy l h−

1
8
κ y h

2

−
9
8
κ x l

2−
3
8
κ xy l h−

1
8
κ y h

2

Obrázek 3.30: Předepsané průhyby řı́dicı́ch bodů šestiúhelnı́kové PUC

Podmı́nky periodicity pro průhyby bychom mohli vyjádřit stejným postupem jako
pro pootočenı́. Pro zjednodušenı́ výpočetnı́ch rovnic budeme uvažovat pouze zatı́ženı́
křivostı́ κy, tedy

{κx, κy, κxy} = {0, 1, 0}.

Vyjádřı́me průhyb pro hornı́ a dolnı́ okraj

ŵT(x̂) = ŵ(x̂,
ĥ
2
) = −1

2
κy

(
ĥ
2

)2

+ ŵ∗(x̂,
ĥ
2
),

ŵB(x̂) = ŵ(x̂,− ĥ
2
) = −1

2
κy

(
− ĥ

2

)2

+ ŵ∗(x̂,− ĥ
2
)

a odečtenı́m předchozı́ch vztahů s uváženı́m ŵ∗(x̂, ĥ
2 ) = ŵ∗(x̂,− ĥ

2 ) zı́skáme podmı́nku

ŵT(x̂) = ŵB(x̂).
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Pro svázánı́ pravých a odpovı́dajı́cı́ch levých stran využijeme vztahy mezi jejich
souřadnicemi ŷL1 = (ŷR1 − ĥ

2 ) a ŷL2 = (ŷR2 + ĥ
2 ). Stejným postupem, jakým jsme

odvodili podmı́nky periodicity mezi hornı́ a dolnı́ hranicı́, obdržı́me rovnice

ŵR1(x̂, ŷR1) = ŵL1(x̂, ŷR1 − ĥ
2
)− 1

2
κyĥŷR1 +

1
2

κy

(
− ĥ

2

)2

,

ŵR2(x̂, ŷR2) = ŵL2(x̂, ŷR1 +
ĥ
2
) +

1
2

κyĥŷR2 +
1
2

κy

(
ĥ
2

)2

.

Použitı́ takto formulovaných podmı́nek periodicity v programu ADINA R© je obtı́ž-
nějšı́. Pokud však rozdělı́me hrany na n stejných intervalů, pak pro souřadnice y takto
vzniklých bodů platı́

yR1 =
ĥi
2n

, yR2 = − ĥi
2n

,

kde i = 1, 2, ..., n (viz obrázek 3.31).

h

l

x

y

2

3

l /2 l /2

1

T

B

L1 R2

R1L2

i = 1
i

i = n

i = 1
i

i = n

Obrázek 3.31: Rozdělenı́ hranice šestiúhelnı́kové PUC na intervaly

Nynı́ můžeme podmı́nky periodicity pro levé a pravé strany přepsat do výhodněj-
šı́ho tvaru

ŵR1(x̂, ŷR1) = ŵL1(x̂, ŷR1 − ĥ
2
) +

1
2

κy

(
− ĥ

2

)2 [
1− 2i

n

]
= ŵL1(x̂, ŷR1 − ĥ

2
)− ŵ(1)

[
1− 2i

n

]
,

ŵR2(x̂, ŷR2) = ŵL2(x̂, ŷR1 +
ĥ
2
) +

1
2

κy

(
ĥ
2

)2 [
1− 2i

n

]
= ŵL2(x̂, ŷR1 +

ĥ
2
)− ŵ(3)

[
1− 2i

n

]
.

Obdobně bychom zı́skali podmı́nky periodicity pro ostatnı́ složky křivosti.
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3.6.5 Numerické modelovánı́ mindlinovských desek

Mindlinovské desky byly opět modelovány v programu ADINA R©. Tentokrát byl po-
užit čtyřuzlový prvek MITC9 (viz [18] pro dalšı́ informace). Okrajové podmı́nky byly
do programu zavedeny pomocı́ svázánı́ přı́slušných stupňů volnosti přı́kazem constra-
int equation. Při výpočtech bylo uvažováno lineárně pružné chovánı́ materiálu.

Správnost odvozených homogenizačnı́ch vztahů můžeme opět ověřit na homogennı́
obdélnı́kové buňce s rozměry l̂× ĥ = 44× 28, 5 mm, tloušt’kou t = 5, 89 mm, modulem
pružnosti E = 3 000 MPa a Poissonovým čı́slem ν = 0, 4.

Tuto buňku „zatı́žı́me“ třemi makroskopickými křivostmi

κx = {1; 0; 0}T, κy = {0; 1; 0}T, κxy = {0; 0; 1}T,

prostřednictvı́m pootočenı́ (viz obrázek 3.16) a průhybů řı́dı́cı́ch bodů (obrázek 3.29).
Na hranách předepı́šeme podmı́nky periodicity (viz pododdı́ly 3.5.2 a 3.6.2).

Na obrázcı́ch 3.32–3.34 je vykreslena odezva buňky odpovı́dajı́cı́ jednotlivým zatě-
žovacı́m stavům.

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

39.00
33.00
27.00
21.00
15.00
9.00
3.00

MAXIMUM
44.00

MINIMUM
0.000

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-66.7
-200.0
-333.3
-466.7
-600.0
-733.3
-866.7

MAXIMUM
0.000

MINIMUM
-968.0

Obrázek 3.32: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κx = {1; 0; 0}T

X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

-2.00
-6.00
-10.00
-14.00
-18.00
-22.00
-26.00

MAXIMUM
8.882E-15

MINIMUM
-28.50

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-30.0
-90.0
-150.0
-210.0
-270.0
-330.0
-390.0

MAXIMUM
1.066E-13

MINIMUM
-406.1

Obrázek 3.33: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T

Sestrojı́me homogenizovanou matici deskové tuhosti odpovı́dajı́cı́ vektorům prů-
měrných momentů mx, my a mxy (viz (3.39))

Dκ =

 mx
x mx

y mx
xy

my
x my

y my
xy

mxy
x mxy

y mxy
xy

 =

 (Dκ)11 (Dκ)12 (Dκ)13
(Dκ)21 (Dκ)22 (Dκ)23
(Dκ)31 (Dκ)32 (Dκ)33

 =

 60, 81 24, 33 0
24, 33 60, 81 0

0 0 18, 24

 .

9 V programu ADINA R© je tento prvek označen SHELL, viz manuál [17].
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X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

-1.60
-4.80
-8.00
-11.20
-14.40
-17.60
-20.80

MAXIMUM
0.000

MINIMUM
-22.00

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

13.00
11.00
9.00
7.00
5.00
3.00
1.00

MAXIMUM
14.25

MINIMUM
-1.052E-11

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-45.0
-135.0
-225.0
-315.0
-405.0
-495.0
-585.0

MAXIMUM
1.907E-06

MINIMUM
-627.0

Obrázek 3.34: Odezva homogennı́ jednotkové buňky na zatı́ženı́ κxy = {0; 0; 1}T

Protože se jedná o homogennı́ buňku, lze určit jednotlivé členy deskové matice
tuhosti také podle následujı́cı́ch vztahů

Dκ =
Et3

12 (1− ν2)

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 =

 60, 81 24, 33 0
24, 33 60, 81 0

0 0 18, 24

 Nm.

Porovnánı́m těchto dvou matic tuhosti je zřejmé, že odezva pro zatı́ženı́ jednotlivými
makroskopickými křivostmi, určená pomocı́ navrženého homogenizačnı́ho postupu,
odpovı́dá přesné hodnotě.

V dalšı́m kroku přistoupı́me k výpočtu požadovaného členu homogenizované ma-
tice tuhosti (Dκ)22 pro čtrnáct různých geometriı́ otvorů. Jednotkové buňky byly za-
těžovány pouze křivostı́ κy = {0; 1; 0}T. Pro ověřenı́ výstižnosti numerických hodnot
zı́skaných metodou konečných prvků byla opět provedena série výpočtů na sı́tı́ch ko-
nečných prvků se vzrůstajı́cı́ hustotou sı́tě pro buňku PWS 6-27 (viz obrázek 3.35).

n = 5 n = 10 n = 20 n = 50

Obrázek 3.35: Přı́klady sı́tı́ konečných prvků (n značı́ počet intervalů na straně PUC)

Závislost členu (Dκ)22 homogenizované matice tuhosti na jemnosti sı́tě konečných
prvků je uvedena na následujı́cı́m obrázku. Jako ukazatel jemnosti sı́tě byl i v tomto
přı́padě zvolen počet intervalů n na jedné hraně čtvercové buňky. Sı́t’konečných prvků
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odpovı́dajı́cı́ rozdělenı́ strany na 40 dı́lků dává výsledky s dostatečnou přesnostı́. Dalšı́
výpočty byly prováděny na jemnějšı́ sı́ti konečných prvků odpovı́dajı́cı́ dělenı́ hrany
na cca 60 dı́lů.

0 20 40 60 80 100
10,75

11,00

11,25

11,50 Dκ22 [Nm ]

n

Obrázek 3.36: Graf závislosti homogenizované matice tuhosti na jemnosti sı́tě

Pro ilustraci zı́skaných výsledků jsou na obrázcı́ch 3.37–3.39 uvedeny přı́klady
průběhů průhybu a rotacı́ pro zatı́ženı́ makroskopickou křivostı́ κx = κxy = 0, κy = 1.
Výsledné hodnoty prvku homogenizované matice deskové tuhosti (Dκ)22 jsou uvedeny
v tabulce 3.6 spolu s poměrem rozměru konstrukce vzhledem k rozměru jednotkové
buňky.

Označenı́ Geometrie Počet Člen

perforované t l̂ ĥ buněk (Dκ)22
desky [mm] [mm] [mm] směr x směr y [Nm]
PWC 3-3 3,05 8,696 4,878 23 41 2,807
PWC 3-4 3,05 11,429 6,667 17,5 30 3,478
PWC 3-12 3,08 33,333 20 6 10 3,704
PWC 4-3 4,3 7,273 3,922 27,5 51 5,219
PWC 4-12 4,07 26,667 15,385 7,5 13 4,510
PWC 5-3 5,16 6,557 3,571 30,5 56 4,518
PWC 5-4 4,9 8,333 5 24 40 5,231
PWC 5-12 5,03 25 15,385 8 13 6,769
PWC 6-12 6,12 23,529 14,286 8,5 14 7,823
PWC 6-24a 5,89 44 28,5 4,5 7 4,996
PWC 6-24b 6,02 47 28,5 4,3 7 8,478
PWS 5-26 5,16 33 33 6 6 8,074
PWS 6-27 6,04 33 33 6 6 10,981
PWT 6-20 5,95 32,333 56 6 3,5 7,716

Tabulka 3.6: Hodnoty členu (Dκ)22 pro Mindlinův model desky

Nynı́ můžeme přistoupit k výpočtu kritické sı́ly Fcr na základě vztahu (3.20).
V grafu 3.40 jsou vyneseny hodnoty kritických sil homogenizované mindlinovské
desky Fkirch

cr (černě). Tyto hodnoty jsou porovnány s kritickým zatı́ženı́m perforované
desky Fnum

cr (šedě) a experimentálně zı́skanými daty Fexp
cr (červeně). Hodnoty kritických

zatı́ženı́ a jejich odchylka jsou uvedeny v tabulce 3.7.
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X

Y

Z

X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

0.000
-0.800
-1.600
-2.400
-3.200
-4.000
-4.800

MAXIMUM
0.07910

MINIMUM
-5.079

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

0.4500
0.3000
0.1500

0.0000
-0.1500
-0.3000
-0.4500

MAXIMUM
0.5179

MINIMUM
-0.5179

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-0.90
-2.70
-4.50
-6.30
-8.10
-9.90
-11.70

MAXIMUM
0.01912

MINIMUM
-13.04

Obrázek 3.37: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWC 5-4 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X

Y

Z

X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

-2.25
-6.75
-11.25
-15.75
-20.25
-24.75
-29.25

MAXIMUM
0.1297

MINIMUM
-33.13

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

1.080
0.720
0.360

0.000
-0.360
-0.720
-1.080

MAXIMUM
1.316

MINIMUM
-1.316

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-40.0
-120.0
-200.0
-280.0
-360.0
-440.0
-520.0

MAXIMUM
9.099

MINIMUM
-544.5

Obrázek 3.38: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWS 6-27 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X

Y

Z X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

-4.00
-12.00
-20.00
-28.00
-36.00
-44.00
-52.00

MAXIMUM
0.03824

MINIMUM
-56.04

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

0.6000
0.4000
0.2000
0.0000

-0.2000
-0.4000
-0.6000

MAXIMUM
0.7052

MINIMUM
-0.7060

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

-200.
-400.
-600.
-800.
-1000.
-1200.
-1400.

MAXIMUM
5.209

MINIMUM
-1568.

Obrázek 3.39: Sı́t’a odezva jednotkové buňky PWT 6-20 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek 3.40: Graf kritického zatı́ženı́

Hodnoty kritických sil, které byly zı́skány použitı́m Mindlinova modelu pro desky
na mikroúrovni, podstatně lépe vystihujı́ výsledky experimentu a numerického mode-
lovánı́. To je způsobeno zahrnutı́m vlivu smyku, v důsledku předpokladu nenulových
zkosenı́ průřezů uvnitř periodické jednotkové buňky. Podrobnějšı́ diskuse výsledků
zı́skaných homogenizačnı́mi metodami je tématem následujı́cı́ho oddı́lu.

Označenı́ Kritické sı́ly

perforované Fnum
cr Fexp

cr η
exp
num Fmind

cr ηmind
num ηmind

exp
desky [N] [N] [%] [N] [%] [%]
PWC 3-3 104,8 107,7 2,73 104,8 0,04 2,69
PWC 3-4 128,1 154,4 20,52 129,8 1,32 15,93
PWC 3-12 137,5 147,4 7,24 138,2 0,54 6,24
PWC 4-3 197,2 146,3 25,80 194,7 1,25 33,08
PWC 4-12 169,1 169,3 0,14 168,3 0,45 0,59
PWC 5-3 177,3 118,8 33,01 168,6 4,93 41,92
PWC 5-4 188,3 186,0 1,23 195,2 3,65 4,95
PWC 5-12 249,7 249,7 0,01 252,6 1,17 1,16
PWC 6-12 276,2 271,6 1,66 291,9 5,69 7,47
PWC 6-24a 185,7 178,4 3,92 186,4 0,39 4,48
PWC 6-24b 338,7 294,6 13,02 316,4 6,58 7,40
PWS 5-26 311,8 282,3 9,46 301,3 3,37 6,73
PWS 6-27 427,4 396,4 7,25 409,8 4,11 3,38
PWT 6-20 349,1 293,6 15,89 287,9 17,53 1,94

Tabulka 3.7: Výstižnost kritické sı́ly určené použitı́m Mindlinova modelu
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3.7 Porovnánı́ kritických sil

V rámci obrázku 3.41 jsou porovnány kritické sı́ly určené podle mindlinovské a kirchho-
ffovské teorie s experimentálnı́mi daty a hodnotou kritické sı́ly zı́skané numerickým
modelovánı́m celé konstrukce. Hodnoty kritického zatı́ženı́ pro mindlinovský model
jsou menšı́ než v přı́padě modelu kirchhoffovského. To je způsobeno dodatečným
vlivem smyku.
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Obrázek 3.41: Porovnánı́ kritických sil

Výsledky pro Kirchhoffův deskový model jsou přı́liš „tuhé“ a předpověd’ modelu
je zatı́žena značnou chybou. Použijeme-li však při modelovánı́ na mikroúrovni model
založený na mindlinovských předpokladech, jsou kritické sı́ly vypočtené na základě
navržené homogenizačnı́ analýzy ve většině přı́kladů srovnatelně přesné s výsledky
zı́skanými detailnı́m modelovánı́m celé konstrukce. Chyba se pohybuje až na jeden
přı́pad do 7%. U geometrie PWT 6-20 je přesnost výsledku nižšı́ (chyba je 17,53%). Tato
skutečnost je způsobena tı́m, že okraje perforované konstrukce jsou ztužené (porovnej
obrázky 3.10 a 3.39). Pokud bych numericky modelovala tuto konstukci přesně perio-
dicky (bez vyztuženı́), klesla by odchylka na 5,76%, což je dobrý výsledek vzhledem k
tomu, že jednotková buňka se opakuje na výšku konstrukce jen 3,5-krát.

Chyba homogenizovaného řešenı́ použitı́m Mindlinových předpokladů je dle mého
názoru způsobena zejména následujı́cı́mi faktory:

• Konstrukce nenı́ „dokonale periodická“ (viz napřı́klad PWT 6-20), na okrajı́ch je
ztužená.
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• Byl použit přibližný vztah pro kritickou sı́lu (pro homogennı́ desku je odchylka
od numerického řešenı́ na velmi jemné sı́ti přibližně 5%).

• Rozměr jednotkové buňky je vzhledem k charakteristickému rozměru konstrukce
relativně velký.

• Vlivem okrajových efektů v uloženı́ desky nenı́ homogenizačnı́ předpoklad kon-
stantnı́ho průběhu křivosti splněn.

• Při výpočtu byly uvažovány zjednodušujı́cı́ kinematické předpoklady pro desky
mı́sto plně trojrozměrné analýzy jednotkové buňky.

Také při porovnánı́ výsledků homogenizačnı́ch metod s experimentálnı́mi daty se
ukazuje, že výstižnost modelu založeného na mindlinovských předpokladech je obecně
většı́ než pro přı́pad tenké kirchhoffovské desky. Vyššı́ odchylky mohou být způsobeny
vlivy, které byly podrobně diskutovány na konci oddı́lu 3.2.

Přesnost dosažených výsledků je uspokojivá, použijeme-li pro modelovánı́ jednot-
kové buňky deskový model založený na Mindlinových předpokladech. Při použitı́
plně trojrozměrné analýzy jednotkové buňky by výstižnost kritických sil mohla být
ještě vyššı́. Modelovánı́ trojrozměrné jednotkové buňky je však nepoměrně náročnějšı́
než studovaný přı́stup.
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Kapitola 4

Závěr

V rámci předkládané práce byla představena numerická homogenizace ohýbaných
heterogennı́ch konstrukcı́. Hodnoty ohybových eventuálně kroutı́cı́ch parametrů jsou
odvozovány z chovánı́ periodické jednotkové buňky po zatı́ženı́ makroskopickou kři-
vostı́. Uvedený přı́stup je založen na parametrizaci makroskopické křivosti pomocı́
předepsáných posunů a pootočenı́ vybraných „řı́dicı́ch“ bodů. Odvozené vztahy pro
podmı́nky periodicity na okrajı́ch jednotkové buňky lze zadat do výpočetnı́ch pro-
gramů umožňujı́cı́ch svázánı́ stupňů volnosti odpovı́dajı́cı́ch uzlů. Výhodou tohoto
přı́stupu je jeho názornost, snadné zadánı́ do většiny komerčně dostupných konečně-
prvkových systémů a možnost přı́mého rozšı́řenı́ pro nelineárnı́ úlohy.

Homogenizačnı́ postupy a vztahy představené v předešlých kapitolách jsou obecně
platné pro ohýbané prutové a deskové konstrukce s periodickou strukturou. Nezá-
ležı́ tedy na tom, zda je jednotková buňka složena z vı́ce materiálů nebo je vylehčena
otvory, na tvaru perforacı́ a podobně, při volbě obdélnı́kové jednotkové buňky umož-
ňujı́cı́ zatěžovánı́ vrcholových bodů jsou odvozené vztahy stále stejné. Aplikace metody
na konkrétnı́ přı́pady ohybu heterogennı́ prizmatické konzoly a stabilitnı́ho výpočtu
perforovaných stěn sloužı́ k diskuzi výsledků zı́skaných:

• homogenizačnı́m přı́stupem,

• přesným analytickým řešenı́m (pro přı́pad prutové konstrukce),

• detailnı́m numerickým modelovánı́m celé konstrukce a

• experimentálnı́m měřenı́m (pro přı́pad perforovaných desek).

Porovnánı́m těchto přı́stupů zjistı́me, že i při poměrně malém počtu opakovánı́ jed-
notkové buňky v rámci konstrukce je přesnost homogenizovaného řešenı́ dostatečná.
To je graficky demonstrováno na celé řadě přı́kladů uvedených v této práci. Oproti
detailnı́mu numerickému výpočtu odezvy celé konstrukce je navržená homogenizačnı́
metoda časově nenáročná (z hlediska modelovánı́ a výpočtu odezvy konstrukce) i při
velkém poměru rozměru konstrukce k jednotkové buňce.

Určovánı́ materiálových parametrů pomocı́ homogenizačnı́ch metod představuje
vhodnou alternativu k experimentálnı́m měřenı́m. Použitı́ těchto metod vidı́m zejména
v oblasti návrhu konstrukčnı́ch prvků s heterogennı́ strukturou, pro které by labora-
tornı́ zkoumánı́ jednotlivých variant návrhu bylo časově a finančně náročné. Určenı́
homogenizovaných parametrů může sloužit také pro kontrolu naměřených veličin
a odhalenı́ přı́padných nepřesnostı́ experimentu.
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Přı́loha A

Seznam geometriı́ perforovaných desek
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Obrázek A.1: Geometrie perforované desky PWC 3-3
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Obrázek A.2: Geometrie perforované desky PWC 3-4
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Obrázek A.3: Geometrie perforované desky PWC 3-12

200

20
0

55 ×3,636

10
2 

× 
1,

96
1

7,273

3,
92

2

tloušťka 4,3 mm

3,1

Obrázek A.4: Geometrie perforované desky PWC 4-3
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Obrázek A.5: Geometrie perforované desky PWC 4-12
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Obrázek A.6: Geometrie perforované desky PWC 5-3
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Obrázek A.7: Geometrie perforované desky PWC 5-4
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Obrázek A.8: Geometrie perforované desky PWC 5-12
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Obrázek A.9: Geometrie perforované desky PWC 6-12
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Obrázek A.10: Geometrie perforované desky PWC 6-24a
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Obrázek A.11: Geometrie perforované desky PWC 6-24b
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Obrázek A.12: Geometrie perforované desky PWS 5-26
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Obrázek A.13: Geometrie perforované desky PWS 6-27
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Obrázek A.14: Geometrie perforované desky PWT 6-20
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Přı́loha B

Tvary vybočenı́ perforovaných desek
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Obrázek B.2: Tvar vybočenı́ PWC 3-4
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X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

-0.1000
-0.2000
-0.3000
-0.4000
-0.5000
-0.6000
-0.7000

MAXIMUM
0.000

MINIMUM
-0.7521

PRESCRIBED
LINELOAD

MODE 1,
TIME 1.000

0.9858

Obrázek B.4: Tvar vybočenı́ PWC 4-3 (polovina konstrukce)
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Obrázek B.6: Tvar vybočenı́ PWC 5-3 (polovina konstrukce)
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Obrázek B.8: Tvar vybočenı́ PWC 5-12
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Obrázek B.10: Tvar vybočenı́ PWC 6-24a
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X

Y

Z

Z-EIGENVECTOR

MODE 1,
TIME 1.000

0.3467
0.2933
0.2400
0.1867
0.1333
0.0800
0.0267

MAXIMUM
0.3865

MINIMUM
-1.546E-09

PRESCRIBED
LINELOAD

MODE 1,
TIME 1.000

1.694

Obrázek B.11: Tvar vybočenı́ PWC 6-24b
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Obrázek B.12: Tvar vybočenı́ PWS 5-26
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Přı́loha C

Odezva jednotkových buněk
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Kirchhoff Mindlin
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(c) pootočenı́ kolem osy x

X

Y

Z

Y-ROTATION

TIME 1.000

0.4500
0.3000
0.1500

0.0000
-0.1500
-0.3000
-0.4500

MAXIMUM
0.5381

MINIMUM
-0.5381

X

Y

Z

V2-ROTATION

TIME 1.000

0.2400
0.1600
0.0800

0.0000
-0.0800
-0.1600
-0.2400

MAXIMUM
0.2935

MINIMUM
-0.2935
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Obrázek C.1: Odezva jednotkové buňky PWC 3-3 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T



PŘÍLOHA C. ODEZVA JEDNOTKOVÝCH BUNĚK 83
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Obrázek C.2: Odezva jednotkové buňky PWC 3-4 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.3: Odezva jednotkové buňky PWC 3-12 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.4: Odezva jednotkové buňky PWC 4-3 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T



PŘÍLOHA C. ODEZVA JEDNOTKOVÝCH BUNĚK 86
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Obrázek C.5: Odezva jednotkové buňky PWC 4-12 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.6: Odezva jednotkové buňky PWC 5-3 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.7: Odezva jednotkové buňky PWC 5-4 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X

Y

Z

X-ROTATION

TIME 1.000

-2.00
-4.00
-6.00
-8.00
-10.00
-12.00
-14.00

MAXIMUM
3.330E-05

MINIMUM
-15.38

X

Y

Z

V1-ROTATION

TIME 1.000

 0.00
-2.40
-4.80
-7.20
-9.60
-12.00
-14.40

MAXIMUM
0.1687

MINIMUM
-15.55
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Obrázek C.8: Odezva jednotkové buňky PWC 5-12 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

 -7.5
-22.5
-37.5
-52.5
-67.5
-82.5
-97.5

MAXIMUM
1.714

MINIMUM
-102.0

X

Y

Z

Z-DISPLACEMENT

TIME 1.000

 -7.5
-22.5
-37.5
-52.5
-67.5
-82.5
-97.5

MAXIMUM
0.09387

MINIMUM
-105.9
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Obrázek C.9: Odezva jednotkové buňky PWC 6-12 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.10: Odezva jednotkové buňky PWC 6-24a na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.11: Odezva jednotkové buňky PWC 6-24b na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.12: Odezva jednotkové buňky PWS 5-26 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.13: Odezva jednotkové buňky PWS 6-27 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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Obrázek C.14: Odezva jednotkové buňky PWT 6-20 na zatı́ženı́ κy = {0; 1; 0}T
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