
Vnit°ní síly ve 3D

2 kN/m

4 kN/m
3 kN

6 kN

2 kN

a
b

c

2 m 3 m

0,2 m

0,3 m

Obrázek 1: Zat¥ºovací schéma.

Úkol: Ur£ete analytické pr·b¥hy vnit°ních sil na konstrukci a vykreslete jejich pr·b¥hy.

�e²ení:

• Znaménka vnit°ních sil jsou dána volbou sou°adného systému. Proto musíme za£ít jeho volbou a
respektovat následující pravidla:

1. Systém musí být pravoto£ivý. Pouºijeme pravou ruku, palec, ukazová£ek a prost°ední£ek umís-
tíme nevulgárním zp·sobem do vzájemn¥ kolmé polohy. Palec pak p°edstavuje osu x, ukazo-
vá£ek osu y a prost°ední£ek osu z.

2. Osu x volíme rovnob¥ºn¥ se st°ednicí prutu.

3. Osu z volíme v mechanice obvykle sm¥rem dol·.

Tato pravidla nám dávají moºnost vybrat si ze dvou systém· na Obrázcích 2a a 2c.

V²imn¥te si sou°adného systému na Obrázku 2b. Na první pohled by se zdálo, ºe v²echna vý²e
uvedená pravidla spl¬uje. Jedná se v podstat¥ o stejný systém jako na Obrázku 2a, ov²em ²patn¥
zakreslený, nebo´ neodpovídá prostorovému uspo°ádání danému v zadání úkolu. Takto chybn¥ za-
kreslený sou°adný systém vede ke ²patné interpretaci výsledných vnit°ních sil.

• Provedeme redukci zatíºení ke st°ednici. Protoºe v²ech zatíºení je mnoho, rozd¥líme je do dvou sché-
mat. Silové ú£inky kaºdého zatíºení nejprve p°eneseme ke st°ednici a zakreslíme je do schématu na
Obrázku 3 vlevo. Pokud je nutné silové zatíºením posunout jiným sm¥rem neº ve sm¥ru svého p·-
sobení, znamená to, ºe v·£i st°ednici p·sobí na nenulovém rameni. Hodnota zatíºení krát p°íslu²né
rameno nám dává hodnotu odpovídajícího momentového ú£inku, který zakreslíme do schématu na
Obrázku 3 vpravo.
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Obrázek 2: Volba sou°adného systému.
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Obrázek 3: Redukce zatíºení ke st°ednici.

• Znaménka vnit°ních sil. Na takto jednoduché konstrukci m·ºeme ur£it vnit°ní síly, aniº bychom
po£ítali reakce. Pokud ov²em s jejich výpo£tem za£neme od volného konce. Znaménka vnit°ních sil
se °ídí pravidlem záporné £i kladné plo²ky:

� Postupujeme-li proti kladnému sm¥ru osy x, jsme na tzv. kladné plo²ce a kladné vnit°ní
síly mají souhlasný sm¥r jako kladné poloosy sou°adného systému.

� Postupujeme-li ve sm¥ru kladné poloosy x, jsme na tzv. záporné plo²ce a kladné vnit°ní
síly mají opa£ný sm¥r neº kladné poloosy sou°adného systému.

• Vnit°ní síly v °ezech. Pro ukázku si zvolíme sou°adný systém na Obrázku 2a a ur£íme odpovídající
hodnoty vnit°ních sil v °ezech. Abychom nepo£ítali reakce, budeme postupovat od volného konce. V
tomto p°ípad¥ jsme tedy na tzv. záporné plo²ce a kladné vnit°ní síly mají opa£ný sm¥r neº kladné
poloosy sou°adného systému. Výsledky jsou uvedeny v Tabulce 1.

°ez a °ez b °ez c

Na = −2 kN N b = −2 kN N c = −2 kN
V a
y = −6 kN V b

y = −6 kN V c
y = −6 + 4 · 3 = 6 kN

V a
z = 3 kN V b

z = 3− 2 · 2 = −1 kN V c
z = −1 kN

Ma
x = 0, 9 + 0, 3 = 1, 2 kNm M b

x = 1, 2 kNm M c
x = 1, 2− 0, 6 · 3 = −0, 6 kNm

Ma
y = 0, 3 kNm M b

y = 0, 3 + 3 · 2− 2 · 2 · 2
2 = 2, 3 kNm M c

y = 2, 3− 1 · 3 = −0, 7 kNm

Ma
z = −0, 2 kNm M b

z = −0, 2 + 6 · 2 = 11, 8 kNm Mc
z = 11, 8 + 6 · 3− 4 · 3 · 3

2
= 11, 8 kNm

Tabulka 1: Vnit°ní síly v °ezech.
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• Výpo£et analytických pr·b¥h· podle Schwedlerovy v¥ty je uveden v Tabulkách 2 a 3. Znaménka
spojitých silových zatíºení fx, fy a fz a spojitých momentových zatíºení mx, my a mz se volí jako
kladná, pokud jsou v souladu s kladnými sm¥ry zvoleného sou°adného systému (bez ohledu na to,
zda jsme na kladné £i záporné plo²ce). Dejte pozor na to, ºe kladná posouvající síla Vz vyvolává
kladný moment My, zatímco kladná síla Vy vyvolává záporný moment Mz!!!

fx(x) = 0 kN/m mx(x) = 0 kNm/m
N(x) = −

∫
fx(x)dx = 0 + C1 Mx(x) = −

∫
mx(x)dx = 0 + C2

N(x = 0) = C1 = Na = −2 ⇒ C1 = −2 kN Mx(x = 0) = C2 = Ma
x = 1, 2 ⇒ C2 = 1, 2 kNm

N(x) = −2 kN Mx(x) = 1, 2 kNm

fz(x) = 2 kN/m fy(x) = 0 kN/m
Vz(x) = −

∫
fz(x)dx = −2x+ C3 Vy(x) = −

∫
fy(x)dx = 0 + C4

Vz(x = 0) = C3 = V a
z = 3 ⇒ C3 = 3 kN Vy(x = 0) = C4 = V a

y = −6 ⇒ C4 = −6 kN

Vz(x) = −2x+ 3 kN Vy(x) = −6 kN
my(x) = 0 mz(x) = 0
My(x) = −

∫
my(x)dx+

∫
Vz(x)dx = −x2 + 3x+ C5 Mz(x) = −

∫
mz(x)dx−

∫
Vy(x)dx = 6x+ C6

My(x = 0) = C5 = Ma
y = 0, 3 ⇒ C5 = 0, 3 kNm Mz(x = 0) = C6 = Ma

z = −0, 2 ⇒ C6 = −0, 2 kNm

My(x) = −x2 + 3x+ 0, 3 kNm Mz(x) = 6x− 0, 2 kNm

Tabulka 2: Analytické pr·b¥hy vnit°ních sil na intervalu (a ;b) zleva

fx(x) = 0 kN/m mx(x) = 0, 6 kNm/m
N(x) = −

∫
fx(x)dx = 0 +D1 Mx(x) = −

∫
mx(x)dx = −0, 6x+D2

N(x = 0) = D1 = N b = −2 ⇒ D1 = −2 kN Mx(x = 0) = D2 = Ma
x = 1, 2 ⇒ D2 = 1, 2 kNm

N(x) = −2 kN Mx(x) = −0, 6x+ 1, 2 kNm

fz(x) = 0 kN/m fy(x) = −4 kN/m
Vz(x) = −

∫
fz(x)dx = 0 +D3 Vy(x) = −

∫
fy(x)dx = 4x+D4

Vz(x = 0) = D3 = V b
z = −1 ⇒ D3 = −1 kN Vy(x = 0) = D4 = V b

y = −6 ⇒ D4 = −6 kN

Vz(x) = −1 kN Vy(x) = 4x− 6 kN
my(x) = 0 mz(x) = 0
My(x) = −

∫
my(x)dx+

∫
Vz(x)dx = −x+D5 Mz(x) = −

∫
mz(x)dx−

∫
Vy(x)dx = −2x2 + 6x+D6

My(x = 0) = D5 = M b
y = 2, 3 ⇒ D5 = 2, 3 kNm Mz(x = 0) = D6 = M b

z = 11, 8 ⇒ D6 = 11, 8 kNm

My(x) = −x+ 2, 3 kNm Mz(x) = −2x2 + 6x+ 11, 8 kNm

Tabulka 3: Analytické pr·b¥hy vnit°ních sil na intervalu (b; c) zleva

• Protoºe posouvající síla Vz protíná na intervalu (a; b) nulu, znamená to, ºe v daném °ezu dosahuje
ohybový moment My maxima, které ur£íme následujícím zp·sobem:

Vz(x) = −2x+ 3 = 0 ⇒ xMAX
1 = 1, 5m (1)

MMAX
y = My(x

MAX
1 ) = −1, 52 + 3 · 1, 5 + 0, 3 = 2, 55kNm (2)

Obdobným zp·sobem zjistíme maximální hodnotu momentu Mz na intervalu (b; c):

Vy(x) = 4x− 6 = 0 ⇒ xMAX
2 = 1, 5m (3)

MMAX
z = Mz(x

MAX
2 ) = −2 · 1, 52 + 6 · 1, 5 + 11, 8 = 16, 3kNm (4)
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• Pr·b¥hy vnit°ních sil jsou vykresleny na Obrázku 4. Pro správné gra�cké znázorn¥ní pr·b¥hu
vnit°ních sil je t°eba dbát na následující zásady:

� pro normálovou sílu je rozhodující znaménko,

� posouvájící síly vykreslujeme ve sm¥ru p°íslu²né osy (£i proti ní) - Vz nahoru nebo dol·,
zatímco Vy dop°edu nebo dozadu,

� ohybové momenty vykreslujeme na stranu taºených vláken - My nahoru nebo dol·, zatímco
Mz dop°edu £i dozadu.
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Obrázek 4: Pr·b¥hy vnit°ních sil.
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