
Pr·°ezové charakteristiky - £ást 2

11. kv¥tna 2020

Úkol £.1: Stanovte hlavní centrální momenty setrva£nosti sva°ence.
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Obrázek 1: a) Zadání, b) Schéma pr·°ezu.

�e²ení:

• Za£neme okótováním pr·°ezu. Pro�l IPE budeme zna£it indexem 1 a pro�le UPE indexem 2. Z
tabulek pr·°ezových charakteristik pouºijeme pouze pro nás d·leºité hodnoty. T¥mi jsou vý²ka i
²í°ka pro�lu IPE a vzdálenost t¥ºi²t¥ e od okraje pr·°ezu UPE. Pro dal²í postup zavedeme pomocný
sou°adnicový systém yz.
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Obrázek 2: Vý¬atek z tabulek pr·°ezových charakteristik

• Následn¥ ur£íme polohu t¥ºi²t¥. Ná² pr·°ez je symetrický, £ehoº m·ºeme vyuºít p°i hledání t¥ºi²t¥
- to vºdy leºí na ose symetrie, tedy yt = 100 mm. Pro nalezení zt pouºijeme výpo£et polohy
t¥ºi²t¥ pomocí statického momentu k ose y. Ur£íme sou°adnice t¥ºi²´ obou £ástí pr·°ezu pomocí
tabulek pr·°ezových charakteristik. Z tabulek budeme dále pot°ebovat plochy jednotlivých pro�l·
A a centrální momenty setrva£nosti k lokálním osám Iiy a Iiz (v tabulkách zna£eny pouze jako Iy a
Iz).

i yi [mm] zi [mm] Ai [mm2] Iiy [mm4] Iiz [mm4]
IPE500 1 100 250 11600 482·106 21,4·106

UPE200 2 100 523,3 2350 15,4·106 1,37·106

Tabulka 1: Charakteristiky k lokálním t¥ºi²´ovým osám a poloha t¥ºi²t¥ k pomocným osám y a z.

zt =

∑2
i=1Ai · zi∑2

i=1Ai

=
250 · 11600 + 523, 3 · 2350

11600 + 2350
= 296mm (1)

Nyní jiº známe polohu t¥ºi²t¥, a jelikoº je pr·°ez symetrický, jsou t¥ºi²´ové osy yc a zc zárove¬
hlavními osami(jedna z nich musí být totoºná s osou symetrie).

Je pot°eba uv¥domit si, ºe pro�l UPE je pooto£ený v·£i tabulce pr·°ezových charakte-
ristik! Zatímco moment setrva£nosti Iiy je pro pro�l IPE k vertikální ose, pro pro�l UPE je k
horizontální ose, tzn. I1

y = I1
y1 , ale I

2
y = I2

z2

V tuto chvíli jiº m·ºeme ur£it hlavní momenty setrva£nosti:

Iyc = I1
y1 + I2

z2 +A1 · (z1 − zt)
2 +A2 · (z2 − zt)

2 (2)

Iyc = 482 · 106 + 1, 37 · 106 + 11600 · (250 − 296)2 + 2350 · (523 − 296)2 (3)

Iyc = 629, 3 · 106 mm4 = Imax (4)

Izc = I1
z1 + I2

y2 = 21, 4 · 106 + 15, 4 · 106 (5)

Izc = 36, 8 · 106 mm4 = Imin (6)
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Úkol £.2: Spo£ítejte axiální momenty setrva£nosti a devia£ní moment trojúhelníku k sou°adnicový
osám ȳ a z̄.
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ȳ

z̄

20◦

200 300 10
0

15
0T[300;150]

Obrázek 3: Schéma úlohy

�e²ení:

• Poloha t¥ºi²t¥ trojúhelníku v sou°adnicovému systému yz: yt = 300 mm, zt = 150 mm. Plocha troj-
úhelníku A = 22500 mm2. Nejd°íve ur£íme devia£ní a axiální momenty k sou°adnicovému systému
yz, v£etn¥ jejich Steinerových dopl¬k·:

Iy =
1

36
bh3 +Az2

t =
1

36
· 300 · 1503 + 22500 · 1502 = 534, 4 · 106 mm4 (7)

Iz =
1

36
b3h+Ay2

t =
1

36
· 3003 · 150 + 22500 · 3002 = 2137, 5 · 106 mm4 (8)

Dyz = − 1

72
b2h2 +Aytzt =

1

36
· 300 · 1503 + 22500 · 300 · 150 = 984, 4 · 106 mm4 (9)

(10)

• Nyní m·ºeme ur£it momenty setrva£nosti k pooto£eným sou°adnicovým osám. V rovnicích (11)-
(13) je pooto£ení α kladné podle pravidla pravé ruky - tedy proti sm¥ru hodinových ru£i£ek. Z toho
plyne, ºe pooto£ení α = −20◦.

Iȳ = Iy cos(α)2 + Iz sin(α)2 −Dyz sin(2α) = 1354, 7 · 106 mm4 (11)

Iz̄ = Iz cos(α)2 + Iy sin(α)2 +Dyz sin(2α) = 1317, 2 · 106 mm4 (12)

Dȳz̄ =
1

2
(Iy + Iz) sin(2α) +Dyz = 1269, 3 · 106 mm4 cos(2α) (13)

• Výsledky bychom mohli zkontrolovat nap°íklad posunutím sou°adnicových os do t¥ºi²t¥ pr·°ezu a
jejich oto£ením o 20◦. Momenty setrva£nosti k takovýmto osám následn¥ musí odpovídat "tabulko-
vým"hodnotám moment· setrva£nosti k t¥ºi²´ovým osám trojúhelníku. Tento postup je v²ak stejn¥
náro£ný, jako bylo °e²ení celé úlohy.

Ke kontrole pooto£ení m·ºeme alespo¬ pouºít znalost, ºe polární moment setrva£nosti (sou£et
axiálních moment·) I0 = Iy + Iz je nezávislý na pooto£ení sou°adnicových os:
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Iy + Iz = Iȳ + Iz̄ (14)

534.4 · 106 + 2137, 5 · 106 = 1354, 7 · 106 + 1317, 2 · 106 (15)

2671, 9 = 2671, 9 (16)

Kontrola prob¥hla úsp¥²n¥.
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Úkol £.3: Vyjád°ete parametry zadání a a k v závislosti na zadaných momentech setrva£nosti obrazce
Iy a Iz. Úlohu °e²te obecn¥ bez £ísel.
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Obrázek 4: Schéma úlohy

Motivace: Posouváním pr·°ezu v·£i sou°adnicovým osám yz m¥níme jeho momenty setrva£nosti i
devia£ní moment k t¥mto osám. Volbou vhodných rozm¥r· pr·°ezu a jeho umíst¥ním m·ºeme získat
poºadované momenty setrva£nosti a tím i momentovou únosnost. Podobnou úlohou tohoto typu je nap°.
návrh p°íhradového vazníku, kde musíme volit pr·°ezy horního i dolního pasu a zárove¬ vý²ku vazníku.

�e²ení:

• V tomto úkolu budeme obecn¥ °e²it inverzní úlohu. Abychom mohli nalézt 2 parametry a a k,
pot°ebujeme sestavit 2 nezávislé rovnice, které popisují zadání. (Pokud by ²lo sestavit mén¥ neº 2
rovnice, úloha by m¥la nekone£n¥ mnoho °e²ení, pokud by naopak ²lo sestavit více neº 2 nezávislé
rovnice, problém by nem¥l °e²ení.) V tomto p°ípad¥ m·ºeme pouºít rovnice pro axiální momenty
setrva£nosti obdélníka se Steinerovým dopl¬kem (ale nap°íklad rovnice pro polární moment setr-
va£nosti je jiº lineární kombinací rovnic pro axiální momenty setrva£nosti). Vyjád°íme 2 rovnice
pro 2 neznámé a a k:

Iy =
a · (3a)3

12
+ 3a2 · k2 (17)

Iz =
a3 · 3a

12
+ 3a2 · 4k2 (18)

Soustavu nyní m·ºeme °e²it libovolným zp·sobem. Nap°. upravíme soustavu (19) = (18) - 4·(17):

Iz − 4Iy =
3a4

12
− 4 · 27a4

12
= −35a4

4
(19)

a(Iy, Iz) =
4

√
4 · (4Iy − Iz)

35
(20)

P°i znalosti parametru a m·ºeme získat parametr k z rovnice (17):

k(Iy, Iz) =

√
Iy − 9a4

4

3a2
(21)

Rovnice (20) a (21) popisují geometrii na²í úlohy v závislosti na momentech setrva£nosti Iy a Iz.
Podle de�ni£ního oboru funkce (20) m·ºeme °íci, ºe úloha je °e²itelná pouze pokud 4Iy − Iz ≥ 0.
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